Approximaciés sémak

Az approximécios sémak tulajdonképpen approximaciés algoritmu-
sokbol allé algoritmusosztélyok. Approximacios algoritmusoknak egy olyan
sorozatat keressiik, amely tetszolegesen kicsi € esetén tartalmaz 1 4 ¢ app-
roximaciés algoritmust. Minden algoritmusnak polinomialis idejlinek kell
lennie, de az id6igény kiszamitasa soran a e értéket konstansként kezeljik. Az
idoigény és a e érték kapcsolatatdl fiiggden az alabbi sémakat definidlhatjuk.

Definicié: Algoritmusok egy H. osztalyat polinomidlis idejii approzi-
mdacids sémdnak nevezzikk (polynomial time approximation scheme, PTAS
roviditve), amennyiben minden £ > 0 esetén H. egy 1 + £ approximécids
algoritmus, amely polinomialis id6igény1, (az id6igény tetszolegesen fiigghet
a ¢ konstanstol).

Definicié: Amennyiben egy H. polinomialis ideji approximaciés sémaéra,
a H. algoritmusok id6igénye nem csak az input méretében, hanem 1/e-
ban is polinomidlis az algoritmusosztalyt teljesen polinomidlis approximdcios
sémanak nevezzik (fully polynomial time approximation scheme, FPTAS
roviditve).

Az approximacios sémak tertilete igen széles korben vizsgédlt. Ebben a
jegyzetben néhany példan keresztiil bemutatjuk az alapvetd technikédkat,
amelyeket titemezési problémék esetén approximacids sémak kidolgozéasara
alkalmazni szoktak, az érdeklodo olvasd az approximacios sémak tertiletének
részletes bemutatdsat megtalalhatja a [2], [3] munkakban.

Approximécids sémak esetén polinomialis ideji algoritmussal szeretnénk
kapni egy megoldast. Lényegében az eredeti problémat egyszertisitjiik le ugy,
hogy egyrészt az egyszertsitett valtozat méar megoldhaté legyen, masrészt
ne veszitsink sokat a megoldas pontossagabol. Az approximaciés algorit-
musok altaldban harom osztalyba sorolhatdak aszerint, hogy a probléma
egyszertisitését hol hajtjuk végre. Egyszertsithetiink, az inputon, az out-
puton és a megoldast ado algoritmus egyes fazisai kozott. Elsoként az egyik
legegyszeribb NP-nehéz iitemezési probléméra (amelyben két azonos gép
van és a maximalis befejezési id6t minimalizéljuk) mutatunk be harom app-
roximaciés sémat, mindharom, a fentiekben emlitett megkozelitésre egyet
- egyet, majd egy bonyolultabb eljardast ismertetiink, amely segitségével
dinamikus programozasi algoritmusokat transzformalhatunk approximéacios
Sémava.



Az aldbbi harom példaban jeldlje J = {ji,...,J,} a munkak halmazdt,
rendre pi,...,p, a végrehajtasi idoket, és legyen ¢ > 0 tetszoleges Kkicsi
szam. Legyen tovdbbd L = max{maxp;, (X1, p;)/2}. Ekkor miként azt az
approximaciés algoritmusokat targyalo fejezetben igazoltuk, két gép esetén
L<OPT(J) <2L.

Inputban egyszeriisit6 PTAS a P2||C),.: problémara.

Az elsé séma alapgondolata, hogy az apré munkakat nem kezeljik
egyenként, hanem olyan tolteléknek tekintjik oOket, amelyeknek csak az
0Ossztoltése szamit.

Approximéciés séma I. ( Al,)

1. Lépés: Osszuk a munkdkat két halmazba! Legyenek az eL/2-
nél nem kisebb munkak a nagy munkak, a kisebbek a kicsi munkédk.
Konstrualjuk a kovetkezé J' inputot. A nagy munkdkat valtozatlanul
hagyjuk, a kicsi munkdkat pedig £L/2 nagysdgi munkdkkal helyettesitjitk
a kovetkezOképpen. Ragasszuk Ossze az Osszes kicsi munkat egyetlen
éridsmunkédba, és az igy kapott oridsmunkat szeleteljiik fel eL/2 nagysdgi
darabokra, a maradék €L/2-nél kisebb darabot dobjuk el! Nevezziik ezeket
a munkakat gytjtémunkaknak!

2. Lépés: Oldjuk meg az I’ inputra a problémat, az Osszes lehetséges
megoldast megvizsgalval Mivel az egyes gépeken nem szamit a munkak
sorrendje, ezért feltehetjiik, hogy a kapott optimalis megoldasban, mindkét
gépen elOszor a régi nagy munkakat hajtjuk végre, utana a gyljtémunkakat.
Tovébba a gyljtomunkik mind eL/2 nagysigi munkédk, igy feltehetjiik,
hogy az elsé gépen a gylujtémunkak a felszeletelt oriasmunka kezdoszeletét
alkotjak, a mésodik gépen a végszeletét. Jelolje ezt az ilitemezést S’!

3. Lépés: Az S’ itemzésbél konstrudljuk meg J egy litemezését! A nagy
munkékat litemezziik ugyanazon a gépen, mint S’, a gyijtémunkakat pedig
bontsuk vissza az eredeti kicsi munkakra, tovabba az ériasmunka konstrua-
lasanal eldobott részt még illessziik a masodik gép végére! Mivel a gépeken
az oOriasmunka kezdo illetve végszelete van, ezért a visszabontas soran csak
a els6 gép utolso, és a masodik gép elsé gytjtomunkajandl keletkezik nem
visszabonthaté, szétvagott kicsi munka. Ezt titemezziik az elsé gépen!

Tétel Al. egy PTAS.

Bizonyitds: Vizsgaljuk elséként a futasi idot! Az elsé és a harmadik 1épés
nyilvanval6an polinomidlis. A masodik 1épésben az I’ inputra megvizsgédljuk



az Gsszes lehetséges megoldast, ez O(2") 1épés, ahol n/ a munkék szdma.
Mésrészt minden munka legaldbb eL/2 méretii, a munkak Ossztoltése az
atdarabolds sordn nem novekedhetett, igy a munkak szama legfeljebb 4/e.
Kovetkezésképp rogzitett konstans € mellett ezen rész futési ideje konstans.
(Erdemes megjegyezniink, hogy ez a konstans exponencialis 1/e-ban, ezért
nem FPTAS-t kapunk.) Kovetkezésképp a futasi id6 valéban polinomiélis az
input méretében minden e-ra.

Most vizsgaljuk az approximécios hanyadost! Elsoként vegyiik észre,
hogy OPT(J') < OPT(J) 4+ €L/2. Valéban J egy optimaélis iitemezésében,
a nagy munkdakat helyben hagyva, a kicsi munkakat kicserélve annyi L
nagysagu munkaval, hogy az 0ssztoltésiik ne csokkenjen, egy olyan lehetséges
megoldasat kapjuk J'-nek, amelyre a maximalis befejezési id6 legfeljebb
eL/2-vel novekedett. Madsrészt a gyljtémunkak szétdaraboldsa sordn is
legfeljebb €L /2-vel névekszik a maximélis befejezési id6, hiszen az elsé gépen
az utolsd kicsi munka masik gytjtéomunkéaba esé darabja, a masodik gépen
az oriasmunkabol eldobott rész novelheti meg a maximalis befejezési idot.

Kovetkezésképpen

Al.(J) < OPT(J') +eL < OPT(J) + 2eL/2 < (1 + €)OPT(J),

amivel igazoltuk, hogy a definialt eljardasosztdly valéban egy approximacios
sémat ad. a

Outputban egyszeriisit6 PTAS a P2||C,,,, problémara.

Az outputban egyszerisité sémak alapgondolata altalaban az, hogy a
lehetséges megoldasokat polinomidlis szamu osztalyba osztjuk fel, és minden
osztalyra alkalmazunk egy gyors algoritmust, amely kijelol az osztalybdl egy
reprezentanst. Amennyiben minden reprezentans kozel van az osztalyba tar-
toz6 legjobb lehetséges megoldashoz, akkor a reprezentansok koziil a legjobb
kozel lesz az optimalis megoldashoz, igy egy jé approximacios algoritmust
kapunk.

Approximéacios séma II. ( A2.)

1. Lépés: Osszuk a munkdkat két halmazba! Legyenek az eL-
nél nem kisebb munkak a nagy munkdk, a kisebbek a kicsi munkak!
Vegylik a nagy munkdk oOsszes lehetséges titemezését, ezeket nevezziik
parcialis itemezéseknek! Minden parcialis iitemezésre definidljuk a lehetséges



itemezéseknek egy osztalyat, amely azokat a lehetséges megoldasokat tar-
talmazza, amelyekben a nagy munkdk az adott parcidlis iitemezésnek
megfeleléen vannak a gépekhez hozzarendelve!

2. Lépés: Minden osztalyra szamoljunk ki egy reprezentanst! A reprezen-
tanst ugy kapjuk, hogy a parcialis iitemezést kiterjesztjiik a kicsi munkakkal,
azokat a LISTA algoritmus szerint iitemezve (az aktudlis munka arra a gépre
keriil, ahol kisebb az aktudlis toltés).

3. Lépés: Vegylik a reprezentansok kozil a legkisebb célfiigvényértékkel
rendelkez6 megoldast!

Tétel A2, eqy PTAS.

Bizonyitds: Vizsgaljuk elsoként a futdsi id6t! Mivel a nagy munkak
mérete legaldbb €L és a munkdk ossztoltése legfeljebb 2L, ezért a nagy
munkdk szdma legfeljebb 2/e. Koévetkezésképpen a parcidlis iitemezések,
és {gy az osztélyok szdma legfeljebb 2%/¢. Minden osztélyra a reprezentdns
kijelolése linedris idoben fut, igy rogzitett € mellett az algoritmus futési ideje
valéban polinomiélis. (Fontos megjegyezniink, hogy 1/e-ban exponencidlis,
igy ismét csak PTAS-t kapunk.)

Vizsgéljuk most az approximaciés hanyadost! Kiilonboztessiink meg két
esetet attdl fiiggden, hogy milyen reprezentansokat kaptunk!

Elsoként tegytik fel, hogy van olyan reprezentans, amelyben egy kicsi
munka éri el a maximalis befejezési id6t. Ez akkor fordul el6 ha mindkét gépre
keriil kicsi munka vagy ha csak a parcidlis iitemezésben kisebb toltéstire, de az
utolsé kicsi munkaval a toltés tiulné a parcidlis titemezésben nagyobb toltést
gép toltésén. Mindkét esetben ezen reprezentansra a gépeken a befejezési idok
(esetiinkben megegyeznek a toltéssel) kiilonbsége legfeljebb e L. Mésrészt az
Ossztoltés legfeljebb 2L, igy azt kaptuk, hogy

A2.(J) < L+ %L < (1+¢/2)OPT(J).

A masodik esetben nincs olyan reprezentans, amelyben kicsi munka éri
el a maximalis befejezési idot. FEz azt jelenti, hogy minden osztalyra a
reprezentans optimalis megoldast ad, hiszen a koltség megegyezik a parcialis
itemezés koltségével. Masrészt ebbdl kovetkezik, hogy a reprezentansok
kozott szerepel egy optimalis megoldas is. a



Algoritmusban egyszeriisit6 FPTAS a P2||C,,.. problémara.

Ezt a megkozelitést akkor szokds hasznalni, ha van a problémara egy ex-
ponencialis megoldé algoritmusunk, amely tobb fazisbél all. Ekkor bizonyos
esetekben az egyes fazisok kozé valamilyen egyszertiisito 1épést beiktatva egy
approximéacios sémat kaphatunk.

Elsoként tekintsiik a kovetkezo egyszerii algoritmust, amely meghatarozza
az Osszes (a, b) part, amelyek el6allhatnak a toltésként a két gépen a J munka-
halmaz titemezése utan!

Egy exponencialis idejii algoritmus

1. Lépés: Legyen i =0, Sy = 0!

2. Lépés: Amennyiben i = n véget ért az eljaras, egyébként minden
(a,b) € S; parra képezziik az (a + p;y1,b) és (a,b + p;11) parokat, és ezen
parok alkossék az S;,; halmazt!

Egyszertien igazolhaté teljes indukcidval, hogy az S; halmaz minden i-re
azokat az (a,b) parokat tartalmazza, amelyek el6dllhatnak toltésként a két
gépen a J munkahalmaz elsé i elemének az titemezése utan. Kovetkezésképp
kivalasztva az S, halmazbdl azt a part, amelyre az elemek maximuma
a minimalis megkapjuk az optimalis célfiiggvényértéket. Amennyiben a
parokat kiegészitjiikk azzal (a dinamikus programozési algoritmusok esetén
szokésos) informacioval, hogy miként kaptuk meg a part a megel6z6bél (ez
egy extra bit, amely megadja, hogy az utols6 munkat melyik géphez ren-
deltiik), akkor megkapjuk az optimélis megoldast is.

Tehat a fenti algoritmus alapjan megkaphatjuk az optimaélis iitemezést.
Az egyetlen probléma az, hogy az S; halmazok elemszéma rendkiviil gyorsan
novekedhet, elérheti a 2¢ értéket. Amennyiben ezt az elemszamot korldtozni
tudjuk, akkor egy polinomidlis algoritmust kapunk. Az aldbbiakban meg-
vizsgaljuk miként tehetjiik ezt meg oly modon, hogy ne veszitsiink sokat a
pontossaghdl. A tovabbiakban feltessziik, hogy a munkak végrehajtasi idejei
egészek, igy minden végrehajtasi ido legaldbb 1.

Legyen A = 1+¢/(2n), P = . | p;! Osszuk fel a sikban a Px P nagysagu
négyzetet tartomanyokra! A Py, j > 1, k > 1 tartomdny tartalmazza
azokat az (a,b) pontokat, amelyekre A7 < a < AL AR < b < AFH
teljestil! A Py, & > 1 tartomdny tartalmazza azokat az (a,b) pontokat,
amelyekre 0 < a < A, AF < b < AP teljesiill A Pj, j > 1 tartomany
tartalmazza azokat az (a,b) pontokat, amelyekre A7 <a < AT 0 <b <A
teljesiill A Py tartomany tartalmazza azokat az (a,b) pontokat, amelyekre



0<a<A 0<b<A teljesiill Az approximaciés séma alapgondolata, hogy
az ugyanazon tartomanyba esé pontparok kozel vannak egymashoz, igy elég
mindegyik tartomanybdl egy pontot megorizni az S; halmazokban.

Approximéciés séma III. ( A3,)

1. Lépés: Legyen i = 0, Sy = (!

2. Lépés: Amennyiben ¢ = n véget ért az eljaras, egyébként minden
(a,b) € S; péarra képezziik az (a + piy1,b) és (a,b + pir1) parokat, és ezen
péarok alkossék az S;,; halmazt!

3. Lépés (ritkitas) Az Sj,, azon elemeinek halmazat, amelyben egyik
érték sem 0 ritkitsuk ugy, hogy minden P, tartomanybdl csak egy elemet
tartsunk meg!

Tétel A3. egy FPTAS-t ad az optimdlis célfigguényérték
meghatdrozdsdra.

Bizonyitds: Vizsgaljuk elsoként a futdsi idét! Ehhez 6ssze kell szamolnunk
a tartomanyok szamat. A definciébol egybol addédik, hogy a tartomanyok
szdma legfeljebb (logy P + 1)? = O((logs P)?). Mésrészt

InP
InA”

Tovéabba InA = In(1 + ¢/(2n)) = Q(e/n), amibdl addédik, hogy a tar-
tomanyok szdma polinomiélis n-ben 1/e-ban és InP-ben, azaz az input
méretében és 1/e-ban. Ebbél kovetkezik, hogy az algoritmus is polinomiélis
ezekben az értékekben, azaz futasi id6 szempontjabol valoban egy FPTAS-t
adtunk meg.

logp P =

Vizsgaljuk az approximéaciés hanyadost! Minden iteraciéban van egy
ritkité fazis. A ritkité részben minden parhoz egy olyan part &rziink
meg, amely ugyanabban a tartomanyban van, igy mindkét komponensben a
megfelel6 érték legfeljebb egy multiplikativ A hibdban tér el. Kovetkezésképp
minden lehetséges titemezést leiré parhoz van az .S,, halmazban egy olyan par,
amely legfeljebb egy A™ multiplikativ hibaban tér el. Tehat az algoritmus A™
approximécids. Masrészt egyszeriien adddik az (1+1/n)" < e egyenlStlenség
alapjan, hogy

A" = (1+¢/2n)" < 1+e,

amivel az allitast igazoltuk. O



A fenti eljaras konnyen modosithatoé gy, hogy az optimalis tlitemezést
is megkapjuk. Szamharmasokat kell hasznalnunk, ahol a harmadik kompo-
nens attél fligg, hogy az utolsé munkat melyik gépen iitemeztiik a toltéseket
eredményezé {itemezésben. Ebben az esetben az optimadlis (approximéciés)
szdmhérmasbdl visszafejthetd egy optimélis (approximdciés) iitemezés.

Dinamikus programozaison alapulé FPTAS a Pm||C,,., problémara.

Ebben a részben arra mutatunk példat miként transzformalhatdak
bizonyos dinamikus programozasi algoritmusok FPTAS-a. Az FPTAS
alapotlete az, hogy az inputot kerekitjiikk, az igy kapott 1j inputra
végrehajtjuk a dinamikus programozasi eljarast, amely a kerekitett inputra
polinomidlis idejii lesz, és a kapott optimélis megoldést visszatranszforméljuk
az eredeti feladat egy lehetséges megoldasava. Tehat az alabbi algoritmus
is az inputban egyszertisité algoritmusok csaladjaba tartozik. A bemuta-
tott algoritmus lényegében megegyezik a [1] cikkben ismertetett eljardssal.
Hasznéljuk a dinamikus programozasi részben ismertetett dinamikus pro-
gramozasi algoritmust, a kovethetdség érdekében iott ismét ismertetjiik az
eljarast.

Dinamikus programozasi eljards a Pm||C,,.,, problémara egész
iitemezési d6k mellett

Legyen P = % p;! Definidljuk az S;(Ky, ..., Ky_1), értékeket i =
0,1,...,n a kovetkezéképpen! Legyen S;(Ki,..., K, 1) az a minimdlis
toltés, amely elérhetéo az M, gépen az els6 ¢ munka iitemezése soran
olyan iitemezéssel, amelyben az M; gépen a toltés legfeljebb K; min-
den j = 1,...,m — l-re. A fiiggvény definicigja alapjan adddik, hogy
Si(Kq,...,Kn—1) = oo, ha K; < 0 valamely j-re, hiszen ekkor nincs
a j-edik gép toltésére vonatkozo feltételt kielégito iitemezés. Tovabba
So(Ky, ..., K1) =0 minden 0 < K; < P értékre.

Egyszerii esetszétvalasztas alapjan addédik, hogy az S; fliggvényekre tel-
jesiil a kovetkez6 rekurzio:

Sip1(K1, ..., Ky1) = min{p41 + Si(K1, ..., Ky_1), MIN},
ahol

MIN = Il’liIlj{Si(Kl, . ,Kjfl,Kj _pi+17Kj+17 . ,Kmfl}.

A fenti észrevételek alapjan konnytu felépiteni egy dinamikus progra-
mozasi algoritmust, amely megoldja a Pm||C),q, problémat egész iitemezési
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idok mellett. A kezdeti feltételek és a rekurzi6 alapjan kiszamoljuk
az Sp(Ky,..., K1) értékeket, minden egész 0 < K; < P, j =
1,...,m—1 értékre. Ezt kovetoen az optimalis célfiiggvényérték a minimalis
max{S, (K,..., Kn_1), maxi<j<m—1K;} érték lesz. Maésrészt ha az eljaras
soran (mint az dinamikus programozdsi algoritmusoknal szokdsos) mindig
megjegyezzilk, hogy az aktudlis 5;, fiiggvényértéket melyik S; érték alapjan
kapjuk, akkor az optimalis célfiiggvényértéket add S, érték alapjan vissza-
fejthet6 az optimalis litemezés.

Tehat a fentiekben bemutatott algoritmus megoldja a problémat.
Vizsgédljuk a futasi idot. Az eljaras soran lényegében ki kell tolteniink n
darab P™~1 méretii tablazatot (a lehetséges K, ..., K,,_1 értékek), min-
den érték kiszdmitdsa m miiveletet igényel, tehdt a futési id6 O(nmP™™ 1),
azaz rogzitett m mellett polinomialis n-ben és P = 37 p;-ben. A
probléma az, hogy az input mérete nem P, hanem log P, mivel binarisan
reprezentaljuk a szamokat. Undris reprezentalds mellett az algoritmus poli-
nomialis lenne. (Erdemes megjegyezniink, hogy az ilyen algoritmusokat
pszeudopolinomidlis algoritmusoknak nevezziik.) Az aldbbiakban bemu-
tatjuk miként konstrualhaté egy FPTAS a fentiekben bemutatott dinamikus
programozasi eljaras alapjan.

FPTAS a dinamikus programozasi eljaras alapjan

Az FPTAS elokészité részeként hajtsunk végre egy konstans app-
roximacios hanyadossal rendelkezé approximéciés eljarast az inputon. A
kapott célfiiggvényértéket jelolje L. Esetiinkben hasznalhatjuk a LISTA algo-
ritmust, amely linedris id6igény(i. Ekkor az L szémra teljestl az OPT(J) <
L <20PT(J) egyenlétlenség.

Approximéciés séma IV. ( A4,)

1. lépés: Konstrualjuk meg a J inputbdl J' inputot a kovetkezoképpen!
Minden j-re a p; végrehajtasi idével rendelkez6 j-edik munkat helyettesitsiik
egy P = |pj/Z] végrehajtasi idével rendelkezé munkéval, ahol Z = L /2n!

2. lépés: Oldjuk meg az 1. 1épés soran kapott J' inputot a fentiekben
ismertetett dinamikus programozasi eljarassal!

3. lépés: A J' input optimalis iitemezésébdl J egy kozelité megoldasat
kapjuk, ha minden munk&at ugyanazon a gépen iitemeziink, amelyen a

modositott input optimélis megoldasa a megfeleld6 moédositott munkat
lutemezi.

Tétel A4, eqy FPTAS.



Bizonyitds: Els6ként vizsgaljuk a futasi idot! A dinamikus programozasi
algoritmus idéigénye O(nmP™™ ). A médositott J' inputra

P < jiluoj/ZJ < py/7 < mOPT(J)/7 = TrLeOLP/;iﬂ

Jj=1

<d4dmn/e.

Kovetkezésképp az eljaras idoigénye rogzitett m mellett valoban polinomidlis
az input méretében és 1/e-ban.

Vizsgéljuk meg az approximaciés hanyadost!

Mivel Z - OPT(J') < OPT(J) és Ad.(J) < Z - OPT(J) + nZ, ezért
|A4.(J) — OPT(J)| < nZ. Kovetkezésképpen:

|A4.(J) — OPT(J)| nz el
< < <e.
OPT(J) ~— OPT(J — 20PT(I) —
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