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�����������t�p�
�)�N�������c�N�2�>�d���j�J���,���~�������,���d�c�p���G�p� �J¡I���	�J�t�c��¢2��£&���c� �J�w� � �c�N�����d� ��¤d�c� �J�w���)���c¥t���Y��¡t� �
���N¤d��¥N�c� �J���[¥t�N¤d�c� �J�;¦��t� ¤�������� ��¦E�)���2���J���>� �c�N��t���J¡t� �d¢§�W¨�¤d� �d�,�c���>©nª��c¥I�������>«}�c�N� �c���p�,���d�
�c�N�)���N¤d��¥N�c� �J�N�L�t�����'� ¬t��¬�¡,���c�N�)���N¤d��¥N�c� �J���[¥t�N¤d�c� �J�/«'�c�N�)¡j�d�c���d��«'¡j��¤���¥N���)�c�t� �	¦������j¢����>�
�c�N���J¤�¤��d� �d�Y���c���t��¬t�d�'� ¤����¥N����¬®���w�c�N�������>�J�c���c�t¢¯¢��J�����W°±��¤d�c���>�����2¬}� ��¤�����¬}���t��¡j��²t����©
�)���c�N���J�c�N�d�	�I���N¬±«'¦��N�d�����J�	¢��J�������J�t�t� �c�c� ¤�������¬����N¤d��¥N�c� �J���[¥t�N¤d�c� �J�N�	¢������p���>�)�c���p�,���d�
���N¤d��¥N�c� �J�N��«'�c�N�d������³,¥t������¢��J���¤��J¢2�t¥t�Y���c� �J�I���Q�W°±�J�c�L�c�I�����J�c�N�d�L�t�����'� ¬}���t�2�q���c�>�d�����>�d�_´
���c�c��¢����c� �J�N��©&µl�¶���~�����c��� �d���I���j�d�Q�c�N� UW�)inRTVWRfb�eJ·tb�]JPNSJUWVf{,UWPnbYU�XoiNU�Ucr ���t���N¤d��¥N�c� �J���[¥t�N¤d�c� �J�N�
¦L�J� ¬t�W¸N�N��¬����N¬4�c�c¥N¬}� ��¬±«±���N¬����¦L�J� �c�N��¦��4����¡j�¶���>�'�'¬¹���N¬}� ¤������J�����G�c�N�¶���N¤d��¥N�c� �J�
�t����¤d� �c� �J�/©Qµo���c�N���d¢2�t���c� ¤����L¤��J�,�>�d�c�>�d�N¤����c�j����¬�� ����I�����'£���¬4�f�J����p���>�d�®�l�'�j�����L�[¥t�N¤W´
�c� �J�N��«J�c�N�d���J�N��¤��������d� ��¤d���c�N�E���t�t���J�t�c�q�����E���N¤d��¥N�c� �J�¶�[¥t�N¤d�c� �J�2���¡j�	¥N����¬¶¦��N�d��¬t���������t�
¦����c�w�c�N�p�����l�'�j�����E�[¥t�N¤d�c� �J�N��©�µl�®�c�t� �~�I���j�d�¦	���t�������d�,�2�c¥N¤����1�c�c¥N¬}�>«Q¬t���������t��¦����c�
�[¥t�N¤d�c� �J�N�E¥N����¬����1¤��J¢2�j�d�c���c���>��o�J¤d�������l��� �'¤����c� �J�;�t���J¡t� �d¢���©

º¶UW\�»G]JVcr�X�¼ µl�N¤d��¥N�c� �J���[¥t�N¤d�c� �J�/«N¤��J�,�>�d�c�>�d�N¤���c�j����¬±«'�o�J¤d�������l��� �'¤����c� �J�
½�¾4¿�¿ ¥t¡}Àc��¤d�ÁG�q�J���c�Â¸I¤����c� �J�/ÃnÄpÅ>Æ ÇpÈ}«NÄpÅ>Æ�É,È}«IÄpÅJÊ�ÈpÅ}«nËpÈ>ÁLÇpÈ}«IËpÈJÌ�ÍpÅ

Î Ï2ÐÒÑ	ÓoÔ,ÓlÕ}Ö±×EÕ}ØQÙQÚQÛNÔ>Ü/ÛIÙGÕ}Û�Ý�Ñ�ÛNÛIÞ

ß àjá�âoã}äTäTãpå�æTçjè1çjã'é�ê,édæTã}ç�å�æTäTä*ëQá�ìjíWá�édàjîWã}ìjè}àjã}ìnéJï
X = [X, X] ⊆ R

æTí¶ê¹îWáJê'äGæTçIð
édá�îYñ'ê'äóò

I
æTí�édàjá�íWá&é)ã'â�îWáJê'ä±æTçtédá�îYñ'ê'äTí�ò

X = (X1, . . . , Xn) ∈ I
n
æTíEê'ç

n
ðcôjæTõ1á�çjíWæTã}ç±ê'ä

? ö �t� �	¦	�J�c���I�J�G¡j���d���c¥t�t�j�J�c����¬�¡,���c�N� Æ��Y���,���E� ö Ê ½ ö ÈpÇ�É,ÇpÅpÈ}« ö È�É,ÍpÇ>÷p÷'«N� ¾¹ø Ìù ´óÇpÈ>úJûpÈpÈpÈ}«	� ¾¹ø Ìýü�´óû�É'úJûpÈpÈ}þ¹���N¬ÿ¡,�ÿ�c�N� ¾ ���t� �c�c�c�ÿ��� ¿ ¤d� �d�N¤��1���N¬ ö ��¤��t�N�J� �J�p� ���¿ �I������¥t�N¬t�d���c�N�������������¤����t����Àc��¤d���ÌLü	ÁLûpÈpÈpû&´óÈ}þ�ÈpûpÄ����N¬ ��� ûpÈpÈ�ÉJ´óÈpÈ}þdÉN©jÌ© ö�� �c�¹¦L�J��J�1� �����>���[���J¢��)����������¤��4Æ����J¥t���J� ½ �c�c�Â¸I¤d�q����µl�,���d�������>�d�N¤��¶�����c�N� � ¥t�t�,���c�q��� ½ ¤��J¬t�d¢~�
��� ¿ ¤d� �d�N¤��������N¬��c�N��ª)�t���>�d���c���l����� ¿ £��d�>��¬±« ¿ £��d�>��¬±« � ¥t�t�,���c�>©
�	��eJRT·Qe>r>rJV�UYXYX�¼	��
����������������������������� �!�"�#�$�%&���(' Ì© ö�� �c�¹���N¬*)N© ø �d�c�,+��N¬t�d£.-W©
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æTçtédá�îYñ'ê'ä<\lê'äTíWã^]Jê'äTäTá�ô`_>a.b�c�ò
w(X) = X−X

æTíEédàjá^d�egf�hji�ã'â
X ∈ I

ê'çjô
wrel(X) =

w(X)/ max{minx∈X |x|, 1}
æqédí�îWá�ä[ê,édæqñ}á~å�æTônédà�ïIß àjá¶å�æTônédà�ã'â	ê�ëQã�k

X ∈ I
n
æTí)édã

ëQá�ìjçjôjá�îWíYédãIãIô ê'í
w(X) = maxi=1,...,n w(Xi)

ï�ß àjá�õ1æTôSlQã}æTçtéã'âEédàjá�æTçtédá�îYñ'ê'ä
Xå�æTäTä�ëQá�ôjá�çjã'édá�ô®ëm

mid(X)
ï

ß àjá�íYé�ê'çjô±ê'îWô�è}äTã}ë±ê'ä�ã�lnédæTõ1æonJê,édæTã}çpljîWã}ëjäTá�õq]Jê'ç®ëQá2ôjáMr±çjá�ôÿê'í

min
x∈X

f(x),
\Os�c

å�àjá�îWá
f : R

n → R
æTí*êt]�ã}çtédæTçNìjã}ìjíWäum2ôjæuv�á�îWá�çtédæ[ê'ëjäTáLâoìjçS]&édæTã}ç�ê'çjô

X ∈ I
n
æTíGê ëQã�k�ï

ß àjæTíBl±ê�lQá�î2æTí2îWá�ä[ê,édá�ôÿå�æqédà�édàjá�íWã}äTìnédæTã}ç�ã'âW\Os�c~ñIæ[ê�æTçtédá�îYñ'ê'ä	ëjîdê'çS]�àIð�ê'çjôIðcëQã}ìjçjô
õ1á&édàjãIôjíxwKs�y�zóïQ{cç|l±ê'îYédæo]�ìjä[ê'î�ò�å�á ê'îWáÿæTçtédá�îWá�íYédá�ô�æTç}r±çjôjæTçjè édàjá�õ1ã}íYé4íWìjæqé�ê'ëjäTá
æTçS]�äTìjíWæTã}ç�âoìjçS]&édæTã}ç4âoã}î íWã}äqñIæTçjè~\Os�c�ï

� Û�LÙGÓj�>ÓoØQÙ@Î��	� h
f
_ ����� a���hgej����a���I�>�,� � hge5a��������>�,� � hge5a��

F : I
n → I

eo� � �
æTçS]�äTìjíWæTã}ç âoìjçS]&édæTã}ç�aO�

f � e �I��a�� �M��� �>� X ∈ I
n � ��f

x ∈ X � f(x) ∈ F (X) � eg� � �
f(X) = {f(x) | x ∈ X} ⊆ F (X)

�

�~íWì±ê'äTäum}ò'êíWìjîWîWã}ètê,édá�âoã}îGédàjæTí<ljîWã}ëjäTá�õ æTíGédã�r±çjô�édàjáæTçS]�äTìjíWæTã}ç�âoìjçS]&édæTã}ç�ljîWãpñIæTôjæTçjè
édæTè}àtédá�îæTçS]�äTìjíWæTã}çjí�ò/íWæTçS]�á�æTç®édàjæTí~åê�mwédàjá�ôjæuv�á�îWá�çté2ê�].]�á�äTá�îdê,édæTçjè¹ôjá&ñIæo]�á�í2ìjíWá�ô�æTç
æTçtédá�îYñ'ê'ä6�Q���Òõ1á&édàjãIôjíLê'îWá�õ1ã}îWá)áM�p]�æTá�çtéEê,éLôjæTí�]Jê'îWôjæTçjèëQã�kná�í�ò,édàNìjí	édàjáQljîWã}ëjäTá�õ
æTí íWã}äqñ}á�ô�âlê'íYédá�î�ï±ß àjá�]�ä[ê'íWíWæo]Jê'ä�õ1áJê'íWìjîWá¶âoã}îédàjá� Nì±ê'äTæqé�m¹ã'âLê'ç®æTçS]�äTìjíWæTã}ç¹âoìjçS]&édæTã}ç
æTíédàjá�]�ã}çtñ}á�îWè}á�çS]�á�ã}îWôjá�î�ï

� Û�LÙGÓj�>ÓoØQÙ}¡��	� h
F
_ �¢� �~ej� �M£ ��Me5a����>�,� � hge5a��¤aO�

f
� ��f

Y
_ �¢� _>a.b � d<i � � � f

eo�
f �C¥ � � f��¦§i � �phji � ]�ã}çtñ}á�îWè}á�çS]�á�ã}îWôjá�îBaO�

F
eo� � h £o�3� �Mh

α � e �¨hji � � �W� b�eo�Mhj� �Q© a��Mejhge ���� a��6�Mh � ��h
c
�M� � i~hji � hªhji � ej� �3« � ��£ ejhg�

w(F (X))− w(f(X)) ≤ c · w(X)α \5¬�c

i�a £ f�����a�� �M��� �>�
X ⊆ Y

�

~ãpå�á&ñ}á�î�ò�édàjæTí�ôjáMr±çjæqédæTã}ç æTõpljäTæTá�í�ê®d�a��3�Mh �3� � � ê'ç±ê'äumIíWæTí�ï¯{cçjíYédáJê'ô�ã'â�édà±ê,éJòLæTç ê
îWá.]�á�çtéIl±ê�lQá�î�wKs�°�zóòIédàjá �M±�© ej�>e �3��£	� a�� ��� �5² � � �E� � ©��E� f¶ã'â

F
à±ê'í ëQá�á�ç�ôjáMr±çjá�ô�å�æqédà

édàjá¶ê'æTõ ã'â�õ1áJê'íWìjîWæTçjè�édàjá ����� � � ² � _ � i ��� e5a��,��ïNß àjá¶á�õpljæTîWæo]Jê'ä�]�ã}çtñ}á�îWè}á�çS]�á2í�lQá�á�ô
æTí~ã}ëné�ê'æTçjá�ôwëmwê�lSljîWã�knæTõ¹ê,édæTçjè;édàjá�ñ'ê'äTìjá�í~ã'â

α
ê'çjô

c
æTç®édàjá�á. Nì±ê,édæTã}çwã}ëné�ê'æTçjá�ô

âoîWã}õ³\5¬�cLëm*]�à±ê'çjè}æTçjè2édàjá�´
≤ µ íWæTè}ç;édã*´= µ ïtßGã�ôjã�æqéJò'édàjá~á. Nì±ê,édæTã}ç1æTíLédîdê'çjíYâoã}îWõ1á�ôæTçtédã

log10 (w (F (X))− w (f(X))) = log10(c) + α log10 (w(X)) .ß àjá�ç�òLédàjá�ê�]&édì±ê'ä�ñ'ê'äTìjá�í�ã'â
w(F (X))

ò
w(f(X))

ê'çjô
w(X)

ê'îWá�]�ã}õpljìnédá�ô âoã}î
êwè}æqñ}á�ç íWá&é�ã'â�ëQã�kná�í�òLê'çjôÒédàjá

α
ê'çjô

c
]�ã}çjíYé�ê'çtédí�édà±ê,é�ëQá�íYé�rjé�édàjá¶]�ã}õpljìnédá�ô

å�æTônédàjí4ê'îWáwôjá&édá�îWõ1æTçjá�ô$å�æqédà$äTæTçjáJê'î;îWá�è}îWá�íWíWæTã}ç�ï�ß àjæTí�æTí¹æTç ê�].]�ã}îWô±ê'çS]�áwédãÒédàjá
ôjáMr±çjæqédæTã}ç ã'â¶édàjáwédàjá�ã}îWá&édæo]Jê'äI]�ã}çtñ}á�îWè}á�çS]�á�ã}îWôjá�î�ò)á>k6]�á.lné4édà±ê,é�æTç ã}îWôjá�î1édã è}á&é
édàjá�ëQá�íYéê�lSljîWã�knæTõ¹ê,édæTã}ç�òIédàjá�æTçjá. Nì±ê'äTæqé�m�æTít]�à±ê'çjè}á�ô®édã1á. Nì±ê'äTæqé�m}ï�{cç�édàjæTí åê�m�å�á

¬



å�æTäTä/ã}ëné�ê'æTç¹æTçnâoã}îWõ¹ê,édæTã}ç1ê'ëQã}ìné�édàjá ����� � � ² � _ � i ��� e5a��,��ã'â�édàjáæTçS]�äTìjíWæTã}ç1âoìjçS]&édæTã}ç�ò
æTçjíYédáJê'ôwã'â	édàjápd�a��3�Mh �3� � � ê'ç±ê'äumIíWæTí�ï±ß àjæTíI]�à±ê'çjè}á¢rjédí~á>kjê�]&édäum®æTç�å�à±ê,éæTí�çjá�á�ôjá�ô
âoã}î1ê'äTè}ã}îWæqédàjõ1æo]¹ôjá&ñ}á�äTã�ljõ1á�çtéJòEíWæTçS]�á�å�àjá�ç ìjíWá�ô$æTç�ê'ç$ê'äTè}ã}îWæqédàjõ®ò*édàjáwêJñ}á�îdê'è}á
ëQá�à±êJñIæTã}ìjî ã'âLæTçS]�äTìjíWæTã}ç¹âoìjçS]&édæTã}çjí âoã}î îWáJê'äTæTíYédæo]íWæon�á�æTçtédá�îYñ'ê'äTí æTíå�à±ê,é~õ¹ê,éWédá�îWí�ï

·±ã}îê1è}æqñ}á�çwédá�íYéâoìjçS]&édæTã}ç
f
å�á�]Jê'çÿìjíWá�ôjæuv�á�îWá�çté¶íWá&édí¶ã'â�ëQã�kná�íédã¹ôjá&édá�îWõ1æTçjá

αê'çjô
c
ïS{cç�édàjæTí¨l±ê�lQá�î écå�ã1ôjæuv�á�îWá�çté�é�m,lQá�í~ã'â	íWá&édí~à±êJñ}á�ëQá�á�ç¸]�ã}çjíWæTôjá�îWá�ô§¹

º íWá. Nìjá�çS]�á�íã'â	á�õ�ëQá�ôjôjá�ôwëQã�kná�í�òQê'äTä�]�ã}çté�ê'æTçjæTçjè;ê�è}äTã}ë±ê'ä�õ1æTçjæTõ1æon�á�îªlQã}æTçtéJò±ê'çjô
º íWá. Nìjá�çS]�á�íã'â	îdê'çjôjã}õ¯æTçtédá�îYñ'ê'äTí¨]�ã}çtñ}á�îWè}æTçjè�édã¹ê(lQã}æTçtéJï
» í*á>k6ljä[ê'æTçjá�ô�ëQá&âoã}îWá'ò�âoã}î�á&ñ}á�î¼m�ëQã�k�æTç�ê íWá. Nìjá�çS]�á)å�á�]�ã}õpljìnédáLédàjáEæTçS]�äTìjíWæTã}ç¶âoìjçS]�ð
édæTã}ç�òJê'ç�ê�lSljîWã�knæTõ¹ê,édæTã}ç¶ã'âIédàjá�îdê'çjè}áEãpñ}á�î�édàjá�ëQã�k�ò>ê'çjô2édàjá�å�æTônédà�ã'âIédàjá�ëQã�k�ïpß àjá
à±ê'îWôjá�íYé	ã}çjáEédãIljîWãIôjìS]�á)æTí�édàjá�ê�lSljîWã�knæTõ¹ê,édæTã}ç2ã'ânédàjá)îdê'çjè}á'ï�½Òá)ã}ëné�ê'æTç�æqé*ëm¢]�ã}õ�ð
ljìnédæTçjè�ê'ç�á�çS]�äTã}íWìjîWá¶ã'â*édàjá2õ1æTçjæTõ�ìjõ ê'çjô4édàjá¶õ¹ê�knæTõ�ìjõ ã'â*édàjáâoìjçS]&édæTã}ç4æTç¹édàjá
è}æqñ}á�ç�æTçtédá�îYñ'ê'ä�å�æqédà®ê*¾®ãIã}îWá�ð¼¿,À'á�äTëQãIá¶é�m,lQá�ëjîdê'çS]�àIð�ê'çjôIðcëQã}ìjçjô�è}äTã}ë±ê'ä�ã�lnédæTõ1æonJê>ð
édæTã}ç ê'äTè}ã}îWæqédàjõÁwKs�y�zóòLìjíWæTçjè�édàjá�édá�îWõ1æTç±ê,édæTã}çÂ]�îWæqédá�îWæTã}ç

wrel([f̃ , F (X)]) ≤ 10−8 ò
å�àjá�îWá

f̃
æTíédàjá�ëQá�íYé~ìSlSlQá�î�ëQã}ìjçjô�âoã}ìjçjô®íWã�âlê'î ëm4édàjá�ê'äTè}ã}îWæqédàjõ®ï

{cç}l±ê'îYédæo]�ìjä[ê'î�òLæTç�édàjæTípl±ê�lQá�î;å�áwôjæTí�]�ìjíWí¹édàjáÿê�lSljäTæo]Jê,édæTã}ç ã'â2á�õpljæTîWæo]Jê'ä¨]�ã}çtñ}á�î�ð
è}á�çS]�áí�lQá�á�ô¹ñ'ê'äTìjá�íEédã�íWã}õ1á�âlê�]�æTäTæqé�m�äTã,]Jê,édæTã}ç*ljîWã}ëjäTá�õ1í�ïtß àjáæTçS]�äTìjíWæTã}ç;âoìjçS]&édæTã}çjí
á>kjê'õ1æTçjá�ô�æTç4édàjá�íYédìjô6m4å�á�îWá

Ù*Ö6��Ã*Ô>Ö±×ÓlÙ��pÛNÔpÚjÖ±×)ÛÄ§�pÛIÙGÝJÓoØQÙ�Å ôjá�çjã'édá�ô®ëm
Fn(X)

ò
Õ}ÛIÙ��pÛNÔ>ÛIÞÇÆ_Ø/Ô,Ð}ÈuÉ6Ê¼Å

Fc(X) = F (c) + F ′(X)(X − c)
å�àjá�îWá

c = mid(X)
ê'çjô

F ′(X)
æTíédàjá2æTçS]�äTìjíWæTã}ç�âoìjçS]&édæTã}ç�ã'âGédàjá�è}îdê'ôjæTá�çté^\oã}ëné�ê'æTçjá�ô4ëm®ê'ìnédã}õ¹ê,édæo]ôjæqâ[ð

âoá�îWá�çtédæ[ê,édæTã}çËc�ò
Ì Ö�ÃGÐÒÖ±ÙGÙ�ÍqÝ;Ø/Ñ	�>ÓlÐÒÖ±×�Õ}ÛIÙ��pÛNÔ>ÛIÞÇÆ_Ø/Ô,ÐÎÈoÎ�Ê¼Å

Fb(X) = F (b) + F ′(X)(X − b),å�àjá�îWá
b = (UX − LX)/(U − L)

ê'çjô
F ′(X) = [L, U ]

æTí édàjá�æTçS]�äTìjíWæTã}ç�ã'â	édàjá
è}îdê'ôjæTá�çté�è}æqñ}á�ç�ëm®ê'ìnédã}õ¹ê,édæo]ôjæuv�á�îWá�çtédæ[ê,édæTã}ç�ò

ÝJ×oØ/Ñ�ÛwÖjÔ,Ój��ÏGÐÒÛ�>ÓlÕ¶Æ_Ø/Ô,ÐÎÈuÐ6Ê¼Å
Fs(X) = F (c) + sf(c, X)(X − c),

å�àjá�îWá
c =

mid(X)
ê'çjô

sf(c, X)
æTí�édàjá�æTçS]�äTìjíWæTã}ç®ã'â�édàjá�íWäTã�lQá�í~édã�ê'çm~lQã}æTçtéæTç

X
âoîWã}õ

c
è}æqñ}á�ç®ëm�édàjá�íWäTã�lQá�ê'îWæqédàjõ1á&édæo]'òjê'çjô

Ö6Ñ Ù*Û�ÖjÔ,Ój��ÏGÐÒÛ�>ÓlÕFÆ_Ø/Ô,ÐÎÈoÎ/Î�Ê¼Å \
Fa(X)

cå�àjá�îWá�ê;ñ'ê'îWæ[ê'ëjäTá
x
æTí�îWá.ljîWá�íWá�çtédá�ô ëm

êpr±îWíYéYðcôjá�è}îWá�á�lQã}äumIçjã}õ1æ[ê'ä
x̂ = x0 + x1ε1 + x2ε2 + . . . + xnεn, xi

ðcí2ê'îWá¢r±çjæqédá
Ò ãtê,édæTçjè,ð�lQã}æTçté�çNìjõ�ëQá�îWí�òQê'çjô4édàjá

εi

ðcí~ê'îWá2í¼mIõ�ëQã}äTæo]2îWáJê'ä�ñ'ê'îWæ[ê'ëjäTá�íæTçÓw ðEs}òus.zóï

{cçÒå�à±ê,é�âoã}äTäTãpå�í�ò�å�á¹ôjá�çjã'édá1édàjá�ê'ëQãpñ}á¹æTçS]�äTìjíWæTã}ç�âoìjçS]&édæTã}çjí�ëm
Fi(X), i ∈ I =

{n, c, b, s, a}
ï§¿Iã}õ1á�ã'â�édàjã}íWá�æTçS]�äTìjíWæTã}ç®âoìjçS]&édæTã}çjíWljîWãpñIæTôjá�õ1ã}îWá�ìjíWá&âoìjäLæTçnâoã}îWõ¹ê>ð

édæTã}ç�òIå�àjæo]�à~]Jê'ç�ëQá�ìjíWá�ô®æTç4è}äTã}ë±ê'ä�ã�lnédæTõ1æonJê,édæTã}ç�ê'äTè}ã}îWæqédàjõ1í�ï,·±ã}î æTçjíYé�ê'çS]�á'ònå�æqédà
édàjá¸]�á�çtédá�îWá�ô�ê'çjôÔ�ê'ìjõ¹ê'çjç�âoã}îWõ1í¹ê'ç æTçS]�äTìjíWæTã}ç�ã'â2édàjáwè}îdê'ôjæTá�çté¹æTí¹êJñ'ê'æTä[ê'ëjäTá'ò
å�àjæo]�àwê'äTäTãpå�íìjíédã;ìjíWá2édàjá�õ1ã}çjã'édã}çjæo]�æqé�m;édá�íYéJï » çjã'édàjá�îtljîWìjçjæTçjè�édá�íYé~ôjá�í�]�îWæTëQá�ô
æTç`wKs�Õ�z�]Jê'ç�ëQá¶ê�lSljäTæTá�ô1édã��ê'ìjõ¹ê'çjç�ò@]�á�çtédá�îWá�ô®ê'çjô�íWäTã�lQáê'îWæqédàjõ1á&édæo] âoã}îWõ1í�ïNß àjæTí
âlê�]&é�à±ê'íê'äTíWã�édã�ëQá~é�ê�À'á�ç�æTçtédã�ê�].]�ã}ìjçté�å�àjá�ç4íWá�äTá.]&édæTçjè�ê'ç�æTçS]�äTìjíWæTã}ç�âoìjçS]&édæTã}ç1âoã}î
íWã}äqñIæTçjè®êÖljîWã}ëjäTá�õ×\oæTç�édàjá;îWá�íWìjäqédí�æTç ß	ê'ëjäTáF¬Iò�å�á1ìjíWá�ô édàjæTí�æTçnâoã}îWõ¹ê,édæTã}çwå�àjá�ç
íWã}äqñIæTçjè�édàjá�ljîWã}ëjäTá�õ1íå�æqédà4édàjá�ôjæuv�á�îWá�çté~æTçS]�äTìjíWæTã}ç�âoìjçS]&édæTã}çjíEc�ï

y
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äTã,]Jê,édæTã}ç4ê'çjô~ Nì±ê'äTæqé�m�ã'âGédàjá�çjá&å@âlê�]�æTäTæqé�m}ò
n

çNìjõ�ëQá�î�ã'â	ôjá�õ¹ê'çjôÖlQã}æTçtédí�ò
pi

ôjá�õ¹ê'çjô~lQã}æTçtédí¢\
i = 1, . . . , n

c�ò
ωi

ôjá�õ¹ê'çjôÂ\oã}î ëjì6mIæTçjè*lQãpå�á�îEc ê,é
pi

ò
m

çNìjõ�ëQá�î�ã'â	á>knæTíYédæTçjè�âlê�]�æTäTæqédæTá�í�ò
fj

á>knæTíYédæTçjè�âlê�]�æTäTæqédæTá�íW\
j = 1, . . . , m

c�ò
k

çNìjõ�ëQá�î�ã'â	á>knæTíYédæTçjè�âlê�]�æTäTæqédæTá�í)ëQá�äTã}çjè}æTçjè�édã�édàjá�]�à±ê'æTç�ò
dij

ôjæTíYé�ê'çS]�á�ëQá&écå�á�á�çwôjá�õ¹ê'çjô~lQã}æTçté
pi

ê'çjô�âlê�]�æTäTæqé�m
fj

ò
dix

ôjæTíYé�ê'çS]�á�ëQá&écå�á�á�çwôjá�õ¹ê'çjô~lQã}æTçté
pi

ê'çjô�édàjá�çjá&å@âlê�]�æTäTæqé�m
x
ò

αij

 Nì±ê'äTæqé�m�ã'âGâlê�]�æTäTæqé�m
fj

ê'ítlQá�î�]�á�æqñ}á�ôwëm4ôjá�õ¹ê'çjô~lQã}æTçté
pi

ò
gi(·)

ê�çjã}çIðcçjá�ètê,édæqñ}á�çjã}çIðcôjá.]�îWáJê'íWæTçjè�âoìjçS]&édæTã}ç�ò
γi

å�á�æTè}àté�âoã}îédàjá� Nì±ê'äTæqé�m�ã'â
x
ê'í¨lQá�î�]�á�æqñ}á�ôwëm�ôjá�õ¹ê'çjôÖlQã}æTçté

pi

ò
αij/gi(dij)

ê,éWédîdê�]&édæTã}ç�édà±ê,é~ôjá�õ¹ê'çjôÖlQã}æTçté
pi

âoá�á�äTí âoã}îâlê�]�æTäTæqé�m
fj

ò
γiα/gi(dix)

ê,éWédîdê�]&édæTã}ç�édà±ê,é~ôjá�õ¹ê'çjôÖlQã}æTçté
pi

âoá�á�äTí âoã}îédàjá�çjá&å@âlê�]�æTäTæqé�m
x
ï

ß àjá�édã'é�ê'ä�õ¹ê'î�À'á&é~íWà±ê'îWá�ê,éWédîdê�]&édá�ô®ëm�édàjá�]�à±ê'æTç®æTí è}æqñ}á�ç�ëm

M(x, α) =
n∑

i=1

ωi

γiα

gi(dix)
+

k∑

j=1

αij

gi(dij)

γiα

gi(dix)
+

m∑

j=1

αij

gi(dij)

,

à



ê'çjô�édàjá�ljîWã�rjé�æqé�è}á&édí^\fédã;ëQá�õ¹ê�knæTõ1æon�á�ôËcEæTí è}æqñ}á�ç®ëm

Π(x, α) = F (M(x, α))−G(x, α),
\gyc

å�àjá�îWá
F (·)

æTí2ê'ç�æTçS]�îWáJê'íWæTçjè¹âoìjçS]&édæTã}çwå�àjæo]�à�édîdê'çjíYâoã}îWõ1í~édàjá�õ¹ê'î�À'á&é2íWà±ê'îWá�æTçtédã
á>k6lQá.]&édá�ô ídê'äTá�í¹ê'çjô

G(x, α)
è}æqñ}á�í1édàjá®ã�lQá�îdê,édæTçjèÓ]�ã}íYédí¹ã'â¶édàjáwçjá&å âlê�]�æTäTæqé�m}ï¯{_é

à±ê'í¹ëQá�á�ç íWìjè}è}á�íYédá�ô æTçáw °�z�édãÂ]�àjãIã}íWá
F (M(x, α)) = c · M(x, α), c > 0,

ê'çjô
G(x, α) = G1(x) + G2(α)

å�æqédà
G1(x) =

∑n
i=1 ωi

1
(dix)2+φi

\
φi > 0

ê'îWá®è}æqñ}á�ç
l±ê'îdê'õ1á&édá�îWíEcEê'çjô

G2(α) = e
α

α0
+α1 − eα1

\få�æqédà
α0 > 0

ê'çjô
α1
è}æqñ}á�ç1ñ'ê'äTìjá�íEc�ï6·±ã}î
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Π
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æTç¶r±çjôjæTçjè�édàjá2õ1ã}íYé íWìjæqé�ê'ëjäTá¶æTçS]�äTìjíWæTã}ç¹âoìjçS]&édæTã}ç�âoã}î

Π
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½Òá`]Jê'ç íWá�áwédà±ê,é¹âoã}î¹ëQã'édà édàjáÿã�lnédæTõ�ìjõ âoã}äTäTãpå�æTçjè íWá. Nìjá�çS]�á�íÂ\5ùWlné>c1ê'çjô édàjá
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    Baumann
α      = 4.7286, c = 10
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  Affine Form
α      = 2.6026, c = 10
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     Slope
α      = 2.0363, c = 10
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