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Ez az 4j tantargy az el6dje, a Numerikus Matematika nyomén valds szamokon
végzett miiveleteket tartalmazo6 algoritmusok szamitégépes megval6sitdsaba és
annak haszndlatdba ad bevezetést, kitérve a MATLAB és Maple programok
hasznalatara. A kredit kovetelményei:

o Az elbadasra jaras kotelezd, a hidnyzasokat (4 f6l6tt) dolgozatirassal lehet
jovatenni

e A gyakorlat keretében az els6 félévben egy MATLAB programot kell 6nallo-
an megirni és az erre vonatkozé esszét két részletben leadni hatariddre

(oktéber 15. és november 15.). A MATLAB rendszer elérhetd a hallgatéi
kabinet gépein.
e A gyakorlaton irt tobb kisdolgozat 6sszevont pontszdma el kell hogy érje a

maximaélis pontszdm 50%-4at, csaktigy, mint a félévvégi vizsgdé és az esszéé.

e A korédbbiaktdl eltéréen mindenkinek kell vizsgdznia. Az elérhetd 100 pont-
bol 50 kell az elégségeshez, és 80 a jeleshez. A részletes kurzusteljesitési
feltételrendszer a Szamitégépes Optimalizalds Tanszék vendégoldaldn érhe-
t6 el.

Motivéacio: a jelenlévok tobbsége a végzés utan mégis csak szdmolni fog szamito-
gépen...
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AZ ESSZE

Az esszé egy olyan rovid (15-20 oldalas) jelentés, amelynek a kovetkezé f6bb
részeket kell tartalmaznia:

1. A kittizott feladat pontos, részletes megfogalmazdsa, a szakirodalom megis-
merése alapjan a feladat alapos lefrasa, kitérve annak nehézségeire, és eltéréseire
a szomszédos teriiletektsl. Fontos részletezni az alkalmazasi teriileteket. Erde-
mes itt kis méreti, attekinthetd példakat hasznalni.

2. A megoldésara megirt, felhaszndlt Matlab (vagy Scilab, Netlib, esetleg Oc-
tave) programok részletes megaddsa, lefrasa. Ki kell térni az alkalmazott szamito-
gépes megoldasok okaira, elényeire is (mint pl. a valasztott adattipus, szam-
forméatum, algoritmus, stb.).

3. A bemutatott algoritmusok hatékonysagat, sebességét, miiveletigényét,
pontossagat és egyéb emlitésre mélt6 tulajdonsdgat alkalmas teszteléssel kell be-
mutatni. Fontos azt is jellemezni, hogy milyen méret(i feladatok megoldasat lehet
a targyalt modszerekkel elérni. Ennek eredményét tablazatos vagy grafikonos
forméban kifejez6 mdédon kell megadni.

4. Az esszé foglalja 0ssze a sziikebb szaktertilet mélyebb vagy szélesebb korti
megismeréséhez ajanlhaté irodalmat is (nyomtatott vagy elektronikus formajua).

e nyomtatott vagy elektronikus forméban kell a gyakorlatvezetének beadni
e a hasznalt szovegszerkeszt lehetSleg IXTEX vagy Word legyen

e érdemes tdmaszkodni a hdl6zaton keresztiil elérhet6 el6zetes jegyzet iro-
dalomjegyzékére, az interneten elérhet6 adatokra, és az évfolyamtarsakra

e korlatozott mértékben a gyakorlatvezetdvel val6é konzultacio is segithet

e 0nallé munkat kell tiikroznie, és a hallgatonak a kapott feladat megolda-
sanak minden részletével tisztaban kell lennie,

e az esszé értékét noveli, ha az a Scilab-et, Netlib-et vagy Octave-ot hasznalja

e a hallgat6 javasolhat is esszé formdban feldolgozand¢ témat, de mindenben
a gyakorlatvezetdvel kell egyeztetnie
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MATLAB MINTA

Az aldbbi révid Matlab program megjeleniti az y = (1 — z)° fiiggvényt, és
ennek Horner-elrendezés szerint atrendezett, de ekvivalens alakjat, ahol

z=((((x =6)*x+15)*xx —20)xx + 15) * & — 6) x x + 1).
>> x = (9950:10050) /10000; % definialja a pontsorozatot
>> vy = (1-x).76;
>> 7z = ((((((x=6) .*x+15) .*»x-20) .*x+15) .*x—6) .*x+1);
>> plot (x,[y;z]); % egy grafikont jelenit meg

(o)

>> print —-deps hornerdemo.ps % kiirja egy fajlba

A kapott abra a két nagyon eltérd gorbével (a sima az (1 — z)°):

-15

x 10

-4
0995 0996 0997 0998  0.999 1 1001  1.002 1003 1.004  1.005
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MAPLE MINTA

> f(x):=x"6%(sin(l/x)+3);
f(z) =26 (sin(1/x) + 3)

> plot (f(x),x=-0.01..0.01);

3.5e-12
3e-12 |
2.5e-12
2e-12 |
15e-12 |
le-12 |

5e-13 |

001 -0008 -0.006 -0.004 —-0.002 O 0.002 0.004 0.006 0.008 0.0l

X

> g(x):=diff (f(x),x);
g(x) :==6*xx 5% (sin(l/x) +3) — x4 cos(1/x)
> solve (g (x),x);

0,0,0,0
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HIBA

Legyen x a keresett, kiszamitando pontos érték, és  ennek a becslése.
o Az T becslés hibdja az v — 7 érték,
e abszolut hibdja pedig az |x — 7| nemnegativ szam.

e Ez utébbi érték egy korlatjat abszoliit hibakorlitnak nevezziik. Nyilvan a
lehetséges értékekbdl a legkisebb a legjobban hasznalhato.

e Azt mondjuk, hogy & az = érték egy szdzad pontossigii becslése, ha 0.01
abszolut hibakorlat.

o A relativ hiba az eltérésnek a pontos érték nagysagrendjéhez vald viszonyat
adja meg: |x — Z|/|z],

o A relativ hibakorlit pedig ennek egy felsd korlatja, amit gyakran szdzalékban
vagy ezrelékben adnak meg.

e A pontos tizedesjegyek szamaét a relativ hiba negativ tizesalapu logaritmusa
adja: —log,o(|x — |/|z|). Ez persze nem mindig egész szdm, de annal
pontosabb informéciét ad.

PELDA
Tekintstink egy egyszer(i példat, legyen a m = 3.14159265... becslése 3.141626.
Ekkor a becslés hibéja -0.000033...
A becslés abszolut hibaja 0.000033...
A becslés abszolut hibakorlatja péld4ul 0.000034 lehet.
A relativ hiba 0.000010...
A relativ hibakorlat pedig pl. 0.000011.

A pontos tizedesjegyek szama 4.98..., ami 6sszhangban van azzal, hogy az els6
négy értékes jegy megegyezik, de az 6todik mér nem.
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HIBA (folytatas, 2.)

KERDES: J6l van-e az, hogy a 2.0 és az 1.9 pontos tizedesjegyeinek szdma az el6z6
képlet alapjan nagy, bar nincs megegyez6 értékes jegyiik?

A hiba tobb forrasbol szarmazhat, példdul:

e Ha mar a beolvasott adatok is hibasak, akkor erre vonatkozik az oroklott hiba
elnevezés.

e A szamitdsi modszer tévedésébdl szarmazo eltérés neve képlethiba.

¢ A meghatarozott j szdmok szamitogépes abrazoldsa sordn csak véges sok
lebeg&pontos szam koziil véalaszthatunk. Az ekkor elkovetett hiba neve
kerekitési hiba.

A hibaszdmitds alapfeladata: az 6roklott hiba és a szdmitogépes eljards ismereté-
ben adjunk az eredményre hibakorlatot. Az dsszes lehetséges hibaforrast figye-
lembe kell venni, emiatt ez a feladat nehéz, inkdbb csak numerikus program-
konyvtarak rutinjainak vizsgalata sordn szokdasos.

A differencidlhat6 fiiggvényeknek az argumentumok pontatlansdgabol ad6dé
hibaja a Lagrange tétellel becstilhets: f(x) — f(z) = f'(§)(x — Z) miatt (£ az x és
T kozott)

[f(@) = @ < [fO] |2 = 7] < My K,
adodik, ahol M, a derivalt abszoluat értékének, K, pedig az x becslése hibajanak
egy fels6 korlatja.

PELDA

Tekintsiink egy olyan feladatot, amikor egy ismeretlen képletti, differencidlhat6
f(z) fuggvény derivaltjat kell meghatdrozni, és f(x) értékeit méréssel tudjuk
megallapitani. Tegyiik fel, hogy a derivalt becslésére az tn. numerikus diffe-
rencidlast hasznaljuk, tehat feltessziik, hogy f'(x) ~ (f(x + h) — f(z))/h egy
alkalmas kis h pozitiv valés szamra. Az f(z) = z* fliggvényre

(1.012 — 0.9900)/0.0010 = 22.00

adodik 1% mérési hibaval, 4 értékes jegyet tarolva h = 0.001 1épéskozzel —
f'(1) = 2 helyett.
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SZAMABRAZOLAS

A programozasi nyelvek és a hardver a nagyobb hatékonysag kedvéért véges,
rogzitett hossztisdgti szamdbrazolast alkalmaznak. A leggyakoribb két formatum

decimalis egész: trrrrx, és
decimélis lebeg8pontos szam:  *.zzzzrr)) + rrT.

Az egész szamokkal altalaban kevesebb numerikus probléma van, kivéve
amikor pl. a szdmlalok értéke meghaladnd a lehetséges legnagyobbat, és ezutan
negativ értéket kapnak (Tetris). Fontos szerepiik van tobb olyan alkalmazdsban,
amikor csak egész szamok johetnek széba, pl. banki mfiveletek szamitasakor. Az
egész szamok 2 vagy 4 byte hosszuak, és ennek megtelel6en legnagyobb értékiik
(az el&jelet nem taroljék): 2%, illetve 23

A lebegbpontos szdmban az exponens eldtti részt mantisszdnak hivjdk. A
lebegépontos szamok egyik gyakori alakja az, amelyikben a mantissza els6
jegye (a tizedespont utan) nem nulla. Ezt az alakot normalizéltnak nevezziik.
Kis abszolat értékti szdmok esetén el6fordul, hogy nincs normalizlt alakjuk,
ezeket denormalizdltnak hivjuk (pl. maga a nulla). A lebeg&pontos szamok belsd
abrazoldsdban 2 hatvanyait szokds alapnak haszndlni, ez a hardver és a pontossag
fiiggvénye. Az altalanositott normalizalt lebeg6pontos szdm tehat egy L jegyti
mantisszabdl, és egy [—F, F| intervallumba es6 értékii exponensbdl all.

A PC-k, és egyes munkadllomdsok eleget tesznek az IEEE 754-1985, bindris
alapt lebegépontos szamokra vonatkoz6 szabvanyanak. A szimpla pontossagu
(real vagy real*4) szdm 24 bites mantisszat és 8 bites exponenst hasznadl, és ezzel,
az el6jelek és a NaN szamdra fenntartott exponensek figyelembevételével 107
és 1013 kozotti abszoluat érték normalizalt szdimokat lehet abrazolni. Ez kb. 7
tizedesjegy pontossdgnak felel meg. A leggyakrabban hasznalt dupla pontossagu
lebeg&pontos szdmokra (double vagy real*8) L = 52, EF = 1022 = F' — 1, az
ennek megfelel6 normalizélt abszolut értékek 1073% és 103 kozottiek, és kb. 16
tizedesjegy pontossaguak.

Szamos programozdasi nyelvben, igy a Matlabban és a Fortranban is vannak
komplex szdmok is, a mfiiveletek és a fliggvények kiterjesztésével egyiitt. A
Matlab bizonyos értelemben nem tesz kiilonbséget egész, valds és komplex
szamok kozott. A bels6 abrazoldsa dupla pontossagu, igy a szimpla pontossagot
nem is lehet vele illusztralni.

Erdemes még megemliteni, hogy ezek a szdmabrazolasi formak az elmentett,
tarolt szamokra vonatkoznak, a processzorokon beliili formdtumok ezeknél rend-
szerint pontosabbak.
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KEREKITES

A kerekités szolgdl arra, hogy az adott szamitdgépes kornyezetben elérhet6
abrazolhat6 szdmok, az an. gépi szamok koziil kivdlasszuk azt, amellyel eredmé-
nytinket azonositjuk.

Az optimdlis kerekités az adott szdmhoz legkdzelebbi, a szamdbrazoldsban
szerepld szdmot eredményezi.

A levigis egyszertien elhagyja a jegyek egy részét: ha L jegyre kerekitiink,
akkor az L-edik utani jegyeket. Ezt konnyebb megval6sitani, de kevésbé pontos.

Azt mondjuk, hogy egy kerekités korrekt, ha a szdm és a kerekitett kozott nincs
gépi szam. Mind az optimdlis kerekités, mind a levagas korrekt kerekités.

PELDA: A 7 = 3.14159265... négy jegyre val6 optimalis kerekitése 3.142, levagas-
sal kapott kerekitése pedig 3.141.

ALLITAS. Tegyiik fel, hogy az exponens hossza nem korlatos, és a kerekitend
érték nem nulla. Ekkor a B bazist, L jegyre valo korrekt kerekités relativ pon-
tossaga ¢ = B'71, az optimalis kerekitésé pedig ¢ = B71/2.

BIZONYITAS. A korrekt kerekités esetét bizonyitjuk akkor, amikor a kerekitend6
x érték pozitiv. A tobbi eset igazoldsa hasonldan torténik.

Tegyiik fel, hogy B! < x < B®, és v = .x122... 21211 ... B® a normalizalt
alak (tehat x; # 0). Ekkor a kerekitett és a pontos érték eltérése nem lehet
nagyobb mint B% a kerekités korrektsége miatt. Ez az eltérés az L. pozicion
egy egységnek felel meg. Innen

‘.I' . 55" S Be—L — Be—lBl—L S ‘.CU’Bl_L,
amivel az allitast igazoltuk. O

A gyakorlatban az exponens hossza persze véges, és szdmos probléma ad6dik
abbdl, hogy az dbrazolandé szdm abszolut értéke til nagy, vagy tul kicsi ahhoz,
hogy normalizalt szdmmal lehessen reprezentdlni. Ekkor beszéliink feliil-, vagy
alulcsorduldsrél. Az ilyen esetek kezelése a forditéprogramon mulik. Ha az alul-
csordulds miatt denormalizalt eredményt kapunk, akkor ez ronthatja a relativ
pontossagot. Ezen az el6fordul6 szdmok nagysdgrendjének megvaltoztatadsa, az
un. skdldzds javithat.

FELADAT: Hatdrozzuk meg a gépi pontossigot, e-t (azt a legkisebb pozitiv szdmot,
amit egyhez adva egynél nagyobb szamot kapunk) kiilonb6z6 processzorokra és
programozasi nyelvekre!
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NUMERIKUS STABILITAS

A korabbi Matlab minta folian latott két fliggvényalak numerikus stabilitdsa
eltérd volt. Ez egy kvalitativ fogalom, a numerikus stabilitds azt jelenti, hogy az
illets fiiggvény argumentumadnak kis megvéltozdsa esetén a varhato, kis eltérés
mutatkozik a fliggvényértékekben. Az ellentéte a numerikus instabilitds. A cé-
lunk nyilvdn olyan numerikus eljardsok létrehozasa és hasznalata, amelyek a
kiszamitand¢ fliggvények numerikusan stabilis véaltozatait haszndljik.

El kell kiiloniteni a szdmdbrizolds pontossigit (angolul precision) és egy kozelito
érték pontossigit (accuracy). Mondhatjuk, hogy x kozelitSleg egyenld y-al: = ~ y,
és azt hogy = sokkal nagyobb, mint y, azaz = > y.

Amit kertilni kell numerikus algoritmusokban:

e kozel azonos szamok kivondsat, ez az eredmény relativ hibdjanak névekedé-

sét eredményezi, (ilyenkor maga a kivondas viszonylag pontos ugyan, de a
korédbbi hibak nagyitédnak fel),

e kis abszolat értékii szammal val6 osztast vagy nagy abszolat értékii szam-
mal val6 szorzast, mert ez az abszoluat hiba novekedését okozza,

e altalaban kertilni kell olyan helyzeteket, amikor egy részszamitds eredménye
lényegesen nagyobb, vagy kisebb nagysdgrendi, mint a végeredmény.

Példak instabil kifejezések stabilizdl4sara:

1
vr+1—+x= , x> 1 esetén,
Vo ve+1+y/z
. 2
1—cosx:&:2sir12z ha = =0,
1+ cosx 2
—bE V02 —4ac —bE Vb2 —4dac —bF V% — dac 2c
€T = = = ,
b2 2a 2a —bF Vb —4dac —bF Vb — 4ac

ha b > 4ac, illetve még jobb

q:= —(b+sign b\/b?> — dac)/2, x1:=q/a, x5 :=c/q.
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A HIBA TOVABBTERJEDESE ES A KONDICIOSZAM

A numerikus szdmitds szempontjabol dontd kérdés, hogy a korabbi, esetleg
oroklott hibak milyen relativ hibdhoz vezetnek a szdmitds sordn. Ahogy majd
latni fogjuk, bizonyos feladatok esetén a relativ hibdk novekedése elkeriilhetet-
len. Ezeket a feladatokat rosszul kondiciondltnak (ill-conditioned) nevezziik.

PELDA. Vizsgéljuk az

flz) = —

C1l-x
fuggvény kiértékelését az » = 0.999 pont kozelében. f(x) = 1000. Ehhez kozeli
pontokban, 7 = 0.999 + ¢ esetén kis e-ra

1(3) = 1 1000
- 1-(0999 +¢) 1-—1000e

Hatarozzuk meg most a relativ hibat z-re és f(z)-re vonatkozdan:

= 1000(1 + 10°c 4+ 10°%* + .. ).

|z — |

~ 1.001¢,
|z

illetve

|f(x) = f(7)]
|f (@)

Més szoval az f(r) kiszamitdsdnak moédjatol fiiggetleniil a relativ hiba kb.
ezerszerese lesz az argumentum hibdjdnak. A rosszul kondicionéltsdg mérésére
szolgal differencidlhat6 kifejezések esetén a kondiciészim, k: ez a relativ hiba
(aszimptotikus) novekedésének mértéke.

A fiiggvények aszimptotikus, hatarértékben értelmezett viselkedésének jel-
lemzésére az un. ,kis ordd”, o, és a ,nagy ord6”, O hasznélatos.

Azt mondjuk, hogy f nagysagrendje g, azaz f(z) = o(g(z)), ha

im @ =
@)

— 10% + 10%2 + . ..

Hasonléan f(z) = O(g(z)), ha f(z)/g(x) korlatos z* egy kérnyezetében.
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A HIBA TOVABBTERJEDESE ES A KONDICIOSZAM /2

Tekintsiik azt az esetet, amikor az argumentumot egy ¢ mértékii relativ hiba
terheli: = (1 + ¢)x. Vegyiik f(Z)-nak az x kortili Taylor sorfejtését:

zf'(x)
/()

ﬂ@zf@ﬂww%w+0@5=ﬂ@(k%
Ekkor f relativ hibaja

e+ (’)(52)> :

[f(z) — f(@)] zf'(x) 2 2
= O(e) = O
et £y |l OE) = wlel + O(),
és ez alapjan a kondiciészam:
_|af(@)
fla) |

Ennek megfelel6en tehat az f(x) relativ hibdja a fenti becslés alapjan az
argumentum relativ hibdjanak kozel k-szorosa az x pont koriil. A magasabb
rend(i tagok elhagyésa utdn azt kapjuk, hogy

@)~ @) =3
[f (@)l ||

k < 1 esetén hibaelnyomdsrol, k > 1 esetén a hiba novelésérdl lehet beszélni. A

rosszul kondicionalt feladatokra ~ > 1.

PELDA. Tekintsiik az f(z) = va—! —1 — vz~ 1 +1 fiiggvényt. Az z = 0 pont
kornyezetében ! — 1 ~ z71 + 1, és ezért az elvesztett jegyek miatt a kifejezés
numerikusan nem stabilis. Stabilis viszont az = = 1 pont koril.

A fiiggvény kondiciészdma

-2 —z Vel -1—-Va 41

/ _ 7 _ —
fiw) = Wrt—1 2z T+1 222/ T—1Ve T+1
alapjan
RO
f(z) 2v/1 — 22

Eszerint viszont f j6l kondiciondlt a 0 koriil (k ~ 0.5), de rosszul kondicionalt
az 1 kozelében (mert k — o0). Mas széval a numerikus stabilitds és a jol
kondicionéltsdg nem mindig jar egyiitt.
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INTERVALLUM ARITMETIKA

A valés szamokra végzett miiveleteket ki lehet terjeszteni intervallumokra is,
és ha valamely mennyiségrél nem egy konkrét valés szammal val6 egyenl8sé-
gét, hanem egy intervallumba valé tartozasat ismerjiik, akkor az intervallumokra
végrehajtott miiveletek eredménye tartalmazza az intervallumokban 1év6 valos
értékekre vonatkoz6 miiveletek értékét is.

HALMAZELMELETI DEFINICIO: Ao B :={aob:a € A, b€ B}; A B €1, ahol
I a valés kompakt intervallumok halmaza (azaz olyan (i,j) paroké, amelyekre
i,7 €R,és1 < 7).

ARITMETIKAI DEFINICIO:

la,b] + [c,d] = [a+ ¢, b+ d],
[a,b] — [¢,d] = [a —d,b—¢],
la, b] * [¢,d] = [min(ac, ad, be, bd), max(ac, ad, be, bd)],
[a,b]/[c,d] = [a,b] x[1/d,1/c], ha 0 ¢ [c,d].

MEGJEGYZES. Az osztds definidlasdndl a 0 ¢ [c, d] feltétel gyakran el6forduld
megszoritdsnak tlinik, de a tapasztalatok szerint nem az.

ALLITAS. Az aritmetikai definicié6 megfelel a halmazelméletinek, és viszont. Te-
hét az intervallum-aritmetika ebben az értelemben pontos.

A bizonyités az allitdsban szereplé miiveletek monotonitasdn mulik.

Az alapmtiveleteken til a standard fiiggvényeket is ki lehet terjeszteni inter-
vallumokra. Azt az eljarast, amelynek soran egy valés fliggvény miiveleteit és
standard fiiggvényeit rendre intervallumos megfelel&jiikre cseréljiik, természetes
intervallum kiterjesztésnek nevezziik.

Azt mondjuk, hogy egy f(x) valos fiiggvény befoglalé fiiggvénye az F'(X), ha
minden x € X valdsra f(zr) € F(X). A természetes intervallum kiterjesztés
befoglal6 fiiggvényt ad. Az f(z) flggvény értékkészletét az X intervallumon
f(X)-eljeloljik.

PELDA. Az x — z? értékkészlete a [0, 2] intervallumon [—2, 0, 25]. Ezzel szemben
az intervallum-kiterjesztéssel ad6d¢ intervallum [—4, 2].
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AZ INTERVALLUM-ARITMETIKA ALGEBRAI TULAJDONSAGAI

e a + ésa —,illetve a * és az / nem inverzei egymasnak, ha intervallumokra

alkalmazzuk 6ket. Példaul [0,1] — [0,1] = [-1,1], és [1,2]/[1,2] = [1/2,2].
Valamint [0, 0] + [0, 1] — [0, 1] = [—1, 1] és az eredmény nem |0, 0].

érvényes az un. szubdisztribtcids torvény, azaz A(B + C) C AB + AC.
Példaul [0, 1]([1,1] —[1,1]) = [0,0] c [0,1][1, 1] =0, 1][1,1] = [-1, 1]. Mé&srészt
viszont az a € R konstansra a(B + C) = aB + aC'.

érvényes az az &ltalanos szabdly is, hogy a 0-szélességli intervallumokra
(amelyekre w(A) = 0, ahol w(A) = b —a, ha A = [a,b]) az intervallum-
miiveletek megegyeznek a val6s szamokon szokdsos miiveletekkel.

az Osszeadds és a szorzas kommutativ és asszociativ. Az egyetlen egység-
elem az [1, 1], az egyetlen zéruselem a [0, 0].

érvényes az intervallum-miiveletek befoglaldsi izotonitasa: A C B, C' C D -
bdl kovetkezik, hogy AoC' C BoD. (Persze csak akkor, ha az illetd mtiveletek
definidltak.)

definidljuk az n-dimenziés A € 1" intervallum szélességét a koordinatan-
kénti intervallumok szélességének maximumaként: w(A) := max(w(A4;)
i=1,...,n),ha A= (A, Ay, ..., A,) € I". Ekkor teljesiilnek a kovetkezék:
1. ha A C B, akkor w(A) < w(B)
2. w(C+ D) =w(C)+w(D) (az egy dimenzids esetben)
3. w(aB) = |a|w(B)
Definidljuk az A intervallum m(A) kozéppontjat a kovetkezdk szerint:

m(A) = (a+0b)/2,ha A € 1,és m(A) = (m(A1),m(Asz),...,m(A,)), ha Ael".
Ekkor m(A + B) = m(A) £ m(B),ha A, B € I".

A gépi szdmokkal végzett intervallumos miiveletek soran gondoskodni kell

arrdl, hogy a kerekités soran a befoglalési tulajdonsag ne vesszen el. Ehhez ele-
gendd az Un. kifelé kerekitést alkalmazni, azaz az eredmény intervallumok als6
végpontjat lefelé, a felstt felfelé kell kerekiteni. Ezeket a kerekitési moédokat a
korabban emlitett IEEE szabvany biztositja, de szdmos programozasi nyelv teljes
intervallum kiterjesztést ad, pl. C-XSC, INTLAB, PROFIL/BIAS.
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PELDA. A SIAM (Ipari és Alkalmazott Matematikai) Tarsasag 2002-ben 10
numerikus feladatot t(izott ki. Feladatonként 10 helyes decimalis jeggyel 100
dollart lehetett nyerni. A negyedik megadott feladat a kovetkezd fliggvény
minimalizalasa volt:

exp(sin(50z)) + sin(60e”) + sin(70 sin(x)) + sin(sin(80y))—
1
—sin(10(z +y)) + 7(&* + 9.

A feladat megoldédsara egy intervallum aritmetikdra alapul6é korlatozas és
szétvalasztas modszert hasznaltunk. A kapott eredmény a [—10.0, 10.0] keresési
tartomanyon a globalis minimum értékére a kovetkezd also- és felsé korlatokat
adta:

[—3.306868647475316, —3.306868647475196].

Az eredményben a kiemelt els6 13 jegy matematikai bizonyitéerdvel igazoltan
helyes. Ehhez mind&ssze 0.26 masodperc CPU-id8, minimaélis memdriaigény (75
részintervallum taroldsara volt sziikség), 1975 célfiiggvény-, 1158 gradiens- és 92
Hesse-matrix kiértékelés kellett.
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AUTOMATIKUS DIFFERENCIALAS / MOTIVACIO

A numerikus algoritmusok gyakran tdmaszkodnak valamely fliggvény de-
rivaltjdra. A kovetkezd eljarasokat szokds hasznélni:

1.

4.

Az illet6 fliggvény “kézzel”, papiron valé derivaldsa, majd a megfelel
szubrutin megirasa.

Numerikus derivalds: amikor a felhaszndl6 vagy a szamitégépes program
maga ad egy numerikus kozelitést (a differencia-hdnyadost) a derivalt
aktudlis pontbeli értékére: f'(x) ~ (f(z + h) — f(z))/h. Ha lehet valasztani,
akkor az algoritmusba beépitett kozelitést valasszuk!

A vizsgalt fliggvény szimbolikus derivalasa valamely szamitogépes algebra
rendszerben (DERIVE, REDUCE, MATHEMATICA, MAPLE, ...).

Az aldbb részletezend6 automatikus differencialas.

A numerikus derivalt haszndlatanak elénye (+) és hatranya (-):

+ nincs elézetes munkaraforditas a derivaltak “kézzel” torténd elballitasara,

+ emiatt javitani sem kell az azok programozdasa sordn elkovetett hibakat, és

+ akkor is miikodik, ha az illeté fliggvény képletét nem ismerjiik, csak a

kiszdmoldsara szolgal6 szubrutin adott.

— A levéagasi hiba miatt sok értékes jegy veszik el. Ez a jelenség csak bonyolult,

és nem is minden szamitogépes kornyezetben rendelkezésre 4ll6 eszk6zok-
kel csokkenthetd (valtozé méretli szamabrazolas, raciondlis aritmetika stb.).

— a gyorsan valtozé derivaltak becslésére alkalmatlan.

A L kézzel” val6 derivalés és a megfelel rutinok megadésa elénye és hatranya:

+ a levagasi hiba nem jelentkezik, a kiszdmitott derivaltértékek altalaban csak

nagyon kis kerekitési hibaval terheltek, és

+ a gyorsan valtoz6 derivaltértékek is jol meghatdrozhatok.

— a derivaltak képletének meghatdrozdsa munkaigényes, és a "kézzel” val6d

el6allitds esetén gyakran komoly hibaforrds, valamint

— csak a képlettel adott fiiggvények derivéltja hatdrozhaté6 meg ilyen médon,

tehat a kizarolag algoritmussal adottakat dltaldban nem lehet igy derivalni.
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A szimbolikus derivalasi lehet6ségek mellett (amelyek a képletet igénylik),
olyan moédszer kellett, amely az el6z6 moddszerek elényeit képes egyesiteni a
hatranyok elhagyasaval, tehat:

+ lényegében nem igényel el6zetes raforditast a derivéltak "kézzel-” vagy
akar szamitégépes algebrarendszerrel, szimbolikus manipulédciéval val6
meghatdrozdsara,

+ emiatt nem is kell a megfelel6 szubrutinokat programozni és javitani,

+ akkor is m{ikddik, ha csak az illet6 fliggvény kiszamolaséara szolgélé szubru-
tin adott, de a fiiggvény képlete nem ismert,

+ a levagasi hiba miatt nem vesznek el értékes jegyek,
+ a gyorsan valtoz6 derivaltak meghatdrozésara is alkalmas, és

+ a derivaltak kiszdmitasanak mfiveletigénye altalaban kisebb, mint a numeri-
kus derivalasé, illetve az analitikus derivaltakat kiszamito szubrutinoké.

A MODSZER:

Ha egy f(x) fuggvény képlettel megadhato, illetve rendelkezésre &ll az 6t
kiszamit6é szubrutin, akkor a kovetkezd eljarassal egyszertien lehet a derivalt
értékét (nem numerikus becsléssel) meghatarozni.

1. A fiiggvény minden valtozdja helyett haszndljunk olyan adat-szerkezetet,
amely két valés szdmbdl 4ll. Az elsd felel meg a korabbi véltozo-értéknek, a
masodik pedig egy derivalt-értéknek.

2. Minden valtozéra ez a mdasodik valés legyen kezdetben egy. Minden,
a figgvény kiszdmitdsahoz hasznélt konstans 4j adat-szerkezetében a masodik
érték legyen nulla.

3. Ezutdn csak olyan szabdlyokra van sziikség, amelyek minden mitivelet-
re megadjak a megfelel operdciét az elsd tagon, és a derivalasi szabalyoknak
megfelel 1épést a masodik tagon.
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AUTOMATIKUS DIFFERENCIALAS / MUVELETIGENY

Példaul, ha f(x) = x; * x9, akkor a szokdsos programsor F' = X(1) x X(2)
lenne. Az automatikus differencidlds megtelel miivelete ezzel szemben

F(1) = X(1,1) % X (2, 1),

" F(2) = X(1,1) % X(2,2) + X(2,1) * X(1,2).

Szabdlyok néhany alapmiivelet és elemi fiiggvény differencidldsahoz:

y=f(x)latx axx af/r J/r log(r) exp(r) cos(z)
f(x) +1 a —y/r 05/y 1/x Yy — sin(x)

Vegyiik észre, hogy a derivalt értékének kiszamitdsa soran sehol se jelenik meg
a derivaltfiiggvény képlete. Az automatikus differencidlasnak két végrehajtasi
maodja van:

1. a sima, egyszer(i valtozat koveti az alapfliggvény kiszdmitési sorrendjét, az
argumentumoktol halad a fliggvényérték felé,

2. a forditott médszer ezzel szemben el8szor meghatérozza a fliggvény kisza-
mitdsi fajat, majd ennek ismeretében, a redundancidk kihaszndalasaval forditott
sorrendben haladva hatdrozza meg a fliggvény és derivéltja értékét.

A forditott algoritmus elényének az az &ra, hogy a tarigénye magasabb, és a
sima algoritmus egymenetes végrehajtadsdval szemben két menetet igényel.

A fontosabb automatikus differencialasi feladatok mtivelet- és tarigénye:

Feladat Algoritmus
sima forditott
L(f,Vf) | <4nL(f) < 4L(f)

L(},Vf, H) | O(*L(f)) | < (10n + 4)L(f)
L(f,J) | O@L() | <@Bm+1)L

< (f
f) | < (f)
S(f,Vf) | O(S(f) | OWS(f) + L(f))
))) O f))

S,V H) | OS(f (S(f) + L(f)
S, J) O(5(f)) | O(S(f) + L(f)

Magyarazat: f: egy n-valtozoés fliggvény, f: m darab n-valtozos fiiggvény,
Vf:az f gradiense, H: az f Hesse-matrixa, J: az f Jacobi-matrixa, L(.): az ar-
gumentumok meghatdrozasanak mtiveletigénye a {+, —, *, /, \/;log, exp, sin, cos}
alapmdtiveletek felett, és S(.): az argumentumok meghatdrozasanak tarigénye.
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Az automatikus differencidlds szamitégépes megvaldsitasat konnyiti, hogy a
sima valtozat idedlisan alkalmas objektum orientélt kornyezetben operator tul-
toltéssel valo elegdns megoldasra. Szdmos professziondlis megvaldsités sziiletett,
pl. a PASCAL-XSC, C-XSC, ADOL-C, ADIFOR, JAKEF rendszerek.

PELDA.

Hatarozzuk meg az f(x) = (x — 1)? fiiggvény derivaltjat az z = 2 pontban! A
differencidlhanyados-fliggvény f'(x) = 2(x — 1), a keresett derivaltérték pedig 2.

A véltozénkhoz tartozé par (2,1), a fliggvényben szerepl6é konstanshoz tar-
toz6 pedig (1,0). A zardjelen beliili kifejezés f(x) képletében a

(2,1) - (1,0) = (1,1)
part eredményezi. A négyzetreemelést szorzassal értelmezve az
(1,1) + (1,1) = (1,2)

part kapjuk, amelybdl kiolvashato, hogy f(2) =1, és f/(2) = 2.
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LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

Az Ax = b alaku linedris egyenletrendszerek a numerikus eljardsok talan
legfontosabb tertiletét adjak. Bar a gyakorlati feladatokban csaknem semmi sem
linedris, a konkrét szamitdgépes algoritmusok szinte csak lineéris problémékat
oldanak meg. A targyalt feladatok részletes alakja tehat:

a;1r1 + ajpxre + -+ apxr, = by,
9121 + agx + - -+ + agx, = by,
an1T1 + An2T92 + -+ ApnTp = bn

Az a;; és a b; egyiitthatok altalanos esetben komplex szamok is lehetnek: a;;,b; €
C. A kovetkezd tétel a lineéris algebrabdl ismeretes.

TETEL. Tegyiik fel, hogy A € C"*", és b € C". Az Ax = b linedris egyenletrend-
szernek pontosan akkor van egyetlen megolddsa, ha A nem szinguléris (azaz
det A # 0, vagyis az A rangja n). Ekkor a megoldas z = A~'b. A megoldas i.
komponensét megadja a Cramer szabdly is:

det A®
Ti=—FT—7—>
det A

ahol az A") matrixot tigy kapjuk az A matrixbol, hogy annak i. oszlopat kicserél-
jik a b vektorral.

Gyakorlati szempontbdl ez a tétel alig alkalmazhat6, mert az inverz meghata-
rozdsa indokolatlanul nagy mftiveletigényti, és a Cramer szabdly numerikusan
nem stabilis. A nem szingularis matrixokat reguliris mitrixnak is szokas nevezni.

A lineédris egyenletrendszerek megoldédsara két modszerosztaly hasznélatos.
Az els6be tartoznak a direkt médszerek. Ezek véges sok, meghatdrozott szamu
lépés utdn megadjak a megoldést. Ezektdl eltérnek az iterdcios modszerek, amelyek
minden iterdcids 1épésben jobb és jobb kozelitését adjak a megoldasnak (de azt
altalaban nem érik el véges szamu lépesben). Kis vagy kozepes méretli métrixok-
ra, illetve nagy savmatrixokra a direkt médszerek a jobbak. Ide tartoznak a Gauss
elimindci6 véltozatai.

A Gauss elimindci6 a kiinduldsi altaldnos lineéris egyenletrendszert olyanna
alakitja, amelynek matrixa haromszdgmatrix (triangulédris matrix).
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PELDA.

Tekintsiink egy egyszerti linedris egyenletrendszert:
20 +4y =6

do — 2y = 2.

Osszuk el az elsd egyenletet kettével, igy az els6 egyiitthat6 egy lesz (ez a 1épés
nem feltétleniil sziikséges, csak az eredmény leolvasasat konnyiti meg):

r+2y=3

Ao — 2y = 2.

Ezutan vonjuk ki az els6 egyenlet négyszeresét a masodikbdl, igy abban mér csak
egy ismeretlen marad:
r+2y=3

—10y = —10.

Innen vildgos, hogy y = 1, és ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe, azt kapjuk,

hogy
T+ 2 =3,

tehat x = 1.

Vegyiik észre, hogy a fenti eljardsban az egyenletrendszer ekvivalens alakjait
allitottuk el6 agy, hogy a transzformaécié végén egy olyan alakot kapjunk, amely-
bdl a megoldas kénnyen, illetve konnyebben meghatérozhato.

Két egyenletrendszert akkor tekintiink ekvivalensnek, ha a megoldésaik hal-
maza megegyezik.

A megengedett transzformaciok:

e egy egyenletnek egy nem nulla szdmmal val6 beszorzésa, és

e egy egyenlet konstansszorosanak hozzaaddsa egy mésik egyenlethez.

Az atalakitdsokkal haromszogmatrixot, vagy diagondlis matrixot hozunk létre.
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BEHELYETTESITES FELSO HAROMSZOGMATRIX ESETEN

Tekintsiik a linearis egyenletmegolddsnak azt az esetét, amikor az A matrix
fels6 haromszogmaétrix. Ekkor a megoldds komponensei kozvetleniil szamit-
haték. Az altalanos alak 3 x 3-as matrixra:

U1 Uiz U3 x1 by
0  wo U z2 | = | bo
0 0 Uuss T3 bg
A megoldés ekkor:
b3
ry = —
Uss
by — U233
T9g = ————
U22

by — U122 — UI3T3

IrT =
U11

Az 4ltaldnos feladatra vonatkoz6 Matlab program:

1 function x = UTriSol (U, b)

2 n = length(b);

3 x = zeros(n,1);

4 for j=n:-1:2

5 x(3) = Db(3)/U(3,3);

6 b(l:J-1) = b(1l:3-1) - x(3)*U(1:3-1,73);
7 end

8

x(1) = b(1)/0(1,1);

Az algoritmus végrehajthatésdganak nyilvdnvalo feltétele, hogy az U matrix
féatlobeli elemei ne legyenek nulldk.

A ciklusban végzett an. vektorizilt miiveletek gyorsabban hajthatok végre, mint
ciklus formaba szervezve.

A ciklus mtiveletigénye 1+2+---+(n—1) = @ darab szorzas és Osszeadés.
Az 0sztasokbdl n darab van. A miiveletigény tehat O(n?/2) 6sszeadds és szorzas.

Az als6é haromszogmatrix esetén a behelyettesités 1ényegében azonos médon
torténik (persze eltér6 képletekkel).
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ELIMINACIOS MATRIXOK

Olyan maétrixot viszonylag egyszer(i megadni, amellyel balrél valé beszorzas
azt eredményezi, hogy egy a vektor k-adik alatti egytitthatoi eltinnek:

(o Ve ) (o)

Mka = / ag = ag
—Qg+1/ 0k
) ag+1 0

\ —an/ay '1/\;11) \5)

Itt az M}, matrixban minden ki nem irt egyiitthat6 nulla, és az a;, egytitthatot
generdléelemnek hivjuk, magét az M), matrixot pedig elimindcids mitrixnak, vagy
Gauss-transzformdcionak. Az elimindciés madtrixoknak érvényesek a kovetkezd
tulajdonsagai:

e M), als6 hdromszogmatrix, a fé6atldjaban csupa egyessel, tehédt regularis (nem
szinguldris) matrix,

o My =1—mel, ahol m = (0,...,aps1/a,...,a,/a;)T, és e). az egységmatrix
k-adik oszlopa,

o M~ -7 +me;‘f, azaz M, és az inverze csak a f64tlon kiviili elemek el&jelében
kiilonbbznek. Az M, ! als6 hdromszégmatrixot Lj-val is fogjuk jel5lni.

o Két elimindcidés matrix szorzatat konnyi megadni a k£ < j esetre:

MpM; = (I —mep)(I —te; ) =1 —mey, — te; +megte; =1 —mey — te

mivel elt = 0. Két elimindcidés matrix szorzata tehat a ketté kompozicidja a
fenti képlet értelmében.

e Hasonl6an az inverzekre is érvényes LyL; = I + me] + te;‘-r (ha k£ < 7).
PELDA. Legyen a = (1,2, —3)", ekkor

1 00 1 1
Ma=1 -2 10 2 |1=1080
3 01 -3 0
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ELIMINACIOS MATRIXOK / 2

Az el6z6 oldal példajanak Matlab megval6sitasa:

>> a = [1 2 =-3]";

>> m [0 a(2)/a(l) a(3)/a(l)1’;
>> M1 = eye(3);

>> Ml = Ml-m*«M1(:,1)"

M1l =

>> Mlxa
ans =

Itt A’ az A matrix transzponaltjat jeloli, a 3 x 3-as egységmatrixot pedig az
eye (3) utasitds adja. Az M, elimindciés métrix inverze, L; a kovetkez6 mdédon
hatarozhat6 meg;:

>> L1 = M1°-1
L1 =
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A linedris egyenletrendszer megoldashoz az Ax = b egyenletrendszerbdl
elimindciés méatrixokkal olyant szeretnénk kialakitani, amelynek baloldalan egy
fels6 haromszogmatrix van, igy a behelyettesitést végre tudjuk hajtani.

MAx =M, - MyAx = M,,_1--- M1b = Mb.

Itt M, az A maétrix a;; elemére, mint generdld elemre tdmaszkodik, M> az
M; A matrix 2., f6atlobeli elemére stb.:

X X X X X X X X X
X X X My 0 » = My 0 x X
X X X — 0 =z =« — 0 0 =«

A M A MM A

Itt x az épp végrehajtott szorzas el6tti matrix elemeit jeldli, x pedig az utolsé
lépésben megvaltozott, nem feltétlen nulla egyiitthatokat.

Vegyiik észre, hogy ez az eljards az eredeti A matrixot két 1ij, hdromszogmatrix
szorzatdra bontja: A = LU, ahol
L=M"'= (M, --- M) ' =M M =L--L,..
A konstrukciébol adédik, hogy U = M A egy fels6 haromszogmatrix, az L di-

agonalis elemei pedig egyesek.

Az eredeti feladatunkat most az LU felbontés segitségével egyszeriisithetjiik:
Az = b helyett vegyiik az LUz = b egyenletrendszert. Ezt két 1épésben oldjuk
meg, el6szor az

Ly=1»

egyenletrendszert az 4j, mesterséges y valtozora, majd az
Ur=y

egyenletet. Vegytik észre, hogy y = M.
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LU FELBONTAS, GAUSS ELIMINACIO / 2

Az Az = b linedris egyenletrendszer megoldésara szolgal6 Gauss elimindci6

formalisan a kovetkezd 1épésekbdl all:

1. Az A métrix LU felbontésa (egy alsé és egy fels6 haromszogmatrixra),
2. Ly = b megoldésa y-ra,
3. Uz =y megoldasa z-re.

A megfeleld Matlab program az LTriSol, UTriSol és az LU eljardsokra épit-

ve:

O 1 o O W DN

LU felbontas
elore behelyettesites
hatra behelyettesites

>> [L,U0] = LU(A);
>> vy = LTriSol(L,b);
>> x = UTriSol (U,vy);

o® o° o

A felhasznalt LU eljaras Matlab kédja:

function [L,U] = LU(A)
[m,n] = size(A);
for k=1:n-1
A(k+1l:n,k) = A(k+1l:n,k)/A(k,k);
A(k+1l:n,k+1:n) = A(k+l:n,k+1l:n)-A(k+1:n,k)=*A(k,k+1l:n);
end
L = eye(n,n) + tril(A,-1);
U = triu(A);

Itt tril és triu az als6-, illetve fels6 hdromszogmatrixokat képezik az

7 2

argumentum matrixb6l kivdgva. A masodik argumentum pedig a {64tl6t61 valo
eltérés mértékét adja, tehdt tril (A, -1) azt az als6 hdromszdgmatrixot adja,
amelynek f64tljdban is nulldk vannak.
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LU FELBONTAS, GAUSS ELIMINACIO / PELDA

Tekintsiik a kovetkezd egyszerti linedris egyenletrendszert:

25[]1 + 4562 — 25173 = 2,
41 + 929 — 33 = 8§,
—2x1 — 3x9 + 73 = 10.

Ennek szokdsos, matrix formaja alakja:

2 4 -2 T 2
4 9 -3 ro | = 8 |.
2 -3 7 T3 10

Ahhoz, hogy az els6 oszlopban a f64tl6 alatti elemek elttinjenek, az els6 sor
kétszeresét kell kivonni a mésodik sorbdl, és egyszertien hozzdadni a harmadik

sorhoz:
1 00 2 4 -2 2 4 -2
MiA=1 -2 1 0 4 9 3 |1=(01 1],
1 01 2 -3 7 01 5
1 00 2 2
Mb=1| -2 10 8 | = 4
1 01 10 12

Mar csak a harmadik sor méasodik elemét kell nullava valtoztatni, ehhez
vonjuk ki a mésodik sort a harmadikbol:

1 00 2 4 -2 2 4 -2
M2M1A<O 10)(01 1)(01 1),
0 -1 1 01 5 0 0 4
1 00 2 2
MoMib=1|{ 0 1 O 4 1=\ 4 ].
0 -1 1 12 8

Ezzel megkaptuk az eredeti linedris egyenletrendszeriink ekvivalens, fels6

haromszogmatrixos alakjat:
2 4 -2 T 2
01 1 zo | =1 4 |].
00 4 T3 8
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LU FELBONTAS, GAUSS ELIMINACIO / PELDA FOLYTATASA

2 4 -2 1 2
01 1 g | =1 4
0 0 4 T3 8

egyenletrendszer megolddasa visszahelyettesitéssel: © = (—1,2,2)7.
10
01
01
1
=| 2
-1

A kapott,

Az LU felbontasban az L matrix;

1
L=1Ly= 2

Ezzel az A matrix felbontésa:

2 4 -2
A= 4 9 -3
2 -3 7

—
O = O
_ o O

_ = O



199
FOELEMKIVALASZTAS

Az LU felbontés persze csak akkor sikeres, ha az A métrix nem szingularis, és
minden generalé elem nullatdl kiilonboz6. Ha a generaléelem (fdelem, pivotelem)
nulla, akkor még lehetséges lehet a felbontds — a matrix dtrendezése utan, ami
szintén ekvivalens feladathoz vezet. Ezt az eljarast foelemkivilasztdsnak hivjuk.

Példaul az
01
a=(1s)

matrix regularis, mégse hajthaté végre az LU felbontds kozvetleniil. Szabad
viszont a sorokat felcserélni (természetesen a linedris egyenletrendszerben a
jobboldali vektor elemei egyiitt mozognak). A sorcserék utdni matrix trividlis

LU felbontéasa:
10 1 0 10
(o 1>:<0 1)(0 1>:LU’

illetve a sorok felcserélését elvégzd P, an. permutdcios matrixszal formdlisan:

= (20)(2)- (30 (3 0)

Jegyezziik meg, hogy ha a f6atl6 alatt az LU felbontas egy fazisaban csak nulla
elem van, akkor M, = [ valasztassal tovdbb folytathatjuk a felbontdst. Ha ez
olyankor kovetkezett be, amikor a f64tlobeli elem nulla volt, akkor az igy kapott
LU felbontds nem lesz reguldris. Ez nem csoda, hiszen az eredeti A maétrix is
szinguldris kellett hogy legyen. Tekintsiik péld4aul a kovetkezd esetet:

(808 )

A csak a sorcseréken alapuld féelemkivalasztast részleges foelemkivilasztdsnak
is nevezziik. A hibaforrdsokndl elmondottak miatt érdemes nagy abszolut értékti
féelemeket valasztani.

Amikor a f8elemet a teljes még sz6bajovd részmatrixbdl véalasztjuk, teljes
foelemkivilasztisrol beszéliink.

Bar a permutdcio elrontja az alsé- és fels6 hdromszogmaétrixokat, az egyenlet-
rendszer megoldasa szempontjdbdl ezek teljes értékiiek maradnak, igy a jelolés-
ben is szokds az eredeti LU alakot megtartani.
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LU FELBONTAS MATLABBAN

A Matlab sajat 1u rutinja kezeli a részleges f6elemkivalasztast, és a meghivasi
alakja fiiggvényében kiilonféle formédban adja meg az eredményt:

>> A=[2 4 -2;4 9 -3;-2 -3 71;
>> [L,U,P]=1u(A)

L =
1.0000 0 0
-0.5000 1.0000 0
0.5000 -0.3333 1.0000

U =
4.0000 9.0000 -3.0000
0 1.5000 5.5000
0 0 1.3333

P =
0 1 0
0 0 1
1 0 0

Héarom kimeneti argumentummal tehat megkapjuk az L, U és P maétrixot is
(utébbi a permutdciés matrix). Ha csak két argumentumot adunk meg, akkor L
permutalt lesz:

>> [L,U]=1u(A)

I, =
0.5000 -0.3333 1.0000
1.0000 0 0

-0.5000 1.0000 0

U:

4.0000 9.0000 -3.0000
0 1.5000 5.5000
0 0 1.3333
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LU FELBONTAS MATLABBAN / 2

Ha nem adunk meg output argumentumot, akkor egyetlen eredmény matrixot
kapunk:

>> 1u (A)

ans =

4.0000 9.0000 -3.0000
-0.5000 1.5000 5.5000
0.5000 -0.3333 1.3333

Ez a matrix tomor formdaban tartalmazza az U fels6é hdromszogmatrixot, és a
permutalatlan M matrixot. Utobbi tehat a beszorzasi egytitthatokat adja (ezek az
L elemeinek negaltjai). Ez a memoriatakarékos forma jellemz6 a szamitégépes
belsd taroldsra. A sorvektor cseréket is csak egy segédvektoron szokds 4tvezetni,
a sorok tényleges cseréje nem torténik meg.

Az LU felbontas miiveletigénye kozel n’/3 szorzés és 9sszeadds. A Matlab
maga is mérte a végrehajtott lebeg6pontos mtiveletek szamat (a 6.5 valtozat mar
nem tdmogatja):

>> n = 100;

>> flops(0); % Beallitja a szamlalot O-ra

>> Ju(rand(n));

>> flops

ans =

0661650

Ez az érték megfelel a megadott 2/3 n° Osszevont miiveletigénynek. Ha
a linearis egyenletrendszer jobb oldaldn egy egyszer{i vektor van (nem tobb
vektor, vagy matrix), akkor a visszahelyettesités tovébbi n* szorzést és dsszeadast
igényel. Emiatt n novekedésével a linedris egyenletmegoldds miiveletigényének
mind nagyobb része forditédik az LU felbontdsra.

A felhasznalt CPU id6 mérésére a kovetkezd rovid program hasznélhato:

>> n = 500;

>> tic % inditja az orat

>> lu(rand(n));

>> toc

elapsed _time =

0.4110

A kapott eredmény (700 Mhz-es Pentium III gépen) 0.41 masodperc volt. Két-
szeres méretli feladatra 2.5 masodperc kellett, ez 6sszhangban van a szdmitott
miiveletigénnyel (rand (n) n x n-es véletlen matrixot ad egyenletes eloszldssal).

3
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MATRIXINVERTALAS

Az elbzbekben bevezetett Gauss-eliminaciot sok feladatra lehet hasznéalni az
egyenletmegoldason til, példdul matrixok invertdlasara is. Tekintsiik az

ACUZ' = €;

egyenletrendszerek megoldasait, ahol e; az egységmatrix i-edik oszlopvektora.
Ha az A matrixot haromszogmatrix alakra hoztuk, akkor az MA = U alakra
tdmaszkodva n darab fels6 haromszogmatrix alaka egyenletrendszert kell meg-
oldani:

U T; = M €;.

Az x; vektorokbdl all6 X matrix lesz A inverze, azaz AX = 1.

A Matlabban az inv (A) adja meg egy A matrix inverzét, ha az létezik:

>> A = [3 4; 4 5];
>> B = inv (A)
B =
-5 4
4 -3

Ha nem létezik a kért inverz, akkor a kdvetkezs tizenetet kapjuk:

>> A = [3 4; 3 4];
>> B = 1inv (A)
Warning: Matrix 1is singular to working precision.

(Type "warning off MATLAB:singularMatrix" to suppress
this warning.)
B =

Inf Inf

Inf Inf
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MATRIXOK NORMAJA
A |l]] : R — R leképezést matrixnormanak mondjuk, ha a kovetkezé

tulajdonsagok teljesiilnek:
(i) ||A|| > 0, ha A nem a zérusokbdl 4ll6 matrix,
(i) [[aAll = [ol[|A]],
(iii) |[A+ Bl < [|All+|B]l, és
(iv) |[AB]| < [|A]l [|B]|-
Az egyes vektornormakhoz matrixnormdk tartoznak a kovetkezdk szerint:

A
141 = sup A2 G )
x#£0 HCEH ||z||=1

fgy minden vektornorméhoz rendeltiink egy matrixnorméat. A definici6

miatt ezeknek nehézkes lehet a szamitdsa. Az egyszertien meghatdrozhato, kis
miiveletigény{i matrixnormék:

n
[Allr = max ) |ayl,
g

n
1Al = miaXZ |aijl,
j=1

n n
_ 2
1Allr = ([ DD layl™
i=1 j=1
Az egyes norma, ||Al]; tehat az egyes oszlopok abszolutérték-6sszegének maxi-
muma, a végtelen norma, ||Al|~ a sorok abszolutérték-osszegének maximuma, a

Frobenius norma || A||r pedig a matrixelemek abszolutértékeinek négyzetosszegé-
nek a gyoke.

A Matlab alapbdl a kettes normat adja (norm (A) =norm (A, 2)):

>> A = [3 4; 3 4];
>> norm(A)
ans =

7.0711
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MATRIXOK KONDICIOSZAMA

Egy négyzetes mdtrix kondiciészima
cond(A) = || A]] [|A™]

Szinguldris méatrixok kondici6szdmat végtelennek definidljuk. A kondiciészam
figg a vélasztott normatol, igy cond,(A) a p-normdra vonatkozoé kondiciészamot
jeloli. Masrészt a jol- (cond(A) =~ 1), illetve rosszul kondiciondltsag (cond(A) > 1)
jorészt fiiggetlen a valasztott normatol.

A rosszul kondicionéaltsdg azzal szokott jarni, hogy az érintett matrix kozel
szingularis.

A kondiciészdm tulajdonségai:

cond (I) =1, tehét az egységmatrix kondiciészama egy?.
cond(A) > 1

cond(A) =cond (A1)

ha ¢ # 0, akkor cond (cA) = cond (A)

a P permutacios matrixokra cond (P) = 1%

|23

a D diagondlis matrixokra cond (D) = max |d;;|/ min |d;;
cond (AB) < cond(A) cond (B)

cond . (A) = cond; (AT)

cond p(A) = cond (A7)

PELDA. A 0.1/ n X n-es matrix determindnsa 107", tehat nagy n-re nagyon kicsi
lehet, mégis cond (0.17) = 1.

PELDA. Az az A maétrix, amely az egységmatrixt6l annyiban tér el, hogy a f64tl6
felett csupa -1 van, olyan, hogy det(A) = 1, és mégis cond;(a) = n2"!, tehét

nagy n-re csaknem szinguldris.

Az egyes normékon alapulé kondiciészamokat Matlabban a kovetkezé utasi-
tassal lehet kérni:

>> cond (A, p),aholppl. 1, 2, vagy inf lehet

2Ha a norma vektornormébdl szarmaztatott.
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CHOLESKY FELBONTASG?

Lineédris egyenletrendszerek megoldésa sordn szokas megkiilonboztetni speci-
alis szerkezet(i métrixok alapjan néhany tipust:

e A szimmetrikus és pozitiv definit,
e az A savmatrix,

e A ritka matrix (csak kevés eleme kiillonbozik nullatol).

Az elsé két esetre hasznalatos modszerek a Gauss-eliminacié kozeli rokonai,
a ritka métrixok esetét bonyolultabb eljardsokkal szokds hatékonyan megoldani.
Itt most a valés matrixokra mutatjuk be a Cholesky felbontast (a komplex eset
megolddsa hasonldan torténik).

Ha az A métrix szimmetrikus és pozitiv definit, akkor az LU felbontds U = LT
alakban létezik, tehat
A=LL"T,
ahol L als6 haromszogmatrix, amelynek diagondlis elemei pozitiv szdmok (nem

feltétlen egyesek). Az ilyen felbontast Cholesky felbontisnak hivjuk.

A szimmetrikus pozitiv definit matrixt linedris egyenletrendszerek megoldésa
Matlabban:

function [x] = LGPD (A, b);
R = chol (A);

y = R"\Db;

x = R\y;

Itt chol () adja az A matrix Cholesky felbontdsat, és R\y adja az Rz = y
egyenlet megoldasat. Ezt a tomor linedris algebrai frasmddot baloldali osztasnak
(left division) nevezik.

A Cholesky felbontds numerikusan stabilis, mfiveletigénye %n?’ + O(n?),
feleannyi, mint egy altalanos matrix LU felbontadsaé.

24Kiejtése: ‘Koleszki’, vo. ]. Waldvogel: Pronunciation of Cholesky, Lanczos and Euler, NA-DIGEST, v90n10, 1990.
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CHOLESKY FELBONTAS, PELDA

Az el6z6 oldalon bevezetett Cholesky felbontasra tekintsiink egy egyszerti,
attekinthet6 példat. Legyen a felbontand6 matrix a felbontdsok nemnulla pozici-

6ival, és annak észrevételével, hogy L1 = v/ Ai;:

A kovetkezd 1épés L elsd oszlopanak (és igy L7 elsd sordnak kitoltése azon az
alapon, hogy ehhez az L,; értékkel val osztést kell csak elvégezni:

2 0 0 2 1 2 4 2 4
LIT=11 x 0 0 x x |=1252]|=A
2 X X 0 0 x 4 2 5
Ezutdan az Aj elemre koncentralunk, ez el6all Ay = L3, + L3, alakban,
ahonnan az Gj elem Loy = \/ A9y — L3;:
2 0 0 21 2 4 2 4
LL"=(1 2 0 02 x |=[252]=A4
2 X X 0 0 x 4 2 5
Az L3y értéket az Gij Loo és Ajy alapjdn szamithatjuk:
20 0 21 2 4 2 4
LIT=(12 0 02 0|=(252]=A
2 0 x 0 0 x 4 2 5

ES Véglﬂ A33 = L§1 + L%Q + L%g alapjén L33 = \/Agg — L?’)l — L§2 =+v5—4—-0:

200 21 2 4 2 4
LIT=112 0 020 1|=11252]=A.
2 01 0 01 4 25
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CHOLESKY FELBONTAS, MATLAB PELDA

A Cholesky felbontésra tekintstink egy egyszeri, attekinthetd példat a Matlab
hasznélatdval. Legyen a megoldand¢ linedris egyenletrendszer

4 2 3 9
2 4 2 |xz=| 8
3 2 4 9

Ennek megoldéasa az = (1,1,1)T, és a matrix szimmetrikus, pozitiv definit. A
Matlabban a kovetkezd 1épésekkel oldhatjuk meg a Cholesky felbontas alapjan:

> A = [4 2 3; 24 2; 3 2 4];
> b = [9 8 9],
>> R = chol (A)

R =

2.0000 1.0000 1.5000
0 1.7321 0.2887
0 0 1.2910

>> y = R’\b

4.5000
2.0207
1.2910

1.0000
1.0000
1.0000
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A QR ORTOGONALIS FELBONTAS HAROMSZOGMATRIX ALAKRA

Egy ) négyzetes matrixot ortogonilisnak neveziink, ha QQ* = QTQ = I.
Egy ortogonalis transzformacié megdrzi a vektorok euklideszi norméjat:

1Qz; = (Q2)' Qv = 2" v = ||z 3.

Mivel az ortogondlis transzformaciok a kettes normat megtartjak, ezért nu-
merikusan stabilisak.

Mivel cond, (@) = 1, ezért a visszahelyettesités ugyantgy kondicionalt, mint
az eredeti feladat.

Lineéris egyenletrendszer megoldédsa az A = QR felbontéssal a kovetkezdk
szerint megy: megoldando a
Rz = Qb

fels6 haromszogmatrixa egyenletrendszer. A Matlab megtelelt:

[Q,R] = qr(A,0);
x = R\ (Q’ +Db) ;

TETEL. Tetszbleges A négyzetes valds regularis matrixnak létezik az A = QR fel-
bontésa ortogonalis és fels§ haromszogmatrixra.

BIZONYITAS. Mivel A reguldris, ezért az A A métrix pozitiv definit, tehét 1étezik
ennek egy RTR Cholesky felbontdsa. Legyen ekkor a Q métrix egyenld AR™!-
el. Megmutatjuk, hogy QR az A matrix ortogonalis-triangularis felbontasa. R
nyilvan fels6 haromszogmatrix, és A egyenld a két matrix szorzatdval. Azt kell
még igazolni, hogy () ortogonalis.

Q'Q = (AR Y'(AR ) = (R A"AR = (R (R"R)R!
= (RO'RNYRR Y =1I=1,

Amivel igazoltuk, hogy () ortogondlis. ]
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MATRIXOK SAJATERTEKEI ES SAJATVEKTORAI

Legyen adott egy A négyzetes matrix. Adjuk meg a A szdmot és az z # 0
vektort agy, hogy
Az = \x.

Itt X az A matrix sajdtértéke, x pedig a sajitvektora. Egy hasonl6 definicidval
értelmezhet a baloldali sajatérték és sajatvektor:

yTA =yt

Mivel y sajatvektora az A7 matrixnak, ezért a tovabbiakban csak az els6 feladatot
vizsgéljuk. Egy matrix sajatértékei halmazat a matrix spektrumdnak hivjuk, és
A(A)-val jeloljiik. A spektrilradiusz pedig a max{|\| : A € A(A)} mennyiséget
jelenti, és p(A)-val jeloljik.

A sajatvektorok irdnyéba esd vektorokat az A métrix megnytjtja az illet sajat-
vektorhoz tartozé sajatértéknek megfelelden. Igy egy matrixszal reprezentdlt
linedris transzformdécié hatdsat egyszertien megadhatjuk a sajatértékei és sajat-
vektorai ismeretében. Szdmos fizikai és matematikai feladat (pl. rezonancia-
vizsgalat, illetve differencidlegyenletek stabilitdsi kérdései) sajatértékszamitassal
jol megoldhato.

A sajatértékek vizsgdlata komplex szdmokra is kiterjeszthetd. Az egyetlen
lényeges kiilonbség, hogy akkor az A” transzponélt métrix helyett a konjugalt
transzponaltat, A -t kell hasznalni.

A sajatértékek és a sajatvektorok nem egyértelmtiek:

e példaul az egységmatrixnak az 1 n-szeres sajatértéke,

e egy sajatvektorral egytitt annak minden nem nulla szdmmal szorzottja is
ugyanahhoz a sajatértékhez tartozo6 sajatvektora.

A sajatértékeket, sajatvektorokat meghatarozhatjuk az
(A= X))z =0

homogén linedris egyenletrendszerb6l. Ennek pontosan akkor van a nulla
vektortdl kiilonb6z6 megoldasa, ha az A — Al matrix szingularis. Emiatt a
sajatértékeket leirja a

det(A—AI) =0

egyenlet. Ennek baloldalan lev6 n-edfokt polinomot az A matrix karakterisztikus
polinomjanak nevezziik.
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MATRIXOK SAJATERTEKEI ES SAJATVEKTORAI / PELDAK

Néhany matrix a sajatértékeivel, az azokhoz tartozo sajatvektorokkal és a karak-
terisztikus polinommal:

<(1) g>: A=12= (1,07, X=22=(0,1)", é (1-X\)(2-N),

0 2): A=1z= (10" X=2z=(1,1)T, é (1-N(2-2N),

. . = = T — _ (_ T ’ 2
0.5 1.5)' A=2zx= (117, A=LlLz=(-11), é A 3A+2

(_01 (1)) A=1nz=(1,1)", A=-1n2=011)7" é I4+1,

ahol 1 = v/—1. Ha egy valds matrixnak van komplex sajatértéke, akkor a sajat-
érték komplex konjugaltja is sajatérték.

Azt mondjuk, hogy a ||.||,) vektornorma kompatibilis az ||.||(,,) matrixnorma-
val, ha tetszbleges A négyzetes matrixra igaz

Az ) < A l|2]] ()

A szdrmaztatott matrixnormdék nyilvanvaldéan kompatibilisek az ésiikkel, azzal a
vektornormadval, amellyel definidltuk Sket.
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A SAJATERTEKEK KORLATAI

TETEL. Tetsz6leges A matrixra és barmely matrixnormdra
p(A) < [IA]]
azaz a spektralsugdr nem nagyobb mint a matrix normaja.
BIZONYITAS. Legyen ||.||, az adott matrixnormaval kompatibilis vektornorma,
Am az A métrix maximélis abszolut értékii sajatértéke, és z,, a hozza tartozo sajat-

vektor. Ekkor
p(A) = max [A;] = |Anl,
tehat
p(A)|xmllo = Al |Zmllo = [|Am@mllo = [|Azm|le < Al |2m]]o-

Innen a nem nulla ||x,,||,-vel leosztva kapjuk az igazoland6 egyenl6tlenséget. [

TETEL. (Gersgorin) Az A matrix Osszes sajatértéke benne van a

n
Ki=<zeC||z—ayl < Z | @il
k=1,k+i

korok K = U} | K; egyesitésében.
Ervényes ennek a tételnek egy olyan élesitése, hogy amennyiben a definidlt
korok egy m, és egy n — m korbdl 4ll6 halmazra bonthatok dgy, hogy a két

részhalmaz pontjai diszjunktak, akkor az els¢ kérhalmaz multiplicitassal szamol-
va pontosan m darab sajatértéket tartalmaz.

PELDA. Alkalmazzuk a fenti elméleti eredményeket az alabbi métrixra:

1 1 -1
A= 2 -2 0
1 0 5

Ezek szerint minden sajatérték abszolut értéke legfeljebb ||A||; = 6, ||A||« = 6,
és ||Allr = V37, azaz p(A) < 6. A sajatértékekbdl pedig ketté van az 1
kozéppontd, és 2 sugard, valamint a -2 kézéppontt, 2 sugart korok unidjaban,
és egy sajatérték van az 5 kozépponti és 1 sugart korben (a komplex sikon).
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A HATVANYMODSZER

A gyakorlatban sok esetben csak bizonyos sajatértékek meghatarozdsara van
sziikség. A hatvinymodszer a legnagyobb abszolut értékii sajatérték meghataroza-
sdra szolgél. Az alapalgoritmus a kovetkezg iterdcion alapul:

y' = Az, =gty

A kiindulasi vektor olyan kell hogy legyen, hogy z° # 0, és 2° nem mer&leges a
legnagyobb abszolut értékii sajatértékhez tartozoé sajatvektorra. A médszer masik
neve von Mieses vektoriterdciéja. Ha |A1| > |\;| minden ¢ = 2,... ,n-re, és a \;-hez
tartozo sajatvektor u;, akkor

lim sign(\) 2" =y, és lim ||y"]|/||2"]] = |M1]-

k—o0 k—00

Ha )\ a masodik legnagyobb abszolutértékii sajatérték, akkor a konvergencia
sebességére érvényes:
2k>

Tegytik fel, hogy A reguldris, ekkor minden sajatértéke nullatél kiilonbozo.
Az Az = Az egyenletbdl

k
Yi A2

xi 1

k kNT, k
- (z%)"y Ag
), 1lletve ([L‘k>—T{1§‘k = A1+O )\—1

Itt ((2*)Ty")/((x¥)T2") az an. Rayleigh-féle hanyados.

r=A"1\z) = A2
adodik, és innen
AMlz=x1\A12=A"g
Eszerint ha az A matrix sajatértéke ), és az ehhez tartozo6 sajatvektor =, akkor

az A~! matrix egy sajatértéke A\~ az x sajatvektorral. Ezen a felismerésen alapul
az inverz hatvinymodszer, vagy méas néven a Wieland-féle inverz iterdcio:

Ay =¥, 2" =y/lly]],

amely tehat a legkisebb abszolut értékii sajatértéket és a hozz4 tartozé sajatvek-
tort kozeliti meg.

Az A — ol maétrixra alkalmazva a hatvanymoédszert az A maétrixnak a o
szamtol legtavolabbi sajatértékét kapjuk, a hozza tartozo sajatvektorral.
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A kovetkez6 egyszerii Matlab program a hatvanymoddszer segitségével meg-
hatdrozza a legnagyobb abszolut értékii sajatértéket az iterdlt véletlen vektor min-
den komponensébdl:

function lambda = hatv (A);
Xx = [rand(l) rand(l) rand(1l)]’;
for i=1:100
y = AxXx;
lambda = y./x
r = (x"*y)/(x"*x)
x = y/norm(y);
end

Most hajtsuk végre a programot a sajatértékek korlataindl vizsgélt matrixra:

1 1 -1
A= 2 -2 0
1 0 5

A kapott becslések a maximaélis abszoluat értékii sajatértékre a komponensenkénti
becsléssel és a Rayleigh hanyadossal az els néhdny iterdcidban:

iteracio 1 2 3 4 5
komponensenkénti | 40.7831 7.8748 4.9474 -28.6488 4.7033
Rayleigh -0.4284 -1.1691 0.4980  3.2966 4.1575
iteracio 6 7 8 9 10
komponensenkénti | 6.4596 -499.5966 5.0727 7.5500 4.8025
Rayleigh 4.6264 4.6601 4.7092 4.7009 4.7091

A maximdlis abszolut értékii sajatértékhez tartoz6 kapott sajatvektor pedig
[—0.2807, —0.0826,0.9562]" .
A helyes sajatérték 4.7066, és a hozza tartozo6 sajatvektor

(—0.2805, —0.0837, 0.9562] 7.
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MATRIXOK TIPUSAI

Az A n x n-es matrix karakterisztikus polinomja egy n-edfokd polinom, igy
az algebra alaptételébdl kovetkezik, hogy az A métrixnak legfeljebb n kiilonb6z6
sajatértéke lehet.

Matrixok sajatértékének meghatarozasara szolgal6 algoritmusok kozotti va-
lasztast dontSen befolyasoljak a kovetkezd kérdésekre adott valaszok:

e Minden sajatértékre sziikség van, vagy csak egy résziikre?
e Csak a sajatértékek kellenek, vagy a sajatvektorok is?
e A maétrix valés vagy komplex?

e Milyen a matrix: inkdbb kicsi és nemigen van benne nulla, vagy nagy és
ritka?

e Vannak-e a matrixnak olyan speciélis tulajdonsdgai, mint a szimmetria?

A fontosabb matrix-tulajdonsdgokat az alabbiakban foglaljuk 6ssze:

A szimmetrikus,ha A = AT, pl. < 12 > , de nem szimmetrikus pl. < 12 > .

2 3 3 4

A ortogonilis,ha ATA =1, pl. ( (1) (1) ), de nem ortogonalis pl. ( é g ) .

A pozitiv definit, ha szimmetrikus, és z7 Az > 0 minden nem nulla z vektorra.

3 2 » . 1 2
PI. ( 5 13 ),de nem pozitiv definit pl. ( 5 0 )

1 1 11
1 T _ AT i
A normidlis,ha AA* = A" A, pl. < L 3401 ), de nem normadlis pl. < 0 1 > :

Ezeknek megvan a megfelel6jiik a komplex métrixok korében is, de ott a
transzponalads, AT szerepét atveszi a konjugdlt transzpondlds, AY. A megfelel
nevek ezutdn: Hermite-szimmetrikus (vagy hermitikus), unitér (vagy H-ortogonilis),
és normalis (vagy H-normilis).
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Azt mondjuk, hogy az A matrix hasonlé a B matrixhoz, ha létezik olyan 7'
reguldris hasonlésigi matrix, hogy

B=T"AT.
Tekintsiik most a B matrix egy ) sajatértékét. Erre érvényes, hogy:
By = \y = T ATy = My = A(Ty) = XTy),

tehat \ sajatértéke A-nak is (még ha mads, Ty sajatvektorral is). Eszerint a
hasonlésagi transzformdcidk azok, amelyekkel egy matrixot dtalakithatunk olyan
kedvezdbb alakra, amelyrdl a sajatértékeket mar konnyen le tudjuk olvasni.

A forditott Osszefiiggés nem érvényes: ha két matrixnak megegyeznek a
sajatértékei, akkor még nem feltétleniil hasonlé matrixok. Példdul ez érvényes
a kovetkez6 matrixokra (ahogy konnyen belathato):

(07) = (o1)

Ebbdl az is kovetkezik, hogy hasonlésagi matrixokkal nem mindig tudunk
egy matrixb6l hasonlésagi transzformdécidkkal egy diagondlis matrixot kapni.
Marpedig nyilvanval6, hogy a diagondlis métrixok sajatértékei a diagonalisbeli
szdmok, és a sajatvektorok pedig az ezeknek megfelel$ egységvektorok.

A sajatvektorok definici6jabdl addédik, hogy ha az A matrix sajatvektoraibol
allitjuk 6ssze az X matrixot, akkor példaul

we(35)Ga)=Ga)(Ea) -

ahol D az a diagondlis matrix, amely A sajatértékeit tartalmazza. Tekintsiik
altalanos esetben a kovetkezd matrixokat:

D = diag(>\1,>\2, .. .,)\n), és X = (1’1,332, e ,ZL‘n),

ahol \; az A matrix ¢-edik sajatértéke, és x; a hozza tartozo6 sajatvektor. Ha az X
matrix regularis, akkor

A=XDX é D=XT1AX.

Ebbdsl azonnal addédik a kovetkezd
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TETEL. Az A matrix akkor és csak akkor diagonalizalhat6, ha létezik n elemi
linedrisan fiiggetlen sajatvektor-rendszere.

A legtobb, amit altaldnos esetben is elérhetiink, az az, hogy az A matrixot
hasonlésagi transzformdcidkkal Gn. Jordan alakra hozzuk: olyan matrixot kapunk,
amelyben a f64tl6 mellett a fels6 mellékatl6 tartalmazhat még nullatdl kiillonboz6
elemeket. Sajnos a Jordan alakra hozds numerikusan nem stabilis, ezért nem
szokds hasznalni. Emiatt nincs is a Matlabban jordan nevfi algoritmus.

Az viszont stabil eljards, amely hasonldsdgi transzformécidkkal egy matrixot
fels6 haromszogmatrixsz4 alakit (ez az an. Schur-féle normdlalak), és ekkor is a
f6atlo elemei adjak a sajatértékeket.

Az alabbi tablazat egyes matrix tipusokat tartalmaz a hozzajuk tartozé ha-
sonlosagi matrix fajtadval és a transzformalt matrix tipusaval.

A T B=T1AT
paronként eltér$ sajatértékek  regularis diagonélis
szimmetrikus ortogonalis valds diagonalis
Hermite-szimmetrikus unitér valés diagonalis
normadlis unitér diagondlis
tetszleges unitér  fels6 haromszogmatrix
tetsz8leges reguldris Jordan alakt

Minden esetben a B diagondlis elemei a sajatértékek, és az els6 négy esetben
a T oszlopai sajatvektorok.

A Matlabban a sajatértékszamitdsra a kovetkezd fontosabb eljardsok &llnak
rendelkezésre:

eig az Osszes sajatérték és sajatvektor meghatarozasa

hess Hessenberg alakra hozés

schur Schur-féle normalalakra (fels6é haromszogmatrix) hozas
eigs néhany sajatérték és sajatvektor

condeig a sajatértékek kondici6szdma

poly a matrix karakterisztikus polinomjat adja

eigshow illusztrdlja a 2 x 2-es matrixok sajatértékeit
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Keressiik ismét az

1 1 -1
A= 2 -2 0
1 0 5

matrix sajatértékeit és sajatvektorait. Csak a sajatértékeket kapjuk az eig utasi-
tassal (a sajatérték angolul eigenvalue):

>> eig (A)
ans =
-2.5440
1.8374
4.7066

Ha a sajatvektorokat is kérjiik, akkor a kovetkez6 formaban kell irni:

>> [V,D] = eig(A)
vV =
0.2623 -0.8539 -0.2805
-0.9644 -0.4450 -0.0837
-0.0348 0.2700 0.9562

D =
-2.5440 0 0

0 1.8374 0

0 0 4.7066

Erdemes tudni, hogy az eig utasitds 16 kiilonb6zé algoritmusbél vélasztja ki
az adott feladathoz legjobban igazodé6t, amellyel az a leghatékonyabban megold-
hato.

Az eig utasitas egy tigyes alternativdja az eigs parancs, amely nagy méretfi,
vagy ritka matrixokra lényegesen gyorsabban ad vélaszt — bar alapértelmezés-
ben csak a 6 legnagyobb abszolut értékii sajatértéket, és az azokhoz tartozo6 sajat-
vektorokat. Bovebb informaciét a doc eigs utasitas ad.

A jelen példara azonos eredményt kapunk (mert a valasztott A matrix kis
méreti).
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MATRIXOK SAJATERTEKEI, MATLAB ELJARASOK / 2

A sajatértékek meghatdrozdsanak egy masik utjat jelenti, amikor az A matrix
karakterisztikus polinomjat hatarozzuk meg, majd annak gyokeit:

>> poly (A)
ans =

1.0000 -4.0000 -8.0000 22.0000

>> roots (ans)
ans =
4.7066
-2.5440
1.8374

Figyeljiikk meg, hogy az el6z6 utasitas eredményére hivatkozhatunk az ans
névvel. Az eljarés értékébdl levon az, hogy a poly haszndlja a eig utasitast...

A Schur-féle normélakra is hozhatjuk a méatrixunkat:

>>schur (A)
ans =
-2.5440 0.8748 -0.8048
0O 1.8374 1.8939
0 0 4.7066

Ennek f64tl6jabol olvashatok le a sajatértékek.
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A sajatértékek kondiciondltsiga azt mutatja meg, hogy az adott matrix egyiitt-
hatéiban val6 kis véaltozdsok milyen hatastiak a sajatértékekre. Ez kiilonbozik
attol, hogy az adott matrix kis eltérései mennyire hatnak a vele felirt linedris
egyenletrendszer megolddsaira. Egy adott matrix sajatértékei is eltérhetnek a
maétrix hibdira vonatkozo6 érzékenységiik szerint.

Az A matrix \ sajdtértéke kondicidszamit az

1
|yt x|

képlet hatdrozza meg, ahol = és y az A métrix )\ sajatértékéhez tartozo bal- és
jobboldali normaliz&lt sajatvektorai, tehat

ey =yfy =1.
Mas széval a A sajatérték kondiciészama a bal- és a jobb sajatvektorai altal
bezart sz0g koszinuszanak reciproka. Ha ez a szdm nagy, akkor A rosszul kondi-
cionalt.

Egy szimmetrikus, vagy Hermite-szimmetrikus matrix azonos sajatértékekhez
tartozo6 bal- és jobb sajatvektorai megegyeznek. Emiatt

yHo =atle =1
adodik a normalizalt sajatvektorokra, tehat a sajatértékek mindig jol kondicional-
tak. Altalanosabban az is igaz, hogy a normélis matrixok (amelyekre ATA =
AAT) sajatértékei is jol kondicionéltak.



220 I FUGGELEK, AZ ELOADAS FOLIAI
SAJATERTEKEK KONDICIONALTSAGA / PELDA

Vizsgéljuk meg az

1 2 3
A= 0 099 1
0 0 2

matrix sajatértékei kondicionaltsdgat. A hozza tartoz6 normalizalt (szokdsos,
jobb) sajatvektorok 4 jegyre:

1 -1 0.9623
x1=|{ 0|, r9 = | 0.0005 |, x3 = | 0.1923
0 0 0.1925

Az ezekhez tartozo bal sajatvektorok:

0.0004 0 0
(T 0.7066 |, yp=| 07075 |, T
-0.7066 -0.7068 1

A sajatértékek persze a diagonélisbeli elemek:
)\1 = 1, )\2 =0.999 és )\3 = 2.

A sajatértékek kondiciészamara a kovetkez értékeket kapjuk rendre:

1

— =25-10%,
\191T$1|
— — —92.8269-10%
\yg$2|
— 5.1948.
|?J3T$3\

Eszerinta A\; = 1 ésa Ay = 0.999 sajatértékek viszonylag rosszul kondicionél-
tak, mig )3 j6l kondicionalt. A tényleges valtozasok szemléltetéséhez valtoztas-
suk meg a métrixban a3; értékét 0.000001-re. Az ij méatrix sajatértékei rendre

A1 = 0.9995 + 0.00131, Ay = 0.9995 — 0.00131 és A3 = 2.

Ez azt jelenti, hogy az els6 két sajatérték a matrixbeli kis eltéréshez képest
nagyon megvéltozott, rdaddsul ezek komplex szamokké véltak, mig a harmadik
sajatérték nem valtozott.

A matrixok sajatértékei kondiciéoszamat a conde ig Matlab utasitas adja.



221
SAJATVEKTOROK KONDICIONALTSAGA

A sajdatvektorok kondiciondltsiga a hozzajuk tartozo sajatérték kondicionéltsaga-
tol és a tobbi sajatértéktSl mért eltérésétdl fligg. A tobbszoros, vagy egymashoz
kozeli sajatértékek sajatvektorai rosszul kondiciondltak lehetnek, kiilondsen, ha
a matrix nem reguldris. UtObbi esetben a matrix sajatértékfeladatanak kondicio-
néltsdgat diagonalis hasonldsdgi transzformécidkkal lehet javitani. A Matlab
ebbdl a célbdl a balance utasitast ajanlja.

PELDA. Vizsgéljuk meg most az

1 00
A={ 0 09 0
0 0 2

diagondlis matrix sajatvektorai kondiciondltsagat. A sajatértékek nyilvanvaldéan
a féatlobeli A\ = 1, Ay = 0.99 és A3 = 2. Mivel a matrix szimmetrikus, és minden
sajatérték egyszeres, ezért a sajatértékek jol kondicionaltak. A sajatvektorok:

1 0 0
L1 = 0 ) T = 1 ) r3 = 0
0 0 1

Tekintsiik most a kissé megvaltoztatott Gjabb matrixot:

) 1 0.0001 O
A= 0.0001 099 0
0 0 2

Ennek sajatértékei ismét 1, 0.99 és 2. Az 4j sajatvektorok viszont:

-1 0.01 0
1= -0.01 |, Tg = -1 ], 3= 0
0 0 1

A harmadik sajatvektor nem véltozott, de a tobbi ketté meglehet6sen. Ennek
az az oka, hogy a megfelel6 sajatértékek kozel vannak egymashoz.
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MATRIXOK SAJATERTEKEI, LR TRANSZFORMACIO

Az LR transzformdcié a H. Rutishauser altal 1959-ben megadott eljards, amely
az LR felbontdson alapulva egy olyan matrixsorozatot ad meg, amellyel meghata-
rozhatok az A maétrix sajatértékei.

Az eljards az A; = A matrixbdl indul, és a kdvetkezd két 1épésbdl all:

Ay = LRy,
A1 = Ry Ly.

Tehat az aktudlis matrixot felbontjuk egy also- és egy felsé haromszogmatrixra,
majd a kovetkez6 iterdlt matrixot tigy kapjuk, hogy ezeket forditott sorrendben
Osszeszorozzuk. Az Lj alsé haromszogmatrix f6atléjdban egyesek vannak.

Legyen T}, = L1Ly--- Ly, és Uy = RiRi—1 - - - R1. Ekkor érvényes a kovetkez6

SEGEDTETEL. Ha minden k = 1,2, ... indexre létezik a fent definidlt A; matrix,
akkor

i, az A matrix hasonl6 A;-hoz,
ii, Ay = (L1Lo--Ly—1) " A1(LiLe - Lyy) = T, ATy,
iii, AY = T).Up.
BIZONYITAS. Az i, 4llitds adoédik az ii,-b6l. A tdbbire alkalmazzunk teljes
indukciét. A k£ = 2 esetben mindkettd nyilvanvaldan teljesiil. Vegyiik el6szor
az ii, allitast. Mivel L; reguldris, ezért Ay, = L,;lAkLk, és az indukciods feltevés
miatt
A1 = Li'(LnLa-+- L) " Ay(LiLa -+ - Ly—1) Ly,
= (L1Lo--- L) "A(LyLy -+ L)
= T, ATy
Tehat az ii, 4llitas igaz a k + 1 esetre is. Tekintsiik most az iii, pontot hasonlé
gondolatmenetet kovetve:

AR — A AV = ATV U = AY(Li Ly -+~ L) (RpRy—1 - - - Ry)
= (LiLy- - Lyp) Ap1 (ReRy—1 - - - Ry)
= (L1Ly--- Li) L1 Rp1(ReRi—1 - - - R1) = T4 Upsa.-

Amivel a harmadik részt is igazoltuk. ]
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MATRIXOK SAJATERTEKEI, LR TRANSZFORMACIO / FOLYTATAS

Az LR algoritmus konvergencia-tétele:

TETEL. Ha az A val6s négyzetes matrix teljesiti az alabbi feltételeket:
1. az Ay = Ly Ry, trianguldris felbontas létezik minden k£ > 1-re,
2. az A sajatértékeit alkalmasan indexelve érvényes
A1] > Ao > >[N >0

(amibdl adédik, hogy A; reguldris és sajatértékei mind valdsak és egyszere-
sek), és

3. megadhat6 az A matrixot diagonalizal6 olyan X matrix, amellyel egyrészt
XA X =D =diag(\i, Aa, ..., \n),
mésrészt 1étezik mind az X = LR, mind az X ! = LR trianguldris felbontas,

akkor az {Ax}, {Ri} és az {L;} métrix sorozatok mind konvergensek:

)\1 X e X
. . 0 A X , .
e e I
0 O A,

Az elsd két sorozat tehat egy olyan matrixhoz tart, amelynek féatl¢jaban az A,
maétrix sajatértékei vannak nagysag szerint rendezve. Az LR algoritmus legf6bb
hatranya, hogy még erds feltételek teljesiilése esetén is eléfordulhat, hogy vala-
mely k-ra az Aj, iterdlt matrix nem bonthato6 fel L; R, alakban.

Az iterdci6 megéllasi feltétele lehet példaul, hogy az iteralt A, matrix f6atld
alatti elemei négyzetdsszege kisebb egy el6re megadott kis € > 0 szamnaél.

Altaldnos A maétrixra egy LR iterdcié miiveletigénye O(n?), felsé Hessenberg
alakt A métrixra O(n?), és tridiagonalis kiinduldsi méatrixra (amelynek a f64tl6
mellet legfeljebb a mellékatlokban vannak nem nulla elemei) pedig O(n).
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A Matlab maga nem tartalmazza az LR transzformacios iterdciét, de nem ne-
héz ennek egy egyszeri(i programjat megirni:

function R = 1lr (A);
for k=1:10
[L,R] = 1u(Ad)
A = RxL
end

Vizsgéljuk meg, hogy az LR transzformdcié hogyan mtikodik a kordbban mar
megismert matrixra:

1 1 -1
A= 2 -2 0
1 0 5

Emlékeztetésiil: ennek sajatértékei -2.5440, 1.8374 és 4.7066. A programunk
minden iterdciéban harom matrixot ir ki, az L, R és A matrixokat. Meglepetéssel
lathatjuk, hogy a kapott L matrixok nem mindig lesznek als6 hdromszog-
maétrixok — de ennek csak az az oka, hogy az alkalmazott LU felbontas a kért
formatum kedvéért az L matrixba integrdlta a P permutédcids matrix hatasat is
(lasd az LU felbontas részletes targyalasat).

Lassuk, hogy hogyan alakulnak az R, matrixok féatlobeli elemei és a f6atld
alatti elemek négyzetdsszege (eltérés):

iteracio | Ry Rao Rs3 eltérés

1 2.0000 2.0000 5.5000 17.3750
2.7500 3.0000 -2.6667 20.3343
6.0000 -2.5556 1.4348 5.0446
5.3333 -2.5761 1.6013 0.5999
48125 -25159 1.8170 0.2339
48052 -25719 1.7801 0.0513
47135 -25217 1.8509 0.0187
47259 -25622 1.8169 0.0052
9 47052 -2.5301 1.8480 0.0019
10 47109 -2.5546 1.8281 0.0006

Megallapithatjuk, hogy mar 5 iterdci6é utan felismerhetk a sajatértékek, és 10
iteraci6 alatt meglehetds pontossaggal allnak mar rendelkezésre. Az is jol latszik,
hogy a sajatértékek az abszolut értékeik csokkend sorrendje szerint rendezettek.

O IO Ul WD
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Ahogy kordbban mar targyaltuk, kis és kozepes linedris egyenletrendszerekre,
tovdbba a nagyméretli sdvmatrixokra a direkt modszerek ajanlhatdk, a nagy mé-
retli, de nem feltétlen ritka méatrixokkal rendelkez$ linearis egyenletrendszerek
megoldasara iteracios eljarasok hasznalatosak. Az ut6bbi feladatokra a kordbban
bemutatott algoritmusok hasznalhatatlanul nagy mtiveletigénytiek lehetnek.

PELDA. Tekintslink egy egyszerti linedris egyenletrendszert:

4%1 — X9+ X3 = 4
201 —4xo + 23 = —1
—2x1 + 29+ D3 = 4.

Az egyenletrendszer megoldésa az » = (1,1,1)” vektor. Ezeket az egyen-
leteket irhatjuk olyan alakban, hogy minden egyenlet bal oldalara rendeziink
egy-egy valtozot:

4+$2_ZL‘3
s T

14 221 + x3
T =
? 1

4+ 2x1 — x9
T3 — 5 .

Most vegyiink egy zo = (1,2,3)7 indulévektort, és azt az utébbi egyenlet-
rendszer jobboldaldba helyettesitve hatdrozzuk meg a baloldalon all6 valtozok uj
értékeit, a kovetkezd iterdlt vektort. Az iterdcid a kovetkezd vektorokat adja:

=N

I I9 T3
1.0000 2.0000 3.0000
0.7500 1.5000 0.8000
1.1750 0.8250 0.8000
1.0063 1.0375 1.1050
0.9831 1.0294 0.9950
1.0086 0.9903 0.9874
1.0007 1.0011 1.0054
0.9989 1.0017 1.0001
1.0004 0.9995 0.9992

CONNONUI kWD PP, O
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JACOBI ITERACIO

Ezt a bevezetett eljardst Jacobi iterdcionak nevezziik. Bar az el6z6 példa igéretes,
mégis vannak esetek, amikor a Jacobi iterdacié nem konvergdl. Tekintsiik péld4ul
a vizsgalt linedris egyenletrendszer kovetkezd dtrendezését (csak annyi tortént,

hogy az utolso6 sort vettiik elére):

—2331 + Zo + 5.T3 = 4
4561 —T9+ T3 = 4
201 — 4o+ 23 = —1
Az ehhez tartoz¢ iteracids egyenletek:
—4 + To + 5$3
IrT =
2

Ty = —4+4+4x + 23

r3 = —1—2x1 + 4.

Hasznaljuk ismét az o = (1,2,3)” indulévektort, ekkor az

>> y =
>> X =y

[ (=44+x(2)+5*x(3)) /2 —4+4xx (1) +x(3)

-1-2+x(1)+4xx(2) ]

iterdcids 1épések ismétlése a kovetkezd divergdld vektorsorozatot adja:

x>

x1

x2 Z3

1.0000
6.5000
12
6.5
226.5
435.5
441
9230
17387
26390
377317.5

O O O IO Ul s WIDNRFPRO

—

2.0000 3.0000
3.0000 5.0000

27 -2
42 83
105 154
1056 -34
1704 3352
5112 5933
42849 1987

71529 136622
242178 233335
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A JACOBI ITERACIO KONVERGENCIAJA

frjuk fel az Az = b linedris egyenletrendszer Jacobi iterdcidjat a kovetkezs
alakban (feltéve, hogy a diagondlis elemek nem nullak):

¢ D) = D~ — DY A — D)a®),

ahol D az A matrix diagonalis elemeibdl &ll6 méatrix. Ugyanerre az egyenletre
hasznaljuk a kovetkez6, egyszeriibb jelolést:

ahol tehat B = —D (A — D) és ¢ = D 'b. Az 4ltalanos iteralt vektor ekkor
felirhat6

t® =c+Ble+Ble+...2)..)=c+ Be+ B+ -+ B le 4 B2
alakban. Vizsgéljuk meg két egymdst kovetd iterdlt vektor eltérését:
[[a ) — 2 O] = [|B¥e + (BM = B2 < ||BY] [le + (B~ D2

Innen latszik, hogy az {z*)} vektorsorozat konvergenci4ja és a ||B|| norma
egynél kisebb volta 0sszefiigg. Utdbbi azt jelenti, hogy a konvergencidhoz

ID7(A-D)|| <1

sziikséges. Vegyiik most a végtelen normat. A

1Blloo = ID7H(A = D)l = max y _ || = max »  |ag;/ai| <1
j=1 j=1j#i
Osszefliggésekbdl kovetkezik, hogy

n
> aigl < ]
j=Lji

teljestil minden ¢ = 1,2,...,n-re (ahol A az n X n-es matrix). Ha az utébbi
egyenl6tlenség teljesiil egy maétrixra, akkor azt mondjuk, hogy az szigoriian di-
agondlis domindns.

A fentiek alapjan a diagondlis dominancia elegendd a Jacobi iteracié konver-
gencidjahoz. Nézziik az Osszefliggéseket részletesebben.
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Vizsgéljuk meg az z**Y) = Bz + ¢ iterdci6 altal definialt {z*)} sorozat
konvergencidjat. Jeloljiik az eredeti egyenletrendszeriink megoldasat z*-al. Az
er = xF) — 2* eltérésre a kovetkezs allitas érvényes:

TETEL. Tetsz6leges 2(”) kezd6vektor esetén a k-adik kozelités eltérése az * meg-
oldastél e;, = BFe.

BIZONYITAS. Haszndljunk teljes indukciét. k£ = 0-ra nyilvanvaléan igaz az
allitds, mert ekkor ey = Bl¢y = Iey adodik. Tegyiik fel most, hogy egy adott
k-ra teljesiil az Osszetiiggés, és vizsgaljuk meg a k + 1 esetét.

epe1 = Y — ¥ = (Bz® 4+ ¢) — (Bz* + ¢) = B(z™ — %)
— DBey = B(B*ey) = B¢

Ami igazolja a tétel allitasat. O]

A tétel kovetkezménye, hogy ha a B maétrix nilpotens (azaz van olyan j in-
dex, amire B/ = 0), akkor B’ey = 0, tehat az iterdcios eljards véges sok lépésben
megtaldlja a megoldast. Ez a feltétel teljestil pl. akkor, ha B szigoriian trianguldris,
tehat olyan haromszdgmatrix, amelynek f6atljaban csak nulldk vannak.

Akkor mondjuk, hogy egy iterdcios sorozat globdlisan konvergens, ha minden
indulévektorral ugyanazt a megoldast kapjuk.

Mivel a globélis konvergencia esetén tetszéleges kezd6vektorbdl indulva meg-
kapjuk a megoldast, ezért szokasos kezddvektornak a c vektort hasznalni.

Iteracios eljarasokat hasznalunk olyan esetben is, amikor az elimindcids elja-
rassal kapott, kerekitési hibdkkal terhelt kozelité megoldést kell pontositani.

e Bizonyitsuk be p(B) < 1 esetén a B matrixhoz tartoz6 iterdcié globalis
konvergencidjat a sajatértékek, sajatvektorok tulajdonségai alapjan!
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A kovetkezd elméleti éllitas azon a linedris algebrai tényen alapul, hogy egynél
kisebb spektralsugara matrixhoz létezik olyan matrixnorma, amelyik a méatrixra
egynél kisebb értéket ad.

TETEL. Az ) = Ba™) + ¢ iteracié akkor és csak akkor globdlisan konvergens,
ha p(B) < 1.

BiZONYITAS. Tegyiik fel el6szor, hogy az eljards globalisan konvergens, és mégis
p(B) > 1. Ekkor a maximdlis abszolut értékdi \ sajatértékre |A\| > 1. Vélasszuk
ezutdn az r(*) indulévektort Ggy, hogy a )\ sajatértékhez tartozé x normalt
sajatvektor legyen az e; eltérésvektor. Mivel az el6z6 tétel szerint ebben az
esetben e, = Bfey = Mey, ezért

[lexll = 11\ eoll = |X*] [leol] = A1 > 1

azaz e, nem konvergdl nulldhoz. Ez pedig ellentmond annak, hogy a médszer
globalisan konvergens.

Induljunk ki most abbdl, hogy p(B) < 1. Ekkor van olyan ||.|| matrixnorma,
hogy ||B|| < 1. Ezzel pedig tetszbleges kezd6vektorra és vektornormara igaz,

hogy

llewll = 11B*eol| < [|B*]] lleoll < [IBII* lleol| — 0.
Tehat az eljaras globalisan konvergens. O
Ha megadhaté olyan ||.|| matrixnorma, amelyre ||B|| < 1, akkor érvényesek a

kovetkezd hibabecslések:
lex |l < 1B]] [lexll,

llexl] < 11B["leoll,
1Bl

(k) _ (k1)
Hekl\_l_HBHHw 2|
B
Hekn<—” ”k“ncu ha 2 — ¢
ST

Ha az A matrix diagondlis domindns, akkor a hozza tartozé B maétrixra a
spektrdlsugdr kisebb mint egy, tehat a bel6le ad6dé Jacobi iterdcié globdalisan
konvergens.
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GAUSS-SEIDEL ITERACIO

I FUGGELEK, AZ ELOADAS FOLIAI

A Jacobi iterdcié tanulmédnyozdsa soran felmeriilhet, hogy mivel egy a meg-
oldashoz kozelitd vektorsorozatot akarunk generélni, ezért talan javitani lehet a
konvergencia sebességén, ha az els6 1j vektorkomponensek meghatdrozédsa utdn
az iteracios képlet jobb oldalan mar ezeket az 1j értékeket hasznaljuk. Ez a Gauss-
Seidel iterdcio. A kapcsolddoé képletek az eredeti feladatra:

k k
g = —4
k+1 k
pi1 L2y + g
Ty = 1
k+1 k+1
X3 = 5

Ismételjiik meg most a Jacobi iterdcidval végzett els6 kisérletet. Az eredménye:

€1

X2

Z3

1.0000
0.7500
1.1375
0.9938
1.0034
0.9998
1.0001
1.0000

NV =W DN~ O

N

2.0000
1.3750
1.0250
1.0094
1.0006
1.0002
1.0000
1.0000

3.0000
0.8250
1.0500
0.9956
1.0013
0.9999
1.0000
1.0000

Bar néhany iteralt értékébdl nemigen lehet megallapitani a konvergencia se-
bességét, azt mégis leszogezhetjiik, hogy a kapott eredményiink lényegesen jobb,

mint ami a Jacobi iteraciéval adodott.

Vigyézat, az

vy = [(4+x(2)-x(3))/4 (1l+2xy(1l)+x(3))/4

(4+2xy (1) -y (2)) /5]

Matlab utasitds ugyanazt az eredményt adja, mint amit a Jacobi iterdciéval
kaptunk, mert a Matlab a jobboldal kiértékelése sordn az y vektor kordbbi
értékeivel szdmol, nem egyszerfien balrdl jobbra hatdrozza meg az x vektort!
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Az alabbi Matlab program az AX = B linedris egyenletrendszert oldja meg
Jacobi iteraciéval az X = P kezdeti vektorbdl indulva. Egy olyan sorozatat gene-
rdlja a P vektoroknak, amelyek a megoldashoz konvergdlnak, feltéve, hogy A
szigorian diagonalis domindns.

function X = jacobi(A,B,P,delta,maxl)

N = length (B);

for k=1:maxl
for j=1:N
X(3)=(B(3)-A(3, [1:3-1, 3+1:N]1)*P ([1:3-1, 3+1:N1)) /A (T, 9);
end

err = abs(norm(X’'-P));
relerr = err/ (norm(X)+eps) ;
P = X’;
if (err < delta) | (relerr < delta)
break
end
end
X = X'

o [ttAegy N x N-esnemszinguldris matrix, B, X és P pedig N hosszu vektorok,
delta a P tolerancidja, és max1 az iterdciok megengedett maximadlis szdma.

e Az A (73, [1:7-1,3+1:N]) az A matrix j-edik sordnak fé6atlon kivili ele-
meibdl all6 sorvektor tomor irdsmaodja.

e Figyeljiik meg a gépi pontossdg, az eps haszndlatat!
e Miért kell a vektorok transzponalédsa?

e Milyen meglep6 dolgot lehet még taldlni a programszdvegben?
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Az alabbi Matlab program az AX = B linedris egyenletrendszert oldja meg
Gauss-Seidel iteracioval az X = P kezdeti vektorbol indulva. Egy olyan soroza-
tat generdlja a P vektoroknak, amelyek a megolddshoz konvergalnak, feltéve,
hogy A szigortian diagonédlis dominans.

function X = gseidel (A,B,P,delta,maxl)
N = length (B);
for k=1:maxl

for j=1:N
if j==
X(1)=(B(1l)-A(1,2:N)*P(2:N))/A(1,1);
elseif j==
X(N)=(B(N)-A(N,1:N-1)*(X(1:N-1))")/A(N,N);
else

X(J)=B(J)-A(3,1:J-1)~(X(1:3-1))"
—A (3, J+1:N)*P (J+1:N)) /A (3, ) ;
end
end
err = abs (norm(X’'-P));
relerr = err/ (norm(X)+eps) ;
P = X’;
if (err < delta) | (relerr < delta)
break
end
end
X = X'

o Itt A ismét egy N x N-es nemszinguldris matrix, B, X és P pedig N hosszu
vektorok, delta a P tolerancidja, és max1 az iteracidk megengedett maxima-
lis szdma.

o A Gauss-Seidel iteraci6 programja csak a bels6 ciklus magjaban tér el a Jacobi
iterdcié programjatol.
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Az iterativ eljardsokhoz az eredeti linedris egyenletrendszert ekvivalens at-
alakitdsokkal + = Bz + c alakra kell hozni. A kovetkez6 mddon jarhatunk el:
az A egyiitthatomatrixot bontsuk fel A = R — S alakban, ahol R egy reguldris

matrix. Az ilyen felbontdsokat az A matrix requldris szétvigdsanak hivjuk.

A reguldris szétvagas segitségével konnyen meg lehet adni az iteracios alakot:

(R—S)x = b
Rx = Sx+b
r = R'Sz+R%

és innen

ahol B = R'S =1-R'4ésc= R'b. A tovibbiakban feltessziik, hogy A

er0sen reguliris, azaz A reguldris, és a;; # 0 teljesil minden ¢ =1,. ..,

Tekintsiik az A matrix kovetkezd felbontasat: A = D — L — U, ahol D az A
matrix diagonélis elemeib6l 4ll6 diagonalis métrix, U szigoruan fels6-, L pedig
szigortian als6 haromszogmatrix. Hasznalni fogjuk az U = DU ésaz L = D~'L

jelolést is.

Vegyiik el6szor az R = D, S = L + U regularis szétvagast. Ekkor a Jacobi

iteracidra
B=D'YL+U)=L+U
az iteracidés matrix, és
c= Db

Az R=D — L, S = U regularis szétvagasra

A A

B=(D-Ly'U=(U-L)'U

=(I-L)"'D"

a Gauss-Seidel iteradciét adja.
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A reguldris szétvagassal definidlt iteraciokra érvényes a kovetkezd

TETEL. TetszOleges erbsen regularis egytiitthatomatrixd Axr = b egyenlet-
rendszerhez tartoz6 2+ = Bz®) 4 ¢ iteraci6

i, pontosan akkor konvergens, ha p(B) < 1,

ii, pontosan akkor konvergens, ha van olyan matrixnorma, amelyre || B|| < 1.

TETEL. Ha megadhat6 olyan ||.|| matrixnorma, amelyre ||L|| + ||U]| < 1, akkor
mind a Jacobi iterdcié, mind a Gauss-Seidel iterdci6é konvergens.

B1ZONYITAS. Alkalmazzuk a haromszog-egyenl6tlenséget a Jacobi iterdcié B
matrixara:
B[l = [IL+ Ul < [[L]] + [[U]] < 1.

Ebbdl és az el6z8 tételbdl kovetkezik a Jacobi iteracié globalis konvergencidja.

A Gauss-Seidel iterdcié definici¢jabdl kiindulva végezziik el a kovetkezd
azonos atalakitasokat:

x(k‘H) — Bx(k?) +c
e ) = (1= LD)7'Uz™ + ¢
(7 — D)™ = Fa® (1 — D)e
gD = L) L g ® (1 — Le.

Mivel az z* megoldas is kielégiti az utolsé egyenletet, ezért
o* = La* + Uz* + (I — L)e,
és innen a képlethiba
erp1 = Legpy + Uey,
illetve &trendezés utan

101]
lersl| < —lexl]
1 —[IL]]

A tétel kiindul6 feltételébdl kovetkezik, hogy az ||e;|| szorzéja egynél kisebb,
amibdl adodik a Gauss-Seidel iteracié konvergencidja. O



235
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Koénnyen belathat6, hogy minden diagonalis domindns egyiitthatomatrix erd-
sen reguldris.

A korédbbiakban belédttuk, hogy az egyititthatomatrix akkor és csak akkor di-
agonalis domindans, ha || B|| < 1 teljestil a Jacobi iterdci6 B matrixara.

Ha az A egytitthatomatrix diagondlis domindns, akkor mind a Jacobi- mind a
Gauss-Seidel iteracié konvergens.
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A konjugdlt gradiens médszer az optimalizalas elvein alapul, és szimmetrikus
pozitiv definit matrixa linedris egyenletrendszerek megoldaséra alkalmas. Pon-
tos aritmetikdval ugyan véges sok 1épésben megtaldlnd a megoldast, de a kereki-
tési hibak miatt mégis iteracios eljarasnak kell tekinteni. Szdmos varidnsa ismert.

Legyen A egy szimmetrikus, pozitiv definit méatrix, akkor a

1
q(z) = §xTA:1: — 2T
kvadratikus fiiggvénynek egyetlen z* minimumpontja van, és erre Az* = b

teljesiil. Mdas széval az Ax = b linedris egyenletrendszer megoldédsa ekvivalens a
q(z) kvadratikus fliggvény minimumpontjanak meghatarozasaval.
A tobbdimenzids optimalizalasi eljdrdsok rendszerint az

Tkl = Tk + QSg;

alakban keresik az 1j kozelité megoldést, ahol s, egy keresési irdny, és o a lépés-
koz. A kvadratikus fliggvények optimalizdldsa sordn a kovetkez6 észrevételeket
tehetjiik:

i, A negativ gradiens (amelyik irdnydban a célfiiggvény csokken) a rezidudlis
vektor: —Vq(x) =b— Az =r.

ii, Adott keresési irdny mentén nem kell adaptiv médon meghatdrozni a 1épés-
kozt (mint dltaldnos nemlinedris minimalizalds esetén kellene), mert az op-
timdlis o kozvetleniil megadhatd. A keresési irdny mentén ott lesz a cél-
figgvény minimalis, ahol az Gj rezidualis vektor merdleges s -ra:

)Td

0= %q(xkﬂ) = V(i)' goonn = (Ave —b)" (%(xk + asi)) = —Th sk

Az 4j rezidualis vektort ki lehet fejezni a régivel és a keresési irdnnyal:
Tl =b— Axpy =b— Az + asg) = (b— Azy) — aAsy = rp — aAsy.

Behelyettesitve 7. -et, és megoldva az egyenletet a-ra azt kapjuk, hogy

T

sTAsy,
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Ezzel megkaptuk a szimmetrikus, pozitiv definit matrixa linedris egyenlet-
rendszerek megoldaséara szolgal6 konjugalt gradiens moédszert. Egy adott z( in-
dulépontra legyen sy = ryp = b — Az, ésiterdljuk k£ = 1,2, ... értékekre az alabbi
lépéseket, amig a megéllasi feltételek nem teljestilnek:

ar = (riry)/(st Asy) (alépéshossz meghatérozasa)
Tpy1 = T + oSy (iterdlt kozelitdé megoldas)
Tk+1 = Tk — o Asy (az 4j rezidudlis vektor)

Bit1 = (1 qme+1)/ (1 ri) (segédvaltozo)

A S A

Sk+1 = Tk+1 + Brr15k (az Gj keresési irdny)

Vegyiik észre, hogy az o értékét most kicsit mas formédban hatdroztuk meg
(r]'sy helyett rIry 4ll). Ervényes viszont, hogy

T T T T T
TSk = 11 (T + BpSk—1) = 7.7k + By Sk—1 = 7% Tk,

mivel az rj, rezidudlis vektor mer&leges az s;_; keresési irdnyra.

A korabbi gradiensmédszerek egyszerlien a negativ gradienst kovették min-
den iterdcids 1épésben, de felismerték, hogy ez a meredek falti enyhén lejts volgy-
szer(i fliggvények esetén sziikségteleniil sok iterdcids lépest kovetelt a volgy két
oldaldn val6 oda-vissza mozgdssal. A kisebb meredekséggel rendelkez6 irdnyban
viszont lényegesen gyorsabban lehetett volna haladni. A konjugalt gradiens
modszer ezzel szemben a lépésenkénti megfeleld iranyvéltoztatdssal kikiiszobo-
li ezt a hatranyt (innen a neve).

A megallasi feltétel szokds szerint az, hogy a felhasznal¢ el6irja, hogy az utolsé
néhdany iterdlt kozelités eltérése és a linedris egyenletrendszer két oldala kiilonb-
sége normdja ezekben a pontokban adott kis pozitiv értékek alatt maradjanak.

A konjugalt gradiens moédszer nemlinedris optimalizalasra is alkalmas, ha
minden iterdcids 1épésben az eredeti célfiiggvény kvadratikus modelljére alkal-
mazzuk (az adott pontbeli fiiggvényértékre, a gradiensre és a Hesse métrixra
vagy ezek kozelitésére timaszkodva).
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A konjugélt gradiens moédszer egy egyszerti megval6sitdsa a Matlabban:

function x = kg (A, b, x);
S = b-Axx;

r = s;
for k=1:20
a =(r’xr)/ (s’ *Axs);
X = X+ax*s;
rr = r—axAx*s;
s = rr+sx((rr’ xrr)/ (r’ *xxr));
r = rr
end

Az attekinthet8ség kedvéért a megallasi feltételeket elhagytuk a programbol,
ezek akkor allitottdk meg az iteraciot, ha a keresési irany, vagy a rezidualis vektor
normadja, illetve ha a megoldés utolsé két iterdltjanak eltérése normdja kisebb volt,
mint 0.00001. A kiinduldsi adatok:

S () )

Lathato, hogy a megoldas x* = [1,1]7. A kapott eredmény két iterdci6 utan:

r =
1.0e-014 «
-0.1554
-0.0888
ans =
1.0000
1.0000

Tehat a linedaris egyenletrendszer bal- és jobb oldaldnak eltérése méar a szadm-
abrazolds pontossaga hatdran volt, és az eredmény is nagyon kozeli az elméleti
megoldashoz. Ez teljes sszhangban van a médszer (pontos aritmetika hasznala-
ta esetén érvényes) véges szamu lépésben valé konvergenciajaval, de latszik a
kerekitési hibdk hatésa is.
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A linearis egyenletrendszerek megolddsdra szolgalo iteraciés Matlab eljara-
sokat 0sszegeztiik az aldbbi tdblazatban:

figgvény | matrix tipus modszer

bicg altalanos bikonjugalt gradiens médszer

bicgstab | dltaldnos stabilizalt bikonjugalt gradiens médszer
cgs altalanos négyzetes konjugélt gradiens modszer
gmres altalanos altalanositott minimum-rezidual médszer
minres Hermite-szimmetrikus minimum-rezidudl médszer

lsqgr altalanos konjugélt gradiens normélis egyenletekre
pcg Herm. poz. def. prekondicionélt konjugalt gradiens

gqmr altalanos kvazi-minimal rezidual modszer

symmlqg Hermite-szimmetrikus szimmetrikus LQ mdédszer

Ezek a fliggvények (a gmres kivételével) azonos hivasi formatumot haszndl-
nak. A legegyszer{ibb hivasi méd az

X = solver (A, Db),

ahol solver a tdbldzatban szerepld egyik eljards neve. Ha a megéllasi feltételben
a toleranciat modositani szeretnénk, akkor a hivasi forma

X = solver (A,b,tol),

ahol a tol érték az a szam, amellyel a norm (b-A+x) <= tolxnorm(b) feltétel
teljesiilését koveteljiik meg. A tolerancia alapbeéllitasa 1e-6.

Egy adott n x n-es A matrix nemnulla elemei szdzalékos aranyat a kovetkez6
Matlab utasitds adja:

>> nnz (A)/n"2
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A gyakrabban haszndlatos, érdekes matrixok, vektorok kozvetleniil is elér-
het6k a Matlabban:

>> b = ones(n,1l);
az egyesekbdl 4116 n hosszt oszlopvektort adja.

>> A = gallery ('wathen’,12,12); n = length(A)
n:

481
>> nnz (A) /n"2
ans =

0.0301

a 481 x 481-es Whaten matrixot generélja, amelynek rogzitett ritkasdgi szerkezete
van véletlen elemekkel. A nemnulla elemek aranya kb. 3%. A prekondicionalt
konjugalt gradiens médszer a kovetkez6 eredményt adja a fentiekben definialt
linedris egyenletrendszerre.

>>x = pcg(A,b);

pcg stopped at iteration 20 without converging to the
desired tolerance 1e-006 because the maximum number of
iterations was reached.

The iterate returned has relative residual 0.063

Ez azt jelenti, hogy az eldirt megéllasi feltétel nem teljesiilt még a rezidualra,
tobb iteracié végrehajtasat kell ehhez engedélyezni.

X = pcg(A,b,1le-6,100);
pcg converged at iteration 86 to a solution with relative
residual 8.8e-007

Nagyon tanulsdgos a 12 helyett nagyobb paraméterrel futtatni a fenti utasi-
tdsokat. 40 esetén az n mar kozel 5000, a nem nulla matrixelemek aranya 3
ezrelék. Erre a feladatra a pcg eljaras kb. 6 masodpercig futott, x = A \ b pedig
hétszer tovabb.
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Az iterativ eljardsok a hatékony miikddéshez &ltaldban prekondicionalast
igényelnek, az eredeti
Az =0

egyenlet helyett az M; és M, matrixokkal, illetve az M = M;M, matrixszal a
kovetkez6 egyenleteket fogjak haszndlni:

M{YAMGY - Moz = M1,

vagy pedig
M~ Az = M~'b.

Az atalakitds célja az, hogy az eredménymaétrix bizonyos értelemben kozel
legyen az egységmatrixhoz. A j6 prekondiciondl6é matrixok meghatdrozdsa nehéz
feladat, és altalaban az adott alkalmazds ismeretét kivdnja meg, amibdl a linearis
egyenletrendszer szarmazik.

Az altalunk vizsgdalt A matrixnak egy j6 prekondiciondldja az

M = diag(diag(A))

matrix, az A matrix f6atldja elemeibdl 4116 diagondlis matrix. Ezzel mint 6todik
argumentummal felhivva a pcg eljarést, lényegesen gyorsabban kapunk a meg-
allasi feltételnek megtelel6 megoldast:

>> [x,flag,relres,iter] = pcg(A,b,1le-6,100,diag(diag(A)));
>> flag, relres, iter
flag =
0
relres =
9.0568e-007
iter =
28

Vegyiik észre, hogy amikor egynél tobb eredmény-argumentumot kériink, ak-
kor nem jonnek tizenetek. A flag nulla értéke azt mutatja, hogy a megoldés
teljesiti az el6irt megallasi feltételt iter darab iterdcids 1épés utén.
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A p(z) = apr"+a12" '+ - -+a, alakd polinomoknak, ahol a; az i-edik (4ltalanos
esetben komplex) polinom-egyiitthato, és ap nem nulla, fontos szerepiik van a
matematikdban. A tudoményos szdmitdsokban pedig bonyolultabb fliggvénye-
ket szokds polinomokkal kozeliteni. A polinomokat egyszerti derivélni és in-
tegrdlni, nem nagyon nehéz a zérushelyeiket (gyokeiket) kozeliteni. Numerikus
nehézségek magasabb fokt polinomokkal kapcsolatban szoktak fellépni.

A polinomok kiértékelésére a Horner-elrendezés hasznélatos:

p(x) =(...((ax +a1)x+a)x+ 4 ap_1) T + an.

Ennek a kiértékelési sémanak a miiveletigénye n szorzds és n Osszeadds, mig a
szokasos polinomalak szerinti kifejtés ennél 1ényegesen tobb szdmitast igényelne.

Az xy, komplex szamot a p(z) polinom zérushelyének, vagy gyokének nevez-
ziik, ha p(zy) = 0. Ez akkor és csak akkor teljestil, ha igaz a

p(z) = (x — xo)q(x)

egyenldség valamely ¢(z) polinommal. Azt mondjuk, hogy az z; gyok multi-
plicitdsa v;, ha p(x) felirhaté (z — z;)"r(x) alakban, ahol r(z) olyan polinom,
amelynek nem gyoke z;. A gyokokre érvényesek a kovetkez6 allitasok:

i, Az n-edfoku p(z) polinomnak multiplicitdssal szdmolva n darab komplex
gyoke van.

ii, A p(z) polinom a gyokok sorrendjétdl eltekintve egyértelmtien felirhatd
p(z) = ap(x — x1)(x — x9) - - - (x — x,) QyOktényezds alakban.

iii, Ha a p(x) val6ds egyiitthat6s polinomnak van egy z; komplex gyoke, akkor
annak komplex konjugéltja, 7; is gyoke, éspedig azonos multiplicitassal.

iv, Nincs olyan megolddképlet, amely tetszdleges polinom gyodkeit meg tudna
adni az egyiitthatokat tartalmazo, véges sok aritmetikai mftivelettel, és
gyokvondssal felirt kifejezések formajéban.

v, Ha a p(z) polinom gyokei z1,x9,...,z,, akkor a ¢(x) = p(—z) polinom
gyokei —x1, —x3, ..., —Ty.

vi, Az r(z) = 2"p(1/z) polinom gyokei 1/z1,1/xs,...,1/x,, feltéve hogy p(0) #
0.
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RUFFINI-SOROZAT

A Horner-elrendezés kiszamitdsdhoz hasonl6 a szamitdgépen konnyen imple-
mentdlhat6, az & helyhez tartoz6 Ruffini-sorozat:

by = ay,

b = b1 + ay,

ahol £ =1,2,...,n. Erre érvényes a kovetkez6

SEGEDTETEL. Jelolje q(z) = boz" ' + biz" 2+ - + by, 0w + b, 1 a {by} sorozat
elemeivel felirt n — 1-edfoku polinomot. Ekkor

i, p(z) = (z = &)q(x) + by,

BIZONYITAS. Az els6 allitds abbdl adédik, hogy a Ruffini-sorozat képletei a p(z) :
(z — 2) polinomosztds végrehajtdsabol kovetkeznek. Ha most az i, egyenletbe
v = Z-et helyettesitjiik, akkor pontosan az ii, allitast kapjuk. Az i, egyenlet differ-
encialdsa és az el6z helyettesités pedig az iii, egyenletet adja. O

A Ruffini-sorozat folhaszndlasdval kozvetleniil beldthato, hogy tetszdleges n-
edfokt p(x) polinomra és = valés szdmra érvényes, hogy

e a p(z) értéke O(n) mivelettel, n darab szorzassal és n Osszeadassal meg-
hatarozhato,

e az a kérdés, hogy 7 gyoke-e a p(x) polinomnak, az O(n) mivelettel
eldonthetd.
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Ha a polinom mellett annak derivaltjai helyettesitési értékeire is sziikség van,
akkor az iterdlt Horner-elrendezést hasznalhatjuk. Ennek az az alapja, hogy a
Ruffini-sorozatbdl kapott ¢(z) polinomra p'(z) = ¢(2).

Legyen most py(z) az eredeti polinom, p;(x) az elsé Ruffini-sorozat egytitt-
hatéival felirt polinom. Vegyiik most a py-hoz tartozé ¢(r) polinomot (n
egylitthat6), majd az ehhez tartoz6, a Ruffini-sorozat alapjan meghatérozott
polinom legyen a kovetkezd polinom. Ezzel egy n + 1 polinombdl 4116 sorozatot
hataroztunk meg (ap; = a;, 0 < j < n):

a0 = Aj—1,0,
Qi = Qi k12 + Qi1
ahol 1 <i<n-+1,és1 <k <n-—1i+ 1. Minden sorban tehat a kiszamolt

egytiitthatokbdl egyet elhagyunk, és az igy kapott polinombdl 1épiink tovéabb.
A kiszamolt egyiitthatokat tdbldzatba rendezhetjiik:

polinom egytitthatok
p0($)1 apo ap1 - Qon—1 Aon
pi(x): | a0 a1 - Gia1 aj,
pa(x) s | azo  az1 o @3,
pa(T) s | ano  apy

Prs1() : a;+1,0

A *-aljelzett egytiitthatok mar nem tartoznak az illet§ sorban 1év6 polinomhoz.

SEGEDTETEL. A *-al megjelolt egytitthatok az eredeti polinom (z — ) hatvanyai
szerint trendezett alakjat adjak:

po(z) = ani10(® — )" + api(z — )"+ +agn1(z — ) + ap,.

BIZONYITAS. A py(x) polinom fokszama szerinti indukciéval bizonyitunk. Ha a
po fokszama legfeljebb 1, akkor az 4llitds nyilvanvaldan teljesiil. Tegytiik fel most,
hogy az egyenl6ség érvényes minden n — 1-edfokt polinomra. Ha a py(x)-re
folirjuk a tablazat els6 két sorat, a Ruffini-sorozatokra vonatkozo el6z6 segédtétel
alapjan po(z) = (z — Z)p1(x) + a1,,. Az indukcids feltevés alapjdn ezutdn

p1(x) = apy10(z — :%)”_1 + ap1(T — 5?:)”_2 + - F a1

Ezt visszahelyettesitve p;(z) helyére az el6z6 egyenletbe, épp a bizonyitandoét
kapjuk. O



245
ITERALT HORNER-ELRENDEZES / 2

Az iterdlt Horner-elrendezésre vonatkozoé segédtételbdl adodik az alabbi

KOVETKEZMENY. Tetszbleges p(x) valds egytitthatés n-edfokd polinomra és
valds szdmra érvényesek a kovetkezd allitasok:

i, A p(x) polinom z — i hatvényai szerint atrendezett alakja O(n?) miivelettel
megkaphato.

ii, A p(2),p'(2),...,p"™ (&) polinom- és derivaltértékek dsszesen O(n?) miive-
lettel szamithatok.

iii, A p(r) polinom tetszbleges z; gyokének multiplicitdisa O(n?) mivelettel
meghatarozhato.

BIZONYITAS. Az i, allitds igazoldsdhoz elegendé az el6z6 tablazat egyes sorainak
miiveletigényét Osszegezni.

ii, Hasonlitsuk 0ssze az el6z6 Segédtételben megadott py(z) polinomot a p(x)
polinom z koriili n-edfoka Taylor-polinomjaval:

(n)( % (n=1) (4

(x—2)" "+ + P (@) (x — 2) + p(2).

A Taylor-polinom unicitdsa miatt

() (5 (n-1) (5
D xX y% i ~ ~
% = an+170, —(n — 5)3 = Cln71, ceey p/($> = a2’n—17 p(x) = al,n-

Innen az 6sszes derivaltérték kifejezheté6 O(n) miivelet dran.
iii, Egy x; gyok multiplicitdsa meghatdrozdsahoz elegendd az el6bbi derivalt-
sorozat végén a nulldkat O(n) tovabbi miivelettel 6sszeszamolni. O

A derivéltakra vonatkoz6 eredmények javithatok, megmutathat6, hogy az n
darab derivalt értékének kiszamitdsahoz elegendé O(n) mtivelet. Viszont nincs
olyan eljards, amely tetszbleges n-edfokt polinom helyettesitési értékét megadna
O(n)-nél kevesebb miivelettel.

Ha tehat valamely polinomot nagyon sok helyen kell kiértékelni, példdul els-
fordul egy gyakran hivott szubrutinban, akkor a fentiek értelmében érdemes azt
olyan alakban felirni, amelynek kisebb mftiveletigénye lényegesen csokkentheti
a teljes futdsi id6t. A kapott miiveletigények érvényesek komplex egyiitthatos
polinomok esetén azonos szamu komplex mtiveletre.
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A polinomokat a Matlab a koefficienseiket indexeik szerint novekvd sorrend-
ben tartalmazé sorvektorral reprezentdlja. Eszerint tehat a vektor els§ kompo-
nense a polinom legmagasabb foku tagjanak egyiitthat6ja. Példaul az 2x3 +2x + 3
polinomot a kovetkezd Matlab utasitds adja meg (persze a nulla egyiitthatokat is
be kell vinni):

>> pl = [2 0 2 3]

pl =

Ahogy azt mar korabban, a sajatértékeknek az adott matrix karakterisztikus
polinomjédnak ismeretében valé meghatdrozasanal lattuk, a polinomok gydkeit a
roots (.) utasitds adja meg oszlopvektor formajiban:

>> r = roots(pl)

(@)

.4306 + 1.24751
.4306 - 1.24751
-0.8612

(@)

Ha forditva, egy polinommal kapcsolatban csak a gyokeit ismerjiik, és a poli-
nom egytitthatdit szeretnénk meghatarozni, akkor a poly utasitast kell haszndl-
nunk.

>>poly (r)
ans =
1.0000 -0.0000 1.0000 1.5000

Vegyiik észre, hogy mivel az azonos gyokokkel rendelkezd minimdlis fok-
szdmu polinomokbdl végtelen sok van, a Matlab ezek koziil azt adta meg,
amelyiknek a legmagasabb foku tagjanak egyiitthatdja egy (és ennek megfelel6en
az eredmény eltér a kiindulasi polinomtdl).
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A gyokoket meghatdrozé Matlab program olyan egyszer(i és meglepd, hogy
érdemes a program szovegét a magyardzo megjegyzések nagy része nélkiil, a

c: \MATLAB6pS5\toolbox\matlab\polyfun\roots.m

allomanynak megfeleléen bemutatni, még ha minden részlete nem is érthet6 az
el6zb6ek alapjan:

function r = roots(c)

if size(c,1)>1 & size(c,2)>1

error ("Must be a vector.’)

end
c =c(:)."; n = size(c,2); r = zeros(0,1);
inz = find(c); 1f isempty(inz),

% All elements are zero
return
end
% Strip leading zeros and throw away.
% Strip trailing zeros, but remember them as roots.
nnz = length(inz); ¢ = c(inz (1) :inz (nnz));
r = zeros (n—-inz (nnz),1);
% Polynomial roots via a companion matrix
n = length(c); if n > 1

a = diag(ones(l,n-2),-1);
a(l,:) = -c(2:n) ./ c(l);
r = [rjeig(a)l;

end

Itt size (¢, 1) a c métrix i-edik dimenzidjadnak a méretét adja, a £ind utasi-
tds az argumentum nem nulla elemei indexét adja vissza, length az argumen-
tum vektor hosszat. Az sszedllitott (n—1) x (n—1)-es matrix olyan, hogy a f64tl6
alatti mellékatléban egyesek vannak, az elsé sorban pedig a —as/a;1, —as/aq, . . .,
—ay/a; elemek. Ezeken kiviil a matrix minden eleme nulla.

Frdekesac = c(:) .’ utasitas: ez felsorolja a c vektor elemeit, ez oszlopvek-
tort ad. Ezutan veszi ennek (nem konjugalt) transzponaltjat.

A program a nyilvdnval6 esetek elkiilonitése utdn egy megfelel6en 6sszedlli-
tott matrix sajatértékei meghatdrozdsara vezette vissza a gyokkeresési feladatot.
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A POLINOMOKKAL VEGZETT MUVELETEK A MATLABBAN

A polinomok 0sszeadasara és kivondsara a Matlab nem tartalmaz kiilon utasi-
tast, ezekre a miiveletekre egyszertien a megfelel$ sorvektorokra vonatkozé mii-
veletek kell haszndlni. Arra viszont a felhasznalénak kell tigyelni, hogy a sorvek-
torok hossza megfeleld legyen:

>> pl = [1 2 =-3];
>> p2 = [-1 3 4],
>> p3 = pl+p2
p3 =
0 5 1
>> p4d = [2 -1 3 4];
>> pb = [0 pl]l+p4
pS> =
2 0 5 1

Ezt az eljarast azért viszonylag egyszertien lehet automatizalni a Matlabban,

ezt valdsitja meg a kovetkezd egyszerti Matlab program. Figyeljiik meg a rész-
leteket!

function plesp2 = addpoly (pl,p2)
1f nargin < 2
error ("Keves argumentum.’)

end

pl = pl(:)"; % azt biztositja, hogy pl sorvektor

p2 = p2(:)’; % azt biztositja, hogy p2 sorvektor

lpl = length(pl); % a pl hossza

lp2 = length(p2); % a pl hossza

plesp2 = [zeros(l,1lp2-1pl) pl] + [zeros(l,lpl-1p2) p2];

Az el6z6 feladatra alkalmazva Gj programunkat, ismét a helyes eredményt
kapjuk:

>> addpoly (pl, p4)
ans =
2 0 5 1
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A polinomok szorzédsat a conv Matlab utasitas végzi:

>> pl = [1 2 -3]
>> p2 = [-1 3 4]
>> conv (pl,p2)
ans =
-1 1 13 -1 -12

az osztast pedig a deconv parancs, mégpedig maradékos osztasként, ha az alab-
biak szerint két polinomba kérjiik az eredményt:

>> [g,r] = deconv(pl,p2)
q =

-1
r =

0 5 1

A polinomok derivalésat is kiilon Matlab utasitds végzi:

>> p = [2 -1 3 -47;
>> dp = polyder(p);
dp =

6 -2 3

Vegyiik észre, hogy ez a derivélas lényegében numerikus jellegfi, tehat nem
szimbolikus mfiveletekrdl van sz6. A Matlab Symbolic Math Toolbox nevii
csomagjara ehhez nem volt sziikség, csak a polinomokra vonatkoz6 derivalési
szabdalyokat alkalmaztuk az egyiitthatok konkrét értékeire.

A polinomok adatszerkezete miatt is sziikség van kiilon kiértékeld szubrutin-
ra, a polyval neviire, amely a Horner-elrendezés alapjan miikodik:

>> p = [1 -1 0 0];
>> polyval (p,0.5)
ans =

-0.1250
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Ha a madsodik argumentum matrixot tartalmaz, akkor a kiértékelés ennek
megfelelen torténik.

A polinomok kiértékelése gyakran sziikséges azok dbrdzoldsa soran. Figyeljiik
meg a 100 alappont kijeldlésére hasznalhat6 tigyes 1inspace utasitast!

> p = [1 -1 0 0],
>> x = linspace(-1,2);
>> y = linspace(-2,4);

>> px = polyval (p, x) ;

>> plot (x,px,x,x-x%x,0,V)

>> title('Az x"3 - x"2 polinom gorbeje’)
>> xlabel ('x")

>> ylabel ('y = x°3 - x727)

A kapott szép &bra:

Az x"3 - x2 polinom gorbeje
4 T T T

XN3 = x"2

y:

-1 -0.5 0 0.5 1 15 2
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Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy a polinomokkal val6é mtiveletek gyorsan és
hatékonyan végrehajthatok szamitégépen. Ez, és a polinomoknak tébb kedvezd
tulajdonsadga (pl. differencidlhat6sag) indit arra, hogy bonyolultabb fliggvények
kozelitésére polinomokat hasznéljunk.

Azt a feladatot, amely azt t(izi ki, hogy adott (z;,y;), i = 1,2, ..., m pontsoro-
zathoz 4llitsuk el azt a fliggvényt, amely egy adott fiiggvényosztalyba tartozik,
és minden ponton atmegy, interpolicionak nevezziik. Az, hogy az illet6 fliggvény
adott pontokon athalad, azt jelenti, hogy az x; argumentumokat véve a fliggvény
a megfelel y; értékeket veszi fel. Ha a keresett f(z) fliggvény polinom, akkor
polinominterpoliciordl beszéliink. Ha a kozelitd fiiggvényeket a két polinom ha-
nyadosabdl all6 raciondlis fliggvények korében keressiik, akkor raciondlis inter-
poldciérdl van szo6.

Az interpoldci6 egy maésik jelentése az, hogy a kozelits fiiggvény segitségével
az eredeti f(z) fliggvény értékét egy olyan Z pontban becsiiljitk az interpoldléd
p(x) polinom p(z) helyettesitési értékével, amelyre

& € [min(xy, o, .. ., xy), max(zy, Ta, ..., Tp)).
Ha ezzel szemben
T ¢ [min(zq, 9, ..., Ty), max(xy, Ta, ..., Tpy)]

teljestil, akkor extrapoldciérdl van szé.

A spline interpoldcié azt a feladatot jeloli, amelyik tobb alacsony fokszamu poli-
nombol dsszerakott fiiggvényt keres tgy, hogy az adott pontokon valé athaladas
megkovetelése mellett az is elvaras, hogy a szomszédos polinomok a csatlakozési
pontokban el6irt derivalt értékeket vegyenek fol. Az alkalmazott polinomok
fokszdma alapjan beszéliink kvadratikus vagy kobos spline-r6l.

A polinom interpoléci6 esetén a polinom fokszama, n egyenlé m — 1-el (tehét
eggyel kevesebb, mint a pontok szdma). Spline alkalmazédsakor a fokszdm lénye-
gesen kisebb, mint az alappontok szdma. Amennyiben egy olyan polinomot
illesztiink, amelynek fokszdma kisebb, mint m — 1, akkor gorbeillesztésr6l beszé-
liink. Ez a polinom persze nem feltétlen megy at minden alapponton.
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Abban az esetben, amikor az interpolalé alapfiiggvények polinomok, a kovet-
kezd érvelés alkalmazhatd. Tegyiik fel, hogy az alappontok paronként kiilonbo-
z8k. Ez anndl is jogosabb, mert azt koveteljitk meg, hogy az interpolélé polinom
menjen &t az adott ponton — marpedig adott z-re nem mehet at a polinom két

y = f(z) értékhez tartozé ponton.
frjuk fel az interpoldcios feltételeket a kovetkez6 alakban:

n

k .
g apT; = Yyi, 1=20,1,2,...,n.
k=0

Ez egy linedris egyenletrendszert ad meg a keresett a;, egytitthatékra vonatkozoé-
an, ami a Vandermonde-mitrixszal adhat6 meg:

2 n
1z x5 -+ ao Yo
1 2 :I;% x! a1 B Y1
1 z, 22 - 2" a
n n n n yn

Erre a matrixra érvényes, hogy

1 zg x5 -+ af
1 oy 22 - af

det . . . . ) = H(xz — .Q?j).
. . . . . 7:>j

Innen az addédik, hogy amennyiben az alappontok paronként kiilonb6zdk,
akkor pontosan egy interpolédciés polinom létezik, amely az adott pontokon

athalad.
A Lagrange interpoldcié az interpolalé polinomokat
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TETEL. Legyenek adottak az x, . .., z, paronként kiillonb6z6 alappontok. Ekkor
az f(x;), i = 0,1,...,n fuggvényértékekhez egyértelmiien létezik olyan legfel-
jebb n-edfoku interpolédlé polinom, amely megegyezik a Lagrange interpoléciés
polinommal.

BIZONYITAS. A definicié alapjan az L; polinomok mindegyike n-edfokt poli-
nom, amelyekre
0 hati#j,
Litey) = { 1 hai=j
Ebbdl adodik, hogy p.(x) = >, f(xi)Li(x) egy legfeljebb n-edfoku polinom,
amelyik kielégiti a p,,(z;) = f(z;) feltételt.

Az unicitds bizonyitdsahoz feltessziik, hogy p egy legteljebb n-edfoka poli-
nom, amelyre p(z;) = f(z;), j =0,...,n. Ekkor a p,, — p polinom foka is < n, és
legalabb n+1 darab paronként eltér6 gyoke van: x, . .., z,,. Ebbdl az kovetkezik,
hogy p, — p oszthaté az (z — xo)(x — 1) --- (x — x,,) szorzattal. Mivel az oszt6
fokszama > n, igy ebbdl az adédik, hogy p,(x) — p(z) azonosan nulla, vagyis

P = Dn. L]

A Lagrange interpolacids polinom egytitthatéinak kiszamitasara szolgdlo egy
eljards a Matlabban:

function [C,L] = lagran(X,Y)
w = length (X);
n = w-1;
L = zeros (w,w);
for k=1l:n+l
vV = 1;
for j=1:n+1
if k ~= 7
V = conv (V,poly (X (3)))/(X(k)-X(3));
end
end
L(k,:) = V;
end

C = YxL;
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Tekintstik a kovetkez6 adatsort: (0, 0), (1, -1), (2, 0), (3, 1) és (4, 0). Illessziink
erre interpoldciés polinomot, és ez alapjan hatarozzuk meg az 5 pontban az
extrapolalt értéket. A definiciét haszndlva:

(x — 1) (x —2)(x — 3)(x —4) (x —0)(x —2)(x — 3)(x —4)
p@) = SO0 D0=2)0=3)0-4) A0 -21_3)1-4)
0( —0)(37—1)(93—3)(35—4)+1($—0)($—1)($—2)(5E—4)+
(2-0)2-1)(2-3)(2—4) (3-0)B3-1)(3-2)(3—4)
(=0~ Dz —2)(z —3)
404 _DE_2)4-3)

Innen egyszertsitve:
p(z) = _1(x—0)(x—2)(x—3)(x—4)
1-0(1-2(1-3)(1-4) (B-0B-DB-2)3-4
(z)(x —2)(x =3)(x—4) (@)(=-1)
1 ’ ’ 1
= éx(x —2)(z—4)((z—3)—(z—1)) = —gx(x —2)(x —4).

A p(5) érték ebbsl —15/3 = —5.
Az interpoldl6é polinomot az extrapoldlt fiiggvényértékkel egyiitt lathatjuk a
kovetkezb dbran:
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Induljunk most ki az eredeti interpolacios feltételekbdl (> ",_, arzl = y;, i =
0,1,2,...,n):

ag + a10 + agO2 + a303 + a404 = 0
ap + a1l + asl?> + as1® + a41* = —1
ap+ a12 + as2? + a323 +a2t = 0
ap + a13 + asd? +a33’ + a3t = 1
ap + a1d + asd® + azd® + a4t = 0

Egyszertisitések utdn (pl. ap = 0 adédik mindjart az els6 egyenletbdl):

a + as + as + as =-1
2 a1+4 a+8 a3 +16 a4 =
3 a1+9 ay +27a3 +81 a4 =
4 a1 +16ay + 64a3 +256 a4 =

o= o

A Gauss-elimindaci6 1épéseit kovetve

ap+ a9+ ag+ as = -1
as + 3 as + 7 aq = 1
+6 a2+24a3+78 as = 4
+12a9 + 60az + 252 a4 = 4,
majd
a + as + as + ay =-1
as +3 as + 7 as=1
+6 a3 +36 a4 =-2
+24a3 +168 as = -8,
és
a; + as+ as+ as =-1
as+3 as+7 ags=1
+ a3+6 a4=-1/3
+24 as = 0.
Ebbé6l mar adddik az el6z6 eljardssal is megkapott ay = 0, a3 = —1/3, ax = 2,

a; = —8/3, és ay = 0, azaz az interpolalé polinom.
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Az interpolacios feladat megfogalmazasaban eddig nem kellett semmilyen ki-
kotést tenntink az interpolalt f(x) fliggvényre. A hibavizsgdlathoz viszont fel-
tessziik, hogy az f(x) fliggvény n + 1-szer differencidlhaté azon a legsziikebb
la, b] intervallumon, amelyben benne van az n + 1 alappont, és az & interpolacids
vagy extrapolédcids pont is.

Vezesstiik be a

B B B wp(x), ., . B )
9(z) = f(@) = pulz) = @ (f (%) = pa(2))
jelolést, ahol p,(x) a Lagrange-féle interpoldciés polinom, w,(z) = (z — x)

(x—x1) - - - (xv—2,). Eza g(x) fliggvény nyilvan legalabb n+1-szer differencidlhaté

az [a, b] intervallumon, és az n + 1-edik derivalt:

(40) () — 0y — PED a0

0" V(@) = 10 @) = TSN - pal@),

mivel a legfeljebb n-edfokt p,(x) polinom derivaltja nulla, az egy f6egytitthatés
wy(x)-€ pedig (n + 1)!.

A definici6 szerint g(z) minden alappontban nulla, és g(z) = 0 is teljestil,
tehat g(z)-nek [a, b]-ben legalabb n+2 kiilonb6z6 zérushelye van. A kalkulusban
megismert Rolle tétel szerint tetszbleges két zérushely kozott van olyan pont,
ahol a ¢'(z) derivélt is felveszi a nulla értéket. Emiatt az [a,b] intervallumban
¢'(x)-nek legalabb n + 1 zérushelye van. A gondolatmenetet megismételve az
adodik, hogy akkor ¢”(x)-nek [a,b]-ben legaldbb n zérushelye van stb. Igy
belathato, hogy van olyan ¢ € [a, b], hogy

(1) oy _ gty oy DL
B V(E) = £ — @) (@) =
és innen a képlethibara azt kapjuk, hogy
A\ AN wn () (n+1)
@) = pal@) = 2 7O,

Amennyiben f("*1(z) korlatos az [a,b]-n, és fels6 korlatja y,,11, akkor a teljes
[a, b] intervallumon érvényes a kovetkez hibabecslés:

) . |wy, (2)] MaXye|q,) |wp ()]
— < —— 7 ’ .
|f(f[f) pn(fl/’)‘ > (n 1)!Mn+1 S (n 1)! Hn+1

Az ut6bbi becslések élesek abban az értelemben, hogy az f(z) fliggvény és az
alappontok megvalasztasaval elérhetd az egyenléség mindkét esetben.
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A Matlab egy- két- és magasabb dimenziés interpoldciét tdmogat. A leg-
egyszeriibb esetben az

y0 = interpl (x,y, x0)

utasitds az x (i), y (i) pontokra vonatkozé interpolaciés polinomot meg-
hatdrozza, kiértékeli azt az x0 pontban, és az eredményt értékiil adja az yO
véltozénak. Az x (i) értékeknek szigortan novekvd sorozatot kell alkotniuk.
A negyedik argumentumban megadhatjuk az interpolécié tipusat aposztréfok
kozott:

’cubic’ kobos interpolécio,

’linear’ linedris interpoldci6 (alapértelmezés),
"nearest’ alegkozelebbi szomszédos interpolacio,
’spline’ ko6bos spline interpolécio.

A linedris interpolaci6é egyenes szakaszokbdl all6 tortvonalat hoz létre, a leg-
kozelebbi szomszéd az adott ponthoz legkisebb tavolsdgu alappont fliggvény-
értékét adja.

A kovetkez6 Matlab példa a szinusz fliggvényt kozeliti a [0, 7] intervallum-
ban, 5 alappontra tdmaszkodva. A mddszerekbdl a kobos interpolacié hidnyzik,
mert az dbran nem lenne megkiilonboztethetd a spline interpoléciétol. Az inter-
poléciés polinomokat 30 pontban értékeljiik ki, és jelenitjiik meg. Az 4bran a teli
korok jelzik az adatpontokat, és az egyéb jelek az interpolalt értékeket.

A nearest interpoldcié ennek alig nevezhetd, durva kozelitést ad. Ezzel
szemben a spline j6 leirast ad a fliggvényrdl, és a linearis spline kozelités is csak
a nagyon goOrbiilt részen tér el Iényegesen.
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>> x = [0 pi/4 3xpi/8 3xpi/4 pil; y = sin(x);
>> xi = linspace(0,pi,30);

>> ys = interpl(x,y,x1i,’spline’);

>> yn = interpl (x,y,x1i, ' nearest’);

>> yl = interpl(x,vy,x1,"linear’);

>> xx = linspace (0,pi, 50);

>> plot (xx,sin(xx),"-",x,y," .’ ,"MarkerSize’,20), hold on
>> set (gca,’XTick’,x), set (gca,’XGrid’,’on’)

>> set (gca,’XTickLabel’,’0|pi/4|3pi/8|3pi/4|pi’)

>> h = plot(xi,ys,’'x’,xi,yn,’o",xi,vyl,"+");

>> axis([-0.25 3.5 -0.1 1.11])

>> legend(h,’spline’, "nearest’,’linear’), hold off

Magyarazzuk meg az egyes kozelits fliggvények kozti eltéréseket!

T T T T I
x  spline
1l O nearest ||
+ linear
0.8 _
0.6 .
0.4 .
0.2 .
0 - -]
| | | | |

0 pil4 3pil8 3pils pi
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A Matlabban két eljaras is van kétdimenzids interpolacidra: a griddata és az
interp2. Az el6bbi utasitas szintaxisa

21 = griddata(x,y,z,XI,YI),

ahol az x, y és z vektorok tartalmazzak az adatot, ZI az interpolalt fliggvényérté-
kek matrixa az XI és YI matrixoknak megfeleldéen — amelyeket rendszerint a
meshgrid paranccsal toltiink ki. A hatodik, szoveges argumentum adja meg az
alkalmazott kozelité médszert:

’linear’ haromszog alapu linedris interpolaci6 (alapértelmezés),
’cubic’ haromszog alapa kobos interpolacio,
"nearest’ alegkodzelebbi szomszédos interpolacio.

Az interp2-nek hasonlé argumentum-listdja van, de azt igényli, hogy x és y
monoton métrixok legyenek, amilyent a meshgrid is elallit.

>> x = rand (100,1)*4-2; yv = rand(100,1)*4-2;
>> 7z = x.*xexp(—-x."2-y."2);

>> hi = -2:.1:2;

>> [XI,YI] = meshgrid(hi);

>> 7Z1 = griddata(x,y,z,XI,YI);

>> mesh (XI,YI,ZI), hold

>> plot3(x,y,z,"0"), hold off
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Az alabbi dbrdn az eredeti adatpontokat korok jelzik, az interpolalt feliiletet
pedig a racs.

Az interp3 és interpn eljardsok harom-, illetve n-dimenzids interpolédciéra
hasznélhatok.
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Tegytik fel, hogy az f(z) = 0 egyenlet z* egyszeres, izoldlt zérushelyét
akarjuk meghatdrozni, és hogy ennek egy kornyezetében f(z) differencidlhato.
Vélasszunk ki ebbdl a kornyezetbdl egy z kezddértéket, majd képezziik az

f(x)

LT+l = T — f/(-rk)

iterdcids sorozatot. Ezt az eljarast érintd-, vagy Newton-modszernek nevezziik. Az
iteracios képlet geometriai értelmezése az, hogy az aktudlis z;, pontban meghata-
rozzuk az f(z) figgvény és derivéltja értékét, ezekkel képezziik az adott ponthoz
huazott érint6t, és kovetkezd iterdcids pontnak azt hatarozzuk meg, amelyben az
érintének zérushelye van.

SEGEDTETEL. Ha az f(z) = 0 egyenlet 2* egyszeres zérushelyének egy
kornyezetében f(x) kétszer differencidlhatd, akkor megadhat6 olyan 0 < 4,
hogy ha z; # 2 benne van az z* koriili § sugara Ss;(z*) kornyezetben

(intervallumban), akkor létezik az z; .1 = x — ]{((ZZ)) kozelités, és érvényes az
f ) | 5
e = e
‘ k+1| ‘Zf/(xk) k

hibabecslés valamely olyan 7;-ra, amely benne van az z;, és x* nyitott burkaban.

BIZONYITAS. Fejtsiik f(x)-et x), koril Taylor-sorba:

S (k)
2!

f@) = f(xr) + fl(zr)(x — ) + (x — 1),

Helyettesitsiik most be az z* értéket:

0= f(a") = flax) + Fan)(@ —ax) + fﬂgfk) (a" =)’

Az iteracios képletbdl
flar) = f'(@n) (r — Tra)-
Az utols6 két egyenletbdl pedig az adddik, hogy

f" ()

o (2% — 21)%

Ez az Osszefiiggés mér kozvetleniil a segédtétel allitdsat igazolja. O

0= f'(zi) (2" — wpp1) +
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Az el6z6 segédtétel alapjan bizonyithatd, hogy ha az f(z) fliggvény kétszer
folytonosan differencialhat6 az =* zérushely egy kornyezetében, akkor van olyan
pont, ahonnan indulva a Newton-moédszer kvadratikusan konvergens sorozatot
ad meg:

2% — 21| < Cl2* — 22

valamely pozitiv C' konstanssal.

Ha az eljaréstaz f(x) fliggvény derivaltjara alkalmazzuk, akkor optimaliz&ldsi
modszert kapunk. Ennek az algoritmusnak van tobbvéltozos valtozata is. Ott a
derivalttal val6 osztas helyett a masodik parcidlis derivéltakat tartalmazé Hesse
maétrix inverzével kell szorozni:

Ty =z, — H )V ().

PELDA. A zérushely keresésre valé Newton-modszer sebességének bemutatadsara
tekintsiik az f(r) = 2?—x fliggvényt. Ennek két zérushelye van, a nulla és az egy.
Vélasszuk indulépontnak az x( = 2-t. Az f(x) fliggvény derivaltja f'(z) = 2z —1.
Ezzel az iteracios egyenlet:

Cl?i—l'k

2:L‘k— 1.

Lh+1 = Tk —

Az iterdciOs sorozatot az aldbbi tablazat tartalmazza:

iteracio kozelités

0 2.00000000000000
1.33333333333333
1.06666666666667
1.00392156862745
1.00001525902190
1.00000000023283

1

NG~ W DN -

Figyeljilk meg, hogy az eredményen szépen latszik, ahogy a pontos jegyek
szama minden 1épésben kozel megduplazodik, és az is, hogy az utolsé iteralt
mar megkiilonboztethetetlen a pontos megolddstol.
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Legyen z* az f(z) = 0 egyenlet egyszeres gyoke. Vdalasszunk alkalmas x
és x; kezdbértékeket, és ezekbdl indulva hajtsuk végre azt az iteraciét, amit a
kovetkez6 képlet definidl:

flaw) @y — 1) _ flan)ve = flo-dae o

Tyl = Tf —
f(xg) = fzr-1) flar) = f(ae-)
Konnyen belathato, hogy ;.1 nem mads, mint az (xy, f(z1)) és az (vi—1, f(ve-1))
pontokon adtmend egyenes és az x tengely metszéspontja = koordinédtdja. Az
iteracios képlet els6 alakja azt is megmutatja, hogy itt a Newton-modszer olyan
modositasardl van sz6, amikor f'(zj) helyett annak kozelitéseként a numerikus

derivalt,
f(xk) - f(xk—l)

Lk — Tk-1

szerepel. Ez alapjan a szel0mddszer tehat olyan iterdciés eljards, amely az
f(z) = 0 egyenlet megolddsahoz csak az f(z) fliggvényt kiszamité szubrutin-
ra tdmaszkodik.

Amennyiben az f(x) fliggvény kétszer folytonosan differencidlhaté az x*
gyok egy S;(z*) kornyezetében, akkor vannak olyan induléértékek, amelyekkel
a szeldmodszer az z* megoldashoz konvergal, és a kozelités hibajara érvényes,

hogy

2
exl < = Hew lenal
2

ahol iy < |f'(z)| és f"(x) < u2 az Ss5(z*) kornyezetbeli minden pontra.

A szelémodszert szokds olyan kezddértékekkel inditani, amelyek kozrefogjak
a keresett 2* gyokot. Mdasrészt ha f/'(z*) > 0, és f"(2*) > 0, akkor z*-ndl nagyobb
(de ahhoz kozeli) kezd6értékekkel szigortian monoton konvergencia érhet6 el.

Azt az algoritmus-valtozatot, amely felteszi, hogy a kezdeti zy, x; pontokban
az f(x) fuggvény ellentétes eldjeldi, és f(zi11) elSjele fliggvényében a megel6zé
két pontbdl azt vélasztja a kovetkezd iteracios 1épéshez, amelyikkel ez a tulaj-
donsag fennmarad, hiirmdédszernek hivjuk.
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Tekintsiik ismét a Newton-moddszerrel mar vizsgalt feladatot: f(z)
Két kezdbpont parral inditsuk az eljarast: 2 és 1.3 legyen az egyik, és 1.5, 0.5 a

masik.

I FUGGELEK, AZ ELOADAS FOLIAI

A SZELOMODSZER - PELDA

A Matlabbal kapott eredményeket a kdvetkez6 tablazat tartalmazza.

iteracio 1. kozelités 2. kozelités hurmodszer
0 2.00000000000000 | 1.50000000000000 | 1.50000000000000
1 1.33333333333333 | 0.50000000000000 | 0.50000000000000
2 1.14285714285714 | 0.75000000000000 | 0.75000000000000
3 1.03225806451613 | 1.50000000000000 | 0.90000000000000
4 1.00392156862745 | 0.90000000000000 | 0.96428571428571
5 1.00012208521548 | 0.96428571428571 | 0.98780487804878
6 1.00000047683739 | 1.00413223140496 | 0.99590163934426
7 1.00000000005821 | 0.99984760743676 | 0.99863013698630
8 1 0.99999937277492 | 0.99954296160878
9 1.00000000009560 | 0.99984760743676
10 1 0.99994919731762
11 0.99998306519898
12 0.99999435500260
13 0.99999811832712
14 0.99999937277492
15 0.99999979092489
16 0.99999993030829
17 0.99999997676943
18 0.99999999225648
19 0.99999999741883
20 0.99999999913961

2

=T —Xx.

A pontos jegyek szamanak duplazédasat kés6bb ugyan, de meg lehet figyelni
a szelbmodszer esetén is. Mivel a Newton-moddszer értékesebb informdciot
is igényel, ezért természetes, hogy annak konvergencidja gyorsabb volt. A
hirmoédszer lassabb konvergencidja az egyik alappont véltozatlanul maradasa
miatt adodott.
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Vizsgaljuk meg most azt az esetet, amikor tobb feltételiink van, mint egyditt-
hat6 ezek kielégitéséhez. Altaldban persze ilyen feladat nem oldhaté meg minden
pontban val¢ illeszkedéssel, de feltehet6 az a kérdés, hogy mi az a megoldas,
amely a lehetd legkisebb eltérést ad a kit(izott egyenlet két oldala kozott.

Tekintsiink példaul olyan Az = b egyenletet, amelyben a b vektor magasabb
dimenzidji, mint az z. Gyakori eset az, amikor az adatvektort egy véletlen
modell generdlja, azaz y = Az + ¢, ahol ¢ a zajt reprezentalé vektor, ismert
statisztikai jellemz8kkel. Amennyiben az ¢ komponensei fiiggetlen val6szintiségi
valtozok nulla varhato értékkel és konstans variancidval, a Gauss-Markov tétel
allitdsa szerint a legjobb torzitatlan linedris becslést az = vektorra tgy kaphatjuk
meg, ha a rezidudl ||y — Az||» kettes normadjat minimalizaljuk.

Mivel ebben az esetben az

ly — Azl[3=lell3 =) ¢
1

is minimélis, igy az x vektor meghatdrozasanak ezt a modjat a legkisebb négyzetek
mddszerének, az ennek megfelel = vektort pedig legkisebb négyzetes megolddsnak
nevezziik. A megoldas el6allitdsa modjat adja meg a kovetkezd

TETEL. Tegyiik fel, hogy A € C™", b € C™, és A" A nem szingularis. Ekkor
|b — Az|]2 a minimumat abban az z* vektorban veszi fel, amelyikre az

AP Ax* = Afp

normdlegyenlet teljesil.

BIZONYITAS. Legyen r = b — Az, és r* = b — Ax*. Ekkor a normélegyenletbdl az
adodik, hogy Afr* = 0, és emiatt
(r* —r)ir* = (A(z — 29)r* = (z — 2T AT = 0.
Ebbdl az kovetkezik, hogy
lrl3 = rHr+ B =) = e — (7 = )y
= P = =) = [ B+ e

Azaz ||r||3 > ||r*||3, és az egyenl6ség pontosan akkor teljesiil, ha r* = r. Ebben
az esetben azonban

AT A(x — %) = AH(r —r*) =0,

és az AY A regularitdsa miatt a minimum csak az 2* = x pontban &ll el6. O
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A normalegyenlet egyiitthatomatrixa, A” A Hermite-szimmetrikus, mivel
AT A = AT(AMT = (AT A1,

Ezen tul pozitiv szemidefinit is, mivel 2% A7 Az = ||Az||3 > 0 teljesiil minden z-
re. Ha az A rangja n, akkor AR A pozitiv definit, mert P AR Ax = 0-bol Az = 0
kovetkezik, és igy = = 0.

Amennyiben a normalegyenlet egyiitthatomatrixa jol kondiciondlt (mint pl. a
spline kozelitések esetén), akkor ebbdl kozvetleniil meghatdrozhaté a legkisebb
négyzetes megoldads. Ennek az a mddja, hogy képezziik a Cholesky-felbontést:
APA = LL¥, majd a megfeleld haromszogmatrixokkal megoldjuk a kapott
egyenleteket.

Gyakran azonban a kapott normalegyenletek rosszabban kondicionéltak, mint
a kiindulési optimalizalasi feladat, a kondiciészdm lényegében a négyzete lesz a
kordbbinak. Gorbeillesztési feladatokban a kozelit6 fliggvényeket szokés alap-
tiiggvények linedris kombindcidjaként megadni. Amikor ezek az alapfiiggvé-
nyek hasonl6 jellegtiek, akkor az ezekbdl ad6d6 egyenletek rendszerint rosszul
kondicionaltak.
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PELDA. Hatdrozzuk meg tizes alapt, 5 hosszi mantisszdval és optimdlis
kerekitéssel a legjobban illeszkedd egyenest a (3.32, 4.32), (3.33, 4.33) és (3.34,
4.34) pontokhoz. A megoldds nyilvanvaléan az egy meredekségii, és egy
tengelymetszeti egyenes. A feladat az s = z1t + x2 egyenlet egyiitthatéinak
meghatdrozédsa, annak az Az = b egyenletnek a megoldasa, ahol

332 1 4.32
A=11333 1|, b= 433
334 1 4.34

Az A" Az = APb normalegyenletre azt kapjuk, hogy

33.267 9.99 43.257
Hp Hy
AA“’(9.99 3 ) Ab“(12.99)'

A Cholesky felbontés az A A ~ LLT eredményt adja, ahol:

I~ 5.7678 0
~\ 1.7320 0.014142 )’

az els6 egyenletrendszerbdl azt kapjuk, hogy

7.4997
-1 2Hyp
L4 b”<0.0010>’

és ebbd6l a hamis megoldas:

0.070817

A probléma oka az A¥ A maétrix rosszul kondicionéltsdga: cond.(A7A) =~
3.1 10° mellett nem lehetett pontos értékes jegyet varni. Ha a szamitdsokat a
Matlab alapbeallitdsaval hajtottuk végre, akkor mar 11 jegyre helyes eredményt
kaptunk: z = 1.00000000000349, 0.99999999998837. Ez megint csak dsszhangban
van a fenti kondiciészammal.

Jegyezziik meg, hogy jobban jartunk volna, ha a megoldast s = z(t — 3.33) +
ro alakban keressiik. Kiilonben pedig a korabban megallapitottak értelmében
rosszul kondicionalt matrixra érdemesebb a QR felbontast hasznalni.
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Polinomok legkisebb négyzetek mddszere alapjan val6 illesztésével a Matlab-
ban a polyfit utasitds foglalkozik. Feltessziik, hogy az interpolaciés alappon-
tok paronként kiilonbozék, és hogy egy n-edfokt p(x) polinomot szeretnénk
megkeresni az {z;,y;}/", pontokhoz tgy, hogy p(z;) ~ y; teljesiiljon. Konkrétan
az utasitds olyan polinomot hatdroz meg, amelyre a

Z(p(%) - yz’)Q
i=1
fiiggvény minimadlis. A szintaxisa
p = polyfit(x,vy,n).

Ha az n paramétert tigy adjuk meg, hogy n > m — 1, akkor interpoléciés poli-
nomot kapunk. Masrészt magas fokszdmu interpoléciés polinomok nagyon osz-
cillalok lehetnek, ezért altalaban alacsony fokszdmui polinommal valé kozelitést
szoktak elényben részesiteni.

A kovetkezd dbra az 1/(x + (1 — z)?) fiiggvénynek a [-2, 2] intervallumban 20
egyenletesen elhelyezked mintapontjahoz illeszt kobos polinomot.

>> x = linspace(-2,2,20);

>> vy = 1./ (x+(1-x).72);

>> p = polyfit(x,vy,3);

>> plot(x,y, *x’,x,polyval (p,x)," ——")

14

1.2

N\
*
~

/
0.8+ / \
0.6+ 4

\
0.4 ,/ A
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Vegytik a kordbban interpolédcioval vizsgalt adatok els6 felét: (0,0), (1,—-1),
(2,0). llessziink ehhez kvadratikus spline-t a csatlakozasi pontban megegyez6
els6 derivalt értékkel:

p1(0) =0, pi(1)=-1, p(l)=—1, p2(2) =0, pi(1)=p5(1).
Ez kifejtve a p1(x) = ag + a1x + asx?, és a pa(x) = by + b1x + bez? polinomokra:

ap+ a0 +a0> = 0
ao+a11+a212 = —1
bo+ bl +b1% = —1
bo+ 012+ 022 = 0

CL11 + 2&21 = b1 + 2b21

Innen azonnal adédik, hogy ay = 0. Mivel egyel kevesebb egyenlet van,
mint meghatdrozando egyiitthat6, ezért valamely tovabbi megkotést tehetiink.
Legyen ez most az, hogy p/(0) = 2a20+a; = a; = 0. Ekkor a maradék feltételtink:

ap = 0
ar+a = —1
bo+by+b = —1
bo+ 201 +4by = 0
a1+ 2a, = by + 2bs.
Innen most gyorsan meghatarozhatdk az elsé polinom egyiitthat6i: ay = 0,
a1 =0, as = —1. Ezutan
bo+b1+b = —1
bo+2by +4by = 0
b +2by = —2.

Innen Gauss eliminéacidval

bo+br+b = —1
b1+ 3by = 1
_b2 — _37

valamint by, = 3, b; = —8, és by = 4 adddik.
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Hatédrozzuk meg a 0.5 és az 1.5 pontokban a kozelités értékét. Mivel 0.5 a
[0, 1] intervallumban van, ezért az interpolélt értékhez a p; polinomot hasznaljuk:
f(0.5) ~ pi(0.5) = —1(0.5)* = —0.25. Az 1.5 pontra pedig f(1.5) = py(1.5) =
4 —8(1.5) 4+ 3(1.5)2 = —1.25.

Abréazoljuk a spline kozelitést a kordbbiakhoz hasonléan. A grafikonon csillag
jelzi az adatpontokat, és karika az interpolaciés pontokat.

0 T T T T T T T T T

_0.2 - -

_0.4 - -

_06 - -

_08 - -

_1.2 - -

14 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Az abréat el64llit6 Matlab program (a rovid sorok kedvéért kicsit terjeng8sen

irva):

>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>

xm = [0 1 2];

ym = [0 -1 0];

x1 = linspace(0,1,20);
x2 = linspace(1l,2,20);
pl = [-1 0 0],

p2 = [3 -8 4];

xo = [0.5, 1.5];

yvo = [-0.25, -1.25];
pa = polyval (pl,x1);
pb = polyval (p2, x2);
plot (xm,ym, '’ ,x1,pa,’-",x2,pb,’'-",x0,y0,’0")
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A korabbi példat oldjuk most meg kobos spline-okkal:

>> x linspace (-2,2,20);
>> y = 1./ (x+(1-x)."2);

>> xx = linspace(-2,2,60)
>> yy = spline(x,y, xXx);

>> plot (x,vy,’*',xx,yy, —")

A kapott dbra érthetd moédon (mivel sokszor annyi paraméteres kozelitéfiigg-
vényt haszndltunk) lényegesen jobb approximéciét ad:

14

1.2

0.8 / \
0.6

0.4 , X
N

I I I I I I I
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Lehet6ség van a spline fiiggvény egytitthatoéival val6 kozvetlen szdmoldsra is.
A ppval utasitdst lehet haszndlni az egytitthatok interpretaldsara. A

>> pp = spline(x,V);
>> plot (x,y,"*",xx,ppval (pp,xx),’ -=")

utasitdsok is az el6bbi dbrat eredményezik. A spline-ok alacsony szinti ma-
nipuldldsara szolgdlnak az mkpp (a kozelitéfiiggvény Osszedllitdsa) és unmkpp
(a spline-ok paraméterei kivonasa) parancsok. A pp ezekben a nevekben a piece-
wise polynomial-ra utal.
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A kvadrattara a numerikus integrdlas szinonimdja, amikor az

b
/ f(z) dx = F(b) - F(a)

hatdrozott integrdl kozelitése a feladat. Itt F'(x) az f(x) integrdland¢ fiiggvény
primitiv fiiggvénye. Ez utobbi nem minden esetben &ll rendelkezésre, s6t sokszor
(mint példaul az f(z) = e” esetben) nem is elemi fiiggvény, nem adhaté meg zért
alakban.

A hatérozott integralokat szokds

[ 1) dom @u(r) = 3 k)

alakban kozeliteni, ahol Q,(f)-et kvadratira-formulinak nevezziik. Altalaban
feltessziik, hogy z; € [a,b] teljesiil az z; alappontokra, és ezek paronként
kiilonbozdk. A w; szdmokat siilyoknak hivjuk.

Az fab f(z) dx integrdl és a Q),(f) kvadratara-formula homogén és additiv
leképezés, azaz érvényesek

/f e d:c_/f dx+/()d

Qn(f"’g)_zw(f 37@ +gmz sz €T —|—sz9 xz = )+Qn()
=1

/ af(x) dr = a/ f(x) dx
= Zwiozf(:ci) = &Zwif(xi) = aQ,(f).
i=1 i=1
Az integral fontos tovabbi tulajdonsdga a hatarok szerinti additivitas:

/abf(x) dx:/azlf(x) dx+...+/z:if(x) dm+/£f(@ da

ésaz, hogy haaz f(x) folytonos fliggvény nem azonosan nulla, és jeltarté az [a, b]
intervallumon, akkor f; f(x) dx #0.
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Ervényesek tovabba a kovetkez6 éllitasok is az integralokra:

1. Legyen f(z) és g(x) két, az [a, b] intervallumon integralhaté fiiggvény. Ha ¢(x)
jeltart6 [a, b]-n, akkor

b
/ f(x)g(x) dx = / g(x) dz, ahol inf f(z) <p < sup f(x).
a z€lab] x€[a,b]
2. Ha még azt is tudjuk, hogy f(x)-nek megvan a Darboux-tulajdonsédga (példaul
mert folytonos) [a, b]-n, akkor érvényes

b b
/ F(@)g(z) dz = f() / g(x) da
valamely v € [a, b]-re.

A kvadratiira-formula képlethibdjit az R, (f) = fab f(z) de — Q.(f) kifejezéssel
definidljuk. Akkor mondjuk, hogy egy kvadratiira-formula pontos f(x)-re, ha
R,(f) = 0. Amennyiben az f(z) fliggvény, vagy olyan tulajdonsdgai, mint
a derivalhatosag, illetve a derivéltak korlatai ismertek, a kvadratara-formula
hibaja jol becstiilhets. Sokszor viszont az f(z) fliggvénynek csak az értékei
ismertek bizonyos helyeken. A kvadratira-formuldk pontossdgénak jellemzésére
azoknak a polinomokon val6 képlethibéjat szokas vizsgalni.

Azt mondjuk, hogy a Q,(f) kvadrattra-formula (pontossigi) rendje az r
természetes szdm, ha az pontos az 1,z,2?,...,2" hatvanyfiiggvényekre (azaz
R,(z*) = 0 minden 0 < k < r-re), de nem pontos z"*!-re.

A rend meghatédrozasa ekvivalens a

b
wy+wy+ -+ w, = /d:z:,
a

b
W1T] + Wolky + -+ - + WpTy = /xdx,
a

b
W] + weky + - - F Wy, = /xrdx
a

egyenletek megoldasdaval. Ha az alappontokat és a sulyokat ismeretlennek
tekintjiik, akkor ez egy r + 1 egyenletbdl 4ll6 algebrai-, de nem linedris egyen-
letrendszer 2n darab ismeretlennel. Ha viszont rogzitjiik az alappontokat, akkor
a sulyokra mar linedris egyenletrendszert kapunk.
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TETEL. A @, n alappontos kvadrattira-formula rendje legfeljebb 2n — 1 lehet.

BIZONYITAS. Tekintsiik a ¢(z) = (w,_1(z))?* 2n-edfoku polinomot, ahol w, ()
az n alappontra felirt (x — z1)(x — 23) - - - (* — z,,) polinom. Erre

0 < / o(x) de = / (wna(0))? di # Qula) = D wilen1(2)* =0,

tehat erre a polinomra nem pontos a formula. ]

Amennyiben legaldbb 0 rendti formulat akarunk el6allitani, akkor annak az
f(z) =1 fiiggvényre pontosnak kell lennie, azaz a

b
w1+w2+---+wn:/ dr=b—a
a

teltétel adddik a sulyokra. A tovébbiakban ezt mindig feltételezziik.
Nagyszdmu alappont esetén gondot jelenthet a kvadratira-formuldk 6roklott

hibaja. Ha a pontos f(z;) fliggvényértékek helyett az f*(z;) kozelitd értékeket

hasznéljuk, akkor a veliikk adédo Q7 (f) = >0, w; f*(x;) 6roklott hibdja:

> wif(xi) =Y wif*(x)
=1 =1

< D fwil [(fla) = fr)) S ey fwil.

i=1 =1

Qn(f) = Qu(H] =

Z w;(f(xi) — f* (i)

Itt € = maxi<i<p, |(f(x;) — f*(x;))| a figgvények abszolut hibakorlatja. Mivel @),
pontossagi rendje legalabb 0, és > | w; = b — a, ezért

e(b—a) <e) |wi,
=1

és az egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha minden w; stly pozitiv. Az ilyen
tulajdonsagt kvadratara-formuldkat pozitiv kvadratiira-formuldknak hivjuk. Az
oroklott hiba abszolat hibakorldtja tehat ilyen formuldkra minimélis. Ezek
a korlatok élesek abban az értelemben, hogy bizonyos esetekben a tényleges
oroklott hiba megegyezik a megadottakkal.
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Azt mondjuk, hogy Q,(f) = >, wif(x;) egy interpoliciés kvadratiira-formula,
ha ez el64ll az alappontokra felirt Lagrange polinom integraldsaval:

/abﬂx) dx ~ /abpnl(x) dr = /abzizf(:cz)Lz(az) dx = if(a:l) /ab Li(x) dz,

ahonnan w; = f; Li(x) dz. Ebben az esetben az alappont az interpoldcidra és a
kvadrataréra is vonatkozik.

TETEL. Minden n alappontra épiild (), interpolédciés kvadratara-formula rendje
legalabb n — 1.

BIZONYITAS. A Lagrange interpolaciés polinom unicitdsa miatt minden legfel-
jebb n—1-edfokt p(x) polinom megegyezik a hozza tartozé p,_;(z) interpolécios
polinommal. Emiatt

[ v = [ maw =,

tehat a kvadratara-formula pontos p(z)-re, vagyis a rendje legaldabb n — 1. O

TETEL. Ha egy @, kvadratdra-formula rendje legaldbb n — 1, akkor az inter-
poléciés kvadratira-formula.

BIZONYITAS. Legyen p,_1(x) = >.I ; Li(z)f(x;) az f(x) fuggvénynek a Q,(f)
alappontjaira vonatkozé Lagrange interpoldciés polinomja. Mivel @), rendje
legalabb n — 1, ezért az pontos az n — 1-edfokd L;(x) polinomokra. Ekkor

b n b n
/mmmm:Z/@wMﬂm:Z@@wmb

i=1 j=1
mivel Ll(ac]) = (5” []

E két tétel szerint tehdt minden legaldbb n — 1-edrendti kvadrattira-formula
el6all interpolaciés kvadratara-formulaként.
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Tegytik fel, hogy az f(z) fliggvény n-szer folytonosan differencidlhat6 az
[a,b] intervallumon. Ez ahhoz kell, hogy a Lagrange interpolaciés polinomokra
kordbban igazolt hibakorlatokat alkalmazni tudjuk. Ekkor emiatt

wWn—1(x)
n!

b b b w1 (z
[ sw = [ o= [ p0g an,
amibdl a képlethiba:

f(@) = pus(z) = (),

ahonnan

= [ s a-an= [0 06

Ha w,_1(z) jeltarté az [a, b] intervallumon, akkor bér ¢ fiigg x-t6l, a megfelel
kozépértéktétellel elérhets a kovetkezd alak (v € [a, b]):

b
R = 500) [

n!

Ha w,_1(z) nem jeltart6 az [a, b] intervallumon, akkor

/abwn;;!( I /|n1 |\f (&) da

Hf (x )Hoo/ lwn1(2)] da,

n!

[ Bn(f)] =

ahol || f")(z)||« az | f™(z)| maximuma [a, b]-n. Ez a hibakorlat akkor a legkisebb,
ha fab |wn—1(x)| dz minimalis:

ALLITAS. Az f_ll lwn—1(z)| dx integrdl értéke pontosan akkor minimadlis, ha
alappontoknak az

U(z) =1, U(z)=2z, ... U,(x)=22U,_1(x)— U, _o(x)

rekurzidval definidlt n-edik mésodfaja Csebisev-polinom zérushelyeit vessziik.
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Szamos gyakorlati feladat megoldédsa sordn szokds egyenld 1épéskozzel, ek-
vidisztdns alappontokkal kozelitést adni. Ekkor tehat a szomszédos alappon-
tok tdvolsaga alland6: h = z;41 — x;. Az interpoldciés alappontok tehat z; =
xo+1ih, 1=0,...,n—1.

Az adott z; alappontokhoz és f; = f(z)) fliggvényértékekhez tartozo A'fy
i-edrendii véges differencidkat a kovetkez6 kettds rekurzidval defindljuk:

Afp = fr,
Alfy = A7 o — AT

A véges differencidkat célszerti az ¢ szerint sorba rendezve meghatarozni, ismé-

telt kivonasokkal.
A természetes szamokra értelmezett binomiélis egytitthatok dltalanositdsaként

vezessiik be a
(t) _t(t—l)---(t—j+1)
J J!
jelolést a t = (z — x¢)/h transzformdcidhoz.
A véges differencidkkal felirt Lagrange interpolaciés polinom:

n—1
Pus (0 + th) = fo + G) Afy+ @ A2fy oot (n ¢ 1) A=Y (f) A,

1=0

A ()= t‘i.“ (;1,) rekurzi6val a p,(z) helyettesitési értéke az xy + ht helyen

O(n) miivelettel meghatarozhat6, ha a A’f; véges differenciak ismertek.
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Az f(z) = 2* — x fiiggvénynek a Lagrange interpolaci6 véges differencidkkal
valo felirdsara tekintsiik a 0, 1 és 2 pontokra tdmaszkod¢ interpolaciés polinom-
jat. Ekkor zp = 0, 1 = 1, x9 = 2; valamint fy = 0, f; = 0 és f» = 2. Ebbdl a
véges differencidk:

Afo = fo =0, Alfo =A% —A'f, =0, A?fo =AM — Alfy =2
Afy = f1 =0, Alfi =A% — A'f; =2
AVfy = fo =2,

A h1épéskoz ez esetbenl,a t = (v —x9)/h = (v —0)/1 = x Gj véltozodra felirva
az interpolécids polinom:

- t N oo, [t N, [t
Tekintsiik most a (}) elallitasat. A (1) = S22 (1)) rekurziéval:
j 7\
t =1
) =

ty  t—2+1(t _t—2+1t_t2—t
2) 2 1) 2 2

2

Innen az interpoldciés polinom: z° — x. Mivel 3 alappontra illesztettiik az
interpoldcids polinomot, igy érthetd, hogy visszakaptuk a kiindulasi fiiggvényt.
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Az interpolécids kvadratira-formuldk egy régi osztalyat adjak a Newton-Cotes
formulik, amelyek annak a specidlis esetnek felelnek meg, amikor ekvidisztans
alappontokat hasznalunk. Legyen a kivalasztott n alappont a < 2o < z; < --- <
r,—1 < b. Ha az integralds hatdrai szerepelnek az alappontok kozott, akkor zirt-,
ha a hatdrok nem alappontok, akkor nyitott formulirél beszéliink.

A zart formulakra tehat:

B b—a

h

pa——y a=xy, b=x,_1, és z;=x90+1th 0<i<n-—1,

mig a nyitott formulékra:

_b—a

h—_o_ =
n+1’

a=x9o—h, b=z, 1+h, é zx;=z20+1th 0<i<n-—1.

Az n-edik Newton-Cotes formuldt a kovetkezd egyenlet definidlja a ¢t =
(x — x)/h Gj valtozéval kifejezve:

b pn—1 " i n—1 i b +
/Qpn_l(xo—kth) dx:/a ;(i)A fo dx:;AfO/a (z) dz.

A t szerinti integrdlasra mar két eset van. Ha a formula zart:

n—1 i b " B n—1 i n—1 "
;Afofa (Z) da:_h;A fo/o <Z> dt,

ha pedig nyitott, akkor

n—1 i b + n—1 i -
;Afo/a (z) dw:h;AfO/l (Z) dt.

Adott ¢ indexre az utolsé integral konnyen szamithato.
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Az els6 négy zart Newton-Cotes formula:

fxil f(z) do =~ 5(fo+ f1) trapéz szabély

[o (@) de = 5(fo+4fi + fo) Simpson-szabaly

fx:? f(z) dv =~ gh(fo +3f1+3f2+ f3) Simpson 3/8-o0s szabélya
5 f(x) do m 22(7fo + 32fy + 12fo + 32f3 + 7f1)  Bool-szabaly

Amennyiben a megfelel$ derivéltak folytonosak [a, b]-n, akkor a fenti szaba-
lyok hibdja rendre:

h? 3h5 8h7
' {e) CY

ahol ¢ € [a, b].
Az emlitett szabdlyok pontosséagi rendje sorrendben: 2, 3, 3 és 5.
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A Matlabnak alapveten két fiiggvénye van a numerikus integralasra, a quad
és a quadl. Mindkettd megkoveteli, hogy a fab f(z)dx hatarozott integrél alsé és
telsd végpontja véges, és hogy az integraland¢ fliggvénynek nincs szingularitdsa
az [a,b] intervallumon. Amennyiben ezek a feltételek nem teljesiilnek, akkor a
feladatot alkalmasan &t kell alakitani, pl. a részenként val6 integralédssal.

Az eljardsokat g = quad (fun, a,b, tol) alakban kell hivni (quadl-re ha-
sonléan). Itt a fun egy olyan integrdland¢ fliggvény, amely az argumentumok
egy vektordt veszi inputként, és a fiiggvényértékek egy vektorat adja vissza fiigg-
vényértékként. A tol toleranciaérték abszolut toleranciét jelent, amelynek alap-
értelmezése kicsit nagyobb, mint az eps szorozva az integrél becsiilt értékével.

Tekintsiik a kovetkezd egyszerti példat a hasznalatra:

function f = fxlog(x)
f = x.xlog(x);

legyen az xlog(z) fliggvényiinket kiszdmito eljards. A quad alkalmazdsa:

>> quad(@fxlog,2,4)
ans =
6.7041

Figyeljiik meg a fliggvény felirdsdban az x valtoz6 vektorként val6 kezelését.
A skalaris fliggvényhivasok szamét a mésodik output paraméterben kaphatjuk
meg:

[g,count] = quad(fun,a,b)]

A quad eljaras a Simpson szabéalyon alapul, ami egy 3 pontra tdmaszkodo
Newton-Cotes kvadratira szabdly (tehat pontos legfeljebb harmadfokt polino-
mokra), mig quadl a Gauss-Lobatto szabdalyt haszndlja a 7-pontos Kronrod kiter-
jesztéssel (6tod, illetve kilencedfokd polinomokra pontos valtozatokkal). Mind-
két eljaras adaptiv kvadratarat alkalmaz, a teljes integrédlasi tartomanyt a feladat
jellegének megfelelSen felosztjdk részintervallumokra: ott a legstirtibb a beosztas,
ahol az integrdland6 fiiggvény a leggyorsabban valtozik. Hibatiizenetet kapunk,
ha a részintervallumok tul kicsik, vagy ha tal sok fliggvényhivésra van sziikség.
Mindkett6 az integrdland¢ fliggvény szingularitdsdra utal.
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Az adaptiv numerikus integralas illusztrdlasdra tekintsiik a Matlab humps
tiggvényét, szamitsuk ki ennek a kovetkezs integréljat:

1
1 1
—6) da.
/0((33—0.3)2+0.01+(x—0.9)2+0.04 ) !

Adjuk meg a fliggvény .m kodjat, beépitve az abraban a kiértékelési pontok
(karika), és azok x argumentumdnak (vessz6) megjelenitését:

function [y] = h(x)
y =1 ./ ((x-.3).72 4+ .01) + 1 ./ ((x-.9).72 + .04) - o;
plot (x,0,"+"),plot(x,y,’0")

Mentsiik el a definidlt fliggvényt h.m néven. Az dbrat harom Matlab sorral
generalhatjuk (v.6. quaddemo . m):

>> x = linspace(0,1,100);
>> plot (x,h(x),’-"), hold on
>> quad (@h,0,1,0.0001), hold off

Az aldbbi 4brarol szépen leolvashat6, hogy az adaptiv numerikus integrélds a
gorbe olyan szakaszédn, ahol az érint6é gyorsan véltozott, sok fliggvénykiértéke-
lést igényellt.
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Az integral értéke pedig 29.8581.
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Tekintstink egy bonyolultabb integraldsi példat, a Fresnel integralokat:

(t) = /O tcos(uQ) du, y(t) = /0 tsin(u2) du.

Az ezekkel definialt gorbe lathat6 az aldbbi dbran. A t értékére a [—4, 47 inter-
vallumban 2001 egyenl6 tavolsdgra 1év pontban értékeltiik ki a fliggvényeket.

>> n =
>> X =
>> t =
>> for
x (1) =
y(i) =
end

>> X =

1000;

zeros(l,n); y = Xx;
linspace (0, 4*pi,n+l);
i=1l:n

~
~
(_'.
~
(_T—
-
+
|_\
~
'_\
0]
|
W
~

quadl (inline (' cos (x."2)
quadl (inline("sin(x.72)"),t(i),t(i+1),1e-3);

cumsum(x); y = cumsum(y) ;

>> plot([-x(end:-1:1) 0 x], [-y(end:-1:1) 0 vy])
>> axils equal
>> Title (’'Fresnel spiral’)

Fresnel spiral

0.8

0.6

0.4

0.2

I I I I I I I I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figyeljiik meg, hogy a hatékonysdg kedvéért (igy is masodpercekig szamolt a
program) kihasznaltuk a szimmetriat, és a részintervallumokon valé integralas
utan a teljes 0sszeget képeztiik a cumsum utasitéssal.
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Egy tovabbi egyszer{i numerikus integréldsra val6 utasitds a trapz. Ez az
ismételt trapéz-szabdlyt valdsitja meg. Abban is kiilonbozik a quad és a quadl
eljarasoktdl, hogy nem egy fliggvényt kell hasznédlatdhoz megadni, hanem az z;
és f(x;) értékeket tartalmaz6 vektorokat. Emiatt aztdn nem is lehet adaptiv az al-
goritmus. Példa a hasznélatéra:

>> x = linspace(0,2xpi, 10);
>> f =sin(x)."2./sqrt (1l+cos(x)."2);
>> trapz (x, f)
ans =
2.8478

Ebben a példdban a kiszdmitott integral hibdja 10~7 nagysdgrend(i, ami
lényegesen jobb, mint amit a trapéz-szabaly hibabecslése alapjan varnank. Ennek
az a magyarazata, hogy periodikus fliggvényt integralunk a teljes periéduson,
és ebben pontos az ismételt trapéz-szabdly. Mégis, amennyiben az integralandé
tiiggvény képlete rendelkezésre &ll, akkor érdemesebb a quad vagy a quadl
eljarasokat hasznalni.

A kett6s integralokat a dblquad utasitdssal lehet kiszamolni. Tekintsiik a

kovetkez6 példat:
6 pl
/ / (y%e” 4 x cosy) dx dy.
4 Jo
frjuk fel a figgvényt:
function out = fxy(x,V)
out = y 2*exp (x)+x*xcos(y);

ezutan kiadhatjuk a megfelel6 utasitast:

>> dblquad(@fxy,0,1,4,6)
ans =
87.2983

A dblquad éltal hasznélt fiiggvény képes kell hogy legyen egy x vektor és
egy vy skalar fogadasara, és az eredményt egy vektorba kell adnia. A dblquad
tovdbbi argumentumai adhatjdk meg a toleranciat, és az integralasi eljarast (az
alapértelmezés quad).



