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1. Fogalmak, jelolések

Ekvivalenciarelacidokkal kapcsolatos alapfogalmak

Legyenek A és B halmazok, f : A — B pedig egy leképezés. Azt mondjuk, hogy
f injektiv, ha nem visz két kiilonb6z6 elemet egybe, vagy minden a,b € A esetén, ha
f(a) = f(b), akkor a = b. Tovabba, f sziirjektiv, ha minden b € B-re van olyan a € A,
hogy f(a) =b. Ha f injektiv és sziirjektiv is, akkor bijekcionak nevezziik.

Legyen A egy halmaz. Tetszbleges p C A x A részhalmazt A feletti (kétvdltozds)
reldcionak hivunk. Minden a,b € A esetén réviden csak apb-vel jeldljik azt a tényt, ha
a és b p relacioban vannak, vagyis (a,b) € p.

Peéeldaul, az N = {0,1,2,...} halmazon a < egy relacio:

<={(a,b) € N x N | a kisebb vagy egyenld, mint b},

és (2,3) € < helyett azt irjuk, hogy 2 < 3. Egy maésik relacio: tetszoleges n € N\ {0}
esetén

=,={(a,b) € N x N | a és b n-nel osztva ugyanazt a maradékot adja}.

(Az a =, b-t gyakran a = b mod (n)-nel is szokas jelolni, mi azonban az elss, révidebb
jelolést hasznaljuk.)
A p relacio

e reflexiv, ha minden a € A-ra apa,
o szimmetrikus, ha minden a,b € A-ra, ha apb, akkor bpa,
e tranzitiv, ha minden a,b,c € A-ra, ha apb és bpc, akkor apc,

A < reflexiv és tranzitiv, de nem szimmetrikus. Az =, reflexiv, szimmetrikus és
tranzitiv.

Azt mondjuk, hogy p relacio ekvivalenciarelacio, ha reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv.
Ekkor a/p-val jeloljiik az a-t tartalmazo ekvivalencia osztéalyt, vagyis

a/p={be A|apb}.

Az a/p halmazt p-osztélynak hivjuk. A definicié értelmében, az alabbi kifejezések mind-
egyike azt jelenti, hogy a és b p relacibban vannak:

apb, a€b/p, b€ a/p, a/p="b/p.

Tovabba,
(a,b) € p < a/pNb/p=10.
Minden B C A esetén bevezetjik a

B/p={a/pla € B}

jelolést. Példaul, a kovetkezs abran B/p a vastagabb vonallal jelzett négy osztalybol
allo halmaz. Megjegyezziik, hogy a B C J,c b/p tartalmazas mindig teljesiil, lasd az
abrat.
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L)
L

gy A/p az Gsszes p-osztalyok halmaza. Ha A/p véges, akkor azt mondjuk, hogy p véges
indexil.

Példaul =,, véges indexi ekvivalenciarelacio. Osztalyai 0/=,,1/=,,...,(n —1)/=,,
ahol m/=,, azon szamok halmaza, amelyek n-nel osztva m-et adnak maradékul. Ezeket
az osztalyokat igy is szokas jeldlni: 0,1,...,n — 1, tehat

N=,={0,1,...,n —1}.

Legyen ismét B C A. Azt mondjuk, hogy p szaturdlja (vagy eldallitja) B-t, ha

B={]Jb/p.

beB

A B szaturalasa azt jelenti, hogy p azon osztalyainak egyesitése, melyeknek B-vel vald
metszete nem tires, éppen B-t adja vissza (és nem tobbet). Megjegyezziik, hogy a fenti
abran p nem szaturalja B-t.

Koénnyt belatni, hogy p akkor és csak akkor szaturdlja B-t, ha

e minden a,b € A esetén, ha (apb és a € B), akkor b € B, vagy

e minden a € A esetén, ha a/p € B/p, akkor a € B.

1.1. Megjegyzés. Legyen A egy halmaz, tovabba legyenek p és o ekvivalenciarelaciok
A felett, melyekre p C o teljesiil. Ha p véges indext, akkor o is véges index.

Bizonyitas. Mivel p C o, minden o-osztély p-osztalyok egyesitéseként all els (vagy, ami
ugyanaz: a p-osztalyokat ugy kapjuk, hogy a o-osztélyokat "tovabb hasitjuk"), lasd az
alabbi abrat. Igy ||A/c|| < ||A/pl]. O

Az allitas forditva nem igaz. Legyen példaul A = N, p az egyenlGség relacio, o = N x N
pedig a teljes relacio. Akkor p C o, mivel {(a,a) | a € N} C N xN. Tovabb4, o-nak egy
osztalya van, tehat véges indext, mig p nem véges indext, mert osztalyai az {a} alaka
halmazok, ahol a € N.
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Monoidok

Félcsoportnak neveziink egy (M, -) rendezett part, ahol M egy halmaz, - : M x M — M
pedig egy M feletti kétvaltozos asszociativ miivelet. Ez utobbi azt jelenti, hogy minden
a,b,c € M estén a- (b-c) = (a-b)-c. A tovabbiakban, ha nem okoz félreértést, akkor
gyakran a-b helyett csak ab-t, (M, -) helyett pedig M-et irunk. Egy M félecsoport monoid,
ha van egységeleme, vagyis van olyan e € M, hogy minden a € M-re ea = ae = a.

Példak monoidokra:

e (N,+) a 0 egységelemmel,
e (N,:) az 1 egységelemmel,
e (X* konkatenacio) az e egységelemmel.

Legyenek (M,-) és (NN, o) monoidok, melyek egységelemei rendre e és e’. Egy h :
M — N leképezést monoid homomorfizmusnak (vagy réviden csak homomorfizmusnak)
neveziink, ha h(e) = €’ és minden a,b € M-re fennall, hogy h(a - b) = h(a) o h(b). (Ez
utobbi egyenletet, a fentebb emlitett egyszertsitett jelolést alkalmazva, gyakran csak
h(ab) = h(a)h(b) alakban irjuk.)

Példaul a b : ¥* — N, ahol h(x) = |z| (z hossza) minden x € ¥*-ra, homomorfizmus
a X* monoidbol az (N, +) monoidba, mert h(e) = 0 és h(zy) = |zy| = |z| + |y| =
h(z) + h(y). Megjegyezziik, hogy h sziirjektiv, de nem injektiv. Ugyanakkor h nem
homomorfizmus a ¥*-bél az (N, -)-ba,

Legyen M egy monoid, p € M x M pedig ekvivalenciarelacio M felett. Megadjuk a
jobbkongruencia és a kongruencia definici6éjat. Ez utobbit kétféleképpen is definidljuk.

a) p jobbkongruencia, ha minden a,b,c € M-re ha a pb, akkor acp be.

EzE

b) p kongruencia, ha Ya,b,c,d € M-re, ha a pb, akkor cad p cbd




1. FOGALMAK, JELOLESEK 6

c¢) p kongruencia, ha Va,b,c,d € M-re, ha apb és cpd fennallnak, akkor acpbd is
teljesiil.

Belatjuk, hogy a kongruencia két definicioja (a b) és a c)) ekvivalens.

b) = c): Tegytik fel, hogy apb és cpd. Az apb feltételbsl b)-vel kapjuk, hogy eac p ebc,
vagyis acpbe. A cpd-bél, ugyancsak b) miatt kapjuk, hogy bcpbd. Végil acpbc és
bc p bd-bdl a tranvzitivitds miatt ac p bd.

c) = b): Tegyiik fel, hogy apb. Mivel cpc (p refleciv) a c) feltétel miatt kapjuk, hogy
ca pchb. Ebbdl és dpd-bol, ugyancsak a c) feltétel miatt cad p cbd.

Tovabbé, minden kongruencia egyben jobbkongruencia is, mig van olyan monoid és
azon olyan jobbkongruencia, ami nem kongruencia (lasd lentebb).

Példaul, az =, az (N, +) monoidon nemcsak ekvivalenciarelacio, hanem kongruencia
is, amit legkonnyebben a c) feltétel szerint lathatunk be: ha a =, b és ¢ =,, d, akkor
(a+c) =, (b+d).

Ha (M,-) monoid, p pedig kongruencia M-en, akkor (M/p,o) is a monoid az e/p
egységelemmel, ahol (a/p) o (b/p) = (a-b)/p. Az M/p monoidot a p dltal M-en meg-
hatdrozott faktormonoidnak nevezink.

Tovabba, a h(a) = a/p (a € M) altal definialt leképezés sziirjektiv homomorfizmus
lesz M-b6l M/p-ba, mert h(a-b) = (a-b)/p = (a/p) o (b/p) = h(a) o h(b).

Tehat (N/=,,®) is monoid (véges) a 0 egységelemmel, ahol a & miivelet definicija
@aDb = a+b Tovibba, a h : N — N/ =, leképezés, ahol h(a) = @, sziirjektiv
homomorfizmus, mert

h(a+b)=a+b=a®b=h(a)® h(b).

A Y* monoid

Tetszoleges ¥ abécé esetén X* monoidot alkot a konkatenacioval (vagyis a szavak
egymas utan fraséval), mint kétvaltozos miivelettel. Nyilvanvalo, hogy a konkatenacio
asszociativ, mivel minden z,y,z € ¥* esetén (zy)z = z(yz). Tovabba, a konkatenacio
egységeleme az e-nal jeldlt iires sz6, hiszen minden = € X*-ra ze = ex = x.

Legyen most A egy masik abécé és tekintsiink egy h : ¥* — A* homomorfizmust.
Legyen tovabba © = a; ... a, egy X*-beli sz6, ahol aq,...,a, € 3. Akkor a homomor-
fizmus definicioja szerint h(x) = h(ay) ... h(a,), ami azt jelenti, hogy az x sz6 h melletti
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képét egyértelmtien meghatarozzak az x-et alkotod bettik h-melletti képei (mivel ezeket
kell egymés utan irni). A h homomorfizmust tehat egyértelmiien megadhatjuk azzal,
hogy minden a € X-ra megadjuk h(a)-t.

Ez esetben az is igaz, hogy h(e) = . Ha ugyanis h(e) = x € A*, akkor

x = h(e) = h(ee) = h(e)h(e) = zx

ami csak gy lehetséges, ha x = e.

Példaul legyen ¥ = {a,b}, A = {a,b,c} és legyen h(a) = bc, h(b) = ca. Akkor
h(ab) = beca, h(aab) = bebeea, h(abab) = becabeca, stb.

Egy specialis eset az, ha minden a € Y-ra h(a) € A. Az ilyen homomorfizmust bet-
betd homomorfizmusnak nevezziik. Nyilvanvald, hogy ha h betd-betdi homomorfizmus,

akkor minden x € ¥*-ra |z| = |h(z)].
Példaul az elébbi ¥ és A esetén a h(a) = ¢, h(b) = a egyenlgségekkel megadott
homomorfizmus egy bet-beti homomorfizmus. Ekkor h(ab) = ca, h(aab) = cca,

h(abab) = caca, stb.
Tekintsiik a ¥* monoidot, legyen x,y € X* és tekintsiik az alabbi ¥* feletti kétvaltozos
relaciokat:

Koénnyen belathato, hogy

a) kongruencia (de nem véges indexti),

(
(b

véges indexi kongruencia,

)
)
(c) véges indext kongruencia,

(d) jobbkongruencia, de nem véges indexii és nem is kongruencia. Valoéban, példaul
ba ~ bba, mert mindkét sz6 b-vel kezdddik. Ugyanakkor az u = a és v = € szavakra

ubav = aba % abba = ubbav.
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2. Regularis nyelvek

Automatak atmenetfiiggvényének kiterjesztése

Legyen M = (Q, 3,0, qo, F') egy (determinisztikus és teljes) automata. A § atmenet-
fliggvényt kiterjesztjik 6* : Q x ¥* — @ fliggvénnyé a kovetkez6 modon:

(i) Minden ¢ € @ allapotra legyen 6*(q,¢) = q,

(ii) Minden g € @ allapot és x = ya € X* sz6 esetén (ahol y € ¥* és a € X) legyen
*(q,2) = 6(0*(q,y), a).

Koénnyen igazolhato, hogy minden z,y € ¥* és ¢ € @Q esetén teljesiil a 0*(q,zy) =
6*(0*(q,7),y) egyenldség.

2.1. A Nerode-Myhill tétel

Tetszdleges L nyelv esetén bevezetjiik L szintaktikus jobbkongruencidjanak a fogalmét.

2.1. Definicid. Legyen X egy abécé, L C ¥* pedig egy nyelv. Definialjuk py relaciot
>* felett a kovetkezdképpen: minden x,y € ¥X*-ra

xpry,ha Vze X :xz€ L < yz€elL

a

A pp ekvivalenciarelacio, mert reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv. Ezen tulajdonsagok
kénnyen ellenérizhetdk.
Példaul, legyen ¥ = {a,b}.

e Ha L = {a"b™ | n,m > 1}, akkor pj, osztalyai az alabbiak:
{e},{a" | n > 1},{a"b™ | n,m > 1}, {Gsszes tobbi sz6},
tehét pr véges index.
e Ha L = {a"b" | n > 1}, akkor pr, osztalyai az alabbiak:
{e} {a"} {a?} e’} {a"},
{ab, a®v?,a®b3,ab?, .. 3, {a®D, a®V?, ab3,ab%, ..}, {a®b, a'b?, a®V?, a5, . .},
{a*b,a®b?, 5%, a"b, ..}, {a®b,a%b?, a"b?,aBbt, . .}, . .., {Osszes tobbi sz0},
tehat pr nem véges indext.

2.2. Lemma. pj, jobbkongruencia >* felett.
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Bizonyitas. Mint lattuk, p; ekvivalenciarelacié. Most megmutatjuk, hogy pr jobb-
kongruencia is. Vegyiik evégett az x,y, u € ¥* szavakat ugy, hogy = pr y. Akkor minden
z € ¥X¥-ra

(zu)z € L <= z(uz) € L <= y(uz) € L <= (yu)z € L.

Tehat x pr, y-bdl kévetkezik, hogy xu pr yu, igy pr jobbkongruencia. O
A pr-et az L dltal meghatdrozott szintaktikus jobbkongruencidnak nevezziik.

2.3. Lemma. Minden L C ¥*-ra pj, szaturalja L-et.

Bizonyitas. Vegylink z,y € X* szavakat, melyek ugyanazon pr osztalyban vannak,
vagyis melyekre teljesiil z pry. Ekkor minden z € ¥*ra zz € L <= yz € L.
Hasznalva ezen feltételt a z = ¢ szora kapjuk, hogy © € L. <= y € L. Vagyis pp
minden osztilyara igaz, hogy vagy részhalmaza az L-nek, vagy az L-lel val6 metszete

tires. Tehat L= (J z/prL. O
zeL

2.4. Lemma. Minden L C ¥* nyelv és p jobbkongruencia esetén, ha p szaturélja L-et,
akkor p C pr. (Mas szoval pr, a legb&vebb olyan jobbkongruencia, amely szaturélja
L-et.)

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a p jobbkongruencia szaturalja L-et. Vegyiik az z,y € ¥*

szavakat, melyekre zpy és legyen z € 3* egy tovabbi tetszbleges sz6. Ekkor zzpyz, mivel

p jobbkongruencia. Tovabba, mivel p szaturdlja L-et, az is igaz, hogy xz € L akkor és

csak akkor teljesiil, ha yz € L. Tehat xpry, ami bizonyitja, hogy p C pr. O
Most bevezetjik L szintaktikus kongruencidjanak a fogalmat.

2.5. Definicid. Legyen L C X* egy tetszdleges nyelv. Definialjuk a X* feletti 07, rela-
ciot a kovetkezSképpen: minden z,y € X* esetén

20y, ha Yu,v € X" tuazv € L < uyv € L.

Nyilvanvalo, hogy 0p, is ekvivalenciarelacio.
Peéldaul, legyen ismét X = {a, b}.

e Ha L = {a™™ | n,m > 1}, akkor 6], osztalyai az alabbiak:
{e}, {a" | n > 1},{b" | n > 1},{a™b™ | n,m > 1}, {Gsszes tobbi szo},

tehét 6 véges index.
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e Ha L = {a"b" | n > 1}, akkor 6, osztalyai az alabbiak:

{e}.{a'}, {a®}, {a’} {a"}, . ..,

{ab,a®b?, a3, a*b?, .. .}, {a?b,a®b?, a*b3, a®b*, .. .}, {a3D, a*b?, a®b?, aSb4, .. Y,
{a*b,a®b?, 5%, a"b, ..}, {a®b,a%b?, "V, a8, . ), .,

(o'}, {6%}, {0°}, {b"}, ..,

{ab?, b3, a3b*, a*b?, ..}, {ab®, a®b*, ab°, abC, . . .},

{ab*, a®b®, 35, a7, ...}, {ab®, a®b5,a®b7, a*b®, ..}, . ..,

{6sszes tobbi sz6},

tehéat 07, nem véges indexii.

Rutin szamoléssal igazolhatd, hogy 61 kongruencia >* felett, a bizonyitas ugyanigy
megy, mint annak igazolasa, hogy py, jobbkongruencia, lasd 2.2] lemma. A 6-et az L
altal meghatdrozott szintaktikus kongruencidnak nevezzik.

Nyilvanvalé a kovetkezs allitas.

2.6. Lemma. Minden L C ¥* nyelv esetén 01, C pr,.

Bizonyitas. Minden x,y € ¥*-ra

z0Ly
& Yu,v € Xrrauxv € L < uyv € L
= wu=craésVYveX'razvel < yv el

<  TpLYy,
tehat 07, C PL-

Példa: nézziikk meg, hogyan teljesiil a fenti tartalmazas az L = {a"b™ | n,m > 1} és
L ={a™b" | n > 1} nyelvek esetében. O

2.7. Kovetkezmény. Minden L C ¥*-ra 0 szaturalja L-et.

Bizonyitas. Azonnal kovetkezik az 23] és 2261 lemmakbol. |

2.8. Lemma. Minden L C ¥* nyelv és 6 kongruencia esetén, ha 6 szaturalja L-et,
akkor 6 C 1. (Mas szoval 01, a legb&vebb olyan kongruencia, amely szaturalja L-et.)

Bizonyitas. Ugyantgy megy, mint a[2.4] lemma bizonyitésa. O
Most bebizonyitunk két lemmat.

2.9. Lemma. Ha egy L C ¥* nyelv felismerhet§ automataval, akkor van olyan véges
indexd kongruencia ¥* felett, amely szaturalja L-et.
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Bizonyitas. Tegytik fel, hogy L = L(M) valamely M = (Q,,0, qo, F') automatéra.
Minden = € ¥*-ra definidljuk a
0z Q—Q

leképezést gy, hogy minden ¢ € Q-ra legyen ¢.(q) = *(q,z). Ezutan definialjuk a 6
relaciot 3* felett a kovetkezGképpen: minden x,y € X* esetén z6y akkor és csak akkor
teljesiiljon, ha ¢, = ¢@,.

Elgszor megmutatjuk, hogy 6 véges indexi kongruencia %* felett.

Nyilvanvalo, hogy 6 ekvivalenciarelacio. Megmutatjuk, hogy kongruencia is. Legyen
evégett x,y € 3* két olyan sz6, melyre z0y, vagyis ¢, = ¢,. Legyen u,v € ¥* és ¢ € Q.
Akkor

Puzv(q) = 67 (g, uzv) = §°(6*(0" (g, u), z),v) = 6" (6" (6" (¢, u), y),v) = 6" (¢, uyv) = Puyu(q),

ami azt jelenti, hogy @yzy = Quyw, tehat urvbuyv. Kovetkezésképpen 6 kongruencia.
Az, hogy 6 véges indexti, a kovetkezSképpen lathato be. A 6 definicidja szerint minden
f-osztalyhoz tartozik egy Q-bol Q-ba vald leképezés és kiilonbozd osztalyokhoz kiilon-
bozb leképezések tartoznak. Kovetkezésképpen, a #-osztalyok széma legfeljebb annyi,
mint a Q-bol @Q-ba valo leképezések szama, ami nyilvanvaloan véges szam (pontosan
1|Q||II€l). gy azt kaptuk, hogy @ véges indexii.
Végil, mivel L = |J(z/0]0*(qo,x) € F), azt is belattuk, hogy 6 szaturdlja L-et. O

2.10. Lemma. TetszGleges L C ¥* nyelv esetén, ha van olyan véges indext jobbkong-
ruencia, amely szaturalja L-et, akkor L felismerhetd.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a p véges indexti jobbkongruencia szaturalja L-et. Meg-
mutatjuk, hogy L felismerhet6. Ezt tgy érjiik el, hogy definidlunk egy olyan M auto-
matat, melyre L = L(M).

Legyen M = (X*/p,%,0,e/p,L/p). Az automata nyilvanvaloan véges, mivel p véges
indexiti és igy 3*/p is véges halmaz.

A § atmenetfiiggvényt a kdvetkezGképpen definidljuk: minden x € ¥* és a € X esetén
legyen §(x/p,a) = xza/p. Ekkor § joldefinialt, mivel, ha x/p = y/p, akkor

o0(x/p,a) = ma/p (definicio szerint)
= wya/p (mivel p jobbkongruencia)
= O(y/p,a) (definicio szerint).

Az y sz6 hossza szerinti indukcidval bizonyithatd, hogy minden x,y € ¥* esetén
0 (xz/p,y) = zy/p teljestl. Jeloljiik ezt az allitast f-rel.
Igy az L = L(M) egyenléség a kivetkezdképpen igazolhaté: minden x € X*-ra

reL(M) <= 0"(/p,x)€ L/p (definici6 szerint)
<~ z/pelL/p (az el6bbi T megjegyzés miatt)
< =xz€L (mivel p szaturalja L-et).

Most bebizonyitjuk a Nerode-Myhill tételt.

2.11. Tétel. (Nerode-Myhill tétel.) Minden L C ¥* nyelv esetén a kovetkezd allitdsok
ekvivalensek:
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(1) L felismerheté automataval.

(2) Van olyan véges indexii kongruencia ¥.* felett, amely szaturalja L-et.
(3) A 0, kongruencia véges indexti.

(4) A pr jobbkongruencia véges indexii.

(5) Van olyan véges indexti jobbkongruencia X* felett, amely szaturalja L-et.

Bizonyitas.

(1) = (2): 291 lemma.

(2) = (3): Az 28] lemma szerint § C 0, tehat az [[LT] megjegyzés miatt 0 véges
indext.

(3) = (4): 28] lemma.

(4) = (5): 23] lemma.

(5) = (1): 2I0] lemma.

2.2. Automatak minimalizalasa

Az M és M’ automatakat ekvivalensnek hivjuk, ha L(M) = L(M").

Egy M automatat minimdlisnak neveziink, ha barmely vele ekvivalens M’ automata
esetén M-nek legfeljebb annyi allapota van, mint M’-nek. Adott L C X* felismerhets
nyelv esetén tekintsiik a

K ={M | M automata és L(M) = L}

osztalyt. K, elemei koziil a minimalis automaték érdekelnek benniinket. Megadunk egy
K-beli minimalis allapotszami automatat. Tovabba, megmutatjuk, hogy barmely két
K-beli minimélis allapotszamu automata izomorf. Végiil, algoritmust adunk a Ky-beli
minimalis automata meghatarozéisara.

2.2.1. A minimalis automata egyértelmiiségének bizonyitasa

Legyen M = (Q, 3,9, qo, F) tetsz6leges automata. Bevezetjiik a 6*(q, z) = qxps jelolést,
tehét gx s azt az allapotot jeldli, melybe az M automata a g allapotbol az x sz6 hatiséara
keriil. Ha nem okoz félreértést, akkor a qx s jelolésbdl M-et is elhagyjuk és egyszertien
csak gx-et frunk.

El6szor a kezdsallapotbol nem elérhets allapotokkal foglalkozunk.

2-12. Deﬁnicié. Legyen M = (Q, E, 5’ qO’F) egy automata. M 55526fdgg0” ’r’észe az
M = (Q,%,¥,q, F') automata, ahol

e Q ={qx|xeX*}
e I'=FnNQ,

e §(p,a) = §(p,a) minden p € Q'-re.
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M ésszefiiggd, ha M = M. O

Nyilvanvalo, hogy ha M’ az M Osszefiiggs része, akkor egyrészt M’ az M részautoma-
taja, masrészt L(M) = L(M'). Ugyancsak nyilvanval6, hogy ha M minimalis, akkor
Osszefiiggd.

2.13. Definicié. Legyenek M = (Q,%,6,q0, F) és M' = (Q',%,0, ¢, F') automatak
és o Q — Q' egy leképezés. A ¢ homomorfizmus M-bSl M'-be, ha teljesiilnek a
kovetkezs feltételek:

(1) Vg€ Q, a € X: ¢(d(g,a)) = 0'(v(q),a),

Ha ¢ raképezés, akkor azt mondjuk, hogy M’ az M homomorf képe. Ha ¢ bijekcio,
akkor izomorfizmusnak hivjuk és azt mondjuk, hogy M és M’ izomorfak, jele M = M’.
O

2.14. Megjegyzés. Bizonyithato, hogy ha ¢ homomorfizmus, akkor az (1) tulajdon-
sag nemcsak egy a € ¥ input szimboélumra, hanem tetszéleges © € ¥* szora is teljesiil:
minden ¢ € @ allapot esetén ¢(6*(q,z)) = ™ (¢(q),z). A bizonyitas = hossza szerinti
indukciéval végezhets el. Ezen tényt szemlélteti az alabbi abra is:

6*(q,2)  p(6*(q, ) = 6" (p(q), )
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|

A p(6*(q,z)) = ™ (v(q),x) egyenlGséget egyszeriien ¢(qryr) = ¢(q)zyy alakban is
irhatjuk.

Ha M osszefiiggs, akkor legfeljebb egy homomorfizmus létezik M-bél M’-be. Valoban,
legyenek ¢ és ¢ M-bsl M'-be torténd homomorfizmusok. Ha M 6sszefiiggs, akkor
minden allapota qox s alaka és

o(gorm) = o(0)zmr = gz = V(q0)zmr = V(g0 Mm),

vagyis ¢ és Y az M tetszbleges allapotan egybeesnek.

2.15. Lemma. Legyenek M = (Q,%,0,q0, F) és M' = (Q',%,¢,q), F') automaték.
Ha van homomorfizmus M-bdl M'-be, akkor L(M) = L(M").

Bizonyitas. Legyen ¢ : Q — Q' homomorfizmus M-bél M’-be. Ekkor minden x € ¥*-
ra:

x € L(M) qoxym € F (definici6 szerint)
e(gorm) € F' (mivel = (F') = F)
¢(qo)rrr € F' ([ZI4] Megjegyzés)
qorm € F' (mivel ¢(q0) = ¢7)

x € L(M) (definici6 szerint).

11ty

2.16. Definicié. Legyen L C X* egy tetszGleges felismerhets nyelv és tekintsiik az

ML - (E*/pLa 27 5L75/PL7 L/PL)

automatat, ahol pr az L szintaktikus jobbkongruencidja és minden z € »* esetén
or(z/pr,a) =za/pr.

Megjegyezziik hogy mivel L felismerhetd, a 2ZTT] tétel szerint pr, véges indexd és igy
a ¥*/pr halmaz véges. Tovabba, a 23] lemma szerint py, szaturalja L-et és igy a 2101
lemma szerint L = L(M7p,).

Példaul, legyen ¥ = {a,b} és tekintsik az L = {a"b™ | n,m > 1} nyelvet. Mint
lattuk, py osztalyai az alabbiak:

{e},{a" | n > 1},{a"0™ | n,m > 1}, {Gsszes tobbi sz6}.
Tehat, Mj, egy négyallapoti automata, melynek
e a négy allapota a fenti négy ekvivalencia osztaly,
e kezddallapota {c},
e végallapota {a"b™ | n,m > 1} (mert most ez az egyetlen allapot szaturalja L-et),

e Atmenetfliggvénye a kovetkezs
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— 0({e},a) ={a" | n > 1}, 0({e},b) = {Osszes tobbi sz6}

—0({a" |n>1},a) ={a" |n>1}, 6({a™ | n > 1},b) = {a™b™ | n,m > 1},

— 0({a™b™ | n,m > 1},a) = {0sszes tobbi sz6}, §({a”™b™ | n,m > 1},b) =
{a"™b™ | n,m > 1},

— 0({0sszes tobbi sz0}, a) = 0({sszes tobbi sz0},b) = {Gsszes tobbi sz6}.

Az {6sszes t6bbi sz6} allapot csapda allapot. Konnyen lathato, hogy ebben a példa-
ban L(Mg) = {a"b™ | n,m > 1}.
Megmutatjuk M, egy tovabbi fontos tulajdonsigéat.

2.17. Lemma. Legyen L C ¥* felismerhets nyelv, M = (Q, X, , qo, F') pedig tetszdle-
ges Osszefliggld automata, amelyik L-et ismeri fel. Akkor My, az M homomorf képe.

Bizonyitas. Mivel M osszefiiges, ezért @ = {qoz | * € ¥*}. Definidljuk a ¢ : Q —
¥*/pr leképezést oly modon, hogy minden x € ¥*ra o(qur) = x/pr. A definicio
korrektségét a kovetkezSképpen lathatjuk be. Ha qox = qoy, akkor abbol, hogy M is
L-et ismeri fel, kovetkezik, hogy minden z € ¥*-ra xz € L <= yz € L. Ez utébbi

pedig azt jelenti, hogy z/pr = y/pr tehat p(goz) = p(qoy). Megmutatjuk, hogy ¢
homomorfizmus M-b6l My -re. Valoban:

e minden z € Y*-ra,
e(0(qox, a)) = ¢(qo(wa)) = wa/pr, = 6r(x/pr,a) = dL(p(qo), a);

* ©(q) = v(qoe) = ¢/pL;

e minden z € Y*-ra,

Qrel <= zelL (mivel M is L-et ismeri fel)
< z/pr€L/pL (mivel py, szaturalja L-et)
<~ (=) € L/pL,

tehat ¢~ (L/pr) = F;

e végiil nyilvanvalo az, hogy ¢ raképezés (vagyis sziirjektiv).

O
A kovetkezd tételben bebizonyitjuk, hogy My az L-et felismerd minimalis automata.

2.18. Tétel. Legyen L C 3* egy felismerhetd nyelv. Akkor

1) My, az L-et felismerd minimélis llapotszamu automata.

2) Az L-et felismeré minimalis automata izomorfizmus erejéig egyértelmiien meghatéa-
rozott.

Bizonyitas.

1) bizonyitdsa. Vegyiink egy tetszéleges M = (Q, %, 9, qo, F) (nem feltétleniil dsszefiig-

g6) automatat, melyre ugyancsak L = L(M) és mutassuk meg, hogy ||X*/pr|| < ||Q]|-
Legyen M' = (Q',%,0', qo, F') az M Osszefiiggs része. A RIT] lemma szerint My, az

M’ homomorf képe. Kovetkezésképpen, [|X*/pr|| < [|Q']] < ||Q]| teljesiil, tehat My,

minimalis allapotszamu az L-et felismerd automatéak kozott.
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2) bizonyitisa Tegyiik fel, hogy M minimalis. Ekkor az 1) részben kapott eredmény

miatt [|[2*/pp|| = ||Q'|| = ||Q|]. Kovetkezésképpen a [ZIT7] lemmaban szerepls ¢ homo-

morfizmus egyben izomorfizmus is lesz. Tehat My és M izomorfak. O
Egyuttal bebizonyitottuk a kévetkezs eredményt is.

2.19. Kovetkezmény. Legyen L C X* egy felismerhetd nyelv és legyen Kj = {M |
M automata és L(M) = L}. Egy My automata akkor és csak akkor minimélis Kp-ben,
ha minden K -beli automata dsszefliggd részének homomort képe.

Bizonyitas. Ha My minimalis, akkor a 2.I8] tétel szerint izomorf Mp-lel, ami viszont
a[2Z17] lemma szerint homomorf képe barmely K-beli automata osszefliggd részének.

Ha viszont My minden Kp-beli automata 6sszefliggs részének homomorf képe, akkor
allapotainak szama legfeljebb annyi, mint egy tetszdleges K -beli automataé, tehat M
minimaélis. O

2.2.2. A minimalis allapotszami automata algoritmikus meghatarozasa

Kongruencia automatakon

2.20. Definicié. (a) Legyen M = (Q,X%, 4, qo, F') egy automata és p C Q X Q egy
ekvivalenciarelacio Q-n. p kongruencia M -en, ha

(1) Vp,q € Q, a € X-ra ha ppq akkor §(p,a) pd(q,a).

_—

P
\

™)

b

il

(2) p szaturdlja F-et, azaz Vp,q € Q-ra happgq, akkor p € F < ¢ € F.

(b) Legyen M = (Q,X%,0,q0,F) egy automata, p pedig kongruenciarelacié M-en.
M-nek a p dltal meghatdrozott faktorautomatdja a koévetkezs automata: M/p =

(Q/p,%,0p,90/p, F/p), ahol 6,(q/p,a) = (q,a)/p.

|

=
<

]
NG
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O

Konnyen belathato, hogy a fenti definicidban szerepls ¢, dtmenetfiiggvény definici6

korrekt (vagyis ha p/p = q/p, akkor 0,(p/p,a) = 0,(q/p,a), mert p kongruencia. Most
bebizonyitjuk az automatéakra vonatkoz6 homomorfizmus tételt.

2.21. Lemma. Legyen M = (Q, %, 0, qo, F') egy automata.

(a) Ha p kongruenciarelacio M-en, akkor M/p az M homomorf képe.

(b) Ha M’ = (Q', X, ¥, q), F') az M homomorf képe, akkor az M automatan van olyan
p kongruencia, hogy M/p = M'.

Bizonyitas. (a) Legyen p kongruenciarelacio M-en. Definidljuk a ¢ : Q — Q/p leké-
pezést gy, hogy minden ¢ € Q-ra ¢(q) = q/p.

™
| )
/

F —
Q Q/p

LS

Nyilvanvalé az, hogy ¢ sziirjektiv. Megmutatjuk, hogy ¢ homomorfizmus is:
* Vg € Q,a € X-ra p(6(q,a)) = dp(¢(q), a), mert
p(6(q,a)) = d(q,a)/p = 0p(q/p,a) = 6,(#(q), a).

* ©(q0) = qo/p-
e o Y(F/p) = F teljesiil, mert p szaturalja F-et.

(b) Tegytik fel, hogy M’ az M homomorf képe, vagyis létezik egy ¢ : Q — Q' sziirjektiv
homomorfizmus. Definidljuk a kovetkezs p C @ x @ feletti relaciot:

Vp.q € Q : ppg; ha ¢(p) = ¢(q).
Megmutatjuk, hogy p kongruencia. (1) Tegytik fel, hogy ppq teljesiil és legyen a € X.
Ekkor
©(d(p, a)) = &'(¢(p),a) = 0'(¢(q), a) = ¢(d(g, a)),

ahol az els§ és a harmadik egyenl@ség azért teljesiil, mert ¢ homomorfizmus, a masodik
pedig azért, mert a feltevésiink szerint ¢(p) = ¢(q). Kapjuk, hogy (p,a)pd(q,a).

(2) Mivel ¢ homomorfizmus, ¢~ '(F') = F. Tegyiik fel, hogy ppq teljesiil, vagyis
¢(p) = ¢(q). Kapjuk, hogy

pEF < ¢(p) € F < ¢(q) € F' < qc€F,

ahol az els6 és a harmadik ekvivalencia a ¢ ~!'(F’) = F feltétel miatt teljesiil.
Definialjuk a ¢ : Q/p — Q' leképezést a ¥ (p/p) = ¢(p) formulaval. A definicio kor-

rekt, mert ha p/p = q/p, vagyis ppq, akkor p definicioja szerint 1¥(p/p) = ¢(p) = p(q) =
¥(q/p). Az is nyilvanvalo, hogy ¢ bijekcio. Végiil belatjuk, hogy ¢ homomorfizmus:
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(1) ¥(d,(p/p,a)) = ¥(3(p,a)/p) = ¢(3(p,a)) = &' (p(p),a) = &' (¥(p/p), a).
(2) ¥(q0/p) = ¢(q0) = qp-
(3) p/pe FlpepeF < olp) € F'<Yp/p) € F.

|

2.22. Kovetkezmény. Legyen M = (Q,3,0,qo, F') egy automata, p pedig egy kong-
ruenciarelacio M-en. Akkor L(M) = L(M/p).

Bizonyitas. Kovetkezik az [22T]a) és 2I5] Lemmakbol. 0
A 22T] Lemma (b) részében definialt p kongruencia relaciot ker(y)-vel jeloljiik.

Legyen M = (Q, %, 4, qo, F') egy Osszefiiggd automata és L = L(M) és

My = (3"/pr,%,01,¢/pr, L/pL).

A 271 lemma szerint a ¢(qox) = x/pr, egyenlGséggel definidlt ¢ : Q — X*/pr, leké-
pezés homomorfizmus M-b&l Mp-re. A [Z2T] lemma (b) részének bizonyitasa szerint
M/ ker(p) = My, tehat M/ ker(p) is L-et felismerd minimalis automata.

Most tetszbleges M automatéara bevezetjiik a pjs kongruenciat és megmutatjuk, hogy
ha M Osszefiiggs, akkor egyrészt pyr megegyezik a ker(p)-vel, masrészt, hogy pas algo-
ritmikusan kiszamithato.

2.23. Definicio. Legyen M = (Q, %, 0, qo, F) egy automata. Definialjuk ppr € Q x Q
relaciot a kovetkezéképpen:

Vp,q € Q:pprpq, haVeeX* ipre F&qrel.

Q-F

A pyr o relacid egy maésik, ekivivalens definicidja a kovetkezd.  Legyen M, =
(Q,%,06,p, F), vagyis az az automata, amelyet ugy kapunk az eredetibél, hogy abban
a p allapotot tettiilk meg kezdéallapotnak és definialjuk hasonléan M,-t. Nyilvanvalo,
hogy par kovetkezs definicidja ekvivalens az eredetivel:

Vp,q € Q 1 ppum q, ha L(M,) = L(M,).

Az alabbi lemmabol kovetkezik, hogy valojaban pys kongruencia is.
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2.24. Lemma. Legyen M = (Q,,0,qo, F) egy Osszefliggd automata, L = L(M) és
v:Q — X*/pr ap(qox) = x/pr, egyenldséggel definialt homomorfizmus M-bsl M -be
(lasd ZI7] lemma). Akkor ppr = ker(¢p).

Bizonyitas. Legyen p,q € Q. Mivel M 06sszefiiged, vannak olyan x,y € X* szavak,
melyekre p = qox és ¢ = qoy. Kapjuk, hogy

p ker(p) q
—  o(p) =) (ker(¢p) definicitja)
= () = e(qy)
<~ z/pr=y/pL (¢ definicioja)
— (VzeX*):xzel < yzelL (pr definicioja)
— (VzeX¥):qzz) € F < qo(yz) € I (mivel L =L(M))
= (VzeX):(qr)z € F <= (qy)z € F (qo(zz) = (q02)z & qo(yz) = (q0y)z)
— (VzeX¥):pz€F < qz€F (p = qox) s ¢ = qoy))
pPpMm4a

Most mér konnyen be tudjuk bizonyitani a kévetkezd tételt.

2.25. Tétel. Legyen L C X* felismerhets nyelv és legyen M = (Q,%,9,qo, F') egy
Osszefiiggd automata, melyre L = L(M). Akkor

M/py = (Q/pas 2, 005,560/ prr, F/par)

az L-et felismerd minimalis allapotszamii automata.

Bizonyitas. A [2.I8] Tétel szerint My, az L-et felismerd minimalis automata. Tovabba,
a22T] Lemma (b) része szerint M/ ker(p) = M, ahol ¢ a2I7] lemma bizonyitasaban
definialt homomorfizmus. Végiil a [224] Lemma szerint ker(¢) = pas. Tehat M/pyr =
My, O

Most megadunk egy olyan algoritmust, mely egy M automata ismeretében kiszamitja
par-et.

2.26. Algoritmus. pjy; kiszamitasa.

Input M = (Q,%, 9, qo, F) automata.

Output ppr kongruencia relacio.

Moddszer Kozelitjik py-et a po, p1, ... (Q feletti) relaciokkal.

(i) Legyen pg a kovetkezd: minden p,q € Q-ra, ppoq, hap € F <= ¢q € F. Legyen
1= 0.
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(ii) Legyen p;11 a kovetkezd: minden p,q € Q-ra, pp;1+1q, ha pp;q és minden a € Y-ra
5(]97 (l),()lé(q, (l).

(iii) Ha p; = pi+1, akkor &llj, kiilonben legyen i = ¢ + 1 és menjiink (ii)-re.
O

2.27. Lemma. Az[2206] algoritmus minden M esetén terminél (megéll) és pps-et sza-
mitja ki.

Bizonyitas. Mivel pg O p1 O ... ,=", van olyan ¢ > 0, melyre p; = p;+1, ezért az[2.20]
algoritmus mindig terminél.

Elgszor bebizonyitjuk, hogy ha p; = p;41 valamely i-re, akkor pjr1 = piy2 = ...
is teljesiil. Indirekt bizonyitast adunk, evégett feltessziik, hogy p; = pi+1 és pi+1 D
pito. Akkor van két olyan p,q € @ allapot, melyekre pp;y1q, ugyanakkor nem teljesiil
ppi+2q. Ez utdbbi azt jelenti, hogy van olyan a € ¥ szimbolum, melyre nem teljestil
d(p,a)pi+10(q,a). Mivel p; = piy1, szintén nem teljesil §(p,a)p;0(q,a), tehat nem
teljesiil pp;+1q sem. Ellentmondés, mivel feltevésiink szerint pp;114.

Legyen ig a legkisebb olyan szam, melyre p;, = pj,+1. Megmutatjuk, hogy p;, = par.
Ehhez sziikségilink van a kdvetkezd allitasra.

Allitds: Minden i,1 > 0 egész szam, p, q € Q allapot és z € ¥* 526 esetén, melyre |z| =1,
a pp;41q relaciobol kovetkezik, hogy pzp;qz.

Az dllitds bizonyitdsa: | szerinti indukci6. Ha [ = 0, akkor z = ¢, igy pp;+0g-bol kévet-
kezik, hogy pep;qe.

Most tegyiik fel, hogy az allitas [-re teljesiil. Legyen evégett z = av € X*, melyre
|v| =1 (tehat |z| = 1+1) és tegyiik fel, hogy ppiti+1q. Akkor, a p; 441 definicioja miatt,
pap;riqa szintén teljesiil, amibdl az indukcios feltevés miatt (pa)vp;(ga)v kovetkezik.
Mivel (pa)v = p(av) = pz és (ga)v = q(av) = qz, kapjuk, hogy pzp;qz.

Veégiil megmutatjuk, hogy p;, = pas.

A pi, € py tartalmazas bizonyitasaval kezdjiik. Tegyiik fel, hogy pp;,q. Legyen z €
Y* egy tetszoleges sz6, melyre |z| = [. Mivel p;, = piy+1, & ppi,+19 relacio szintén teljesiil,
ahonnan az imént bebizonyitott allitas szerint kapjuk, hogy pzp;,qz. Ez utobbibdl, a
po 2 pi, tartalmazas miatt pzpoqz kovetkezik. Ez, a py definicidja szerint azt jelenti,
hogy pz € ' <= qz € F. Mivel z egy tetszileges sz6 volt, pparrq.

A forditott irdnya pps C p;, tartalmazas bizonyitasa végett elegendé megmutatni a
kovetkezot: minden p,q € Q és i > 0, ha nem teljesil pp;q, akkor nem teljesil ppyrq.
Ez utobbit ¢ szerinti indukciéval bizonyitjuk be.

1 =0 eset: Ha nem teljesiil ppoq, akkor p € F <= ¢ & F', ami szerint nem teljestil
PPMY-

1 = 1 + 1: Tegyiik fel, hogy nem teljesiil pp;11q. Akkor vagy nem teljesiil pp;q vagy
(ppiq és van olyan a € X, melyre nem teljesiil pap;qa). Az els6 esetben az indukcios
feltevés szerint nem teljesiil ppyrg. A méasodik esetben, ugyancsak az indukcios feltevés
szerint nem teljesil papprqa, tehat van olyan z € X* sz6, melyre (pa)z € F <=
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(gqa)z ¢ F. Mivel (pa)z = p(az) és hasonldan (qa)z = ¢(az), kapjuk, hogy p(az) €
F < q(az) ¢ F, ami azt jelenti, hogy nem teljesil pppsq.
Ezzel a lemma bizonyitasat befejeztiik. O

Eredményeinket Osszefoglalva egy adott L regularis nyelvhez a kiévetkezGképpen ha-
tarozhatjuk meg az L-et felismerd minimalis automatat.

1. Megkonstrualunk egy tetszdleges M automatat, amely L-et ismeri fel. (Amennyi-
ben L éppen egy automataval van megadva, akkor vessziik ezt az automatat.)

2. Megkonstrualjuk M Osszefiigs részét (vagyis elhagyjuk M-bdl a kezddallapotbol
nem elérhets allapotokat). Legyen az igy kapott automata M.

3. M’'-n kiszamoljuk a pj; kongruenciat és vessziik az M'/py automatat.

2.3. Automatik kisérd monoidjai, felismerhets nyelvek jellemzése
monoidokkal

Az M automata atmenet monoidjat (vagy leképezés monoidjat) a kovetkezSképpen de-
finidljuk. Minden z € ¥* sz6hoz rendeljiik hozzé az f, : Q@ — Q leképezést, melyet gy
definidlunk, hogy minden g € Q-ra legyen f,(q) = qz. Tekintsiik a

Ty ={fu]x € X*}

(véges) halmazt és vezessiik be rajta a - kétvaltozos miveletet gy, hogy minden x,y €
Y* esetén legyen f; - fy = fzy- A - miivelet asszociativ, mert minden z,y,z € ¥*-ra

(f:c ' fy) ' fz = f:cy ' fz = f(my)z = fgc(yz) = f:c ' (fyz) = f:c : (fy : fz)

Ugyancsak konnyen lathato, hogy f. a Ty egységeleme. Tehéat (T, ) monoid az f.
egységelemmel.

2.28. Definicié. A Th; monoidot M dtmenet monoidjinak (vagy leképezés monoidjd-
nak) nevezziik.

Most bevezetiink egy mésik monoidot.

2.29. Definicié. Tetszéleges L C ¥* esetén a X* /0, monoidot L szintaktikus monoid-
janak nevezzik és Sp-lel jeloljiik.

Egy adott M automata esetén szoros kapcsolat van M atmenet monoidja és L(M)
szintaktikus monoidja kozott. Ezt fejezi ki a kovetkezd tétel.

2.30. Tétel. Legyen M = (Q, %, 0, qo, F') egy automata és L = L(M). Ekkor Sp, a Ty
homomorf képe. Tovabbéa, ha M minimélis, akkor Sy, = T)yy.

Bizonyitas. a) Vegyilik a ¢ : Tyy — S leképezést, ahol Vo € ¥*-ra ¢(f,) = x/0L.
Megmutatjuk, hogy ¢ sziirjektiv homomorfizmus. Legyen z,y € 3*, akkor:
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o(fe-fy) = @(fay) (szorzéas Thy-ben)
= wy/lL (¢ definiciojabol)
= xz/0-y/0L (szorzéas Sp-ben)

o(fe)-@(fy) (¢ definiciojabol).

Tehat ¢ homomorfizmus. Tovabba, minden x € X*-ra: x/0; € Sy, 6se f, € Thr, ezért

 sziirjektiv.
¥
Ty S;

b) A tovabbiakban megmutatjuk, hogy amennyiben M minimalis, 4gy ¢ még injektiv
is (tehat izomorfizmus).

Tegyiik fel tehat, hogy M minimaélis és vegyiink x,y € X* szavakat gy, hogy ¢(f.) =
o(fy). Megmutatjuk, hogy f, = f,, vagyis, hogy minden ¢ € Q-ra f,(q) = f,(q).

Legyen evégett g € Q. Mivel M minimalis, tehat sszefiiggs, van olyan v € X*, melyre
q = qou. Akkor

(P(fx) = (P(fy)

— z/0p=vy/0L (¢ definicioja)
— V(zeX"):(wzel < uyzel) (01, definicioja)
== V(zeX*):(qurz) € F < qo(uyz) € F) (mert L = L(M))
— VY(ze€X*): ((qua)z € F < (qouy)z € F)
= (qoux)pm(qouy) (par definicioja)
=  qoux = qouy (mert pps az egyenldség relacio)
= qr=qy (mert g = qou)
= fala) = fy(0) (fx definicioja).

Megjegyezzik, hogy pps azért az egyenl@ség relacid, mert M minimalis.

Mivel q teteszbleges, azt kaptuk, hogy f, = f,. Tehat ¢ injektiv. Ezzel a tétel bizonyi-
tasat befejestiik. O
Most megadjuk a felismerhet6 nyelvek monoidokkal torténd jellemzését.

2.31. Tétel. Tetszoleges L C X* nyelv esetén a kovetkezd harom éllitas ekvivalens:
(1) L felismerhetd.
(2) Sp véges.

(3) Van olyan N véges monoid, ¢ : X* — N homomorfizmus, és B C N, hogy
L=¢ Y(B).
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a7 (o

E*

N véges

Bizonyitas. (1) = (2) : Mivel Sy, akkor és csak akkor véges, ha 601, véges indext, az
allitas kovetkezik a 2.IT] tételbol.

(2) = (3) : Tegyiik fel, hogy Sy véges. Legyen N = S; = ¥*/0; és B = L/y.
Tovabba, definialjuk a ¢ : ¥* — ¥*/01 leképezést a o(x) = /0L egyenlettel. Ez a
¢ homomorfizmus és, mivel 0y, szaturdlja L-et (lasd 7] lemma), kapjuk, hogy L =
¢~ (B).

(3) = (1) : Tegyiik fel, hogy van egy véges (N,-:) monoid az 1 egységelemmel, egy
¢ : ¥* — N homomorfizmus és B C N, melyekre L = p~!(B).

Definialjuk az M = (N, X, 4,1, B) automatat, ahol a ¢ atmenetfiiggvény a kovetkezd:
minden ¢ € N-re és a € ¥-ra, §(q,a) = q-¢(a). (Ahol - az N-beli kétvaltozos miivelet.)

Kénnyen igazolhato, hogy ekkor minden z € ¥*-ra, 6*(¢,z) = ¢q - ¢(x) (x hossza
szerinti indukeio):

e Ha z = ¢, akkor 6*(¢,e) =q¢=q-1=¢q- ¢(¢)

e Ha z = ya, akkor
5" (q,ya) = 0(6%(¢,y),a) = 0(q - ¢(y),a) = ¢ - ¢(y) - v(a) = ¢~ p(ya).
Végiil bebizonyitjuk, hogy L = L(M). Valoban, minden z € X*-ra:

reL(M) <= 0"(1,z) € B (definici6 szerint)
< 1-p(x) € B (afenti megjegyzés miatt)
<~ op(x)€B (1 egységelem N-ben),

tehat L felismerhetd. O
Most adunk egy példat regularis nyelvek véges monoidokkal torténé megadasara. Te-
kintsiik az Njgo = {0, 1,...,100} halmazt és a @ miiveletet, ahol

a @ b = min(a + b,100).
Konnyt ellenérizni, hogy a @ asszociativ, példaul
(34 ®18) @96 =52 @96 = 100 és 34 @ (18 ® 96) = 34 & 100 = 100,
0 pedig egységelem a @-ra nonatkozoéan, tehat Njgy véges monoid.

Legyen tovabba ¥ egy &bécé és tekintsiik a ¢ : ¥* — Nygg leképezést, ahol p(x) =
min(|z|,100). Ez a leképezés homomorfizmus, mert

¢(zy) =min(|zy|, 100) = min(|z| + |y[,100) = min (min(|z|, 100) + min(|y|, 100), 100) =
min(|x|, 100) @& min(|y|, 100) = ¢(z) & ¢(y).
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A B3T] tételbdl kovetkezik, hogy szamok minden B C Njgy halmazara, ¢~ '(B)
reguléris nyelv.
Tovabbi példék:
1. A fenti mintara tetsz6leges n € N esetén definialhatjuk az (N,,, @) monoidot és a

megfelel§ ¢ : ¥* — N,, homomorfizmust.

2. Mint lattuk, tetsz6leges n € N-re (N/ =,) véges monoid. Tovdbba, példaul a
o(z) = |z| egyenldséggel definialt ¢ : ¥* — N/ =, leképezés homomorfizmus.
Tehat minden B C N/ =,,-re ¢~ (B) regularis nyelv.

2.4. Felismerheté nyelvek jellemzése monadikus maéasodrendi logikai
formulakkal

2.4.1. Bevezetés egy példaval

Tekintstik a ¥ = {a, b} abécét, és tekintsiikk az y = x4+ 1, a Qu(x) és Qp(z) "atomi for-
mulékat". Ezen atomi formulakbol a logikiban megismert modon (logikai miveletekkel
és kvantorokkal) tovabbi formulakat épithetiink fel. Példaul,

po=3xFy(y=2+1) ¢ o1 =Ty((y=2+1) AQalz) AQs(y))

ilyen formulak.
Masrészt, minden w = ay ... a, € ¥* sz6 meghataroz egy

Ay ={1,...,nhy=z+1,Q.(x),Qp(x))

struktarat, ahol az 1,...,n szamok w-beli poziciokat jelentik, az y = x + 1, a Qq(x) és
a Qp(x) atomi formulakat pedig a kovetkezSképpen interpretaljuk az {1,...,n} halmaz
(univerzum) felett:

- minden i,j € {1,...,n}-re: y =z + 1 igaz az (i,j) szampéaron, ha j =i+ 1,
- minden ¢ € {1,...,n}re: Qu(7) igaz, ha a; = a és Qp(7) igaz, ha a; = b (ahol a; a
w i-edik bettje).
Példaul, a 3 = {a, b} esetben,
- Ay = {1,2,3},y =2 + 1, Qa(x), Qp(x)),
- A = ({1,2},y = 2 + 1, Qa(z), Qs(2)),
- As= {1y =2+ 1,Qq4(x), Qp(x)) alaku.

Ha adott egy ¢ formula és egy w sz6, akkor azt kérdezziik, hogy A,, struktiura kielégiti-e
-, azaz, hogy teljesiil-e A, = .

Példaul, a fenti g formula esetén, egy A, strukttra akkor és csak akkor elégitik ki
po-t, ha a w szdéban van két egymas utdn kovetkezd pozicio. Tgy Avar E 00 s Apy = o,
de A - ¢o.

Tovabba, egy A, struktiura akkor és csak akkor elégiti ki ¢i-et, ha a w széban van
két egymés utan kovetkezs pozicid, melyek koziil az elsén a, a méasodikon pedig b beti

van. BEzért A, b& w1, de Apap l: 1 és Ay 175 $1-
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Ezek utén keressiik az Osszes olyan w szavak halmazat, melyekre A, kielégiti o-t,
vagyis keressiik az

L,={we X" | Ay £ ¢}, rovidebben, az L, = {w € ¥* | w = ¢}

nyelvet.
Példaul, az el6bb mondottak értelmében

Ly, ={weX"| |w| >2} és L, = X" ab¥l".

Ezért azt mondjuk, hogy a {w € ¥* | |w| > 2} és a ¥*ab¥* nyelvek definialhatok
elsérendt formulaval.
Bevezetjiik a kovetkezs roviditéseket (makrokat):

- First(z) : Yy~(x =y +1) (vagy ~Jy(r =y + 1))
- Last(z) : Vy-(y =2+ 1) (vagy ~Jy(y =z + 1))

Ezeket hasznalva, egy mésik példaként, tekintsiik a

¢ = JaTy(First(z) A Qq(z) A Last(y) A Qu(y))

formulat. Ezen 1 formulat azok a szavak elégitik ki, melyeknek elsé bettije a, utolsod
betiije b, kovetkezésképpen az els6 betli nem egyezik meg az utolsé betiivel. Az ilyen
szavak halmaza az aX*b nyelv, tehdt Ly = aX*b. Tehét, az aX*b nyelv ugyancsak
definialhaté els6rendd formulaval.

A p =V (=Qu(x) AN =Qp(x)) formulara L, = {}.

Az L = {w € ¥* | |w| paros } nyelvet nem tudjuk elsérendii formulakkal definialni.

Sziikség van még X,Y,... masodrendi valtozokra. A masodrendi valtozok értékei
poziciok halmazai tehat a poziciok halmaza feletti egyvaltozos (monadikus) relaciok
lehetnek, mig az x,y, ... elsérend valtozok értékei tovabbra is pozicidk.

Tehat, ha adott egy A, = ({1,...,n},y = 2+ 1,Qq(z), Qp(x)) struktira és egy ¢
formula, amelyben szerepelnek az x, y elsérendii és az X, Y mésodrendi valtozok, akkor

x,y értékei: {1,...,n} elemei,
X,Y értékei: {1,...,n} részhalmazai.

Megengedjiik tovabba az z € Y atomi formulét is is, ahol z tetszéleges elsérendi,
Y pedig tetsz6leges masodrendd valtozd. Az x € Y atomi formula az elsérendd és a
masodrendi véltozokat kapcsolja Gssze. Ertelemszerten, az € Y formula akkor igaz
egy (i,I) parra, ahol i € {1,...,n}és I C{1,...,n}, haiel.

Marmost az el6bbi L nyelvet, vagyis a X feletti paros hosszisagu szavak halmazat az
alabbi formula definiélja:

X (Va((First(x) — x € X) A (Last(z) —» = &€ X))A
VaVy((y=z+1) = (z € X < y € X)),

ahol y ¢ X a —(y € X) roviditése. A formula a kovetkezképpen "olvashato ki". Van
pozicioknak egy olyan I halmaza, melynek az elsé pozicié eleme, az utols6é pozicié nem



2. REGULARIS NYELVEK 26

eleme, és barmely két egymas utan kovetkezs (szomszédos) pozicioé koziil az egyik benne
van, a masik pedig nincs. Ilyen I akkor van, ha a sz6 hossza paros, tudniillik ekkor I
éppen a paratlan szadmu poziciok halmaza. Tehat, a paros hosszii szavakbol allo nyelv
definidlhaté masodrendi formuléval.

Egy tovabbi példa: definidljuk az = < y makrot, ahol < jelentése a szokéasos "kisebb"
relacio. Ez a kovetkezSképpen tehetd meg:

(x=y)=VX(rzeXyecX)tse#y:=-(xr=y)
suffix(X) :=VaVy((zr e X ANy =2+1) -y € X)
r<y:=(x#£y) A\VX((suffix(X) ANz e X) -y e X)

r<y:=(x<yV(z=y).

Tekintsik a

9 =33y((y = 2+ 1) A Qu(e) A Quy) AVa((2 < 7 Qul2) A (y < 2 > Qu(2))

formulat. Nyilvanvalo, hogy L, = atb™.
Felidézziik, hogy ha egy logikaban

nincsenek kvantorok, akkor azt zérusrendi logikdnak,

Va,dy alaku kvantifikalast engediink meg, ahol z,y valtozok (melyek értékei a
struktira elemei lehetnek), akkor azt elsérendi logikanak

Va,dy,Vp, dg alaka kvantifikalast engediink meg, ahol x,y valtozok, p,q pedig
predikatumvaltozok (melyek értékei a struktira feletti predikatumok lehetnek),
akkor azt masodrendd logikanak,

ugyanazt engedjiik meg, mint az el6bbi pontban, de a predikdtumok csak egyvéal-
tozosak lehetnek, akkor azt monadikus méasodrendi logikanak.

nevezzik. A fenti logika tehat monadikus mésodrendi logika, mivel a masodrendi val-
tozok a struktura alaphalmazanak részhalazait, vagyis az alaphalmaz feletti egyéltozos
relaciokat vesznek fel értékiil. Ezért a masodrendii valtozok egyvaltozos predikatum-
szimbolumok.

2.4.2. Az MSO(+1) monadikus masodrendii logika definici6ja

Elsszor definialjuk az MSO logika szintaxisat. Legyen adott egy X abécé.

Valtozok:

Vi ={z,y,...} az elsérendii valtozok halmaza.

Vo ={X,Y,... } a masodrendii valtozok halmaza.

Atomi formuldk: y =2+ 1, x € Y és minden a € X-ra Q,(x), ahol z,y € V1, Y € V5.

Formuléak:
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(i) minden atomi formula egyben formula is.
(ii) ha ¢ és 1 formulak, akkor =, @ A, Jzp, IX¢ is formulak.

Roviditések: ¢ Vi, ¢ = ¥, ¢ <, Vrp, VX a szokidsos moédon. Tovabba,
—(y =z + 1) helyett y # x + 1-et, =(z € V) helyett x ¢ Y-t irunk.

Megjegyzés:

Ha a V5 véltozohalmazt, az x € X relaciot és a 93X kvantifikidlast nem engedjiik
meg, akkor a logika elsérendi.

Egy adott ¢ formula esetén a szabad és kotott valtozok, valamint a kiigazitott for-
mula fogalmat ugyanigy értelmezziik, mint a mar ismert predikatumkalkulus esetén.
Amennyiben adott egy ¢ formula, feltehetjiik, hogy az kiigazitott, vagyis a benne sze-
repld szabad és kotott valtozok halmazai diszjunktak és a benne szereplé kiilonbozd
kvantor el6fordulasok kiilonbo6zd valtozokat kotnek le. A szabad valtozokat nem tartal-
maz6 formulakat zért formuldknak nevezziik

Most definidljuk az MSO logika szemantikajat.

2.32. Definici6. Legyenek Wi(C Vi) és Wa(C Vh) véges valtozohalmazok. Egy
(W1, Wa)-struktirdn egy

w = (al, Sl,Tl) N (ar, ST,TT)

sorozatot értiink, ahol aq,...,a, € 3, 51,...,5, CWyésTy,..., T, C Wy és akivetkezd
feltételek teljesiilnek:

USZ-:Wh SiﬁSj:(D, haZ;éj
i=1

Megjegyezziik, hogy w € A*, ahol
A={(a,ST)|a€c%,SCW,,TCWy}=25x2" x2W2
Példaul, ha ¥ = {a,b}, W1 = {z,y, 2} és Wy = {X, Y}, akkor

w1 = (a7 {y}7 {X7 Y})(b7 0, {Y})(CL, {‘Tv 2}7 {X})
Wy = (av {l‘}, {X})(b’ (Dv 0)((17 {Z}’ {Xv Y})(a7 {y}’ {Y})
(W1, Wa)-struktarak, de

w = (CL, {‘Tay}7 {X7Y})(b7 0, {Y})(a7 {LE,Z}, {X})

nem az, mert x az elsg és a harmadik komponensben is szerepel.
Legyen
w = (a17 Sl,Tl) oo (am SryTr)

egy (Wh, Wy)-struktira, tovabba legyen x € Wy és X € Ws. Akkor
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e x értéke w-ben azon egyértelmiien meghatéarozott i, melyre z € 5;,
e X értéke w-ben az {i | X € T;} halmaz lesz.

A fenti példaban wi-ben az © = 3,y = 1,2 = 3, X = {1,3},Y = {1,2} mig we-ben az
rx=1y=4,2=3,X ={1,3},)Y = {3,4} értékeket kapjak.
Legyen tovabba ¢ egy formula, melyre igaz, hogy

e o elsérendd szabad valtozoi C Wy és
e ¢ masodrendd szabad valtozoi C Wa.

Akkor a feniek értelmében w a ¢ minden szabad valtozojahoz rendel egy értéket. A
fenti példat folytatva, tegyiik fel, hogy ¢ egy olyan formula, melynek szabad valtozoi
{z,y} és {X,Y}. Akkor z,y illetve XY értékei wi-ben és wq.ben fent lathatok.

Most mér tudjuk defindlni, hogy egy w struktura mikor elégit ki egy ¢ formuléat.

2.33. Definicio. Legyen ¢ egy formula és legyenek Wi és Wy véges valtozohalmazok,
melynek rendre tartalmazzédk ¢ els6rendd és masodrendd szabad valtozoit. Legyen
tovabba

w = (al, Sl,Tl) e (ar, ST,TT)

egy (Wh,Wa)-struktira. A w |= ¢ (azaz a "w kielégiti ¢"-t) fogalmat formulainduk-
cioval definialjuk, ahol TA az indukci6 alapjat (atomi formulék), IL pedig az indukcios
lépést jelentik:

(IA1) ¢ =(y =2 +1) esetén: w = ¢ <= vanolyan 1 <i <r — 1, melyre z € S; és
Y € Siy1

(IA2) ¢ = Qu(z), ahol a € ¥ esetén: w = ¢ <= van olyan 1 <1i < r, melyre z € S;
ésa; =a

(TA3) o =2 € X esetén: w =@ <= vanolyan 1 <i <7, melyre x € S; és X € T;

(IL1) ¢ = p1 A g esetén: w = ¢ <= w = @1 és w = ¢

(IL2) ¢ = = 1 esetén: w = ¢ <= nem teljestl w = ¢

(IL3) ¢ = Jx¢y esetén: w = ¢ <= van olyan 1 <i < r, melyre v’ = ¢1,

ahol w' = (ay,51,T1) ... (a;, S; U{z}, T5) ... (ar, S,, T})

IL3

(IL4) p =3X ¢y esetén: w = p <= vanolyan 1 <4y < -+ < i <7, melyre w' | ¢1,
ahol w' = (a1,51,17) ... (ar, Sy, T)) és minden 1 < j < r-re
;- Tj,haj¢{’i1,...,ik}
! T; U{X} kiilsnben.
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2.34. Definici6. Legyen ¢ egy formula és legyenek Wi és Wy véges valtozohalmazok,
melynek rendre tartalmazzak ¢ elsérendd és masodrendii szabad valtozoit. Akkor

L, = {w|w egy (Wi, Wy)-struktira és w |= ¢}.

Nyilvanvaléan L, C A*, ahol
A={(a,8,T)|aec®,SCW,TCWy}=xx2" x 2",

Az is nyilvanvald, hogy egy adott p-hez a Wi és W5 halmazok tobbféleképpen is valaszt-
hatok ugy, hogy tartalmazzak ¢ elsérendii és méasodrendd szabad véltozoéit. Ezért L,
fligg W1 és Wy megvalasztasatol. Ha viszont ¢ zart formula, vagyis nincsenek szabad
valtozoi, akkor a Wy = Wy = () valasztas megfelels. Ez esetben a (Wi, Wa)-struktira
w = (a1,0,0)...(ar,0,0) alaka, ezért azonosithatoé az ay ...a, szoval és azt mondhat-
juk, hogy L, C X*.

Egy L C ¥* nyelvrdl azt mondjuk, hogy definidlhaté monadikus méasodrendt formu-
laval, ha van olyan ¢ (zart monadikus mésodrendi formula), melyre L = L,. Azon
nyelvek osztalyat, melyek a fenti alaki monadikus méasodrendii formuldkkal definialha-
tok, MSO(+1)-gyel jeloljiik.

2.4.3. A regularis nyelvek jellemzése MSO(+1) logikaval

2.35. Lemma. MSO(+1) megegyezik az automatéikkal felismerheté nyelvek osztélyé-
val.

Bizonyitas. a) Felismerhets nyelvek € MSO(+1)

Legyen L = L(M), ahol M = (Q,%,0,q1,F) determinisztikus automata és @ =
{q1,...,qn}. Ekkor minden w € ¥*-ra

w = aj...ay € L(M) <= az {l,...,|w|} halmaz particionalhat6 az
I, ..., I, halmazokba tugy, hogy teljesiilnek a kovetkezd tulajdonsagok, ahol
az i € I; tartalmazas, ahol i = 1,...,|w|, j = 1,...,n azt jelenti, hogy M

az a; betd elolvaséasa el6tt a ¢; allapotban van.

—_
~—
=

I; ={1,...,|w|}, mert mindegyik betii elolvasasa el6tt valamelyik allapotban

1
1.

<
9<3||

2) Ha j # k, akkor I; N I, = ), mert mindegyik betii elolvaséasa el6tt pontosan egy
allapotban van.

3) 1€ I, mert az elsS bett elolvasésa el6tt a ¢ kezdGallapotban van.

4) Vi=1,...,|w|—1-re, hai € I; ési+1 € Iy, akkor §(g;, a;) = g, mert ha az i-edik
bett (ami a;) elolvasésa el6tt a ¢; allapotban van, az ¢ + 1-edik beti elolvasasa
el6tt pedig a g allapotban van, akkor 6(g;,a;) = .
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5) Ha |w| € I;, akkor d(qj,ay,|) € F, mert ha az utolsé beti elolvasasa eldtt q;
allapotban van, akkor az utolso beti (ami a‘w|), egy végallapotba viszi.

Ezen tulajdonsagok leirhatoak a kovetkezd o1, ..., w5 monadikus masodrendii formu-
lakkal (ahol hasznéljuk a First(x) és Last(x) makrokat:

1) pp=Vz (zeXiV---VzeX,) =V ( V zeX;)
1<j<n

2) o=V ( AN ~(reXjAnzeXy))
1<j<k<n

3) p3 =V (First(z) —» =z € X3)

4) pa=Vavy (y=a+1—= A (@eXjryeXp)—> V  Qu@))
1<5,k<n aey

0(qj,0)=qx

5) @5 = Va(Last(z) — 1 /\ (xeX;— \/E Qo))
<j<n a€

6(qj,a)eF

Legyen ¢ = 3X;...3X,, (01 A--- Aps). Akkor ¢ zart és a fentiek miatt L, = L(M).
(Az X1,..., X, valtozok a w € L(M) feltételt biztosito ot feltételben definialt Iy, ..., I,
halmazokat veszik fel értékiil.)

FEzzel az egyik iranyu tartalmazés bizonyitasat befejeztiik.

b) MSO(+1) C Felismerhets nyelvek

Legyen ¢ egy formula és legyenek Wy és Wy véges valtozohalmazok, melyek rendre
tartalmazzak ¢ elsérendi és masodrendii szabad valtozoit. Megmutatjuk, hogy L., mint
(W1, Wa)-struktarakbol 4llo nyelv, felismerhets automataval (vagy ami ezzel ekvivalens:
regularis). A bizonyitast két lépésben adjuk meg.

bl) Legyen K az Osszes (W7, Wa)-strukturakbol allo nyelv, azaz legyen

K ={w | w egy (W7, Wy)-struktura }.

Elgszor bebizonyitjuk, hogy K felismerhets automatéaval. Mint lattuk K C A*, ahol
A =3 x 2™ x 2W2 ezert a K-t felismers automata input szimbolumainak halmaza A
lesz. Tovabbéa, A* egy

w = (al, Sl,Tl) PN (ar, S,«,Tr)

eleme akkor fog K-ba tartozni, ha bettinek kozépsé komponensei teljesitik az 2.321]
definicioban elsirt feltételeket. Az pedig, hogy w-nek megvan-e az 2321 definicioban
leirt tulajdonsaga, konnyen ellenérizhets egy véges automatéval.

Valoban, legyen M = (Q, A, 4, qo, F), ahol

e Q =2"1U{c} (ahol ¢ csapda allapot lesz),

e qo=10,
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o ['= {Wl}v
e minden S C Wy, (a,S",T") € A esetén,

SuUS” haSns =10

¢ kilonben.

5(S, (a,8",T") = {

A ¢ csapda allapotot minden input szimbélum Snmagaba viszi. Nyilvanvalo, hogy

ekkor L(M) = K, tehat K felismerhetd.

b2) Megmutatjuk, hogy minden ¢-re L, felismerhets. ¢ szerinti formulaindukcioval
bizonyitunk, ahol TA az indukci6 alapjat (atomi formulak), IL pedig az indukcios 1épést
jelentik:

(IA1) Ha ¢ = (y = . + 1), akkor
L,=KnNA*{(a,8,T)(d,S" T) e A* |z € S,yc S} A*.

Ekkor L, felismerhets, mivel két felismerhetS nyelv metszete és a felismerhetd
nyelvek zartak a metszetre.

(IA2) Ha ¢ = Qq(x), akkor L, = K N A*{(a,5,T) € A | € S}A*. Hasonl6an, mint

az el6z6 esetben, L, felismerhetd.

(IA3) Hap =z € X, akkor L, = KNA* {(a,5,T) € A |z € S,X € T} A*. Hasonloan,

mint az el6z6 esetben, L, felismerhetd.

(IL1) Ha ¢ = @1 A @9, akkor L, = Ly, N Ly,,. Tovabba, az indukciés feltevés miatt
L, és L, felismerhet6k. Mivel a felismerhet6 nyelvek zartak a metszetre, L, is
felismerhetd.

(IL2) Ha ¢ = = ¢y, akkor L, = K — L,,. Tovabba, az indukcios feltevés miatt L,
felismerhetd. Mivel a felismerhet6 nyelvek zartak a kivonésra, L, is felismerhetd.

(IL3) Ha ¢ = Jxp, akkor allitasunk a kévetkezdképpen lathato be. Egy
w = (a1,51,11) ... (ar, Sp, T;) (Wy, Wo)-struktira esetén w = ¢ akkor és csak
akkor teljesiil, ha van olyan 1 < ¢ < r, hogy a

w = (a1, 51, T1) ... (a;, S; U{z},Ty) ... (ar, Sy, Ty),

(W1 U {z}, Wa)-struktarara teljesiil w’ = ¢1. Ezért L, = h(L,,), ahol h :
A" — A* a kovetkezd egyenlGséggel definialt betti-betti homomorfizmus: min-
den (a,S,T) € A esetén

h((a,S,T)) = (a,S — {z},T).

(Megjegyezziik, hogy amennyiben x ¢ S, akkor persze h((a,S,T)) = (a,S,T).)
Az indukcios feltevés miatt L, felismerheté nyelv. Tovabba, kénnyen bizonyit-
hato, hogy a felismerhetd nyelvek zértak a betti-betdi homomorfizmusra. Tehéat
L, is felismerhetd nyelv lesz.
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(IL4) Ha ¢ = 3X ¢y, akkor az el6z6 ponthoz hasonléoan kapjuk, hogy L, = h(Ly,),
ahol h a kovetkezd§ egyenlGséggel definialt betid-betd homomorfizmus: minden
(a,S,T) € A esetén

h((a,S,T)) = (a,S,T — {X}).

Az el6z6 esethez hasonloan kapjuk, hogy L, felismerhetd.

O

Egy ¢ monadikus mésodrendt formulat egzisztencidlisnak neveziink, ha ¢ =

d4X5...3dX,¢ és a y-ben szerepld masodrendi valtozok valamennyi elGfordulésa sza-

bad. Ezen fogalom ismeretében ki tudunk moondai egy, a[2Z35] lemmanal altalanosabb
tételt.

2.36. Tétel. A kovetkezd harom nyelvosztaly megegyezik:
(1) az automatéakkal felismerhetd nyelevek osztalya,
(2) egzisztencialis monadikus masodrendii formulakkal definidlhato nyelvek osztalya,
(3) monadikus masodrendii formulakkal definialhato nyelvek osztalya.

Bizonyitas. (1) C (2): a[Z35] lemma bizonyitasanak a) részében lényegében ezt bizo-
nyitottuk, mert az ott konstrualt ¢ formula egzisztencialis.

(2) C (3): definici6 szerint trivialis.

(3) C (1): a235] lemma b) részében ezt bizonyitottunk, mert az allitast tetszéleges
monadikus masodrendid formulara igazoltuk. O

Megjegyezziik, hogy ha az y = x + 1 relacional tobbet is megengediink, akkor kénnyen
kiléphetiink a regularis nyelvekbdl. Engedjiik meg példaul a

rt+y==z

relaciot és legyen ¥ = {a,b}. Ekkor a Half(z) = Vz(Last(z) — = + x = z) formulat
egy w szd egy x pozicidja pontosan akkor elégiti ki, ha = értéke a sz6 hosszénak a fele.
Legyen

x = Jx(Half (z) AVy((y < ) = Qay)) A ((z <y) = Qu(y)))-

Akkor L, = {a"b"| n > 1}, ami nem felismerhets nyelv!
S6t, az x +y = z formulaval kornyezetfiiggs nyelv is definidlhato: legyen ¥ = {a, b, c}
és
¢ =323y ((z + z = y AVz(Last(z) = 2 +y = 2))A
Vz(z <& — Qal(2))A
Vz(x < 2z Az <y — Qp(2))A
Va(y < z — Qc(z))).

Ekkor L, = {a"b"c"| n > 1}.



2. REGULARIS NYELVEK 33

2.5. Regularis nyelvek jellemzései (6sszefoglalas)

Osszefoglalasként felsoroljuk regularis nyelvek osztalyanak az eddig megismert jellem-
zéseit:

1) determinisztikus automata

2) nemdeterminisztikus automata

3) nemdeterminisztikus automata s-atmenettel

4) regularis kifejezés

5

reguléris nyelvtan

6) regularis nyelvtan A — aB és A — ¢ szabalyokkal

8) pr véges indext

9) véges indext kongruencia

10) 0r, véges indexii

—_

1) IM véges monoid, B C M, ¢ : ¥* — M homomorfizmus, melyre L = ¢~ (B)

—_

2

)

)

)

)

)

)

7) véges indext jobbkongruencia

)

)

)

)

) definialhato MSO(+1)-ben
)

13) definialhatéo MSO(+1)-ben egzisztencialis formulaval.

2.6. Szekvencialis gépek

Ebben a részben olyan automatakkal (szekvenciélis gépekkel) fogunk foglalkozni, me-
lyeket kimenettel lattunk el, ily modon ezek egy ¢ : X* — A* leképezést fognak meg-
valositani. A szekvencialis gépek allapothalmaza nem lesz mindig véges. Amennyiben
csak véges allapothalmazt engediink meg, azt mindig kihangsilyozzuk.

A kovetkezskben definidljuk a Mealy gép és a Moore gép fogalmét valamint az ezen
gépekkel indukalhato 3*-bol A*-ba torténd leképezések fogalmat.

2.6.1. Mealy gépek, Moore gépek és az altaluk indukalt leképezések
2.37. Definicié. Mealy gépnek neveziink egy M = (@, 2, A, 4, ) rendszert, ahol

- @ egy megszamlalhato halmaz, az allapothalmaz,
- Y és A az input és az output abécék,

-0: @ x X — Q az atmenetfiiggvény,

- A Q x X — A a kimenetfiiggvény.

Amennyiben Q) véges, M-et véges Mealy gépnek nevezziik.
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Azt, hogy valamely p,q € Q-ra, a € Y-ra és b € A-ra 6(q,a) = p és A(q,a) = b, a
kovetkezd abraval szemléltetjiik:

a/b
q—p

mig M viselkedését egy x = aj...a, input sz6 hatasara a ¢ allapotbol indulva igy

abrazolhatjuk:

al/bl an/bn

q=4qo q1 gn-1 an

Az M dltal g-ban indukdlt N, : X* — A* leképezést a kiovetkezSképpen definialjuk:
- Nle) =€ (e az iires sz0)
- N(za) = Ag(z)A (g, a).

Tehét az abran \j(x) = by ...by. O
Az y hossza szerinti indukcioval bizonyithato, hogy minden z,y € ¥*-ra A\ (zy) =
Aq () Aga (y)-

2.38. Definicié. Moore gépnek neveziink egy M = (Q, 3, A, d, u) rendszert, ahol
- Q, %, A és § ugyanaz, mint a Mealy gép esetén,
- p Q = A a jelfiiggvény.
Amennyiben Q) véges, M-et véges Moore gépnek nevezziik. O

Most M viselkedését egy « = aj ...a, input sz6 hatasara a g allapotbdl indulva igy
abrazolhatjuk:

al an
el | . . - E ——a
q=qo q1 qn—1 qn
mwlqr) = b p(gn—1) =bn-1  plgn) = bn

Az M dltal g-ban indukdlt pg : X% — A* leképezést pedig a kovetkezSképpen defini-
aljuk:

- gle) =€

- pg(wa) = pg(x)p(q(za)).
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Tehat az abran p,(z) = by ... by,. O
A Mealy gépekhez hasonléan, minden x,y € X*-ra pg(xy) = pg(2) gz (y)-

2.39. Definici6. Legyenek M = (Q,X,A,4,\) és M' = (Q', 2, A, 8, \) Mealy gépek.

1) Egy ¢ : Q — Q' leképezés homomorfizmus M-bsl M'-be, ha Vg € Q, a € X esetén:
- ¢(6(q,a)) = 0'(¢(q), a)

- Mg, a) = N(p(q), a)
Ha ¢ raképezés, akkor M’ az M homomorf képe. Ha M’ az M homomorf képe és ¢
még injektiv is (tehat bijekcio), akkor M és M’ izomorfak, jele M = M’.

Ha ¢ homomorfizmus M-b&l M’-be, akkor egy @ = ay ...a, input sz6 hatasara M és
M'" a kévetkezképpen miikodnek:

al /b1 an/bn
M [ ] ] M ]
q0 q1 qn—1 qn
‘ a1/by ‘ ’ Gn /bn l
MI n = ™ ]
©(q0) v(q1) o(gn—1) w(gn)

2) Legyen p C @ x @Q ckvivalenciarelacio. p kongruencia az M-en, ha minden p,q € Q
és a € X esetén:

-ppq=9(p,a)pdi(q,a)

- ppa= Ap,a) = Ag,a)
3) Ha p kongruencia az M-en, akkor M-nek a p altal meghatarozott faktorgépe az
M/p=(Q/p,3,A,0,,),) Mealy gép, ahol minden ¢ € Q és a € X esetén:

- 0(q/p,a) = d(q,a)/p
- Apla/psa) = g, a).

A kovetkezd tétel bizonyitasat csak vazlatosan kozoljik.

2.40. Tétel. Ha M = (Q,>, A, 9, \) Mealy gép, p pedig egy kongruenciarelacié M-en,
akkor M /p az M homomorf képe.

Bizonyitas. A ¢(q) = q/p egyenlet altal definidlt ¢ : @Q — Q/p tipusa leképezés
homomorfizmus lesz. Valoban,

©(6(q,a)) = d(g,a)/p = dp(a/p,a) = d,(¢(q),a)
Mg, a) = N\o(q/p,a) = Ap(@(q), a).
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2.6.2. Gépek ekvivalenciaja

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy a Mealy gépekkel megvalosithato leképezések
osztalya megegyezik a Moore gépekkel megvalosithato leképezések osztélyéaval.

2.41. Definici6. Legyenek M = (Q, X, A,4,\) és M’ = (Q', 2, A, 8, \) Mealy gépek.

1) M egy p € Q allapota ekvivalens M’ egy ¢ € @' allapotéaval, jele p ~ ¢, ha
Ap = Al

2) M és M’ ekvivalensek, jele M ~ M’, ha barmelyiknek barmely p allapota ekviva-
lens a masik egy ¢ allapotaval. Mas szoval, M és M’ ekvivalensek, ha

MplpeQt={)\1qeQ}.

A Moore gépek ekvivalenciaja valamint egy Mealy gép és egy Moore gép ekvivalenciaja
is hasonloan definialhato. O

2.42. Tétel. Legyenek M = (Q,3,A,0,)\) és M' = (Q', %, A8, \) Mealy gépek és
legyen M' az M egy homomorf képe. Akkor M és M’ ekvivalensek.

Bizonyitas. Legyen ¢ : Q — Q' az M-nek egy homomorfizmusa M’-re. Megmutatjuk,
hogy minden ¢ € @ allapot ekvivalens ¢(q)-val, azaz minden z € X*-ra \j(z) = /\:p(q) (z).
Legyen evégett x = a1 ... a, tetsz6leges sz6. Akkor:

al /b1 an/bn
M n —_—1 ™ B . |
q=4qo q1 dn—1 dn
‘ a1 /by ‘ ’ an/bn ‘
M’ n = n ———  —-=n
¢(q0) e(q1) ©(gn-1) ©(qn)

tehat A\g(x) = b1...b, és )\;(q)(x) = by...b,, azaz q ~ ¢(q). Masrészt M’ minden
p € Q' allapotahoz van olyan g € @, hogy p = ¢(q), tehat p ~ q. O

2.43. Kovetkezmény. Legyen M = (Q, %, A, J, \) Mealy gép és p kongruencia M-en.
Ekkor M és M/p ekvivalensek.

Bizonyitas. A [240] tétel miatt M/p az M homomorf képe és igy a 2-42] tétel miatt
M és M/p ekvivalensek. O
Sziikséglink lesz a kovetkezd lemmara.

2.44. Lemma. 1) Legyenek M = (Q, X, A, §,\) és M' = (Q', 3, A, 8, \) Mealy gépek,
peQésqge Q. Hap ~ ¢, akkor minden a € X esetén d(p,a) ~ &'(q,a).

2) (Ugyanaz egy Mealy gépre és egy Moore gépre.) Legyen M = (Q, %, A,0,\) egy
Mealy gép és M’ = (Q',3, A, ¢, 1) Moore gép, p € Q és q € Q'. Ha p ~ ¢, akkor
minden a € ¥ esetén §(p,a) ~ §'(q,a).
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Bizonyitas. Elgszor 1)-et bizonyitjuk. Indirekt bizonyitast adunk: tegyiik fel, hogy
p ~ q és van olyan a € X, melyre §(p,a) # §(q,a). Mivel p ~ q,

Alp,a) = Ay(a) = Na) = X(g,a) = b.

Tovébba, mivel d(p, a) # ¢§'(q,a), van olyan x € ¥*, hogy Asp.q)(2) =y, )\g,(q o(@) =y
ésy £y A kett6t osszevetve kapjuk:

Ez ellentmondas, mert by # by’, tehat p £ q.
2) bizonyitasa hasonloan végezhetd el. O

2.45. Tétel. Minden M = (Q,X,A,5,\) Mealy géphez van vele ekvivalens N =
(Q,X,A, ¢, 1) Moore gép.

Bizonyitas. Adjuk meg az N Moore gépet a kovetkezSképpen:
e Q'=QUQXZX,

e minden ¢ € Q’,a € ¥ esetén

, [ (g,a) hage @
5(%@)—{ (6(p,b),a) ha q= (p,b)

e minden ¢ € Q'-ra

(q) = tetszbleges b € A ha g e Q
U= Aw.0) ha q = (p,b)

Megmutatjuk, hogy M valéban ekvivalens N-nel. El6szor megmutatjuk, hogy min-
den ¢ € @ éallapot ekvivalens g-val, mint @Q’-beli allapottal. Valoban, tetszéleges
T =aj...ap sz6 esetén \g(x) = py(z), mint ahogy az alabbi dbra mutatja:

. al/bl an/bn
M : n [
q =40 q1 dn—1 dn
N . al an
’ . T ——=n
(QO7a1) (Qn727an—1) (anl,an)
| l I

b1 bn—1 bn
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Legyen most g € Q’.
e Ha g € Q is teljesiil, akkor, mint méar lattuk, g ~ ¢.

e Ha g = (p,a), ahol p € Q, akkor (p,a) megadhatéo N-ben &' (p,a) = (p,a) alakban,
ahol p € Q. Az el6bb lattuk, hogy p, mint Q-beli elem ekvivalens p-vel, mint Q’-
beli elemmel. Tovabba, a 244] lemma 2) allitasa miatt ¢'(p,a) = (p,a) € Q’
ekvivalens lesz §(p, a) € Q-val. Tehat (p,a) ~ d(p,a).

2.46. Tétel. Minden Moore géphez van vele ekvivalens Mealy gép.

Bizonyitas. Tetsz6leges M = (Q,%, A, 0, u) Moore géphez hozzarendeljiikk az M’ =

(Q,%,A,6,\) Mealy gépet, ahol A(g,a) = u(d(q,a)). Konnyen belathato, hogy M

tetszoleges q € Q allapota ekvivalens lesz M'-nek a g € Q' allapotaval. Tehat M és M’

ekvivalensek. O
A 246] tételben szerepls konstrukciot az alabbi dbran szemléltetjiik.

b/02
a/02
\\\\ /////// b/cg\\\\ /////// a/cs
€3 -
a,b a/cS
b/cs
M Moore-gép M’ Mealy-gép

A 2451 és a 246 tételeket Osszefoglalva a kovetkezs allitast fogalmazhatjuk meg.

2.47. Tétel. A Mealy gépekkel indukdlhato leképezések osztilya megegyezik a Moore
gépekkel indukalhaté leképezések osztalyaval.

2.6.3. Automata leképezések és véges automata leképezések

2.48. Definicio. Egy o : 3* — A* leképezést automata leképezésnek neveziink, ha
Vr,y € Y¥-ra:
a) |a(x)| = |z| (o hossztarto)
b) a(zy) = a(z)ax(y), ahol o, : X* — A* a-tol és x-tdl fiiggs leképezés (v
prefixtarto).

O
Megjegyezziik, hogy a) miatt a(e) = &, tehat b) miatt minden =z € ¥*-ra a(x) =
alex) = a(e)as(r) = as(x). Kovetkezésképpen a = a..

2.49. Tétel. Tetszbleges o : X* — A* leképezésre a kévetkezs két allitas ekvivalens.
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(1) o automata leképezés (tehat bir az a) és b) tulajdonsdgokkal)

(2) van olyan M = (Q, %, A, 6, \) (nem feltétleniil véges) Mealy gép és q € @, melyre
o=\

Bizonyitas. (2) = (1): Legyen oo = A\, ahol M = (Q, %, A, 6, \) egy (nem feltétleniil
véges) Mealy gép és ¢ € Q egy allapot. Nyilvanvalo az, hogy A, hossztarto, lasd
2371 definici6 1) rész. Masrészt, y hossza szerinti indukcioval igazolhatd, hogy minden
T,y € Y¥-ra
Aq(zy) = Aq(#) Mg (y)

és igy

a(zy) = Ag(zy) = Ag(2)Aga(y) = )0z (y),
ahol a; = Ay, vagyis o prefixtart6 is.

(1) = (2): Megforditva, legyen a egy automata leképezés. ElGszor bebizonyitjuk a
kovetkezot.

Allitas. Minden x,y,2z € Y*ra |ag(y)| = |y| (tehat o, is hossztarto) és a,(yz) =
oz (y) oy (2) (tehat oy is prefixtarto).

Az allitas bizonyitasa. Az a(zy) = a(x)a,(y) egyenletbsl kapjuk, hogy |a(zy)| =
la(x)] + |az(y)|. Mivel a hossztarto, |a(zy)| = |zy| = |z| + |y| és |a(x)] = |z|, tehat
law (y)] = |e(y)] = lyl.

Tovabba, a b) tulajdonsag miatt a(zyz) = a(z)a, (yz). Mésrészt, ugyancsak a b) tu-
lajdonsag miatt a(zyz) = a(xy)amy(2) = a(x)oy (y)ogy(2). Az egyenletek jobb oldalait
egyenlGvé téve, majd az a(x) szoval egyszertsitve kapjuk, hogy o (yz) = g (y)ag,(2).
Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

Most megadjuk azt a (nem feltétlentil véges) Mealy gépet, mely egy alkalmas allapo-
taban a-t indukalja. Legyen ez M, = (Qq, %, A, 0, A), ahol

e Qn={a, |z eX*},

e minden «, € Q,-ra és a € X-ra §(ay,a) = Qzq,

e minden a, € Qy-ra és a € X-ra Aag,a) = az(a).

Elgszor is megjegyezziik, hogy d valoban fliggvény, ugyanis, ha o, = «a,, akkor minden
a € Yra (pq = . Valoban, a fenti allitds miatt, minden z € ¥*-ra

ag(az) = ag(a)age(z) é  aylaz) = ay(a)oy(z).

Mivel o (a) = ay(a), kapjuk, hogy azq(z) = aya(2).

Maésodszor, megmutatjuk, hogy minden z,y € Y*-ra A, (v) = a.(y). Ezt |y| szerinti
teljes indukcidval bizonyitjuk. Ha y = e, akkor definicié szerint A, (¢) = € és, mivel «,
hossztarto, a,(e) = €. Az indukcios lépés:
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)\OC:C( )
= Aa, (YA 2y, @)
(a Ao, leképezés definicioja)

= A, ()M azy, )

(0*(az, y) = gy, bizonyités |y| szerinti indukcioval)

= Qg (y)A(O‘xyy a)
(indukcios feltevés)

= O (y)axy (a)
(X definicioja)

= ag(ya)
(az allitas miatt)

Tehat Ay, (z) = ac(z) = a(x), vagyis M, az a. allapotban a-t indukalja. O

Az o : ¥ — A* és § : A* — T'* leképezések (- ) : X% — T'* kompozicidjdt a
kovetkezdképpen definidljuk. Minden z € Y *-ra,

Ha nem okoz félreértést, akkor (« - f3) helyett a- S-t frunk. (Két leképezés kompozicioja
a leképezések "egymas utan" torténd alkalmazasat jelenti.) Ervényes a kovetkezd tétel.

2.50. Tétel. Az automata leképezések zartak a kompoziciéra.
Bizonyitas. Legyenek o : ¥* — A* és f: A* — I' automata leképezések. Akkor

a) |(a-B)(x)] = |B(a(x))| = |a(z)| = |z|, ahol a masodik és harmadik egyenl&ségnél
kihasznaltuk, hogy mind 3, mind « hossztart6. Tehat « - 5 is hossztarto.

b)

(a-B)(zy) = Bla(zy)) = Bla(r)az(y)) =
Blal()) Baw) (@z(y) = (o B) (@) (e - Baa))(y),

ahol kihasznaltuk, hogy mind «, mind S prefixtart6. Kaptuk, hogy « - g is pre-
fixtarté az (a - 8)s = (@ - Bo(e)) leképezések mellett.

O
A fenti tételbsl, valamint a[Z.49] Tételbdl kovetkezik, hogy ha vesziink két Mealy gépet,
az M-et és M'-t, azok p és g allapotait, akkor mindig megadhato egy harmadik M”
Mealy gép és annak egy r allapota tgy, hogy

Ao Ay =Ny,

vagyis a két gép egymas utani alkalmazésa mindig helyettesithet egy harmadik géppel.
A kovetkezékben megmutatjuk, hogy a[2.49] Tételben definialt M, Mealy gép bizo-
nyos értelemben minimélis az a-t indukildé Mealy gépek kozott.
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2.51. Lemma. Legyen o : ¥* — A* automata leképezés és tegyiik fel, hogy a = )\f]
valamely M' = (Q', %, A, ', N) Mealy gép és ¢ € Q' esetén. Tegyiik fel tovabba, hogy
M’ g-6sszefiiggs, vagyis Q' = {qz | x € ¥*}. Akkor M, az M’ homomorf képe, ahol

M, = (Qav Ev Av 57 A)
a [2.49] Tételben definialt Mealy gép.

Bizonyitas. Megjegyezziik, hogy az a = X feltételbsl kovetkezik, hogy a, = A,
minden z € ¥*-re (lasd a 2.49] Tétel bizonyitasat).

Legyen ¢ : Q' — Q, azon leképezés, melyre minden =z € Y*re ¢(qr) = ;. A
definicio korrekt, mivel ha gv = qy, akkor A\j, = A}, és igy ¢(qr) = a, = a, = p(qy).
Nyilvanvald, hogy ¢ sziirjektiv. Tovabba, minden a € Y-ra

p(0'(qx, a)) = p(qra) = 0za = 6(as, a) = 0(p(gz), a)

és
N(gz,a) = Nz (a) = az(a) = Maz, a) = Me(gz), a),
tehat ¢ homomorfizmus. O
A kovetkezokben azzal foglalkozunk, hogy egy automata leképezés mely feltételek

mellett lesz egyben véges automata leképezés is. ElGszor megadjuk a véges automata
leképezés definiciojat.

2.52. Definicio. Egy a: X* — A* leképezést véges automata leképezésnek neveziink,
ha van olyan véges M = (Q, 3, A, 6, \) Mealy gép és ¢ € Q, hogy o = )\, azaz Vo € ¥*-
ra o(z) = A\(x).

Od
A 2.49] tételbsl azonnal adodik a kovetkezd észrevétel.

2.53. Kovetkezmény. Minden véges automata leképezés egyben automata leképezés
is.

A kovetkezs két tételben jellemezziik azokat az automata leképezéseket, amelyek egy-
ben véges automata leképezések is.

2.54. Tétel. Tetszoleges o : X — A* leképezésre, a kivetkezd két allitas ekvivalens.
(1) a véges automata leképezés.
(2) o automata leképezés és az {ay, | © € £*} halmaz véges.

Bizonyitas. 1. lépés: (1) = (2). A[ZE3] kovetkezmény szerint v automata leképezés
is.

Annak bizonyitasara, hogy az {a, | * € X*} halmaz véges, tegyiik fel, hogy az
M' = (Q',%,A, 0", \) véges Mealy gép valamely ¢ € Q' allapotéra teljesiil, hogy o = 7.
Azt is feltehetjiik, hogy M’ ezen g-ra nézve Osszefiiggs. Akkor a [Z5T] Lemma szerint
M,, az M’ homomorf képe ezért a @), halmaz is véges.
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2. lépés: (2) = (1). Vegyiik az 2:49] tételben szerepls M, Mealy gépet. Mint lattuk,
M, az a. allapotdban a-t indukalja. Masrészt, feltételiink szerint, @, véges, tehit o
véges automata leképezés.
O
A kovetkezdkben egy masik feltételt is adunk arra, hogy egy automata leképezés mikor
lesz egyben véges automata leképezés is.

Jelblés: Legyen o : X% — A* automata leképezés.

- Minden z € ¥-ra a(z) az a(z) utols6 betije. (a(z) € A)

- Minden b € A-ra L, = {z € X1 | a(z) = b}.

(Megjegyezziik, hogy Upen Ly = XT.)

2.55. Tétel. Legyen a : ¥* — A* egy leképezés. A kivetkezs két allitas ekvivalens.
1) « véges automata leképezés
2) « automata leképezés és Vb € A-ra az Ly, nyelv reguléris.

Bizonyitas. 1) = 2): Mint méar lattuk, ha « véges automata leképezés, akkor automata
leképezés is.

A 245] tétel miatt feltehetjiik, hogy van egy olyan M = (Q, X%, A, §, 1) véges Moore-
gép és qo € Q, melyre a = 4. Definialjuk minden b € A-ra az N, = (Q, X, 9, qo, Fp)
automatat, ahol F, = {q € Q | u(q) = b}. Tehat N olyan X T-beli szavakat ismer
fel, amelyekre M outputjanak utolsd bettje b és esetleg még az € sz6t, amennyiben
w(qo) = b. Igy Ly = L(Ny) — {e}, vagyis L; felismerhetd.

al an
M n I |
Qo ol qn—1 ¢ €
wlqr) = b gn-1) =bn—1  plgn) =bn =10

2) = 1): Erre két bizonyitast is adunk.
1. bizonyitas: Vb € A-ra legyen p;, egy véges indexii jobbkongruencia, ami szaturalja

Lyt (az 2ZIT] tétel miatt van ilyen) és legyen p = () pp. Mivel valamennyi p, véges
beA
indexti jobbkongruencia, p is is az lesz és Vb-re p C py. Legyen M = (X*/p, %, A, 6, )

Moore-gép, melyre minden z € ¥* és a € X esetén:

e i(z/p,a) =za/p

tetszbleges, ha x € ¢/p

e u(z/p) = {

a(x) kiilénben.
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(Megjegyezziik, hogy M allapotai x/p alaktak, ahol x € ¥*.)

Az, hogy § joldefinialt, abbol kovetkezik, hogy p jobbkongruencia. Ugyanakkor, p is
joldefinialt, ami a kovetkez&képpen lathaté be. Ha z/p = y/p, akkor minden b € A-ra
z/py = y/py. Tovabba, mivel (Jycp Ly = X, van olyan b € A, hogy az x/p osztély

részt vesz az Ly nyelv elGallitasaban. Ezért a(x) = a(y) = b.
Az automatakhoz hasonloan, § kiterjesztésére most is igaz, hogy minden x,y € ¥*

esetén 0" (z/p,y) = xy/p.
Allitjuk, hogy Va-re a(z) = fhe /p(z). Valoban,

(i) Hax = ¢, akkor o(z) =¢ (la(x)| = || miatt) és
Pe/p(€) =€ (a Moore-gép altal indukalt leképezés definicidja szerint).
(ii) Hax = 2'a, akkor g ,(2'a) = pesp(a")p(a'a/p)
= aa)u(z/p) (indukcios feltevés)
= a(r)a(z) (u definicioja)
= o(z) (mert o automata leképezés).

2. bizonyitas: Legyen A = {by,...,b,}. Tegyiik fel, hogy az Ly, (1 < i < n) nyelv
felismerhets az M; = (Q;, %, 0;, ¢;, F;) automatéaval. Legyen N = (Q, %, A, , u) Moore-
2ép, ahol

L4 Q:leXQTL:{(pluapn)‘pleQu 1§Z§n}

e Minden (p1,...,pn) € Q-ra és a €  Yra 6((p1,...,pn)a) =
(51(p17a)7"'75n(pn7a))-

bjhadl <i<n:p, € F;ésV1<j<n, ha i# j akkor p; ¢ Fj
o u((p1,-...pn)) = ) -
tetszdleges kiilonben.

A ¢ atmenetfiiggvény tulajdonsaga lesz, hogy minden (p1,...,p,) € Q-raész € X*-ra
*((p1y--ypn),z) = (07 (p1,2),...,0" (pn,x)), vagy masik jeloléssel: (p1,...,pn)TN =
(p%le, LI 7pann)

Allitjuk, hogy minden z € ¥*-ra a(x) = fi(g,,....¢,) (7). Valoban:

(i) Ha z = ¢, akkor a(z) =¢ (la(x)| = |x| miatt)

H(qr,...qn)(€) = €. (a Moore-gép altal indukalt leképezés
definicidja szerint).

(ii) Ha x = 2’a, akkor

i, q)(@'0) = fi(gy, (@ )@@ any, - .., ana’ans,)
= ol )ulqam, .-, gura,) (indukcios feltevés)
= a(z)a(z) (1 definicioja)
= a(x) (mert o automata leképezés).

|
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2.6.4. Gépek minimalizalasa
Ebben a fejezetben megadjuk egy adott véges Mealy géppel ekvivalens, minimélis alla-

potszami Mealy gép konstrukcidjat.

2.56. Definicio. Legyen M = (Q,%,A,0,\) egy Mealy gép, pyr € @ x @ pedig a
kovetkezd relacid. Minden p, g € Q-ra

pPpMg = Ap=N( <= p~q).

2.57. Eszrevétel. Minden M = (Q, %, A, 8, \) Mealy gép esetén pys kongruencia M-
en.

Bizonyitas. Az, hogy pys ekvivalenciarelacid, konnyen belathatd. Tovabba minden
p,q € Q-ra:

e ppyv q=0(p,a) par 6(q,a), mert ezek is ekvivalensek (lasd 2:44] lemma).

® p pm q= Ap,a) = A(g, a), mert A(p,a) = Ap(a) és A(g,a) = Aq(a). O

2.58. Kovetkezmény. M és M/py gépek ekvivalensek.

Bizonyitas. R57] észrevétel és [2.43] kovetkezmény. O

M /ppr-et az M-hez tartozo redukalt gépnek nevezziik. Tovabba, azt mondjuk, hogy
M redukalt, ha M = M/pyy;.

2.59. Tétel. Az M = (Q,3,A,6,)\) és N = (P,X,A,d,\') Mealy gépek akkor és csak
akkor ekvivalensek, ha M /pyr = N/pn .

Bizonyitas. "<" irany: Az M ckvivalens M/pp-mel, M/pyr = N/pn, és az N/pn
ekvivalens N-nel Gsszefiiggésekbdl azonnal adodik, hogy M ekvivalens N-nel.

"=" irany: Elgszor megallapitjuk, hogy M/pyr ekvivalens N/pn-nel, mert: M/pys
ekvivalens M-mel, M ekvivalens N-nel és N ekvivalens N/py-nel.

Az M/pyv = (Q/pm, 2,0, 0p,,, Aprs) €8 N/pn = (P/pn, 2, A6, N ) jelolésekkel

?UPN PN

élve, definialjuk a ¢ : Q/prr — P/pn leképezést a kovetkezSképpen: ¢(q/par) = p/pn,
ha q/py és p/pn ekvivalensek. Egyrészt megmutatjuk, hogy ¢ bijekcio. Valoban,

e p réaképezés, mert M és N ekvivalensek és

e ¢ injektiv, mert M/pys redukalt (az ekvivalens allapotok mar 6ssze vannak vonva).

Masrészt ¢ homomorfizmus. Valoban,

1) @6y, (a/pnr,a)) = 6, (w(a/par), @)
Legyen ugyanis p/pn = ¢(q/pn). Ekkor q/pas és p/pn ekvivalensek, tehat az
2441 lemma miatt d,,,(q¢/pnr,a) és 0, (p/pn,a) is ekvivalensek. Kovetkezéskép-
pen:
©(0pa (a/ a1, ) = 6, (p/pn, a) = 0, (p(a/pnr), a).
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2) Now(a/prrsa) = N, (w(a/pm), a)

Ugyanis q/par és ©(q/par) ekvivalensek, igy barmely szora - az 1 hosszi a szora
is - ugyanazt a kimenetet adjak.

Tehat ¢ izomorfizmus, vagyis M /py = N/pn. O

2.60. Tétel. Tetszoleges M Mealy gép esetén legyen

Ky ={N | M és N ekvivalensek}.
Akkor M/py; minimalis Kps-ben. Tovabba, barmely Kjr-beli minimélis Mealy gép
izomorf M /pyr-mel.

Bizonyitas. Legyen N € K tetszbleges. Akkor a tétel szerint M/ppr = N/pn,
amely utobbi a 2.40] tétel miatt homomorf képe N-nek. Tehat M/pyr homomorf képe
barmely N € Kjy;-nek. Ezért M/pp; minimalis.

Ha N is minimalis, akkor az N-b&l M/pys-re képezs homomrfizmus injektiv, tehat
izomorfizmus. O

A kovetkezd tétel bizonyitasat gyakorlatnak szanjuk.

2.61. Tétel. Minden M véges Mealy gép esetén pys algoritmikusan kiszamithato.
Bizonyitas. Legyen M = (Q, 3, A,0,\). pa-et a kovetkezd pq, pa, . .. sorozattal koze-
litjiik.
(i) Legyen i = 1 és szamitsuk ki pi-et a kovetkezs Osszefiiggés alapjan: Vp,q € Q
esetén pp1g <= Va € X: A(p,a) = A(¢,a)

(ii) Szamitsuk ki p;i1-et : Vp,q € @ esetén pp;y1q <= ppiq és Ya € X :
d(p, a) pid(q,a)

(iii) Ha p; = pi+1, akkor &llj, kiilonben legyen i = ¢ + 1 és menjiink (ii)-re.

Ekkor p1 D p2 2 ... 2 p; 2 ...7 =7, tehat Fi : p; = pir1 = pi+2.... Erre az i-re
pum = pi- A bizonyitést az[2.27] lemma bizonyitasdhoz hasonléan végezhetjiik el. O

Az eddigieket osszefoglalva, megadjuk egy adott véges Mealy géppel ekvivalens, mi-
nimalis allapotszamu Mealy gép konstrukciéjat.

2.62. Tétel. Legyen M = (Q,%,A,§,\) tetszbleges véges Mealy gép. Szamoljuk ki
pu-t (2611 tétel) és hatarozzuk meg az M/py = (Q/pm, X, A, 6py, s Apy, ) faktorgépet.
Ekkor M/pyr az M-mel ekvivalens minimaélis allapotszamii Mealy gép.

Bizonyitas. Lasd 2.60. tétel. O
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2.6.5. Altalanositott szekvencialis gépek

2.63. Definicio. Az dltalanositott szekvencidlis gép egy M = (Q,X%, A, 6, qo, F') rend-
szer, ahol

e () egy véges, nemiires halmaz, az dllapothalmaz,

e X és A rendre az inpul- és output abécék,

0 CQ x X xA*xQ, véges halmaz, az dtmenetek halmaza,
® gy € Q, a kezdddllapot,
e ' C Q, a végdllapothalmaz.

Egy (p,a,u,q) € 6 atmenet intuitiv jelentése, hogy M a p allapotbol az a input jel
hatasara a q allapotba megy at, mikézben az u € A* output szo6t bocsatja ki.
M egy futdsdn egy olyan

w = (p07 al,U1,p1)(p1,CL2,U2,p2) cee (pn—27 an—laun—lypn—l)(pn—la anaunypn)

szot értlink, ahol n > 0 és minden 1 < i < n-re (p;j_1, a;, u;, p;) € 6.

Azt mondjuk, hogy a w futas elfogads, ha pg = qo és p, € F. A w futashoz hozzéaren-
deljiik az in(w) = a1 ...a, € ¥* és out(w) = uy ... u, € A* input és output szavakat.
Pontosabban, definialjuk az in : 6* — ¥* betii-beti homomorfizmust és out : §* — A*
homomorfizmust az in(p,a,u,q) = a és out(p,a,u,q) = u Osszefiiggésekkel.

Az M altal definialt (vagy indukalt) relaciot a

v = {(in(w), out(w)) | w az M elfogadé futasa }

formuléval definialjuk. Tehat 7,y C X% x A*.

Egy 7 C ¥* x A* relaciot szekvencidlis reldcionak neveziink, ha van olyan M altala-
nositott szekvenciélis gép, hogy 7 = 7.

A szekvencialis relaciok jellemezhetdk a kovetkezd tételben leirt modon. A tételt Nivat
tételeként emlitik a szakirodalomban.

2.64. Tétel. (Nivat tétele) Egy 7 C 3* x A* relaci6 akkor és csak akkor szekvencialis,
ha van olyan I abécé, L C I'* reguldris nyelv, ¢ : I'* — X* betii-betii homomorfizmus,
¥ I — A* homomorfizmus, hogy

7= {(pw), Y(w)) |w e L}.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy 7 szekvencialis, vagyis 7 = 7); valamely M =
(Q,2,A,0,q0, F) szekvencialis gépre. Megkonstrualunk egy olyan automatat, amely
pontosan M elfogadé futésait ismeri fel. Legyen ez N = (Q, I, 0w, qo, F'), ahol

o I'=9,
e minden p € Q és (p/,a,u,q") € T esetén
¢, hap=p

on(p, (v, a,u,q")) = {

nincs értelmezve,  kiilonben.
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Tehat N olyan szavakat fogad el, amelyekben a bettik M atmenetei, vagyis (p,a,u, q)
alakil rendezett négyesek. A konstrukciobol pedig azonnal lathaté, hogy N akkor és
csak akkor fogad el egy szot, ha teljesil ra a kovetkezd harom feltétel:

e az els6 betiiben 1évé elsd allapot g,

e az elsd beti kivételével minden bettiben 1évE elsé allapot megegyezik a megel$zd
bettiben 1évé mésodik allapottal és

e az utolsé betld masodik allapota F-beli.

Kovetkezésképpen, N éppen M elfogado futasait ismeri fel, vagyis
L(N)={w eI'" | waz M elfogado futasa }.
Legyen ezutéan a ¢ = in és ¢ = out. Kapjuk, hogy

™ = {(p(w), P(w)) | w € L(N)}.

Mivel L(N) regularis nyelv, készen vagyunk.

Megforditva, tegyiik fel, hogy van olyan I' 4bécé, L C I'* regularis nyelv, ¢ : I'* — X*
bet-betd homomorfizmus, ¢ : I'* — A* homomorfizmus, hogy 7 = {(p(w), ¥ (w)) |
w € L}. Tegyiik fel, hogy L-et az N = (Q,T,0,qo, F') automata ismeri fel (vagyis
L = L(N)). Konstrualjuk meg M = (Q,X, A, dn,qo, F) altalanositott szekvencialis
gépet, ahol

o = {(p7a7u7Q) | p,q € Q, (HC € F) : 5(p7 C) = (L(:D(C) =acés ¢(C) = u}

A konstrukciobol kovetkezik, hogy

w = (po, a1, ur, p1)(p1,a2,u2,p2) ... (Pn—1, an, Un, Pr)

az M egy futésa, akkor és csak akkor, ha van olyan ¢; ... ¢, € I'*, hogy 6*(po,c1 ... ¢cn) =
pn tovabba, amelyre p(c1...c,) = ay...a, = in(w) és Y(cp...cp) = up...uy =
out(w).

Ebbdl kévetkezik, hogy w akkor és csak akkor elfogadé futés, ha van olyan ¢ ...¢, €
L(N), hogy ¢(cy...cp) =in(w) és ¥(cy ... c,) = out(w). Tehat 7 = 7. O
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3. Kornyezetfiiggetlen nyelvek

3.1. Kornyezetfiiggetlen nyelvtanok atalakitasa

Gyakran sziikség van arra, hogy egy kornyezetfiiggetlen nyelvtanon olyan atalakitéasokat
hajtsunk végre, melyek nem valtoztatjak meg a nyelvtan altal generalt nyelvet. Ebben
a részben néhéany ilyen nevezetes atalakitast ismertetiink.

3.1.1. Lancszabaly-mentesités

3.1. Definici6. Tetszleges G = (N, 3, P, S) nyelvtan esetén az A — B alaku szabéalyo-
kat ldncszabdlyoknak nevezziik. Tovabbé, amennyiben P-ben nincsenek lancszabalyok,
gy azt mondjuk, hogy G ldncszabdlymentes. O

3.2. Lemma. Legyen G = (N, X, P, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan. Megadhaté olyan
G' = (N,%, P, S) lancszabalymentes kornyezetfiiggetlen nyelvtan, amelyre L(G') =
L(G). Amennyiben G regularis, ugy G’ is regularis lesz.

Bizonyitas. El6szor minden A € N-re meghatarozzuk azon B € N nemterminélisok
halmazat, melyekre A =* B tgy, hogy a levezetés kozben csak lancszabélyokat alkal-
maztunk. Jeloljiik ezt a halmazt Ny-val. Megjegyezziik, hogy A € N4 (mivel A =* A
nulla szamu lancszaballyal.) Az N4 halmaz kiszamitasat a kovetkezo iteracioval végez-
ziik:

(i) Legyen No = {A} (mert A € Ny4) és legyen ¢ = 0.
(ii) Legyen N;y1 = N;U{C € N |3 B € N; ugy, hogy B — C € P}.

(iii) Amennyiben N; = N;y1 legyen Ny = N;, kiilonben legyen ¢ = i + 1 és ismételjiik
meg a (ii) pontot.

Az olvasora bizzuk annak igazoldsat, hogy a fenti algoritmus valéban N -t hatarozza
meg.
Most konstrualjuk meg P’-t a kovetkezéképpen:

P =
Minden A € N-re,
minden B € N4-ra,
minden B — « € P szabaly esetén:
Ha B — « nem lancszabély akkor
vegyiik fel az A — « szabalyt P’-be;

Nyilvanvalo, hogy P’-ben nem lesznek lancszabalyok, ugyanakkor P’ tartalmazni fog
minden olyan P-beli szabalyt, ami nem lancszabaly. Az is nyilvanvald, hogy ha G 3
tipusi akkor G’ is az lesz. Tovabba, az is teljesiilni fog, hogy L(G’') = L(G), ez utobbi
a kovetkezdk miatt.

Minden olyan G-beli levezetésben, ami S-bél indul ki és terminalis széban végzd-
dik, alkalmazhatunk lancszabalyokat. Ilyenkor egy A nemterminalisbol indulunk ki,
alkalmazunk valamennyi lancszabalyt, amelyekkel elériink egy B nemterminéalist, majd
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alkalmazunk egy B — « szabalyt, ami nem lancszabaly. (Ez utobbi lépés sziikségsze-
riien bekovetkezik, mert kiilonben nem érhetnénk el a terminalis szot.) Ekkor azonban
teljesiil, hogy B € N4 és, hogy B — «a € P, tehat az A — « szabaly P’-ben van.
Kovetkezésképpen A-bol levezethets oo G'-ben egyetlen 1épésben. Ilyen modon a G-beli,
S-bél induld és termindlis szoban végzdds levezetésekben alkalmazott lancszabélyok
elhagyhatok, és a levezetés megkaphatd P’-beli szabalyokkal is.

Megforditva, minden G’-beli levezetésben alkalmazott szabaly vagy P-ben is benne
van, vagy helyettesithet6 P-beli lancszabalyok sorozatanak és egy nem lancszabalynak
az alkalmazasaval. O

A lemmaban szerepl6 konstrukciot egy 3 tipusi nyelvtanon mutatjuk be.

3.3. Példa. Legyen G az a 3 tipusi nyelvtan amelynek szabalyai a kévetkezdk:
-S— Alab
A — B|bA

B—bB|C|a
- C = bb.

Az Ng, N, Np és N¢ halmazokat kiszamolva, kapjuk, hogy: Ng = {S, A, B,C}, Ny =
{A,B,C}, Ng = {B,C} és No = {C}. Ezutan kapjuk, hogy G’ szabalyai a kovetkezsk

lesznek:

S — ab|bA|bB|a | bb

~ A—bA|bB|a|bb
B — bB|bb|a

- C — bb.

3.1.2. e-mentesités

3.4. Definicié. Egy G = (N, 3, P, S) kornyezetfliggetlen nyelvtan e-mentes, ha P nem
tartalmaz A — e alaku szabéalyokat, kivéve esetleg az S — & szabalyt. Ha azonban
S — e € P, akkor S nem szerepel semelyik P-beli szabély jobb oldalan. O

Minden kornyezetfiiggetlen nyelvtan e-mentes alakra hozhatd, pontosabban igaz a
kovetkezd allitas.

3.5. Lemma. Tetszbleges G = (N, X, P, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz megkonst-
rualhaté olyan e-mentes G' = (N', X, P',S’") kornyezetfiiggetlen nyelvtan, melyre
L(G) = L(G@).
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Bizonyitas. Legyen tehat G = (N, X, P, S) egy tetszdleges kornyezetfiiggetlen nyelvtan.
A lemmat két 1épésben bizonyitjuk be.

a) Elgszor megadunk egy olyan e-mentes G; = (N,3, P;,S) nyelvtant, melyre
L(G1) = (L(G) — {¢}). Ehhez meghatarozzuk azon nemterminalisok H halmazat,
melyekbdl levezethets €. H a kdvetkezd iteracioval hatéarozhaté meg.

(i) Legyen Hy ={A € N|A —»c€ P} ési=1
(ii) Legyen H;y1 = H;U{A € N|(3A — a € P) tgy, hogy a € H/}.

(iii) Ha H;y1 = H;, akkor alljunk meg, kiilonben legyen i = i + 1 és hajtsuk végre az
(ii) lépést.

Konnyen igazolhato, hogy minden A € N-re akkor és csakis akkor teljesiil A =, €, ha
van olyan i, hogy A € H;. (Nevezetesen az elegenddség i szerinti indukcioval bizonyit-
hato, a sziikségesség pedig az A =, € levezetés lépéseinek szama szerinti indukcioval.)
Tovabbé az iteraciés algoritmus terminal, mivel H; C Hy C ... N, ezért van olyan 1,
hogy H;, = Hj,+1. Az is konnyen lathato, hogy ezen ig-ra H;yy1 = Hij42 = .... Az ed-
dig elmondottakbol kovetkezik, hogy A € H;, akkor és csakis akkor teljesiil, ha A =" ¢,
tehat a H = H;, valasztas megfelels lesz. (Mellesleg ¢ € L(G) akkor és csak akkor, ha
SeH.)

Most megadjuk Gi-et, amihez definidljuk P; szabalyhalmazt a kovetkezGképpen. Le-
gyen P; a legsziikebb olyan halmaz, melyre teljesiil, hogy

- minden olyan A — « € P szabély esetén melyre o # ¢,

- minden olyan A — «1 szabaly Pj-ben van, melyre o1 # € és oy ugy keletkezik
a-bol, hogy toroljiik belle H-beli nemterminélisok 0 vagy tébb elGfordulasat.

(Példaul, ha A, B € H és az A — aCBbAB szabaly P-beli, akkor az A — aCBbAB,
A — aCbAB, A — aCBbB, A — aCBbA, A — aCbB, A — aCbA, A — aCBb és
A — aCb szabélyok mindegyike Pj-ben lesz. Ugyanakkor, ha C' — AB is P-ben van,
akkor a C'— A és a C' — B szabalyok is Pj-be keriilnek, de C' — ¢ mar nem.)

Végiil legyen Gy = (N, X, P;,S). Nyilvanvalé az, hogy G7 e-mentes lesz, hiszen az
a1 # € feltétel miatt egyetlen e-szabélyt sem vettiink fel Pj-be. Ugyanakkor az

L(G1) = (L(G) — {e})

feltétel is teljesiil, ami a kdvetkezSképpen lathato be.

Egyrészt L(G1) C (L(G)—{e}), mivel ha vesziink egy G1-beli levezetést, akkor abban
minden olyan A — «q, P;-beli szabaly alkalmazasa, amely nincs P-ben, helyettesithetd
azon A — «, P-beli szabéllyal amelyb&l A — «y keletkezett és azon nemterminélisok
e-ra torténd levezetésével, amelyeket a-bdl elhagytunk.

A forditott iranya (L(G) —{e}) C L(G1) tartalmazas pedig azért igaz, mert ha alkal-
mazunk egy A — « P-beli szabélyt, majd a-bol egy e-tdl kiillonbozd szot vezetiink le
tgy, hogy ugyanakkor az a-ban szerepld 0 vagy tobb nemterminalishol e-t vezetiink le,
akkor A — « alkalmazéasa helyettesitthetd egy olyan A — oy Pj-beli szabaly alkalma-
zésaval, melyet A — a-bol kaptunk.
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b) Most masodik lépésként, a Gy ismeretében megadjuk a lemméaban szereplé G'-t a
kovetkezSképpen. Ha e ¢ L(G) (vagyis, ha S ¢ H), akkor legyen G’ = Gy, kiilonben
pedig legyen G' = (N U{S'}, X, PLU{S" — 5,5 — ¢},5’). Nyilvanvalo, hogy mindkét

esetben G’ is e-mentes, és L(G') = L(G). O
3.60. Példa. Legyen G az alabbi nyelvtan:

S — ABC

A — BB]e

B — CCla

C — AA|b.

Adjuk meg a G-vel ekvivalens e-mentes nyelvtant!

ABE] Lemméban leirt médon el6szor meghatéarozzuk azon nemterminélisok H halma-
zat, amelyekbdl levezethets e. Kapjuk, hogy Hy = {A}, Ho = {A,C}, Hs = {A, C, B},
Hy ={S,A,C,B} és H; = {S,A,C, B}, tehat H = {S, A,C, B}. Mellesleg ¢ € L(G),
mivel S € H.

A kovetkezd 1épésben megkonstrualjuk Gi-et:

S — ABC|AB|BC|ACI|A|B|C

A - BB|B

B — CC|C]la

C — AA|A|b.
Ezen Gi-re L(G1) = (L(G) — {e}). A G-vel ekvivalens G’ e-mentes nyelvtant agy
kapjuk, hogy G szabalyaihoz hozzéavessziik még az S — S és S’ — e szabalyokat, ahol
S’ lesz az 1) kezdGszimbolum. O

3.1.3. A felesleges szimbdlumok elhagyasa

A kornyezetfiiggetlen nyelvtan definicidja megenged olyan redundéans eseteket is, me-
lyeket a gyakorlatban célszerd elkeriilni. Példaul tekintsiik azt a nyelvtant, melynek
szabélyai S — alaB, A — b és B — Be. Nyilvanvalo, hogy ez a nyelvtan ekviva-
lens az egyetlen S — a szabélyt tartalmazd nyelvtannal, mivel az S — aB, A — b
és a B — Bc szabalyok nem alkalmazhatok egyetlen olyan levezetésben sem, amelyik
S-bél indul ki és egy terminalis szoban végzddik. Az A — b szabély esetén ennek az
az oka, hogy az A nemterminalis "nem érhets el" S-bél kiindulé levezetéssel, mig az
S — aB és a B — Bc szabalyok azért nem alkalmazhatoak, mert (habar B elérhetd
S-bol) B-bél nem vezethetd le egyetlen terminélis sz6 sem. Ebben a részben az ilyen
"rossz" tulajdonsigokkal rendelkezé szimbolumok felderitésére és kisziirésére alkalmas
algoritmusokat adunk meg.

3.7. Definici6. Legyen G = (N,X, P,S) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan. Az X €
(N U X) szimbolumrol azt mondjuk, hogy haszndlhatd, ha vannak olyan z,y,z € X*
szavak, amelyekre S =* Xz =* zyz. (Megjegyezziik, hogy ha X € ¥, akkor X = y.)

O

Célunk egy olyan algoritmus megadasa, amellyel kornyezetfiiggetlen nyelvtanokbol ki
tudjuk sziirni a nem hasznéalhato (vagy felesleges) szimbolumokat és ezaltal minden kor-
nyezetfiiggetlen nyelvtanhoz meg tudunk adni egy vele ekvivalens, és csak hasznalhato
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szimbolumokat tartalmazé nyelvtant. Ezt két 1épésben érjiik el, el6szor az tin. nem
produktiv nemterminalisokat sztirjiik ki.

3.8. Definici6é. Legyen G = (N, X, P, S) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan. Az A € N
nemterminalisrol azt mondjuk, hogy produktiv, ha van olyan z € ¥* sz6, amelyre A =*
Z. O

A fenti definiciobol kovetkezik, hogy L(G) # 0 akkor és csak akkor all fenn, ha S
produktiv.

3.9. Lemma. Legyen G = (N, X, P, S) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan. Ha L(G) # 0,
akkor megadhato olyan G7 = (N1, %, Py, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan, melyre L(G) =
L(G,) és minden Nj-beli nemterminalis produktiv.

Bizonyitas. Elgszor kiszamoljuk az N-beli produktiv nemterminélisok U halmazat. U
a kovetkezd iteracioval hatdrozhaté meg.

(i) Legyen U; = {A € N|(3A — x € P) valamely x € ¥*-ra} és legyen i = 1.
(i) Legyen U1 =U; U{A € N|(3A — « € P) ugy, hogy a € (U; UX)*}.
(iii) Ha U4 = U;, akkor alljunk meg, kiilonben legyen ¢ = ¢ 4+ 1 és hajtsuk végre az
(ii) lépést.

Megint csak kénnyen igazolhat6, hogy minden A € N-re akkor és csakis akkor teljestil
A =7 z valamely z € ¥*-ra, ha van olyan i, hogy A € U;. (Az elegend6ség most is
i szerinti indukciéval bizonyithato, mig a sziikségesség az A =, z levezetés lépéseinek
szdma szerinti indukcioval.) Tovabbé az iteracios algoritmus terminal, mivel Uy C Uy C

... N, ezért van olyan ig, hogy U;, = Uj,+1. Az is konnyen lathato, hogy ezen igp-ra
Uip+1 = Uiy+2 = .... A fentiekbdl kiévetkezik, hogy A € U;, akkor és csakis akkor

teljesiil, ha A produktiv, tehat az U = Uj;, valasztas megfelels lesz.

Melléktermékként kapjuk, hogy L(G) # 0 akkor és csak akkor, ha S € U.

Most megadjuk a G7 nyelvtant. Ha L(G) # 0 (tehat, ha S € U), akkor legyen
N; = U, élljon Py azon P-beli szabalyokbol, amelyek csak (/N7 UX)-beli szimbolumokat
tartalmaznak, és legyen G1 = (N1, %, P, S).

Nyilvanvalé az, hogy minden Ni-beli nemterminélis produktiv. Azt kell még igazolni,
hogy L(G1) = L(G), mas szoval, hogy minden x € ¥*-ra, S =, x akkor és csakis akkor,
ha S =§ @ Ha S =g w, akkor S =, x is sziikségszertien teljesiil, mivel Py C P.
Forditva, ha S =, x, akkor valamennyi ebben a deriviciéban szereplé nemtermindlis
produktiv, tehat valamennyi ebben a derivaciéban szerepls szabaly Pj-ben is ott van.
Ezért S =¢, z. O

A kovetkezdkben a nem elérhets szimbolumok kisztirésével foglalkozunk.

3.10. Definicié. Legyen G = (N, X, P, S) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan. Az X €
(N U Y) szimbolumrol azt mondjuk, hogy elérhetd, ha vannak olyan «, 5 € (N U X)*-
beli szavak, amelyekre S =* aXf3. (Méas szoval X elérhetd, ha el6fordul valamely
mondatformaban.) O
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3.11. Lemma. Legyen G = (N,X, P, S) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan. Ha Y-ban
van legalabb egy elérhetd terminélis, akkor megkonstrualhato olyan G’ = (N', ¥/, P’, S)
kornyezetfiiggetlen nyelvtan melyre L(G) = L(G’) és G'-nek minden szimboluma elér-
hetd.

Bizonyitas. Elgszor kiszamoljuk az (N U X)-beli elérhets szimbolumok H halmazat.
H a kovetkezd iteracioval hatéarozhatéo meg. Legyen

(i) Legyen Hy = {S} és legyen i = 0.
(i) Legyen Hix1 = H;U{X € (NUX)|(3A — aX € P) ugy, hogy A € H;}.

(iii) Ha H;y; = H;, akkor alljunk meg, kiilonben legyen ¢ = ¢ + 1 és hajtsuk végre az
(ii) lépést.

Igazolhato, hogy minden X € (N U X)) esetén, X akkor és csakis akkor érhetd el, ha
van olyan i, hogy X € H;. Tovabb4, az iteracios algoritmus terminél, mivel Hy C Hy C
... (N UZX), ezért van olyan ig, hogy H;, = Hi,+1. Ezen ip-ra Hjj11 = Higr2 = .. ..
A fentiekbdl kovetkezik, hogy X € H;,, akkor és csakis akkor teljesiil, ha X elérhetd,
tehat a H = H,;, valasztas megfelel§ lesz.

Most megadjuk a G’ nyelvtant. Legyen N’ = NN H, ¥ = YN H és alljon P’
azon P-beli szabalyokbol, amelyek csak (N’ U X')-beli szimbolumokat tartalmaznak.
Amennyiben ¥ # (), legyen G' = (N', 3, P', S).

Nyilvanval6 az, hogy minden (N'UY')-beli szimbolum elérhets. Azt kell még igazolni,
hogy L(G’) = L(G), vagyis, hogy minden x € ¥*-ra, S =, = akkor és csakis akkor, ha
S =¢ x. Ha S =%, x, akkor S =, x most is sziikségszertien teljesiil, mivel P’ C P.
Forditva, ha S =7, x, akkor valamennyi, ebben a derivacioban szereplé szimboélum
elérhets, tehat valamennyi, ebben a derivicioban szerepls szabaly P’-ben is ott van.
Ezért S =¢, z. O

A produktiv tulajdonsagra és a szimbolumok elérhetségére vonatkozo eredményeink
kombinalasaval kapjuk a kovetkezs tételt.

3.12. Tétel. Legyen G = (N, X, P, S) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan. Ha L(G) # ()
és Y-ban van elérhet6 terminalis, akkor megkonstrualhato olyan G/ = (N, ¥/, P, S)
kornyezetfiiggetlen nyelvtan melyre L(G) = L(G’) és G'-nek minden szimbo6luma hasz-
nélhato.

Bizonyitas. Elgszor alkalmazzuk G-re a [3.9] Lemmaban szerepls algoritmust. Ha
L(G) # ), akkor konstrualjuk meg a G-vel ekvivalens G; = (N1, 3, P;, S) nyelvtant,
melynek minden nemterminéalisa produktiv.

Ezutan alkalmazzuk a B.IT] Lemméban szerepld algoritmust Gi-re. Ha 3-ban van
legalabb egy elérhetd terminalis (vagyis, ha ¥ N H # ), akkor konstrualjuk meg G’ =
(N',)3', P', S) nyelvtant.

Allitjuk, hogy ez a nyelvtan eleget tesz a tételben szerepld feltételeknek. Valoban, a
391 és a BIT] Lemmak miatt L(G) = L(G1) = L(G").

Azt is megmutatjuk, hogy G’ minden szimboluma hasznalhato. Indirekt modon bizo-
nyftunk. Tegyiik fel, hogy van olyan X € (N'UY) szimbolum, amely nem hasznalhato,
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vagyis nem léteznek olyan x,y,z € ¥ szavak, amelyekre S =¢, v Xz =¢, zyz. Ez
kétféleképpen lehetséges.

Egyrészt lehet ugy, hogy mar az S =, v Xz derivicié sem teljesiil semmilyen z,z €
Y¥*-ra. Ugyanakkor, mivel G’ minden szimboluma (és igy X is) elérhets, vannak olyan
a,f € (N'UXY)* szavak, melyekre S =7, aX 3. Mivel G’ definicioja miatt P’ C Py, az
is igaz, hogy S =, aXp. Tovabb4, mivel Gi-ben minden nemtermindlis produktiv,
vannak olyan 2', 2" € ¥* szavak, melyekre S =¢, 2'X2’. Viszont ebben a levezetésben
szerepld valamennyi szimbolum elérhetd, tehat 2/, 2" € ¥ és S =7, 2/ X2/ is teljesiilnek,
ami ellentmond feltevésiinknek. Igy az els eset nem lehetséges.

Marad a maéasodik eset, vagyis amikor léteznek olyan z,z € X'* szavak, amelyekre
S =%, Xz, de X =7, y nem teljesiil semmilyen y € ¥*-ra. Ez csak ugy lehet, ha
X € N’ és X nem produktiv G’-ben. Ugyanakkor, mivel Gi-ben minden nemterminalis
produktiv, és N' C Ny, van olyan y' € ¥*, melyre X =, y'. De ekkor a P’ C Py
feltétel miatt azt kapjuk, hogy S =, rXz =, xy'z. Mivel minden, ezen derivacioban
szerepld szimbolum elérhetd, kapjuk, hogy S =¢ v Xz =7, xy'z, ami ellentmondas.

Osszevetve azt kaptuk, hogy G’ minden szimboluma hasznalhato. O

3.13. Példa. Legyen G az alabbi szabalyokbol all6 nyelvtan:

S — A|B

A — aB|bS|b

B — AB|Ba

C — AS|b.
Konstrualjuk meg a G-vel ekvivalens azon G’ nyelvtant, melynek minden szimb6luma
hasznalhato!

A BI2] Lemméaban szerepls algoritmust kovetve, el@szor meghatarozzuk G produktiv
nemtermindlisait, a B.9] Lemméban megadott modon. Kapjuk, hogy U; = {A,C},
Uy ={S,A,C}, U3 ={S,A,C}, tehat G-ben csak a B nem produktiv. Csak azokat a
szabélyokat tartjuk meg, amelyekben S, A, C, a és b szerepelnek. Igy kapjuk az alabbi
G'1 nyelvtant:

S = A
A — bS|b
C — AS|b.

Most a BIT] Lemméban megadott modon kiszamoljuk az S-bdl elérhetd szimbolu-
mokat. Ekkor Hy = {S}, Hy = {S, A}, Hy = {S, A, b}, Hs = {S, A, b}, tehat a Gi-ben
elérhets szimbolumok S, A és b. Csak ezen szimbolumokbol 4ll6 szabalyokat megtartva

kapjuk G’-t:
S = A
A — bS|b.
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3.1.4. A balrekurzié megsziintetése

3.14. Definicié. Legyen G = (N, %, P, S) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan és legyen
AeN.

- Azt mondjuk, hogy A kézvetleniil balrekurziv G-ben, ha P-ben van A — A« alaku
szabély.

- Tovabba, A balrekurziv G-ben, ha van olyan o € (N UX)* sz6, amelyre A =71 Aa.

- Végiil a G nyelvtan balrekurziv, ha tartalmaz legalabb egy balrekurziv nemtermi-
nélist.

O
A fenti definiciobol kovetkezik, hogy minden koézvetleniil balrekurziv nemterminalis
egyuttal balrekurziv is. Példaul az aritmetikai kifejezéseket generald G, :

-K—-K+T K—=1T,
-T—>TxF,T—F,

-F—(K),F—a

esetében a K nemterminalis kozvetlenill balrekurziv, és igy G, is balrekurziv.

Tetsz6leges G nyelvtan és A nemterminalis esetén nyilvanval6 annak megéllapitasa,
hogy A kozvetleniil balrekurziv-e G-ben: csak meg kell nézni, hogy G-nek van-e A —
A« alaka szabalya. Annak eldontése, hogy A balrekurziv-e mar nem ilyen egyszerti,
ugyanakkor nem is nehéz.

3.15. Lemma. Tetszbleges e-mentes G = (N, 3, P,S) nyelvtan és A € N esetén el-
doénthets, hogy A balrekurziv-e G-ben.

Bizonyitas. Szamoljuk ki a
Hy={BeN|A={ By}

halmazt. Mivel G e-mentes, A akkor és csak akkor balrekurziv, ha A € H4.
H 4 kiszamitasa a kovetkez§ iteracios algoritmussal torténik:

1. Legyen i =0¢s H; ={B € N|A — Ba € P},
2. Legyen H;11 = HiU{B € N|3(C € H;) : C - Ba € P},
3. Ha H;,1 = H;, akkor alljunk meg, kiilonben legyen i = ¢ 4 1, és menjiink 2-re;

Nyilvanvalé annak igazolasa, hogy az algoritmus véges 1épés utan H; = H mellett
terminal. O
Most kifejlesztiink egy olyan modszert, amellyel a balrekurzié kikiiszobolhets egy
nyelvtanbol anélkiil, hogy az altala generalt nyelv megvéltozna.
Sziikséglink lesz a kovetkezd lemmara.
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3.16. Lemma. Legyen G = (N, X, P, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan és legyen A —
aBf € P (vagyis tekintsiik G-nek egy olyan szabalyat melynek jobb oldalaban szerepel
legalabb egy nemterminalis). Legyenek a B bal oldala szabalyok B — ~1|...|vn.
Legyen

P =(P—-{A—aBB})U{A = anp,...,A— ayB},

és G' = (N,%, P',S). Akkor L(G) = L(G") és ha G e-mentes, akkor G’ is az.

Bizonyitas. El6szor is megjegyezziik, hogy ha G e-mentes, akkor P’-be sem vesziink
fel e-szabalyokat, tehat G’ is e-mentes lesz.

Az L(G") C L(G) tartalmazas is nyilvanvalo. Valoban, minden G’-beli levezetésben
alkalmazott P’-beli szabaly vagy P-ben is benne van, vagy A — a~;3 alaku, ahol 1 <
i < n. Ez utobbi szabély alkalmazésa azonban helyettesithets az A =g aBf =g a5,
két 1épéses G-beli levezetéssel. Ilyen modon minden G’-beli levezetés szimulalhato G-
beli levezetéssel.

A forditott iranyu L(G) C L(G') tartalmazast a kovetkezSképpen bizonyitjuk. Legyen
x € L(G), vagyis feltessziik, hogy S =% . Ha ezen levezetésben nem alkalmaztuk az
A — aBf szabalyt, akkor minden alkalmazott szabaly P’-ben is benne van, tehat
S =¢, x. Ellenkez6 esetben tekintjiik S =7, x-ben az A — aBf szabaly legelsé
alkalmazasat és felirjuk a levezetést

S :>E OélAﬂl
= «a1aBBf (ez A — aB[3 els6 alkalmazasa)
% oja/BES,
=q¢ advf By (a B helyettesitése)

=4 rdvyy) =«
alakban. Ez a G-beli levezetés azonban helyettesithetd a kdvetkezs levezetéssel:
S =t aAp (eddig nem alkalmaztuk A — aBf-t)
=a  a1ayBB (mert A — a8 € P')
=% o
=7 xdzyy) =

Ezéltal egy olyan "vegyes" levezetést kaptunk melyben mind P mind P’-beli szabalyok
szerepelnek, ugyanakkor az A — aBf szabalyt eggyel kevesebbszer alkalmaztuk benne
mint az eredeti levezetésben. A fenti eljarast iteralva (vagyis az A — aBf szabéalynak
mindig a legelss alkalmazasat tekintve) végiil az x szonak egy olyan levezetését kapjuk,
amelyben az A — aBf3 szabialy nem szerepel, tehat amely G’-beli. Kovetkezésképpen
x € L(G"). 0

Amennyiben egy G’ nyelvtan egy G nyelvtanbol a B.I6] Lemmaban leirt médon
all els, akkor azt mondjuk, hogy G’-t 1 tipusi transzforméacioval kapjuk G-bél. Az 1
tipusu transzformécié tehat megdérzi a nyelvtan altal generélt nyelvet.

Az 1 tipusu transzformacié akkor is miikodik, ha az A — aBf szabalyban A = B.
Tegyiik fel példaul, hogy az A — aAA szabaly G-beli, és A alternativaii A — aAA|b.
Ekkor 1 tipust transzformaciot hajtunk végre G-n, ha az A — aAA szabélyt toroljiik
és helyette bevessziik az A — aa AAA | abA szabalyokat. Az igy kapott G’-ben az A bal
oldala szabalyok tehat A — aaAAA|abA|b lesznek.

Most egy tjabb transzforméciot ismertetiink, amely a kozvetleniil balrekurziv szim-
boélumok széamanak csokentésére iranyul.
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3.17. Lemma. Legyen G = (N, X, P, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan, amely nem tar-
talmaz A — A alaku szabalyokat. Legyen tovabba A € N kozvetlenil balrekurziv, és
legyenek az A bal oldala szabalyok

A—)Aa1||Aan|Bl||ﬁm,
ahol f1,..., Bm egyike sem kezdsdik A-val. Legyen
- Ny = NU{A'}, ahol A’ ¢ (N UX) egy Gj nemterminalis,

- legyen P, = (P — {A — Aaq,..., A — Aa,}) U P, ahol

P = (A BA,.. . Ao B A
U {A - ad,....A = a,A"}
U {A —=ag,....,A = a,}.

- és végil legyen G = (N1, %, P, 5).

Akkor L(G) = L(G1) és A nem kozvetlenill balrekurziv Gi-ben. Tovabba, ha G e-

mentes, akkor G is az.

Bizonyitas. (Vazlat.) A masodik allitas nyilvanvalo és az is nyilvanvalo, hogy A nem
kozvetleniil balrekurziv Gi-ben. Az L(G) = L(G1) egyenlSség igazolasahoz elegendd
megmutatni, hogy minden C' € N-re és x € ¥*-ra

C =, = akkor és csakis akkor, ha C' =, | z.

Tegyiik fel, hogy C ={,; . Ezen levezetésben szerepld, nem A-ra vonatkozo helyet-
tesitések Gi-ben is elvégezhetSk, mert a nem A bal oldalii szabalyok Pj-ben is benne
vannak. Az A nemterminalisbol kiinduloé rész-derivaciok pedig

A =Gl Aa,-l =Gl =Gl Aaik 01 =G ﬂjaik e 751 :>E,l YjTik - - - Tl
alaktiak. Ez a rész-derivacio viszont helyettesithets az

/ / / /
A=c BiA =6, YA = YionA =6, YiziA =6 - =any

sk
YjTik - - - Ti2Qi1 =Gy 1 YjTik - - - Ti2Til,

Gi-beli derivacioval. Igy C :>E17l x is teljesiil. A formalis bizonyitas a C :>E,l T
levezetés hossza szerinti indukcioval végezhets el. A megforditott iranya kévetkeztetés
hasonléan végezhets el. O

Amennyiben egy G7 nyelvtan egy G nyelvtanbol a BI7] Lemméaban leirt moédon 4ll
els, akkor azt mondjuk, hogy G1-et 2 tipust transzformécioval kapjuk G-bél. A lemma
szerint a 2 tipusa transzformécié is megdrzi a nyelvtan altal generalt nyelvet, tovabba,
eggyel csokkenti a nyelvtanban szerepld kozvetleniil balrekurziv nemterminalisok szé-
mat. (Valoban, a BI7] Lemmaban szereplé G nyelvtanban A kozvetlentil balrekurziv,
de Gi-ben méar nem, ugyanakkor A’ pedig nem kozvetleniil balrekurziv G-ben.)

A 2 tipusu transzformaciora vonatkozd eredményekbdl azonnal adoddik a kovetkezd
tétel.
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3.18. Tétel. Tetszdleges G = (N, X, P,S) kirnyezetfiiggetlen nyelvtanhoz megkonst-
ruélhaté olyan G; = (N1,%, Py, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan amely nem tartalmaz
kozvetleniil balrekurziv nemterminéalisokat és amelyre L(G) = L(G1).

Bizonyitas. G-bdl kiindulva, addig alkalmazzuk a 2 tipusii transzforméciot, amig el
nem fogynak a kozvetleniil balrekurziv nemterminalisok. O
Végiil kimondhatjuk ezen rész f6 eredményét.

3.19. Tétel. Tetszileges G kirnyezetfiiggetlen nyelvtanhoz konstrudlhaté olyan G’
nem balrekurziv kornyezetfiiggetlen nyelvtan, amelyre L(G) = L(G").

Bizonyitas. Legyen G = (N, X, P, S). Tegyiik fel, hogy G e-mentes és nem tartalmaz
A — A alaku szabalyokat. Hajtsuk végre a kdvetkezs algoritmust.

(1) A BIRI tételben szereplé modon kiiszoboljiik ki G-bél a kozvetlentil balrekurziv
nemterminalisokat.

(2) Ha ezek utan G-ben nem marad balrekurziv nemterminalis, akkor készen vagyunk.
(Megjegyezziik, hogy a BI5] lemma szerint ez a tulajdonsdga G-nek algoritmikusan
eldonthetd.)

Ellenkez6 esetben vegyiink egy A nemterminélist amely balrekurziv G-ben. Legyenek
az A bal oldala szabalyok A — ~1|... |y,. Mivel A nem kozvetlenil balrekurziv, a
Y1, ...,V Szavak egyike sem kezdddik A-val. Ugyanakkor A balrekurziv, tehéat tehat
P-ben lennie kell egy B — A szabalynak, melyre B # A és egy

A =% B =g ABS = Aa

derivacionak. Toroljik P-bdl ezt a B — AfS szabalyt és vegyilik be helyette a B —
B | ... | B szabalyokat. Ezéaltal G-n egy 1 tipust transzforméciot hajtunk végre,
tehat a nyelvtan altal generélt nyelv nem véltozik.

Amennyiben a fenti eljarast minden B — A alaku szabalyra elvégezziik, A nem lesz
balrekurziv (mert A-bol indulva "nem talalunk vissza A-hoz"). Ugyanakkor, amennyi-
ben valamelyik ~; B-vel kezdddik, az igy kapott nyelvtanban a B — ;3 szabaly miatt
B kozvetleniil balrekurzivva valik. Ha azonban B ily moédon kozvetleniil balrekurzivva
valt, akkor mar el6tte is balrekurziv volt, mert B =g AB =g 75 és 7; B-vel kezdddik.
Tehét valojaban cstkkenteni tudtuk G balrekurziv nemterminélisainak szamét eggyel.
Folytassuk az algoritmust az (1) pontban.

Belathato, hogy az algoritmus terminal és nem balrekurziv nyelvtant ad végeredmé-
nyiil. Ez amiatt van, mert az (1) pontban nem keletkeznek tjabb balrekurziv nemter-
minalisok (Id. 2 tipust transzformécio), a (2) pont pedig mindig csokkenti a balrekurziv
nemterminalisok szamét. O

3.20. Példa. Legyen G a kivetkezd nyelvtan:
S — BC|a
B — (CS|Sb
C — SB|CC|a.
Adjuk meg a G-vel ekvivalens nem balrekurziv nyelvtant.

1. lépés. Megsziintetjiik a kozvetlen balrekurziét. Egyetlen kozvetlen balrekurziv nem-
terminalis van, a C'. A 2 tipusi transzformécié C-re torténd alkalmazasaval a kévetkezd
nyelvtant kapjuk:
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BC'|a
CS|Sbh
SB|a|SBC'|aC’
cloc.
2. lépés. A kapott nyelvtanban meghatarozzuk a balrekurziv szimbolumokat. A B.I5]
lemméban szerepld algoritmust alkalmazva kapjuk, hogy Hg = Hgp = Ho = {B,C, S},
tehat mindharom nemterminélisunk balrekurziv. El&szor S balrekurzivitasat sziintetjiik
meg. Ehhez a B — Sb, C — SB és C — SBC’ szabalyokra kell 1 tipust transzfor-
maciot alkalmazni (tgy, hogy mindhérom szabaly esetében S helyére az alternativait
helyettesitjiik). Ekkor az alabbi nyelvtant kapjuk:

S — BC|a

B — CS|BCb|ab

C — BCB|aB|a|BCBC'|aBC"|al’

' = c|oc.
Ezen nyelvtan esetében Hg = {B,C'}, tehat S mar nem balrekurziv. Ugyanakkor B
kozvetlentil balrekurziv lett, tehét a kovetkezd lépésben ezt kell megsziintetni.
3. lépés. B kozvetlen balrekurzivitasiénak megsziintetése. A megfelel§ 2 tipusi transz-
formécio alkalmazasaval a kovetkezd nyelvtant kapjuk.

/

QAT ®
Ll

S — BC]|a

B — (CS|ab|CSB'|abB’

B — Cb|CbB

C — BCB|aB|a|BCBC'|aBC"|al’
o - clec.

Most Hgp = He = {B,C}, tehat mind B mind C balrekurziv. Az algoritmus B
balrekurzivitdsanak megsziintetésével folytatodhat. A befejezést az olvasora bizzuk. O

3.2. Kornyezetfiiggetlen nyelvtanok normalformai
El6szor tesziink egy olyan észrevételt, melyre késébb sziikségiink lesz.

3.21. Eszrevétel. Vegyiik a G = (N, %, P, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtant és az alabbi
sorrendben futtassuk le ré a kovetkez6 algoritmusokat:

e c-mentesités (3.5] lemma)
e lancszabaly-mentesités ([B.2] lemma)
o felesleges szimbolumok elhagyéasa (8121 lemma).

Ha az algoritmusokat a fenti sorrendben hajtjuk végre, akkor egyik algoritmus sem
rontja el a nyelvtannak azt a tulajdonsagat, amelyet az 6t megel6z6 algoritmus ered-
ményezett, ezért eredményiil egy e-mentes, lancszabalymentes nyelvtant kapunk, mely
nem tartalmaz felesleges szimbolumokat.

O
(Megjegyezziik, hogy ez nem lenne igaz, ha példaul, el6szor a lancszabaly-mentesitést
majd utdna az e-mentesitést hajtanank végre. Valoban, az e-mentesitéssel tjabb lanc-
szabélyok keletkezhetnek.)
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3.2.1. Chomsky-normalalakra hozas

Ebben a fejezetben bevezetjiik a Chomsky normalformaju kornyezetfiiggetlen nyelvtan
fogalmat és megmutatjuk, hogy minden G koérnyezetfiiggetlen nyelvtanhoz van vele
ekvivalens Chomsky normélformaju kornyezetfiiggetlen nyelvtan.

3.22. Definicié. Egy G = (N,X,P,S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan Chomsky-
normdlformdji (vagy Chomsky normalalakban van), ha P-ben csak S — ¢, A — BC
és A — a alaku szabalyok vannak. Ha azonban S — ¢ € P, akkor S nem szerepel
semelyik P-beli szabaly jobb oldalén.

3.23. Tétel. Minden G = (N, X, P, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz van vele ekvi-
valens Chomsky-normalformaju G' = (N', X, P', S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan.

Bizonyitas. AB.21] észrevétel értelmében feltehetjiik, hogy G e- és lancszabaly mentes.
Ezek utan G’-t két lépésben konstrualjuk meg.

1. lépés: Megadunk egy G1 = (N1, 3, P1,S) nyelvtant, mely ekvivalens G-vel, és csak
S —e A—aés A— Ap... A, alaka szabalyokat tartalmaz, ahol a € X, n > 2 és
A Ay, ..., A, € N1. Evégett legyen

e N\y=NU{d |aeX}
e P a legsziikebb halmaz, amire a kovetkezsk teljestilnek:

— ha§ —eec P,akkor S e € Py
—haA—a€ P,akkor A —>a€ Py
—haA— X;...X, € P, ahol n > 2, akkor A — X ... X] € Py, ahol
X;,ha X; € N
X! =
a,ha X;,=acX
— minden a € Y-ra legyen @’ — a € Py.

Koénnyti belatni, hogy L(G1) = L(G). Jeloljiik evégett minden w € ¥* esetén H,,-vel
az Osszes olyan w’ € (XU{d' | a € ¥})* sz6 halmazat, melyeket tigy kapunk w-bdl, hogy
valamennyi (esetleg 0) benne szerepls a € X betiit a’-vel helyettesitiink.

Ekkor n szerinti indukcioval igazolhat6 a kovetkezd allitds: minden A € N és w € ¥*

esetén
A=pw = (Fu' € Hy)A =4, '

Tovébba, nyilvanvalo, hogy minden w’ € Hy-re, w’ =@, w, ahol m a w' szoban szereplé
a’ alakt nemterminalisok szama. Kovetkezésképpen

S=Gw = (' € Hy)S =4, v =5, w,

tehat L(G1) = L(G).
2. lépés: Most megkonstrualjuk G1-bél a kivant G' = (N, %, P/, S) nyelvtant. Legyen
P’ a legsziikebb halmaz, amire az alabbiak teljesiilnek:

e ha S —c€ P, akkor S — ¢ € P,



3. KORNYEZETFUGGETLEN NYELVEK 61

e ha A —ae Py, akkor A —+a € P,
e ha A — BC € Py, akkor A — BC € P,
e ha A— A;... A, (n>2) € Py, akkor az

A =
<An—1An> — An—lAn

szabalyok P’-ben vannak, ahol (Ay... A,), ..., (A,_14;,) (j nemterminalisok.

Legyen tovabba N’ = Ny U { 1j nemterminéalisok }.

Nyilvanvalo, hogy G’ Chomsky-norméalalakban van. Azt kell még megmutatni, hogy
L(G") = L(Gy).

Ehhez elegendd belatni, hogy minden A € Ny és w € X* esetén

A= w = A=5,w.

"=" bizonyitasa: Tegyiik fel, hogy A =@ ;, w valamely m > l-re. m szerinti induk-
cioval megmutatjuk, hogy A :>*G’,l w.

Ha m = 1, akkor egyetlen P;-beli szabalyt alkalmaztunk, amely definici6 szerint benne
van P’-ben is, ezért A = wis teljestil.

Ham>1és A :>gj:l1 w, akkor a levezetés felirhato

A:Gl’lAl...Anigbhlwl...wn:w

alakban, ahol az A — A; ... A, szabaly Pi-ben van és minden 1 < i < n-re A; :>gf,l w;,
valamely m; < m-re. (Ez agy jon ki, hogy m; < m —n + 1, tehat m > n > 2 miatt
m; <m—-n+1=m—(n—1) < m.) gy az indukcios feltevés miatt minden 1 < i < n-re
A; :>E,7l w; is teljesiil.

Maésrészt, ha n = 2, akkor az A — Ay Ay szabaly P’-ben is benne van, tehat

A =gy AtAs =5 wiwz = w.
Ha viszont n > 2, akkor a fenti, ()-gal jelolt szabalyok vannak P’-ben és ezért

A =gy A{Az.. Ay (1)
:*G’,l wq <A2 Ce An>
=G wyAs <A3 . An>
:>*G’ l w1w2<A3 C An>

)

:>*G/,l w1w2 “ee wn_2<An_1An>

=a Wiw2... Wp_2A, 14,
= WIW2 ... Wy 2Wy W, = W.
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"<" bizonyitasa: Most tegylik fel, hogy A =g W valamely m > 1-re. m szerinti
indukciéval megmutatjuk, hogy A :>?}1,l w. Lényegében az el6z6 iranyu bizonyitést
forditjuk meg.

Ha m = 1, akkor egyetlen P’-beli szabélyt alkalmaztunk, amely definici6 szerint benne
van Pj-ben is, ezért A =, W is teljesil.

Ha A :>g:ll w, akkor két eset lehetséges.

Az egyik, amikor a levezetés felirhatdo A =g A1As = (v wiwz = w alakban, ahol
Ay, Ay € Nyi. Ekkor az A — Ay Ay szabaly Pj-ben is benne van, mivel azokat valtoztatéas
nélkiil vettiik at. Méasrészt, az indukcios feltevés miatt, i = 1,2-re A; :>617l w;, tehat
A =Gl A1A2 :>Z'1,l wWiwa = W.

A mésik eset, amikor az A :>g,J’rl1 w levezetés (1) alakban irhato fel. Ekkor, ugyancsak
definici6 szerint az A — Ay ... A, szabaly P;-ben van. Maésrészt, az indukcios feltevés
szerint minden 1 < i < n-re A; :>El’l w; is teljesiil. Mindezt Gsszevetve, kapjuk, hogy

A:>G1,l AlAn :>Z'1,l Wy ... Wy = W.

3.2.2. Greibach normalalakra hozas

Ebben a fejezetben bevezetjiik a Greibach norméalformaju kornyezetfiiggetlen nyelvtan
fogalmat és megmutatjuk, hogy minden G koérnyezetfiiggetlen nyelvtanhoz van vele
ekvivalens Greibach normalforméaji kornyezetfiiggetlen nyelvtan.

Elsbb azonban felelevenitiink néhany, a parcialisan rendezett halmazokra vonatkozo
fogalmat.

Egy A halmaz feletti < C A x A relacid szigori parcidlis rendezés, ha irreflexiv és
tranzitiv, azaz

e Vac Araa £ aés
e Va,b,c € A-ra, haa <bésb<c, akkor a < c.

Ha < szigoru parcidlis rendezés, akkor az (A, <) part szigori parcidlisan rendezett hal-
maznak nevezziikk. Vegylik észre, hogy szigora parcialis rendezés esetén lehet két olyan
elem, mondjuk a és b, amelyekre sem a < b sem b < a nem teljesiil. Példaul, tetszsle-
ges H halmaz osszes részhalmazainak halmazan a C (szigoru tartalmazas) egy szigoru
parcialis rendezés. Tehét, ha

ha H = {a,b,c}, akkor (277, C) szigorn parcialisan rendezett halmaz

(ahol 2 jeloli H 6sszes részhalmazainak halmazat). Teljesiil, hogy 0§ C {a}, {a} C
{a,b}, de az {a} és {b}, valamint az {a, b} és {b, c} halmazok Gsszehasonlithatatlanok.

A < szigoru parcialis rendezés linedris rendezés, ha Va,b € A-ra a < b vagy b < a vagy
a = b teljesiil. Tehat linearis rendezés estén mar barmelyik két elem 6sszehasonlithato.
Ha A egy véges halmaz, akkor minden A feletti < lineéris rendezést megadhatunk az A
elemeinek azon ay,as, ..., a, felsorolaséval, amelyre teljesiil, hogy a1 < as < ... < ap.
Forditva is igaz, az A elemeinek minden felsorolésa egy linearis rendezést definial az A
halmazon.
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Ha A véges halmaz, akkor minden A feletti < szigori parcialis rendezés bedgyazhato
egy linearis rendezésbe, amely a kovetkezSképpen értenddl.

3.24. Lemma. Minden (A, <) szigora parcialisan rendezett véges halmaz esetén meg-
adhat6 az A elemeinek olyan ai,as,...,a, felsorolasa, melyre teljesiil, hogy minden
a,b € A esetén, ha a <bés a=a; és b= a;, akkor i < j. (Ez utoébbit gy is mondjuk,
hogy a felsorolas respektalja a < relaciot.)

Bizonyitas. Mivel A véges halmaz, van olyan a € A amelyiknél nincs kisebb elem,
vagyis nincs olyan ¢ € A, amelyre ¢ < a. (Az ilyen a elemet minimalisnak nevezziik.)
Valasszunk ki egy minimélis a elemet és legyen a; = a. Ezutan tekintsiik az A\ {a}

halmazt. Ismét valasszunk ki egy minimalis elemet, legyen ez b és legyen as = b.
Tekinstiik az A\ {a, b} halmazt. Ezt az eljarast folytatva, amig a halmaz kitiriil, kapjuk
az A-nak a kivant aq,ao, ..., a, felsorolasat. O

Megjegyezziik, hogy egy adott A szigori parcidlisan rendezett halmaznak tobb be-
agyazasa is lehetséges, mert az egyes fazisokban tobb minimalis elem is valaszthato.
Példaul, a fenti (2, C) szigort parcidlisan rendezett halmaz esetében az

0,{a}, {0}, {c}, {a,0},{a, ¢}, {b, ¢}, {a, b, c},
0,{c}. {b}, {a}, {b, c}, {a, b}, {a, ¢}, {a, b, c},

0,{a}, {0}, {a, b}, {c},{b,c} {a, ¢}, {a, b, c},

felsorolasok mindegyike respektalja a C relaciot.

3.25. Definicié. Egy G = (N,X,P,S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan Greibach-
normdlformdji (vagy Greibach norméalalakban van), ha € mentes és P-ben barmely
szabaly S — ¢ vagy A — aa alaki, ahol a € X és a € N*.

Ha egy nyelvtan Greibach normélforméaban van, akkor az S = € derivacid kivételével
minden derivacié minden egyes 1épése pontosan egy terminalis szimbolumot ir ki. Tehat
egy Greibach normélformaban 1évé nyelvtanban barmely e-t6l kiilonb6zd szo levezetése
pontosan annyi lépésben torténik, mint amennyi a szénak a hossza. Tovabbé, ha egy
Greibach normalformaban 1év6 nyelvtanhoz az ismert moédon veremautomatat konstru-
alunk, akkor az igy kapott veremautomata minden egyes 1épésben olvas legalabb egy
input szimbolumot, tehit nem lesznek e-mozgasai.

3.26. Tétel. Minden G = (N, X, P, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz van vele ekvi-
valens Greibach-normélforméju G' = (N', %, P’ S) kérnyezetfiiggetlen nyelvtan.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy G = (N, X, P, S), e- és lancszabalymentes és nem bal-
rekurziv. (Mindezt a B.2] és B.5] Lemmak és a BI9] tétel miatt az altalanossag
megszoritasa nélkiil feltehetjiik.) A G' = (N', %, P/, S) nyelvtant ismét két lépésben
adjuk meg.

LAz allitas bizonyos feltételek mellett igaz nem véges halmazokra is, szamunkra azonban elegendd
csak a véges esetet vizsgalni.
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1. lépés: Megadunk egy G-vel ekvivalens G; = (N, X, P;, S) nyelvtant, amiben minden
szabéaly S — ¢ vagy A — a« alak, ahol a € ¥ és v € (N U X)*.

Definialjuk evégett a < relaciot a nemterminélisok N halmaza felett a kovetkezSkép-
pen:

VA,Be N-te A< B <= 3Ja: A=" Ba.

Speciélisan, ha A — Ba egy szabély, akkor A < B.
Ez a < relaci6 szigoru parcialis rendezés, mert:

- irreflexiv, mivel G nem balrekurziv és ezért nincs olyan A nemterminélis, amelyre
A =7 Aa (lasd BI4] definicio),

- és tranzitiv, mivel ha A =% Ba és B =1 Cf, akkor A =7 CfBa.

Agyazzuk be a < szigor parcialis rendezést egy linearis rendezésbe, vagyis adjuk meg
N-nek egy Ay, As, ..., A, felsorolasat, ami respektalja a <-t (lasd B.24] lemma). Akkor
ezen felsorolés rendelkezik a kovetkezs tulajdonsaggal:

minden 1 < i < n-re és A; — v szabalyra, v = ¢ vagy -y els6 betiije terminélis
vagy az Aji1,..., A, nemterminalisok valamelyike. Ez utébbi azért igaz,
mert ha a szabaly A; — B/, akkor A; < B, ezért B € {A;41,..., A}

Ebbél kévetkezik, hogy A, minden alternativaja vagy e vagy terminélissal

kezddsdik.
Ezutan alakitsuk at G-t a kdvetkezGképpen.
Minden i =n —1,...,1-re

minden j =4+ 1,...,n-re
minden A; — Aj« alaku szabalyra hajtsunk végre 1-tipusi transzforma-
ciot az A; — Ajo és az Aj — 1] ... |ym szabalyokkal, ahol ~1,...,vm,
az Aj Gsszes alternativai. (Vagyis helyettesitjiik az A; — Aja szabalyt
az A; = ma,..., A = vy« szabalyokkal.)

Vegyiik észre, hogy a j szerinti ciklus lefutdasa utan A; minden alternativaja vagy e
vagy terminalis bettivel kezd§dik.

Ezért az i szerinti ciklus lefutésa utan egy olyan G = (N, X, P;, S) nyelvtant kapunk,
amelyben minden szabély S — ¢ vagy A — a« alaka, ahol a € (N U X)*. Tovabba, Gy
ekvivalens G-vel, hiszen az atalakitas soran csak 1-tipusi transzforméciokat hajtottunk
végre, melyek megérzik a nyelvtan altal generalt nyelvet (lasd B.I6] lemma).

2. lépés: Most G1-bdl kiindulva megkonstrualjuk a keresett G’ = (N/, 2, P/, S) nyelv-
tant. Legyen evégett

- N'=NuU{d |acX},
- P’ alegsztikebb olyan halmaz, amire teljesiil, hogy

-haS—¢e€ P, akkor S —e¢€ P,
-haA—aXy...X,, € Py, akkor A — aX/...X], € P, ahol
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X! =

7

X; ha X, eN
a haX,=ac,

- minden a € ¥-ra a —a € P'.

Nyilvanvalo, hogy Greibach norméalalakban van. Tovabba, L(G') = L(G1), ami ugyan-
gy bizonyithato, mint a [3.23] tétel elsd 1épésében. O

Osszefoglalas
Tetszoleges G = (N, X, P, S) nyelvtan atalakithato vele ekvivalens
- Chomsky normélalaka G' = (N, X, P', S) nyelvtanna (lasd B:23] tétel).
(L(G) = L(G'") és P’-ben minden szabaly S — ¢, A — BC vagy A — a alaku.
Ha S — ¢ € P’, akkor S nem szerepel semelyik szabaly jobb oldalan.)
- Greibach normalalaka G’ = (N', X, P’, S) nyelvtanna (lasd tétel).
(L(G) = L(G") és minden szabaly S — ¢ vagy A — a« alaku, ahol o € N*.)

3.3. Parikh tétel

Jeloljiik N-nel a nemnegativ egész szamok halmazat. Ebben a fejezetben kézponti sze-
repet jatszanak majd az N feletti n > 1 dimenzios vektorok, melyek halmazat N"-nel
jeloljiik.

Vektorok Osszeadasat a komponensenkénti Gsszeadéssal definidljuk, tovabba egy ¢ €
N™ vektornak egy m € N nemnegativ egész szammal vald skalar szorzatan azt az mt
vektort értjiik, amelyet tgy kapunk, hogy ¢t minden komponensét megszorozzuk m-mel.
Vagyis, ha

t=(a1,...,ap) ést' = (by,...,by),

akkor
t+t = (a1 +b1,...,an +by) ésmt =(m-ay,...,m-ay).
3.27. Definici6. Legyen n > 1 egy tetszGleges egész szam.

(1) Egy S C N™ halmaz linedris, ha van olyan k > 0 és vannak olyan tg, t1, ..., t, € N
vektorok, hogy

k
S = {to—l—’l’thl—l—...—I—’l’thk | Ny, ...NL EN}: {t0+2njtj | n; GN}.
j=1
(2) Egy S C N™ halmaz féllinedris, ha véges sok linearis halmaz egyesitése. O

A definicié miatt nyilvanvalo, hogy a féllinearis vektorhalmazok zartak az egyesitésre,
vagyis ha S és S’ féllinearis, akkor S U S’ is féllinearis. (Ugyanez linearis vektorhalma-
zokra nem igaz.)

3.28. Definicié. Legyen X egy abécé, és ¥ = {aq,...,a,} az abécé elemeinek egy a
tovabbiakban rogzitett felsorolasa.
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1. Tetszoleges x € ¥*-ra az x a;-hosszdt |z|q,-val jeloljik és értjiik alatta az z-ben
szerepld a;-k szamat (multiplicitassal szamolva).

2. Definidljuk a par : 3* — N” leképezést a kovetkez6 modon: minden x € 3*-ra
par(z) = (|x]ay, .-, |2la, ). A par fiiggvényt Parikh figguénynek, par(z)-et az x
Parikh vektordnak nevezziik.

3. L C ¥* nyelv esetén par(L) = {par(x) | x € L}.
4. Ly és Ly nyelvek betiekvivalensek, ha par(Ly) = par(Ls). 0

A megfelels definiciokbodl azonnal kovetkeznek az alabbi azonossagok tetszéleges x,y
szavakra, m € N szamra és Ly, Lo nyelvekre:

1. par(zy) = par(z) 4+ par(y) (vagyis par homomorfizmus, last [l fejezet).
2. par(z™) =m - par(z),

3. par(Ly U Ly) = par(Ly) U par(Ls).

3.29. Példa. Legyen ¥ = {a,b}. Az
e x = abbab szora: ||, = 2, |x|, = 3 és par(z) = (2,3),
e az y = aab szora: |yl, =2, |ylp =1 és par(y) = (2,1).
Ezért
par(zy) = par(abbabaab) = (4,4) = (2,3) + (2,1) = par(z) + par(y),
tovabba,
par(2?) = par(zx) = par(abbababbab) = (4,6) =2 - (2,3) = 2 - par(x).
Legyen tovabba
L = {ababb, baabba, abba, aabbababa}
és
L' = {babba, aaabbb, abba, baba, abababaab}.

Ekkor
pa’f’(L) = par(L/) = {(27 3)7 (37 3)7 (27 2)7 (57 4)}7
tehat L és L' betiieckvivalensek.
Vegyiik észre, hogy L és L' akkor és csak akkor bettiekvivalensek, ha L' magkaphato
az L-bdl oly modon, hogy bizonyos szavakban a betiik sorrendjét megvéltoztatjuk (a

bettiket atrendezziik).
Tekintsiik példaul az L = {a"b™ | n > 0} kornyezetfiiggetlen nyelvet, melyre

par(L) = {(0,0), (1,1),(2,2),...} = {(0,0) +n(1,1) | n € N}.

(Tehat par(L) lineéris a tg = (0,0) és t; = (1,1) vektorokkal.
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Rendezziik a4t L a"b™ alaku szavaiban a bettik sorrendjét (ab)"-re, vagyis aabb-t abab-
re, aaabbb-t ababab-re, stb.
Kapjuk az L' = {(ab)™|n > 0} nyelvet. Nyilvan par(L’) = {(0,0),(1,1),(2,2),...},
tehat L és L' bettiekvivalensek. Ugyanakkor L’ regularis nyelv.
O

Azt szeretnénk megmutatni, hogy az el6bbi példéaban szerepld jelenség altalanosan is
igaz, vagyis minden kornyezetfiiggetlen nyelvhez megadhato vele bettiekvivalens regu-
laris nyelv. Evégett elGszor bebizonyitjuk a kovetkez§ egyszert lemmat.

3.30. Lemma. Minden S C N” féllinearis halmazhoz van olyan L regularis nyelv,
melyre par(L) = S.

Bizonyitas. a) Elgszor tegyiik fel, hogy S egy linearis halmaz. Akkor léteznek olyan
to,...,t; € N™ vektorok, hogy S = {tg + 23:1 njt; | ni,...,n; > 0}.

Tegyiik fel, hogy t; = (mj,,...,m;,), ahol m;,,...,m;, € N minden 0 < j < [-re.
Legyen ¥ = {a1,...,an} egy n betls abécé és legyen minden 0 < j < l-re z; a

kovetkezs sz6:
L — mjy Vin
rji=a, " ...ap"".

Ekkor par(z;) = (mj,,...,m;,) = t;. Tovabba legyen
L =xo(x1)" ... ()"

Nyilvanvalo, hogy L regularis nyelv és megmutathato, hogy par(L) = S. Valoban, mivel
— maésképp felirva —

L= {a:o(xl)"l . (xl)"l ’ Nyy...,N Z 0},
kapjuk, hogy

par(L) = {par(xzo(z1)™ ... (x))™) | n1,...,n > 0}
= {par(xzg) + par((z1)™) + ... + par((z))™) | ng,...,ng > 0}
= {par(xz¢) + nipar(xy) + ...+ npar(x;) | ng,...,ng > 0}
={to+nit1+...+nt; | ny,...,ny >0} =S.

b) Ha S féllinearis, akkor S = S; U...U Sk, ahol minden 1 < i < k-re S; linearis.
Akkor az a) pont szerint minden 1 < i < k-ra van olyan L; regularis nyelv, melyre

par(L;) = S;.
Legyen L = Ly U...U Ly. Akkor L regularis és par(L) = par(L1) U...Upar(Ly) =
S1U...US,=6. ]

Ezen fejezet {6 eredménye a kdvetkezs.

3.31. Tétel. Tetszbleges S C N"-re a kivetkezd harom allitas ekvivalens:
(1) S féllinearis,

(2) S =par(L), valamely L kornyezettiiggetlen nyelvre,
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(3) S = par(L), valamely L reguléris nyelvre.

A tétel allitasa a kovetkezd abran szemléltethetd.

- par
féllinedris
vektorhalmazok
‘b‘
A

‘ par

Bizonyitas.
(1) = (3) lemma.
(3) = (2) Abbol kovetkezik, hogy minden reguléris nyelv kornyezetfiiggetlen is.
(2) = (1) B3Z] tétel (vagyis Parikh tétele).

O

A kovetkezs 1épésként bebizonyitjuk Parikh tételét. A bizonyitas el6tt felidézziik,
hogy egy A nemterminéalis szimbolum esetén D s-val jeldljiik az A gyodkerd derivacios
fak halmazat. Tovabba, tetszéleges F' € D4 derivacios fa esetén fr(F)-fel jeloljik F

hatarat, vagyis a leveleir6l balrél jobbra haladva leolvashatd szimboélumokbél alkotott
szot.

3.32. Tétel. (Parikh tétele) Ha L kérnyezetfiiggetlen nyelv, akkor par(L) féllinearis.

Bizonyitas. Legyen G = (N, X, P, S) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan és L = L(G).
Legyen U C N gy, hogy S € U. Definiadljuk Ly C L(G) nyelvet a kovetkezSképpen:
minden z € L(G)-re © € Ly akkor és csak akkor, ha van olyan F' € Dg, melyre

o fr(F)=x (azaz F hatara x),

e [’ nemterminélis csticsai pontosan U elemeivel vannak cimkézve oly moédon, hogy
U minden eleme fel van hasznélva.

Megjegyezziik, hogy egy adott x széhoz tébb olyan F' derivacios fa is 1étezhet, amelyik
x-nek az Ly-ba tartozésat igazolja. Tovabba egy x sz6 tébb Ly halmazba is tartozhat.
Az igy definialt halmazokra
L= J Lu

UCN,SeU

amit a kovetkezSképpen bizonyitunk. A definicié6 miatt a jobb oldal nyilvin része a bal
oldalnak. Forditva, legyen x € L. Akkor van olyan F' derivéicios fa, melynek gyokere
S, hatéra pedig x. Legyen U azon nemterminalisok halmaza, melyek F' csticsaiban
szerepelnek. Ekkor x € Ly, tehat x eleme a jobb oldalnak is.
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Kovetkezésképpen

par(L) = U par(Ly).
UCN,SeU

tehat annak megmutatasahoz, hogy par(L) féllineéris, elegendd igazolni, hogy tetszdle-
ges (fix) U-ra par(Ly) féllinearis.

Allitds Tetszéleges U C N-re, ahol S € U a par(Ly) halmaz féllineéris.
Bizonyitds Legyen ||U|| = r. Megadunk egy féllinearis K halmazt és megmutatjuk,
hogy K = par(Ly).

K megadéasédhoz bevezetiink tovabbi halmazokat.

(1) A H C Ly nyelvet a kovetkezSképpen definialjuk. Minden = € Ly-ra, x € H akkor
és csak akkor, ha az © Ly-hoz val6 tartozasat igazold F' € Dg derivacios fak kozott van
olyan, melynek minden tutjan (gyokértdl levélig), minden nemterminalis legfeljebb r 4 1-
szer fordul el6. Vegylik észre, hogy H véges.

(2) Minden A € U-ra definidljuk a Hy C ¥*AY* nyelvet a kovetkezSképpen. Minden
T1, 2o € Yra, x1Axe € Hy akkor és csak akkor, ha van olyan F' € D4, hogy

o fr(F) = z1Axs,

e I nemtermindlis csticsai U elemeivel vannak cimkézve (de nem koveteljiik meg,
hogy U minden elemét fel is hasznéljuk),

e F' minden utjan minden nemterminalis legfeljebb r + 1-szer fordul eld.

Eszrevessziik, hogy minden A-ra H 4 véges. Legyen

par(H) = {s1,...,s} és U par(Ha) = {t1,...,t},
AeU

ahol par(Ha) = {par(zi1z2) | v1Aze € Ha}. Legyen tovabba minden 1 < i < k-ra
!
K; ={s; —I-antj | nj = 0}
j=1

és végiil legyen
K=K U...UKp.

Nyilvanvalo, hogy K féllinearis vektorhalmaz, mivel linearis halmazok egyesitése.
Megmutatjuk, hogy par(Ly) = K.

K C par(Ly) bizonyitdsa:

Nyilvanvald, hogy minden ¢t € K-ra igaz, hogy t = s; valamely 1 < i < k-ra vagy van
olyan t' € K és 1 < j <1, hogy t =t +1;.

Megmutatjuk, hogy minden ¢ € K-ra létezik x € Ly, hogy t = par(z). A t felépitése
szerinti indukciot alkalmazunk.

(i) Ha t = s;, akkor létezik € H, hogy par(z) =t. Mivel H C Ly, x € Ly is teljesiil.
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(ii) Legyen t = t’ 4 t;, ahol ¢ € K. Az indukcios feltevés, hogy van olyan z’ € Ly,
melyre par(x’) = t'. Akkor, az Ly definicioja miatt, létezik F' € Dg derivacios fa tgy,
hogy fr(F') = 2’ és F' nemterminalis csicsai pontosan az U elemeivel vannak cimkézve.
Masrészt létezik A € U és x1Axg € H 4 gy, hogy par(x1Axg) = par(xixs) = t;. Akkor,
a H 4 definicioja szerint, létezik F” € D4 gy, hogy fr(F") = x1Axs és F” belss csucsai
U elemeivel vannak cimkézve.

Mivel ' € Ly, F' pedig 2’ derivacios faja, F'-nek van A-val cimkézett csticsa.

S A
Fl — A F// — pa/r(‘rl) = tl
par(xix2) =t
o T A T2

Konstrualjuk meg az F fat gy, hogy F’-ben egy A-val cimkézett cstics helyére az F”
fat helyettesitjiik.

,,,,,,,

Legyen fr(F) = z. Ekkor = € Ly, mivel F' nemterminélis cstcsai pontosan U eleme-
ivel vannak cimkézve. Masrészt par(x) = par(z') + par(z1z2) = t' +t; = t, vagyis amit
bizonyitani akartunk.

par(Ly) C K bizonyitdsa:

Megmutatjuk, hogy minden = € Ly-hoz létezik ¢ € K, hogy par(z) = t.

Legyen evégett x € Ly, akkor van olyan F' € Dg, melyre fr(F) = x és F nemtermi-
nélis csticsai pontosan U elemeivel vannak cimkézve. Két eset lehetséges.

1) F utjain (gyokértsl levélig) minden nemterminéalis legfeljebb (r + 1)-szer fordul elé.
Ekkor x € H, tehat valamely 1 < i < k-ra par(z) = s;. Mivel s; € K, ezért ez az eset
készen van.
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2) F-ben van olyan tt, melyen valamely nemterminalis r + 1-nél tobbszor fordul
el6. Ekkor F-ben vannak olyan cg,...,c.+1 csucsok, melyekre teljesiilnek a kévetkezd
feltételek.

e Minden 0 <7 < r-re ¢;41 a ¢; leszairmazottja.
® ¢y, C1,...,Cr11 cimkéje ugyanaz a nemtermindlis, melyet jeloljiink A-val,

e A ¢ gyokeri részfaban (és igy a co, ..., c¢r41 gyokeri részfakban is) minden tton
minden nemtermindlis legfeljebb r + 1-szer fordul elg.

Legyenek Fy, Fy ..., F.y1 rendre a ¢g, ¢y, ..., crp1 gyokeri részfak és minden 1 < ¢ <
r + l-re jelolje cimke(F;) € N azon nemterminalisok halmazat, amelyek el6fordulnak
az F; faban cimkeként. Mivel minden 0 < ¢ < r-re F;1q az F; részfaja, nyilvanvaloan
teljesiil a

cimke(F,41) C cimke(F,) C ... C cimke(Fy) C U
tartalmazas. Mivel ||U|| = r, igy van olyan 1 < i < r, hogy cimke(F;) = cimke(Fj11).

Jeloljiik F'-vel azt a fat, amit tgy kapunk F-bél, hogy benne azonositjuk a ¢; és cj11
cstucsokat. Tovabba jeloljiik F”-vel azt a fat, amit az F; fabol kapunk ugy, hogy toroljiik
belSle az Fj, 1 részfat, kivéve annak ¢; 1 gyOkerét.

S

F/ — F// —

Z1 €2

fr(F') =2 fr(F") = 21 Az,

Mivel Fj-re is igaz, hogy benne minden titon minden nemterminélis legfeljebb r+1-szer
fordul el, fr(F") € Ha. Tehdt par(zize) = t; valamilyen 1 < j < l-re. Igy

par(z) = par(z') + par(z122) = par(x’) +t;

valamilyen 1 < j < -re.
A tovabbiakban két eset lehetséges:
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2.1) F’ ttjain (gyokértsl levélig) minden nemterminalis legfeljebb r + 1-szer fordul
el6. Ekkor 2/ € H és ezért van olyan 1 < i < k, hogy par(z’) = s;. Ekkor
par(xz) =s; +t; € K.

2.2) Ha F’ nem ilyen, akkor a 2)-ben leirt eljarast folytatva véges szamu lépés utan
kapjuk, hogy

l
par(x) = s; + antj € K.
j=1

Két érdekes kovetkezmény.

3.33. Kovetkezmény. Minden L kornyezetfiiggetlen nyelvhez van vele bettiekvivalens
reguléris nyelv.

Bizonyitas. Kovetkezik B.3T] tételbdl. O

3.34. Kovetkezmény. A 3 = {a} egybetiis abécé feletti regularis nyelvek megegyez-
nek ugyanezen abécé feletti kornyezetfiiggetlen nyelvekkel.

Bizonyitas. Legyen L C {a}* egy kornyezetfiiggetlen nyelv. A [B3T] tétel szerint van

L' C {a}* regularis nyelv, amelyik betiiekvivalens L-lel. Az L' szavait az L szavaibol

kapjuk bettdatrendezéssel. Tovabbé, mivel csak egy betiink van, a betiik atrendezése

nem valtoztatja meg L-et. Ezért L' = L. O
Vegyiik példaul a kévetkezd G nyelvtant:

S — aaABaBaa | aBaAa | €
A — BaaAa | aaABa | aa
B — aAaBAaa | AaaB | a.

Ekkor L(G) regularis nyelv.

3.4. A Chomsky - Schiitzenberger tétel

Tekintsiik a

Zn:{[7]7”’7 [7]}7

n darab nyito és zar6 zarojelbsl allo abécét és a
1 1 n n
Gn: S— [S]‘...‘ [ S ] ‘SS‘E
kornyezetfiiggetlen nyelvtant. Legyen P, = L(G,,). Ekkor P, nem mas, mint a Z,-b&l

készithetd szabalyos zarojelezések halmaza. A P, nyelvet Dyck nyelvnek is nevezziik.
Példaul, n = 3 esetén P5 tartalmazza a kovetkez§ szavakat:
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A Dyck nyelvek specialis szerepet jatszanak a kornyezetfiiggetlen nyelvek elméletében:
minden kornyezetfiiggetlen nyelv lényegében egy viszonylag egyszertien modositott Dyck
nyelv. Valojaban a szabalyos zarojelezésekkel foghato meg a kdrnyezetfiiggetlen nyelvek
azon strukturalis tulajdonsaga, amely megkiilonbozteti 6ket a regularis nyelvektdl.

3.35. Tétel. Tetszbleges L C ¥* nyelv esetén a kévetkezd két allitas ekvivalens:
(1) L kérnyezettiiggetlen,

(2) van olyan n > 2, R C Z* regularis nyelv, h : Z} — ¥* homomorfizmus, hogy
L=h(P,NR).

Bizonyitas. (2) = (1): A P, nyelv kornyezetfiiggetlen, mert P, = L(G,). Tovabba
P,,NR is kornyezetfiiggetlen, mert a kornyezetfiiggetlen nyelvek zartak a reguléris nyelv-
vel valo metszésre. Végiil h(P, N R) is kornyezetfiiggetlen, mert a kornyezetfiiggetlen
nyelvek zartak a homomorfizmusra.

(1) = (2): Legyen L = L(G), ahol G = (N, %, P, S) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan.
Az altalanossidg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy G Chomsky normélalakban van
(lasd B:23] tétel). Csak azzal az esettel foglalkozunk, amikor P nem tartalmazza az
S — ¢ szabalyt.

Definidljuk a G’ = (N, T, P, S) nyelvtant, ahol

1 2 2
_F:{[7]7[7] WGP}'

- P’ a legsziikebb szabalyhalmaz, amelyre

1
1) ham=A— BC € P, akkor A— [B

3
Ny —

1122
2) har=A—a€P,akkor A— [ ] [ | € P.

Nyilvanvalo, hogy L(G') C Pr, ahol Pr a T-bol készithetd szabalyos zarojelezések hal-
maza, vagyis G’ csak I'-bol készithets szabalyos zéarojelezéseket general.
Vegyiik észre az alabbi két fontos tényt.

1. Ha P-ben m szabaly van akkor bijekci6 1étesithetd I' és Zs,, kozott. Még ponto-

sabban, ha 7, ..., 7, a P-beli szabalyok egy felsorolésa, akkor az
1 2i—1 1 2i—1 2 24 2 24
[ = [ = 1, = [, = ],1<i<m
T T T T4

megfeleltetés egy bijekcié I'-bol Za,,-be.

2. Van olyan h : I'* — ¥* homomorfizmus, melyre h(L(G")) = L(G). Valoban, a
kovetkezs h leképezés homomorfizmussé valo kiterjesztése ilyen:
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- minden 7w = A — BC szabaly esetén

A fenti két allitasbol kovetkezik, hogy bizonyitas befejezéséhez elegendé megadni egy
olyan R C I'* regularis nyelvet, melyre

L(G'") = PrNR.
Ugyanis a fentiek értelmében
L(G) = h(L(G")) = h(Pr N R) = h(Py, N R),

ahol R-t gy kapjuk R-bél, hogy a I'-beli zardjeleket az 1. pontban megadott bijekcio
melletti képeikkel helyettesitjiik, tovabbé, h-t gy kapjuk h-bol, hogy a h értelmezési
tartoméanyaban szereplS I'-beli zarojeleket ugyancsak az 1. pontban megadott bijekcio
melletti képeikkel helyettesitjiik.

Altaldnosabban, legyen A € N-re L(G', A) = {z € T* | A =%, z}. Ekkor nyilvanval6-
an L(G', A) C Pr is teljesiil. Megadunk egy R4 C I'* reguléris nyelvet, melyre

L(G';A) = PrN Ra.
Ebbd] nyilvan kovetkezik a tétel, mivel
L(G") = L(G',S) = Pr N Rg.

A kovetkez6kben megvizsgaljuk, hogy mely tulajdonsagokkal kell rendelkeznie egy
z € Pr szonak ahhoz, hogy 2z € L(G', A) is teljesiiljon. Meg fogunk adni 6t ilyen
tuajdonsagot. Konnyen belathato, hogy ezen 6t tulajdonsag mindegyike teljesiil tetszo-
leges z € L(G', A) szora (de altalaban nem teljesiil minden Pp-beli szora). Sét, azt is
meg fogjuk mutatni, hogy ezen tulajdonsiagok elegend@ek is ahhoz, hogy azonositsak az
L(G', A)-ba tartozé Pp-beli szavakat. Az 6t tulajdonsag a kovetkezd:

1 2
1) z-ben minden m € P esetén | utan [ kovetkezik,
s K

2
2) z-ben minden 7 € P-re a | utdn nem kovetkezik balzarojel,
s

1 1
3) z-ben minden m = A" — B'C’" € P esetén [utan [ kovetkezik, ahol p B’ balol-
m p
2 1
dalt szabaly, és [utan [ kovetkezik, ahol o C” baloldala szabaly,

™ g
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1 12 2
4) z-ben minden m = A’ — a € P szabély esetén [utan ] és [utan | kovetkezik,
s s s s

1
5) z [-vel kezdédik, ahol m A baloldalu szabély.

™

Meg fogjuk mutatni, hogy minden i € {1,...,5} esetén, az i) tulajdonsaggal rendel-
kezs I'*-beli szavak egy regularis nyelvet alkotnak. Ezt tgy bizonyitjuk be, hogy az i)
tulajdonsaghoz megadunk egy G; regularis nyelvtant, amely az i) tulajdonsagu szava-
kat generalja. Ily modon az Gsszes olyan I'*-beli szavak, melyek kielégitik mind az 6t
tulajdonsagot, szintén regularis nyelvet alkotnak: tudniillik, vessziik az egyes tulajdon-
sagokhoz tartozo reguléris nyelvek metszetét. Ez utdbbi reguléris nyelv lesz R 4.

Most megadjuk az egyes tulajdonsagokat leird nyelveket generalé G; nyelvtanokat.

1) G a kovetkezs regularis nyelvtan:

1
S —aS|e aholael —{ || me P},

™

S —

N

2
[ S, minden 7 € P-re.
™

2) G4 a kovetkezs regularis nyelvtan:

2
S—aS|e aholacl —{ ]| 7€ P},

s

S —

— o

X, minden 7 € P-re.

X —

5 —w 3

1
X ‘ 1S ‘ €, minden 7 € P-re.

s

3) Gj a kovetkezs regularis nyelvtan:

12
S—aS|e aholacl —{ [, [|n=A"— B'C', = € P},

1
S — [ Xy, ahol m=A" — B'C’,

X,, aholm=A"— B'C', p=B' — D'F/,

S, ahol m = A" — B'C’, p= B — a,

V)

S — [ Yg, ahol m = A" — B'C’,

™
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Y, — | X,,aholmn=A"— B'C', o =C"— D'F,

S,ahol m=A" - B'C', 0 =C" — a.

1
[
1

Yr— [

4) G4 a kovetkezs regularis nyelvtan:

12
S—aS|eaholael —{ [, [| m=A4"—a, 7 € P},
11 2 2
S— [ ]SéS— [ ]S aholm=A —a.

5) G5 a kovetkezd regularis nyelvtan:

1
S— [X,ahol m=A — BC vagy m = A — a,

™

X —aX | e, aholaeT.

Legyen tehat Ry = L(G1) N ...N L(G5), ami nyilvanvaléan regularis nyelv. Allitjuk,
hogy L(G', A) = Pr N Ry, vagyis

Veel": A=z < z€ PrNRa.

A kovetkezdkben ezt az allitast bizonyitjuk be.

= irany: Teljesiil, mert minden A-bol levezetett x sz6 szabélyosan zardjelezett és ren-
delkezik mind az 6t tulajdonsaggal.

< irany: |z| szerinti indukcioval.

112 2
(i) A legrévidebb sz6 Pr N Ra-ban z = [ | [ ]alaka, ahol 7= A — a.
11 2 2
Tehat A — [ ] [ |€ P/, ésigy A=¢ .
™ m T T
1 1 2 2
(ii) Minden egyéb sz6 Pr N Ra-ban x = [y | [z ]alaka, ahol m = A — BC,
K ™ T s
y € PrNRp és z € PrNRec. Ugyanis, y € Pr, mivel y is szabalyos zardjelezés. Tovabba,
y € Rp, mert nyilvan y is rendelkezik az 1)-5) tulajdonsagokkal és a 3) tulajdonsag

1
miatt [-val kezd6dik, ahol p B baloldalu szabaly. Tehat y € Pr N Rp. Hasonloan
p
lathato, hogy z € Pr N Re.
Az indukcios feltevés szerint B =¢, y és C' =, z. Tovabba, G’ konstrukcidja szerint

1 1 2 2
A= [B] [CleP.

s m™ T ™

.. 1
Osszevetve, kapjuk, hogy A = [ B |
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Tehat L(G') = Pr N Rg (mivel L(G',S) = L(G")) és ezért L(G) = h(L(G")) =
h(Pr N Rg). Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

O

Megjegyzés: A bizonyitasban szereplé L; reguléris nyelvek megadhatok reguléris kife-
1 2 1

jezésekkel is. Peldaul: Ly = U,cp (I% ] [T%)7, ahol T'r =T — { ] }. Hasonléan, az
™ T s

L; regularis nyelvek megadhatok automatéaval is.

3.36. Kovetkezmény. Tetszdleges L C ¥* nyelv esetén a kovetkezd két allitas ekviva-
lens:

(1) L kérnyezettiiggetlen,

(2) van olyan A dbécé, R C A* reguléris nyelv, léteznek h : A* — ¥* ésg: A* — Z;
homomorfizmusok, hogy L = h(g~*(P,) N R).

Bizonyitas. (2) = (1): Ez az irany nyilvanvalo, mert mint lattuk P, kornyezetfiigget-
len, tovabba a kornyezetfiiggetlen nyelvek zartak a homomorfizmusra, az inverz homo-
morfizmusra és a reguaris nyelvvel valoé meteszetre.

(1) = (2): Ez az irdny pedig koveztezik a [3.35] Tételbsl és abbol, hogy

i 1 2 2 1 i 1 2 2 1
-gC)=1 [ - [ [egll)=11..1 ],i=L....n
leképezésekkel definidlt g : Z* — Z3 homomorfizmusra, g~ (P) = P,. O

Mas szdéval: minden kornyezetfiiggetlen nyelv megkaphaté a Po-b6l homomorfizmus,
az inverz homomorfizmus és a reguaris nyelvvel val6é meteszés véges sokszori alkalmazé-
saval.

3.5. Kornyezetfiiggetlen nyelvek fixpont jellemzése
3.5.1. Parcialisan rendezett halmazok

Egy <C A x A relacio parcidlis rendezés, ha reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv,
azaz Va € A-ra a < a, Va,b € A-ra, haa <bés b < a, akkor a =b és Va,b,c € A-ra, ha
a <bésb<c, akkor a < ¢. Ha < parcialis rendezés, akkor az (A, <) part parcialisan
rendezett halmaznak nevezziik.

3.37. Megjegyzés. 1) Legyen < C Ax A szigort parcialis rendezés (aB.22lalfejezetben
megadott definici6 szerint). Akkor < C A x A parcialis rendezés, ahol Va,b € A esetén
a < b akkor és csak akkor, ha a < b vagy a = b.

2) Legyen < C A x A parcialis rendezés. Akkor < C A x A szigoru parcialis rendezés,
ahol Va,b € A esetén a < b akkor és csak akkor, ha a < b és a # b.

|

3.38. Definicié. Legyen (P, <) parcidlisan rendezett halmaz és A C P. Egy a € A
elem az A legkisebb eleme, ha minden b € A-ra a < b.
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3.39. Lemma. (A legkisebb elem unicitasa.) Ha (P, <) parcialisan rendezett halmaz
és A C P, akkor A-nak legfeljebb egy legkisebb eleme van.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a,a’ € A legkisebb elemek. Ekkor a < o/, mert a
legkisebb elem és @’ < a, mert a’ is legkisebb elem. Mivel < antiszimmetrikus, kapjuk,
hogy a = a'. O

3.40. Definicié. Legyen (P, <) parcidlisan rendezett halmaz és A C P. Egy a € P
elem az A egy felsd korldtja, ha Vb € A-ra b < a. Ha ilyen elem létezik, akkor A feliilrdl
korlatos. Ha az A fels6 korlatai a halmazanak van legkisebb eleme, akkor azt A legkisebb
felsd korlatjanak nevezziik és \/ A-val jeloljik. O

A [B39] lemmabol kovetkezik, hogy ha \/ A létezik, akkor az egyértelmtien meghaté-
roztott.

3.41. Példa. Legyen H egy halmaz, P(H) pedig a H Osszes részhalmazainak a
halmaza. Ekkor (P(H),C) parcilisan rendezett halmaz. Legyen tovabba A C P(H).
Akkor \/ A = [Jxc 4 X az A legkiFebb fels6 korlatja, ami a kévetkezéképpen lathato be.
Mivel minden X € A-ra X C \/ A, ezért \/ A az A fels§ korlatja.
Most indirekt bizonyitéassal belatjuk, hogy \/ A a legkisebb fels6 korlat. Tegyiik fel az
ellenkezgjét, vagyis, hogy

A-nak van olyan Y felss korlatja, melyre \/ A € Y.
Akkor van olyan z € \/ A, melyre x €Y,

akkor van olyan X € A és x € X, melyre x ¢ Y,
akkor van olyan X € A, melyre X Z Y,

tehat Y nem felss korlatja A-nak, ami ellentmondas.

3.42. Definicié. Legyen (P, <) parcialisan rendezett halmaz.

- Ha ag,aq,... P-beli sorozat esetén létezik \/{ag,a1,...}, akkor ezt \/ a,-nel jelol-
jiik.

- Egy ag < ay <...alaka P-beli sorozatot P-beli felszdllo ldncnak neveziink.

3.43. Definicié. Egy (P, <) parcidlisan rendezett halmaz teljes, ha
- van legkisebb eleme,

- minden ap < ay < ... P-beli felszallo lanc esetén létezik \/ ay,.

3.44. Példa.
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{.. —1,0,1,2,...}, <) nem teljes, mert nincs legkisebb eleme

{0,1,2,...}, <) nem teljes, mert nincs minden felszallo lancnak felss korlatja,

[0,1),<) nem teljes, mert bar létezik legkisebb eleme, de példaul az 1 — 1/n

- (

- (

- ({0,1,2,...,00}, <) teljes, ahol minden n-re n < co.

- (

felszallo lancnak nem létezik a halmazhoz tartozo felsé korlatja.
- ([0,1], <) teljes.

Most egy olyan példat adunk teljes parcidlisan rendezett halmazra, melyet a kés6bbi-
ekben intenziven felhasznalunk.
Legyen ¥ egy abécé és k > 1 egy természetes szam. Tekintsiik a

(P(E))* ={(L1,...,Li) | L; © *}

halmazt és vezessiik be rajta a < rendezést a kovetkezd modon. Barmely két (L, ..., Lg)
és (L),...,L}) elem esetén

(Ly,...,Ly) < (L4,....L}) <= V1<i<k: L; C L.
Akkor a (P(¥*)*, <) parcialisan rendezett halmaz teljes, mert
e legkisebb eleme (0),...,0),

e minden (Lgn), . ,L,in)), n > 0 felszallo lanc esetén
V. = U o,
n=0 n=0

|

3.45. Definicié. Legyenek (A, <) és (B, <) parcidlisan rendezett halmazok és legyen
f:A— B egy leképezés.

a) f monoton, ha Va,b € A-ra ha a < b, akkor f(a) < f(b).

b) Tegyiik fel, hogy minden ag < a; < ..., A-beli felszallo lanc esetén, ha \/a,
létezik, akkor \/ f(ay) is létezik B-ben. Ez esetben f folytonos, ha minden ag <
a1 < ..., A-beli felszallo lanc esetén

f(\/ an) = \/ flan).

O
Vegyiik észre, hogy a folytonossag definicidja emlékeztet a valos fliggvények folyto-
nossagat definialo

f(lim z,) = lim f(x,)

n—o0 n—oo

képletre.
Azonnal adddik a kovetkezd észrevétel.
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3.46. Lemma. Legyenek (A, <) és (B, <) parcidlisan rendezett halmazok és f : A — B
egy folytonos leképezés. Akkor f monoton.

Bizonyitas. Legyen a,b € A és a < b. Megmutatjuk, hogy f(a) < f(b).
Tekintsiik evégett az a < b < b < ... A-beli felszallo lancot. Ennek a legkisebb fels
korlatja nyilvan b. Mivel f folytonos, f(b) = \/{f(a), f(b)}. Masrészt, definici6 szerint,

fla) <V{f(a), f(b)} = f(b), tehat f(a) < f(b). .

3.47. Definicié. Legyen (P, <) parcialisan rendezett halmaz és f : P — P egy leképe-
zés. Egy ¢ € P elem az f fizpontja, ha f(c) = c.

Minden n > 0-ra az f™ : P — P leképezést a kovetkezéképpen definialjuk. Minden
0 € Pre fO(a) = a, & fOD(a) = F(F™(a).

Most mér be tudjuk bizonyitani az alfejezet {6 eredményét.

3.48. Tétel. (Fixpont tétel.) Legyen (P, <) teljes parcidlisan rendezett halmaz és f :
P — P folytonos leképezés. Akkor \/ f( (L) az f legkisebb fixpontja, ahol L a P
legkisebb eleme.

Bizonyitas. Legyen ag = L,a1 = f(1),...,a, = f(”)(J_), ... Ekkor ag <a; <as...
egy felszallo lanc, mert

CL():_L

IN

flag) = a1 (mert L a P legkisebb eleme)

ar = f(ap) < f(a1) = a9 (mert f folytonos, és igy monoton)

Megmutatjuk, hogy f(\/a,) = \ an, vagyis, hogy \/a, az f fixpontja. Mivel f

folytonos,
f(\/ an) = \/f(an)

\ flan) = \Har,az,...} = \[{ao,a1,...} = \/ an.

Végiil megmutatjuk, hogy \/a, az f legkisebb fixpontja. Evégett tegyiik fel, hogy
c az [ egy tovabbi fixpontja. Akkor L < ¢, mivel L a P legkisebb eleme. Akkor f
monotonitasa miatt minden n-re f(™ (L) < f™(c) = ¢. Kovetkezésképpen \/ £ (1) <
c. Ezzel a bizonyitast befejeztiik. O

tovabba,

3.5.2. Folytonos leképezések (P(X*))F felett

Folytonos fiigguények zartsagi tulajdonsdgai:

Most bevezetiink két fliggvénymiiveletet, majd megmutatjuk, hogy a folytonos fiigg-
vények zartak ezekre a miiveletekre. A tovabbiakban Y egy abécé, k > 1 pedig egy
egész szam.
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3.49. Definici6. Legyenck f,g: (P(X*))* — P(X*) fiiggvények. Akkor az f+4 g és fg
fiiggvényeket a kovetkezéképpen definialjuk. Minden (L1, ..., L) € (P(X*))* esetén:

(a) (f+9)(L1,...,Lg) = f(L1,...,Lg)Ug(Lq,..., L) és
(b) (f9)(La,...,Lg) = f(L1,..., Lg)g(La, ..., L)

3.50. Lemma. Ha az f,g: (P(X*))* — P(X*) fiiggvények folytonosak, akkor f + g és
fg is folytonosak.

Bizonyitas. ElGszor az (a) esetet bizonyitjuk. Legyenck f,g : (P(X*))F — P(Z¥)

folytonos fiiggvények és legyen (Lg"), . ,L,(C")) egy (P(X*))F-beli felszallo lanc. Akkor

(f + )V, L))

— VL) gV, L)
(f + g definicioja)

= (Vs ) u (Ve n)
(mert f és g folytonosak)

= (Unn r, - L(n )) (Un 19(L§n)7--’le(cn))>
(legkisebb felso korlat (P(X*))-ban)
) U

= U (@, rhuge, )

— UL (F+ @™, L)
(f 4 g definicioja)

= VU@, L)
(legkisebb felss korlat (P(X*))-ban),

tehat f + g is folytonos fiiggvény. A (b) eset bizonyitasa hasonloan végezhetd el. O

3.51. Definici6. Legyen k > 1 és f: (P(X*))F — (P(Z*))* egy leképezés. Tetszéleges
1 <i < k-re f;-vel jeloljiik és f i-edik komponensének nevezziik azt a fiiggvényt, melyre
minden (Li,...,L;) € (P(X*))* esetén f;(Li...,Ly) az f(Li...,Ly;) vektor i-edik

komponense.

Ervényes lesz a kivetkezs.

3.52. Eszrevétel. Tetszoleges k > 1 ¢s f : (P(X*)F — (P(X*))* leképezés esetén f
akkor és csak akkor folytonos, ha minden 1 < i < k-re f; folytonos.

Bizonyitas. Gyakorlat.

Most bevezetiink néhany olyan folytonos leképezést (P(X*))F felett, melyekre a to-
vabbiakban sziikségiink lesz.

1) Projekciok:
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Legyen 1 < i < k. Az i-edik k-valtozos projekcio az a 7r2-(k) L (PEDF — P(E)
fiiggvény, melyre minden (Ly,..., L) € (P(X*))* esetén

(L, ... L) = L.
Konnyen igazolhat6, hogy a projekciok folytonos leképezések.

2) Konstans fiigguények:

Legyen w € ¥*. Ekkor f, : (P(¥*))* — P(X*) az a fiiggvény, melyre minden
(L1,...,Lg) € (P(X*))F esetén

fw(Lly- . . aLk) = {w}

Nyilvanval6, hogy a konstans fiiggvények folytonosak.

3) Széfigguények:

Legyenek Xi,..., X} olyan valtozok, melyek nem szerepelnek 3-ban és legyen w €
(S U{X1,..., Xx})*. Ekkor az f, : (P(X*)* — P(2*) fiiggvényt a kovetkezokép-
pen definialjuk. Legyen w = woX;, w; ... X;, wy, valamely n > O-ra és legyen minden
(L1,...,Lg) € (P(X*))k esetén

fw(Ll, .. ,Lk) = {wouilwl c UG, Wy | Ui, S Lj, 1<5< k‘},
tehét f, = fwoﬂ'i(f) fuwy - ng) fuw, - Kovetkezésképpen f,, folytonos, mivel eléall a kons-
tans fiiggvényekbdl és a projekciokbol a szorzas miivelettel és a [3.50.] lemma szerint a

folytonos fiiggvények zéartak a szorzas miveletre.

4) Egyenletrendszerek:

Legyenek ismét X1, ..., Xy olyan valtozok, melyek nem szerepelnek Y-ban. X* feletti
k wdltozds egyenletrendszernek (ha k nem lényeges, akkor csak egyenletrendszernek)
nevezziik az E-vel jelolt alabbi formalis rendszert:

Xy = Wil + ...+ Wi,

Xk = Wi+t ...+ Wy,
ahol ny,...,np > 1ésminden 1 <i < kés 1 <j<m;estén w;; € (XU{Xy,..., Xp})"
E meghataroz egy fr : (P(X*))F — (P(X*))F leképezés, melyet a kovetkezéképpen
definidlunk. Minden 1 < < k-re legyen f; = fu,, +...+ fu,,, és minden (Li,...,Ly) €
(P(X*))* esetén legyen

fe(Ly, o L) = (fi(Ls o L), s fi(Las o L))
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A fentiekbdl kovetkezik, hogy minden 1 < i < k-re f; folytonos, igy fg is folytonos,
mivel minden komponense folytonos, lasd B.52.] észrevétel.

3.5.3. Kapcsolat a kornyezetfiiggetlen nyelvtanok és a ¥* feletti k£ valtozos
egyenletrendszerek kozott

a) Kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz egyenletrendszer rendelése

Legyen G = (N,X,P,S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan. Tegyiik fel, hogy N =
{X1,..., X} és X7 = S. Ekkor P felirhat6 a kovetkez alakban:

Xl — wlll... ]wlm

Xk — wkl\...\wknk

G-hez hozzéarendeljiik az alabbi E(G) egyenletrendszert:

X, = Wil + ...+ Wiy

X, = Wk + ...+ Wkn,

Ekkor fp(q) (P(EF)F =P (E*)F folytonos fiiggvény. Tovabba, a G altal generalt nyelv
és E(Q) legkisebb fixpontja kozott a kovetkezs Osszefliggés van.

3.53. Tétel. Legyen G = (N,X,P,S) egy kiornyezetfiiggetlen nyelvtan.  Akkor
\/ng)G)((@, ..., 0)) i-edik komponense megegyezik L(G,X;) = {w € ¥* | X; =¢ w}-

vel. Speciélisan az elsé komponense egyenlé L(G)-vel.

Bizonyitas. A formalis bizonyités helyett egyenl6re egy példat mutatunk a tételre.

3.54. Példa. Tekintsika G: S — A|B
A — aAb|ab
B — bBa|ba

nyelvtant. Akkor F(G) a kiovetkezd egyenletrendszer lesz:

S = A+B
A = aAb-+ab
B = bBa+ ba,

tehat fE(G) ZP(E*)?’ —>'P(E*)3. A [B48] tétel szerint fE(G) legkisebb ﬁXpOIltja
V £ ((0.0.0)), ahol
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Be000) = @00

T (©,0,00) = (0, {ab}, {ba})

g@c) ((0,0,0)) ({ab,ba},{aabb, ab},{bbaa,ba})

f,(E?)(G)((@,@,@)) = ({aabb, bbaa, ab, ba},{aaabbb, aabb, ab}, {bbbaaa, bbaa, ba})
és igy

\/ fgz)c)((@, 0,0)) = ({...,aabb, bbaa,ab,ba},{. .., aaabbb, aabb,ab},{. .., bbbaaa,bbaa,ba})

Masrészt, a[3.53] tétel szerint

VI (0.0,0) = ((wesr|S="w) {wes | A= w){wes|B=*

|
L(G)
w}).

b) Egyenletrendszerhez kérnyezetfiiggetlen nyelvtan rendelése

Legyen F :
X, = Wil + ...+ Wi,
X, = Wk + ...+ Wkn,

¥* feletti k-valtozos egyenletrendszer. FE-hez hozzarendeljiik a G(E) = (N, X%, P, S)
nyelvtant, ahol

o« N={Xi,...,Xs}
e S = X1
3.55. Tétel. Legyen E egy X* {6lotti egyenletrendszer. Akkor \/ f gl)((@, .., 0)) i-edik

komponense megegyezik L(G(FE),X;) = {w € ¥* | X; = G(E) w}-vel. Specialisan az
els6é komponense egyenls L(G(E))-vel.

Bizonyitas. G(F)-hez rendeljiik hozza az egyenletrendszert tgy, ahogy az a) pontban
le van frva. Ekkor a kiindulasi E egyenletrendszert kapjuk. E(G(E)) = E. Igy az
allitas kovetkezik a B.53] tételbol. O
Bebizonyitottuk a kovetkezs tételt.

3.56. Tétel. Tetszbleges L C 3* nyelvre a kivetkezd két allitas ekvivalens:

1) L kornyezetfiiggetlen nyelv.
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2) L egy ¥* feletti egyenletrendszer legkisebb fixpontjanak valamelyik komponense.
Bizonyitas. Kovetkezik aB.53] és B.55] tételekbdl. O
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4. Automatik kompozicioi

4.1. Félcsoportok, monoidok és csoportok

Az S félesoportot monoidnak nevezzik, ha van egységeleme, azaz olyan 1 € S, melyre
minden s € S esetén 1s = s1 = s. Egy S monoidot pedig csoportnak hivunk, ha minden
s € S elemhez van olyan s~! € S, melyre ss™' = s7's = 1. Az s~ ! elemet s inverzének
nevezziik. Az {1} csoportot trividlis csoportnak nevezziik.

Tetsz6leges S félcsoport esetén S” az S részfélcsoportja, ha S" C S és S zart a szor-
zasra: minden s1,s9 € S’ esetén s1s50 € S’

Egy S monoid részmonoidjin az S olyan S’ részfélcsoportjat értjiik, mely egyuttal
monoid is. Egy G csoport részcsoportjin a G olyan részmonoidjat értjlik, amely egytt-
tal csoport is. Egy G csoport H részcsoportja a G normélosztdja, ha minden g € G-re
teljesiil, hogy gH = Hg, ahol gH = {gh |h € H} és Hg={hg | h € H}. Végiil egy S
félcsoport részcsoportjan az S egy olyan G részfélecsoportjat értjiik, ami egyben csoport
is. Egy S félcsoport aperiodikus, ha minden részcsoportja trivialis. Egy S monoid ape-
riodikus, ha az S félcsoport aperiodikus. Legyenek S és T félcsoportok. Azt mondjuk,
hogy S osztoja T-nek, és S|T-t irunk, ha S a T egy részfélcsoportjanak homomorf képe.
Egy nemtrivialis G csoport egyszerd, ha csak onmaga és a trivialis csoport a normal-
oszt6i. Koénnyen igazolhaté hogy minden véges nemtrividlis G csoportnak van egyszeri
csoport normélosztoja. (Ha G egyszert csoport, akkor készen vagyunk. Ha nem, akkor
van egy H normélosztdja G-nek, ahol H kiilénbézik a trividlis csoporttol is és G-t6l is és
H-nak kevesebb eleme van mint G-nek. Folytassuk az eljarast H-val.) A definiciokbol
azonnal adodik, hogy egy véges S félecsoport akkor és csak akkor aperiodikus, ha minden
csoport osztoja trivialis, ami ekvivalens azzal, hogy nem létezik véges egyszeri csoport
osztoja.

A kovetkezkben bebizonyitunk néhéany, félcsoportokra és csoportokra vonatkozod al-
litast, amelyeket kés6bb hasznalni fogunk.

4.1. Lemma. Véges csoport minden elemének van olyan hatvinya, mely az egységele-
met adja.

Bizonyitas. Legyen S véges csoport s pedig S egy tetszéleges eleme. Legyen p az

a minimalis pozitiv egész szam, melyre s,s2,...,sP kiilonbozéek. Tehat sPH! = s"
valamely r < p-re. Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat s inverzének r-edik
hatvanyaval. Kapjuk, hogy 1 = sP~"1 tehat sP~"+! egységelem. O

4.2. Lemma. Ha S véges, nem aperiodikus félcsoport, akkor van egy elem altal gene-
ralt valodi részcsoportja.

Bizonyitas. Mivel S nem aperiodikus, van nemtriviélis részcsoportja. Legyen s ennek
a részcsoportnak egy, az egységelemtdl kiilonbozé eleme és legyen k az a szdm, melyre
s a részcsoport egységeleme, lasd BI allitas. Ekkor k > 1, hisz feltettiik, hogy s nem
az egységelem. Kovetkezésképpen s,s2,...,s" elemek egy ciklikus csoportot alkotnak,
melyet s general. Ez a ciklikus csoport nemtrivialis, hisz k > 1 miatt egynél tobb eleme

van. Od
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4.3. Lemma. Legyen S félcsoport s € S és legyenek 1 < r < p olyan szédmok, ame-
lyekre tejestil, hogy

e az s,...,sP elemek kiilonbozbek és

o sPHl =4
Akkor a s", ..., sP elemek véges csoportot alkotnak S-ben.

Bizonyitas. Nyilvanvalo az, hogy s, ..., sP félcsoport.

El6szor megmutatjuk, hogy ebben a félesoportban s*®—"+1) az egységelem, ahol x
olyan nemnegativ egész szam (példaul a legkisebb ilyen), amelyre x(p — r + 1) > r.
Vegyiink egy tetszéleges elemet, ez nyilvanvaléan felirhato st alakban, ahol ¢ egy
nemnegativ egész szam. Konnyen megmutathaté, hogy a ciklikussag (vagyis sPT = s"
miatt) s"t = s"H+P=r+) Ez azonban még nem jelenti azt, hogy s®~"*1) egységelem,
mivel nem biztos, hogy p—r+1 > r, azaz nem biztos, hogy benne vagyunk a halmazban.
Ugyanakkor teljes indukcioval igazolhato, hogy tetszdleges z természetes szamra, s" 7 =
grHA2=r ) yagyis ¢t = g7 H gD Tehat st P gz egységelem.

Masodszor megmutatjuk, hogy a tetszéleges s"tt elem inverze sP—2r—tt1tuy(p—r+l)
ahol y tetszdleges nemnegativ egész (példaul a legkisebb nemnegativ egész), melyre
p—2r—t+1+y(p—r+1) >r. Ehhez st = " H+2(0—7+1) gegitségével megallapithato,
hogy tetszsleges olyan k esetén, melyre k(p —r + 1) > r, ugyancsak igaz ghlp—r+1) —
s%(r=r+1)  Ekkor

Sr+tsp—2r—t+1+y(p—r+l) Sr+t+p—2r—t+1+y(p—r+l) _ Sp—r-l—l-l—y(p—r—}—l) _ S(y—i—l)(p—r—}—l)

Masrészt p—2r —t+1+y(p—r+1) > r, amibdl kovetkezik, hogy (y+1)(p—r+1) >,
azaz sWHDE—r+1) — @+ (p—r+1) Tehat s TtgP—2r—t+1+y(p—r+1l) — gr(p—r+1) 0

4.4. Példa. Legyen T = {a,a?,a®}, ahol a* = a®. Ekkor T félcsoport, a 23] lemma

szerint pedig S = {a?, a®} nemtrivialis csoport (r = 2,p = 3). S egységeleme a?, a3
inverze pedig 6nmaga. Valoban, a’a® = a® = a® és a®a® = a® = a?. S a T részcsoportja,

tehat 1" nem aperiodikus.

4.5. Lemma. Tetszbleges S véges félcsoportra a kovetkez6 harom allitas ekvivalens:

(1) S aperiodikus,

(2) minden s € S-hez van olyan n > 1, hogy s" = s"*1

(3) van olyan n > 1, hogy minden s € S-re s" = 5"+,
Bizonyitas. (1) = (2): Legyen s € S. Mivel S véges van olyan 1 < r < p, hogy
az s,...,sP elemek kiilonbozGek és ugyanakkor sPt! = s". A 3] lemma szerint az
s", ..., sP elemek csoportot alkotnak. Mivel S aperiodikus, kapjuk, hogy r = p, tehat
sTH =5,

(2) = (1): Indirekt bizonyitunk, vagyis feltessziik, hogy (2) fennal, de S nem aperio-
dikus. Ekkor a[.Z] lemma miatt S-nek van egy elem altal generalt nemtriviélis részcso-
portja, legyen ez s,s%,...,s", ahol k > 1 és s a részcsoport egységeleme. Ugyanakkor
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van olyan n, melyre s” = s"T1. Ez csak tigy lehet, ha k = 1, ami viszont ellentmondas,
mert a részcsoport nemtrivialis.

(3) = (2): Nyilvanvalo.

(2) = (3): Legyen S = {s1,...,sr} és legyenek rendre nq,...,ng az si,...,s; ele-
mekhez tartozo szamok. Ekkor n = max{ni,...,n;} minden s;-hez jo lesz. O

Végiil megmutatjuk a kovetkezst.

4.6. Lemma. Az aperiodikus monoidok zartak a részmonoid, a homomorf kép és a
direkt szorzat miiveletekre.

Bizonyitas. A részmonoidra és a homomorf kép képzésre vald zartsag nyilvanvalo.
Legyenek S7 és S aperiodikus monoidok és tekintsiik direkt szorzatukat, vagyis az
S x S92 monoidot. Megmutatjuk, hogy teljesiil a 5] lemma (3) feltétele. Valoban,
mivel S; aperiodikus, a L5 lemma miatt van olyan n;, hogy barmely s;-re s = s?”’l,
i =1,2. Legyen n = max{ni,na}. Ekkor S; x So-ben tetszsleges (s1, s2) elemre teljesiil,
hogy (s1,52)"™ = (s7,55) = (s71h, s5Th) = (s1,89)" !, tehat Sy x Sy is aperiodikus. O

Az is nyilvanvalo, hogy egy aperiodikus monoid tetszGleges részfélcsoportja aperiodi-

kus félcsoport.

4.2. Félautomatak

Félautomatdnak egy olyan M = (Q, X, ) rendszert neveziink, ahol @, ¥ és ¢ ugyanaz,
mint automatak esetében. A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért a félautomatakat is
automataknak hivjuk.

Elgszor beveztiink néhany fogalmat. Legyenek M = (Q,X,d) és M' = (Q',%,d")
automatak. Azt mondjuk, hogy M’ az M részautomatdja, ha teljesiilnek a kovetkezd
feltételek:

e Q' CQ,

e ¥(q,a) = 6(q,a) minden q € Q' és a € X esetén (vagyis ¢ a ¢ fliggvénynek a
Q' x X halmazra valé megszoritasa).

Legyen tovabba ¢ : Q — Q' egy leképezés. A ¢ leképezés az M-nek M’-be valo
homomorfizmusa, ha minden ¢ € Q) és a € ¥ esetén teljesiil a

(0(q,a)) = &'(¢(q), a)

egyenlGség. Vegylik észre, hogy a homomorfizmus ezen definiciojat ugy kapjuk a kezds-
allapottal és végallapot-halmazzal rendelkez6 automatakra vonatkozdé homomorfizmus
definiciojabol (lasd 2131 definicid), hogy ez utobbibol elhagyjuk a kezddallapotokra és
a végallapot-halmazokra vonatkozo feltételeket.

Ha ¢ még sziirjektiv is (vagyis raképezés), akkor azt mondjuk, hogy M’ az M homo-
morf képe. Ha M’ az M homomorf képe és emellett ¢ még injektiv is (tehat bijekcio),
akkor ¢-t izomorfizmusnak nevezziik és azt mondjuk, hogy M és M’ izomorfak. Jelben:
M = M.

Bevezetiink még egy jelolést. Tetszdleges M = (Q, X, §) félautomata, gp € Q és F C Q
esetén M |[qo, F]-fel jeloljik a (Q, %, 0, qo, F') automatat (vagyis azt az automatat ame-
lyet tgy kapunk M-bél, hogy qo-t kezdGallapotnak, F-et pedig végéallapot-halmaznak
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tekintjiik). Tovabba, M-ben felismert nyelven értiink minden olyan L C X* nyelvet,
amelyre L = L(M|qo, F]) telejesiil valamely gy € @ és F' C Q esetén.

Ebben az fejezetben azzal foglalkozunk, hogyan lehet félautomatakat elGallitani egy-
szeriibb félautomatakbol a szorzatnak (vagy méas néven kompozicionak) nevezett miive-
let segitségével.

4.3. Gluskov szorzat

4.7. Definici6. Legyen n > 0 és minden i = 1,...,n-re legyen M; = (Q;,%;,0;) egy
féelautomata. Legyen ¥ egy tovabbi abécé és legyenek adottak a

(pi:le...QnXE—)Ei

leképezések. Az M; automataknak a Y abécére és a @; leképezésekre vonatkozo Gluskov-
szorzatdanak vagy kompozicidjinak azt az M = (Q, 3, 0) automatat nevezziik, ahol

* Q=Q1Xx...xXQn,

e minden (¢1,...,q,) € @ é a € X esetéen 0((q1,...,qn),a) =
(61(q1,a1),--.,0n(qn,an)), ahol minden i = 1,...,n-re a; = v;((q1,---,qn), a).

Azt, hogy M az M,; automatdknak a Y abécére és a ¢; leképezésekre vonatkozo
Gluskov-szorzata, ugy jeloljik, hogy M = My X ... x M,[X, ¢1,..., 0] vagy roviden
M = T[;, M;[Z,¢;]. A tovabbiakban Gluskov-szorzat helyett gyakran roviden csak
szorzatot mondunk.

Az automatak direkt szorzata a szorzat egyik specialis esete. Valoban, ha ¥ = ... =
Y, = X és minden ¢ = 1,...,nre v;((¢1,...,qn),a) = a, akkor a jol ismert direkt
szorzatot kapjuk vissza.

Egy masik specialis esetként n = 0-t is megengediink. Ekkor definicié szerint M az
egyallapott, X feletti automata, méas szoval a trividlis ¥ -automata, amelyet Triv(X)-val
jeloliink.

A tovabbiakban automatak olyan halmazai (altalanosabban: osztalyai) irdnt érdek-
16diink, amelyek teljesek abban az értelemben, hogy - kissé elnagyoltan fogalmazva -
elemeikbdl minden automata elGallithatd valamilyen formaban a szorzat segitségével.
Ezt pontosabban a kovetkezSképpen fogalmazzuk meg.

4.8. Definici6. Legyen K automatéik egy osztélya.

(1) K nyelv teljes (roviden: teljes), ha minden L regularis nyelv felismerhetd egy olyan
M automatéban, amelyet C-beli automatak szorzataként kapunk. (Tehat M-et
ugy kapjuk, hogy vessziik IC-beli automatak egy szorzatat, majd kijeloliink benne
egy alkalmas kezddallapotot és végallapot-halmazt.)

(2) K izomorfan teljes, ha minden M automatéahoz megadhatod K-beli automataknak
egy olyan N szorzata, hogy M izomorf N egy részautomatajaval.

(3) K homomorfan teljes, ha minden M automatéhoz megadhatd K-beli automatak-
nak egy olyan IN szorzata, hogy M az N egy részautomatijanak homomorf képe.
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Nyilvanvalo, hogy ha IC izomorfan teljes, akkor mind teljes, mind homomorfan teljes.
Ugyanakkor érvényes a kovetkezd allitas is.

4.9. Tétel. Automatik egy K osztilya akkor és csak akkor teljes, ha homomorfan
teljes.

Bizonyitas. Tegyiik fel elszor, hogy I homomorfan teljes. Legyen tovabba L C *
egy reguléris nyelv, amelyet az M = (Q, %, 0, qo, F') automata ismert fel, vagyis amelyre
L = L(M). Mivel K homomorfan teljes, az M’ = (Q, %, ) (fél)automatahoz megadhato
K-beli automatéknak egy olyan N = [[i | N;[X, ;] szorzata, hogy M’ az N valamely
N' = (@', %,§) részautomatajanak homomorf képe egy ¢ : Q' — @ homomrfizmus
mellett. El6szor kiegészitjiik N'-t egy alkalmas kezdéallapottal és végallapot-halmazzal
tgy, hogy az ily modon kapott automata is L-et ismerje fel. Legyen evégett ¢, olyan
allapot (’-ben, melyre p(q)) = qo és legyen F' = ¢~ 1(F) C Q. Ekkor M homomorf
képe lesz az N'[q, F'] automatanak is (a 2I3] definici6 értelmében). Ezért, a [ZI5]
lemma kovetkeztében az N'[q(, F'] automata altal felismert nyelv megegyezik L-lel.
Végiil vegyiik észre, hogy ¢, ¢s F' megadasaval egytuttal N-et is ellattuk kezdsallapottal
és végallapot-halmazzal és a fenteik értelmében az N|gf), F'] automata is az L nyelvet
ismeri fel.

Megforditva, tegyiik fel, hogy K teljes és legyen M = (Q, 3, 0) egy automata, melyben
Q ={q1,--.,qn}. Vegyiink egy 1j ap ¢ ¥ input szimbolumot és vezessiik be az My =
(Q, X U{ao},d0,q1,{qn}) automatat, ahol

e minden i = 1,...,n és a € X esetén do(g;,a) = 6(q;, a), és
e minden i = 1,...,n — 1 esetén do(q;, ap) = gi+1 €8 00(Gn, a0) = Gn.

Eszrevessziik, hogy My 6sszefiiggs és redukalt, tehat az L(My) nyelvet felismerd mini-
maélis automata.

Mivel K teljes, megadhato K-beli automataknak egy N =[] N;[XU{ao}, pi] szorza-
ta, amely egy alkamas gy kezddallapottal és Fiy végallapot-halmazzal az L(Mj) nyelvet
ismeri fel. Tehat L(N[qn, Fn]) = L(My).

Mivel My az ezen nyelvet felismerd minimalis automata, My az Nlqy, Fy] egy N
részautomatajanak homomorf képe valamely ¢ homomrfizmus mellett (219 kovetkez-
mény). Amennyiben az N automatabol elhagyjuk az ag input szimbélumot, ,elfelejtjiik"
a kezddgallapotot és a végallapot-halmazt, tovabba az atmenetfiiggvényét megszoritjuk
az allapothalmazara és Y-ra, akkor egy olyan (fél)automatéat kapunk amely K-beli auto-
matak szorzatanak részautomataja és amelynek homomorf képe M. Mivel M tetszéleges
volt, azt kaptuk, hogy K homomorfan teljes. O

4.10. Definici6. Egy M = (Q, X, §) automata énmagdban izomorfan teljes, ha van két
kiilonboz6 p, ¢ € @ allapot és vannak olyan (nem feltétleniil kiillonb6z6) aq, ag, as,ay € X
input szimboélumok, hogy

5(}7,&1) =D 5(p7 a2) =q, 5((]7 (13) =q, és 5(q7a4) =P

Bebizonyitjuk, hogy a fenti elnevezés jogos, vagyis érvényes a kovetkezd tétel.
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4.11. Tétel. Ha M egy onmagaban izomorfan teljes automata, akkor az { M} rendszer
izomorfan teljes.

Bizonyitas. Legyen M = (Q, X, ) 6nmagaban izomorfan teljes és legyenek p,q € Q
azon allapotok, a1, a9, as,aq € ¥ pedig azon input szimboélumok, melyekkel M teljesiti
a[£.10] definicioban szerepld feltételeket.

Vegyiink egy tetszéleges N = (P, Y/, ') automatat. Legyen k egy olyan természetes
szam, melyre 2% > || P|| (vagyis melyre k > log, || P||). Legyen tovabba h : P — QF egy
olyan injektiv leképezés, melyre h(r) € {p, q}k teljesiil minden r € P-re. Képezziik azt
az

k
M= (Q,x,0") = [ MY, i
i=1
kompoziciét, melyben tetszéleges r € P és a € X/ esetén, ha
h(r) = (s1,...,8,) és h(d'(r,a)) = (t1,...,tx)
(ahol s;,t; € {p,q}, akkor minden 1 <i < k esetén

©i((s1,...,88),a) = b; € {ay1,az,a3,a4},

ahol
(5(81, bl) =11,... 76(3k7 bk) = 1.

A ; leképezések megvalaszthatok ilyen modon (més szoval valaszthatunk ilyen b; input
bettiket), mivel M 6nmagaban izomorfan teljes. Ekkor, a szorzat atmenetfiiggvényének
definicioja miatt, 6" ((s1,...,8%),a) = (t1,...,tx), amibdl kapjuk, hogy

(8" (r,a)) = (t1,...,tr) = 8" ((s1,...,88),a) = 8" (h(r),a).

Tehat h injektiv homomrfizmus lesz N-bsl M-be. Kaptuk, hogy N izomorf M egy
részautomatéjaval.

4.12. Tétel. Automatik egy K osztalya akkor és csak akkor izomorfan teljes, ha tar-
talmaz 6nmagaban izomorfan teljes automatat.

Bizonyitas. Legyen a K osztély izomorfan teljes és tekintsiik azon N = ({p, ¢}, {a, b}, 9)
automatat, amelyben

6(p,a) =p, 6(p,b) =q, 6(g,a) =q, & 0(q,b) =p.
Mivel K izomorfan teljes, van IC-beli automatéknak egy olyan

k

M = (Q.{a,b},d') = [ Mil{a. b}, i)

i=1

kompoziciéja, hogy N izomorf modon leképezhets M egy részfélautomatajara egy h :
{p,q} — @Q izomorfizmussal. Legyenek M; = (Q;,%;,d;), i =1,...,k, legyen

h(p) = (s1,...,8,) valamint h(q) = (t1,...,tx),
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és minden 7 = 1,..., k esetén legyen
(101'((517---7816)7&) = Qg @i((slv'--ask)vb) = b,
oi((t1, ..., tk),a) = ¢, oi((t1, ..., tk),b) = d;.

Ekkor M definiciéjabol valamint A izomorfizmus voltabol az kévetkezik, hogy minden
i=1,...,k esetén

5i(8i,ai) = Si,éi(si,bi) = ti,éi(ti,ci) = ti és 5Z(tz,d2) = S;.

Példaul az elsé egyenldség azért teljesiil, mert 0(p,a) = p, tehat &' (h(p),a) = h(p)-nek,
azaz &' ((s1,...,8k),a) = (s1,...,Sk)-nak is teljesiilni kell.

Mivel h injektiv leképezés, van olyan j index, hogy s; # t;. Ekkor pedig az M;
automata énmagaban izomorfan teljes, mert az s;, t; dllapotaival és az a;, b, ¢j, d; input
szimbolumaival teljesiti a E.10] definicioban szerepld feltételeket.

A bizonyitas masik iranya kovetkezik a [LTT] tételbsl. O

A teljes rendszerekere a kovetkezdk érvényesek.

4.13. Definici6. Egy M = (Q, X, d) automata dnmagdban teljes, ha van olyan ¢ € Q
allapot, vannak olyan a,b € ¥ input jelek és u, v € ¥* szavak, melyekre d(q,a) # 0(q,b),
tovabba (g, a)u = d(q,b)v = q.

4.14. Tétel. (Leticsevszkij tétele) Automatéak egy K osztalya akkor és csak akkor teljes,
ha tartalmaz énmagaban teljes automatat.

4.4. Kaszkad szorzat

4.15. Definicié. Automaték egy M = My X ... X My[2, ¢1,. .., pn] szorzatat kaszkdd
szorzatnak nevezzik, ha minden 1 <7 < n-re a @; : Q1 X ... X Qn X X — 3; leképezés
csak az elsG ¢ — 1 és az utols6 argumentumatol fligg. Mas széval, minden 1 < i < n
esetén van olyan 1; : Q1 X ... X Q;—1 X ¥ — ¥; leképezés, hogy minden ¢; € Qj,
j=1,....,nésac X esetén @;((q1,...,qn),a) = i((q1,---,qi-1),a).

A kaszkad szorzatnak van egy speciélis esete, amire késébb sziikségiink lesz. Abban az
esetben, amikor csak két tényézd van, My = (Q1,%1,d1) és My = (Q2, X2, 02), tovabba
¥ =3 és végil ¥ : ¥ — ¥ az identikus leképezés, a kaszkad szorzatot My X, Ma[X]-
val jeloljiikk. (A kaszkad szorzat definicioja szerint ekkor 1y : Q1 X X — 3o alaka
leképezés lesz.)

A Gluskov szorzathoz hasonloan, a kaszkad szorzatra is definidlhato a teljes, izomorfan
teljes és homomorfan teljes rendszer fogalma és érvényes lesz a kovetkezd allitas.

Ha automatak egy I osztéilya izomorfan teljes a kaszkad szorzatra nézve, akkor mind
teljes, mind homomorfan teljes. Ugyanakkor, érvényes a kivetkezd tétel is.

4.16. Tétel. Automatik egy K osztalya akkor és csak akkor teljes a kaszkad szorzatra
nézve, ha homomorfan teljes a kaszkad szorzatra nézve.
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A bizonyitas minkét esetben analog a Gluskov szorzatra vonatkozd megfelels allitasok
bizonyitasaval, a kiilonbség csak annyi, hogy Gluskov szorzat helyett kaszkad szorzatot
mondunk. (Vegytik észre, hogy pl. a [0l tétel bizonyitdsaban nem hasznaltuk ki a
Gluskov szorzat definicidjat, csak a teljesség és a homomorfan teljesség definiciojat).

Ki fogjuk mondani a kaszkad szorzatra vonatkozé tn. Krohn-Rhodes tételeket. Ehhez
sziikségiink van némi el6készitésre.

Elgszor bevezetiink egy jelolést. TeteszGleges M = (Q, 3, ) automata esetén jeloljiik
fp-mel a X*-on értelmezett alabbi reldciét: minden w,v € ¥*-ra, legyen u6y;v akkor
és csak akkor, ha minden ¢ € Q-ra teljesiil, hogy qu = qu. Az igy definialt ; nem
mas, mint a 9] lemma bizonyitasidban bevezetett relacid, tehat 6y, véges indexii
kongruencia a 3* monoidon. Az Ty = ¥* /0, faktor monoid pedig nem mas, mint a
definicioban bevezetett fogalom, vagyis M automata dtmenet monoidja. (A
definicibban az Ty monoidot tgy reprezentiljuk, hogy az alaphalmaz az f, : Q@ — @
leképezések halmaza (ahol f,(q) = qz), a monoid mtvelet pedig a fiiggvény kompozicio,

azaz fy - fy = fmy)

4.17. Eszrevétel. Ugyancsak a[Z9] lemma bizonyitasanal lattuk, hogy 65, C 67, min-
den olyan L nyelvre, amelyet M ismer fel alkalmas kezdGallapot és végallapot-halmaz
hozzaadasaval. Ha tehat M egy kezddallapottal és végallapot-halmazzal rendelkezé au-
tomata, amely az L nyelvet ismeri fel, akkor Sp|Ths. Ha M minimaélis, akkor Sz, = T)y.

Ertelmezziik tovabba az U = {1,a,b} harom elemt monoidot, melynek 1 az egységele-
me és amelyen tetszbleges x,y € {a,b} estén xy = y. Eszrevessziik, hogy U aperiodikus.
(Bizonyitas: 12 = 1, a®> = a és b*> = b, alkalmazzunk az 5] lemmat.)

Legyen I automatik egy osztalya és jeloljik V.(K)-val azon automatak osztalyat,
amelyek elGallnak IC-beli automatak valamely kaszkad szorzata részautomatajanak ho-
momorf képeként. A jel6lés miatt egy K osztaly akkor és csak akkor homomorfan teljes,
ha V.(K) megegyezik az Osszes automatéak osztalyaval.

Megjegyezziik, hogy minden ¥ d4bécé esetén a Triv(X) trivialis automata is V.(K)-ben
van, mivel § barmely Y input abécével rendelkezé automatéinak homomorf képe.

Most bizonyitas nélkiil kimondjuk az automatak kaszkad szorzatéra vonatkozo6 an. I.
Krohn-Rhodes tételt.

4.18. Tétel. (I. Krohn-Rhodes tétel) Legyen K automatak egy nemiires osztalya és
legyen M € V.(K). Ha G véges egyszert csoport vagy G = U és G|Ty, akkor van
olyan M'" € K, hogy G|Ty.

A tétel szemléletes magyarazata, hogy ha egy G véges egyszerii csoport (vagy U)
osztOja egy olyan automata atmenet monoidjanak, amely K elemeibdl ll el a V. (K)
osztéalyt definialo miveletekkel, akkkor G (vagy U) ugyancsak osztoja valamely K-beli
automata monoidjanak is.

Tetszoleges G véges csoport esetén vezessiik be az Aut(G) = (G, G, dg) automatat,
ahol minden g1, g2 € G esetén 6g(g1, g2) = g1g2. Konnyen igazolhato, hogy Tauray = G,
és igy specidlisan G|Tg(c)-

4.19. Tétel. Ha egy K osztaly homomorfan teljes a kaszkad szorzatra nézve, akkor KC
végtelen.
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Bizonyitas. Legyen G tetszSleges véges egyszert csoport. Mivel K homomorfan teljes,
V.(K) megegyezik az 0sszes automaték osztalyaval és igy specidlisan Aut(G) € V.(K).
Tovabba, mint lattuk, G|Tayq)- gy a @IR] tételbé] kapjuk, hogy van olyan M’ € K,
hogy G|TM/

Azt kaptuk, hogy ha K homomorfan teljes, akkor minden G véges egyszert csoport
esetén van olyan M’ € K, hogy G|Ty;. Mivel végtelen sok véges egyszert csoport van,
ezért IC is végtelen kell legyen. O

Mint lattuk, az izomorfan teljessébdl kovetkezik a homomorfan teljesség, tehat az is
igaz, hogy minden izomorfan teljes K osztaly végtelen.

Tekinstitk most fentebb értelmezett U monoidot és legyen Aut(U) azon
({a,b},{1,a,b},6r) automata, melyre tetszéleges p € {a,b} és = € {1,a,b} esetén
du(p,x) = px, ahol az egyenlet jobb oldalan az U-beli szorzast értjiik. Ily modon 1
mindkét allapotot helyben hagyja, a mindkét allapotot a-ba viszi, b pedig mindkét al-
lapotot b-be viszi az Aut(U) automatdban. Kénnyen lathat6, hogy Ty = U, tehat
T guy(vy is aperiodikus.

Egy M = (Q, %, ) automatat permutdcié automatdinak neveziink, ha minden a € X-
ra az f, : Q@ — @ leképezés bijekcio. (Megjegyezziik, hogy ha M permutécié automata,
akkor minden u € ¥*-ra is teljesiil, hogy f,, bijekcio.)

Tovabbé, legyen

K(M) = {Aut(G) | G egyszerii csoport és G|}

és legyen

K'(M) = K(M) U {Aut(U)}.
Most mar kimondhatjuk a II. Krohn-Rhodes tételt, amely maga is két részbdl all.

4.20. Tétel. (II. Krohn-Rhodes tétel) Legyen M tetszbleges automata.
(1) M € V(K'(M)).
(2) Ha M permutéci6é automata, akkor M € V  (K(M)).

A tételbdl azonnal kovetkezik, hogy a
K = {Aut(G) | G egyszerii csoport } U {Aut(U)}

osztaly homomorfan teljes a kaszkad szorzatra nézve. Valoban, minden M automata
estén K'(M) C K, tehat M € V.(K).

Egy M automatat aperiodikusnak neveziink, ha Tj; aperiodikus. A definiciok miatt,
ha M aperiodikus, akkor minden olyan L nyelvre, amely az M automataban ismerhetd
fel, Sp|Th miatt Sy, is aperiodikus.

Az 1. és a II. Krohn-Rhodes tételbdl azonnal adodik a kévetkezd allitas.

4.21. Kovetkezmény. Egy M automata akkor és csak akkor aperiodikus, ha M €
Ve({Aut(U)}).

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy M aperiodikus. Ha M trivialis (vagyis egy-allapoti),
akkor definici6 szerint V. ({Aut(U)})-ban van, tehat készen vagyunk. Ha M nemtri-
vialis, akkor a II. Krohn-Rhodes tétel (1) allitasa szerint M € V. (K'(M)). Mivel
azonban M aperiodikus, a T); monoidnak nincsen egyszertd osztoja, tehat (M) = ()
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és igy K'(M) = {Aut(U)}. Kovetkezésképpen, M € V. ({Aut(U)}). Forditva, tegyiik
fel, hogy M € V.({Aut(U)}). Ha lenne olyan egyszerd véges csoport, amely Tjs-nek
osztoja, akkor az I. Krohn-Rhodes tétel miatt az osztdja lenne T, 17)-nak is. Mivel
azonban T'4,rr) aperiodikus, ezért nincs nemtrivialis osztoja. Tehat Ths-nek sem lehet
nemtrivialis osztdja, ami éppen azt jelenti, hogy M aperidodikus. O

4.5. Csillagmentes nyelvek

Ebben a fejezetben a Krohn-Rhodes tételek egy érdekes alkalmazésat mutatjuk meg.

4.22. Definicié. Egy L C ¥* nyelv x-mentes, ha el6all az {a}, a € ¥ nyelvekbdl a
Boole miiveletek (U, N, komplementer) és a konkatenacié véges sokszori alkalmazéasaval.

Nyilvanvald, hogy minden x-mentes nyelv regularis. A x-mentes nyelvek szép jellem-
zését adja Schiitzenberger hires tétele.

4.23. Tétel. (Schiitzenberger tétele.) Egy L C ¥* nyelv akkor és csak akkor x-mentes,
ha Sy, véges és aperiodikus.

A tételbdl azonnal kiévetkezik, hogy tetszéleges L felismerhetd nyelvrél eldénthetd,
hogy *-mentes-e. Meg tudjuk ugyanis konstrualni Sy-et és mivel ez véges, a[L5] lemma
alapjan el tudjuk donteni, hogy aperiodikus-e.

A kovetkezdkben bebizonyitjuk Schiitzenberger tételét a kaszkad szorzattal kapcsola-
tos eredmények felhasznalasaval. (Az eredeti bizonyitasban nem alkalmaztak a kaszkad
szorzatot.) Az egyik irdny bizonyitasa viszonylag egyszerid (és nem sziikséges hozza a
kaszkad szorzat). ElGszor bebizonyitjuk a kovetkezs lemmét.

4.24. Lemma. Tetsz6leges Ly, Lo C ¥* nyelvekre Sp,nr,|Sr, X Si,-

Bizonyitas. Tekintsiik Sz, x Sp,-nek az S" = {(x/0r,,2/0L,) | © € ¥*} részhalmazat.
Konnyen belathato, hogy az gy definialt S’ részmonoid lesz. Valoban,

(x/01,,2/00,)(W/01,,y/0L,) = (2/01,y/0L,,2/01,9/01,) = (xy/01,,2y/0L,),

tovabba (e/0r,,¢/0L,) egységelem S’-ben.

A kovetkezdkben megmutatjuk, hogy Sr,nr, az S homomorf képe. Definialjuk evégett
ah:S — Spnr, leképezést, ahol h((x/0r,,2/01,)) = x/01,AL.-

El6szor is megmutatjuk, hogy a h leképezés joldefinialt, vagyis, hogy az
(x/0r,,2/01,) = (y/0r,,y/0L,) egyenlSséghdl kovetkezik, hogy x/0r,nr, = y/01,AL,-
Legyenek tehéat =,y € ¥* olyanok, hogy =/0r, = y/0r, és ©/0r, = y/0r,. Ekkor defini-
ci6 szerint tetszéleges u,v € ¥* esetén uzv € Ly <= uyv € L és tetszbleges u,v € ¥*
esetén uxv € Ly <= uyv € Lo.

Legyen u/, v € ¥* és tegyiik fel, hogy v/zv" € L1NLsy. Ekkor v/zv" € Ly és u'zv’ € Lo.
Az elsbbi feltevésiink miatt ez utébbi akkor és csak akkor all fenn, ha w'yv’ € Ly és
u'yv’ € Loy, vagyis ha u'yv’ € Ly N Ly. Kaptuk, hogy tetsz6leges u/,v' € ¥* esetén
wav' € Ly N Ly <= u'yv’ € L1 N Ly, vagyis x/01,A5, = y/01,AL,-
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Nyilvanvalé az, hogy h raképezés. Végiil megmutatjuk, hogy A homomorfizmus. Va-
l6ban,

h((x/0r,,2/00,)(y/0L,,9/01,)) = h((xy/01,, 2y /0L,)) = 2y /0L,nL, =
($/9L10L2) (y/9L10L2) = h((x/elq ) :E/eLz))h((y/elq ) y/eLz)) :

4.25. Lemma. Ha egy L C X* nyelv x-mentes, akkor Sy, véges és aperiodikus.

Bizonyitas. Mivel L s-mentes, ezért regularis is. Ebbd6l viszont a [ZI1] tétel szerint
kovetkezik, hogy S; = ¥*/0, véges.

Végiil bebizonyitjuk, hogy S aperiodikus is. A *-mentes nyelv definicidja szerinti
indukcioval haladunk tovabb.

(i) Tegyiik fel, hogy L = {a}. Konnyen lathato, hogy ekkor S;p = {{e},{a},¥* —
{e,a}}. Az S harom-elemtd monoidnak két részcsoportja van, a {{e}} és a {{E" —
{e,a}}. Mindkettd trivialis, tehat ebben az esetben S7, aperiodikus.

(ii) Legyenek Li, Ly C ¥* x-mentes nyelvek, melyekre Sy, és & Sr, aperiodikusak.

(ila) Az SL—1 monoid aperiodikus, mivel SL—1 = Sr,, ahol L; az L; komplementere
> *-ra nézve.

(iib) Az Sp,nr, monoid aperiodikus, mivel a fL24] lemma miatt Sg,nr,|SL, X SL,,
tovabba a 6] lemma szerint az aperiodikus monoidok zartak a direkt szorzas, a rész-
monoid és a homomorf kép képzésre.

(iic) Beizonyitjuk, hogy Sr,ur, is aperiodikus. A De Morgan azonossag szerint L; U
Ly = L1 N Lo, tovabba tetszéleges L nyelvre S = St. Kovetkezésképpen Sp,ur, =
SL_mL_2- A feltevésiink szerint S, és Sp, aperiodikus, tehat SL—1 és SL—2 is aperiodikus.
Ekkor az el6zé allitas szerint Sflﬂfz aperiodikus, tehat Sp,ur, is az.

(iid) Végul megmutatjuk, hogy Sr,r, is aperiodikus. Mivel S, aperiodikus, a
[43] allitds miatt van olyan ni természetes szam, hogy minden x/6;, € S, esetén

Yy gy 1 1
(x/0p,)™ = (x/01,)™+. Kovetkezésképpen, a szintaktikus monoid definici6jat figye-
lembe véve, minden u,x,v € X* esetén

wr™v e Ly < uz™ v e L.
Hasonléan, van olyan nsy természetes szam, hogy minden u, x,v € 3* esetén
ur™v € Ly <= uz™ v € L.
Megmutatjuk, hogy n = n1 + no-re teljesiil, hogy minden w,x,v € ¥* esetén
ur™ € L1Ly <= uz""'v e LLo,

amibdl, ismét a 3] allitds miatt, azonnal adodik, hogy Sr, 1, is aperiodikus. Legyen

tehat uz"v € LiLo, ami azt jelenti, hogy uz"v = wz, ahol w € L; és z € Lo. Két

eset lehetséges: (1) amikor w az uz™ sz6 prefixe és (2), amikor z az x"2v szuffixe. Az

els6 esetben z = ya™wv alakt, valamely alkalmas y € X* sz esetén. Mivel z € Lo,

kapjuk, hogy 2/ = ya™ Tty € Ly, vagyis wz' = ua""tv € L1Ls. A (2) eset bizonyitasa

hasonléan megy. O
Most elkezdjiik a masik irany bizonyitasanak elGkészitését.
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4.26. Lemma. Tetszbleges L C ¥* nyelv esetén S, akkor és csak akkor véges és aperi-
odikus, ha L felismerhetd olyan félautomataban, amelyet { Aut(U)}-bol kapunk kaszkad
szorzéssal.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy St véges és aperiodikus. Akkor L felismerhetd, legyen M
az L-et felismerd miniméalis automata és jelolje M’ az M-b6l kapott félautomatat. Mivel
Ty = Sy, az M’ félautomata is aperiodikus és igy az 211 kovetkezmény miatt M’ €
V. ({Aut(U)}). Tehat van egy olyan N = [, Aut(U)[X, ¢;] kaszkad szorzat, hogy M’
az N valamely részfélautomatajanak homomorf képe. De akkor az N automatiban is
ki tudunk jelolni egy alkalmas kezd&allapotot és végallapot-halmazt gy, hogy az igy
kapott automata az L nyelvet ismerje fel. (Lasd a[L9] tétel bizonyitasanak elss részét.)
Megforditva, legyen N =[], Aut(U)[E, ¢;], kaszkad szorzattal kapott félautomata,
amely alkalmas kezdd&allapot és végallapot-halmaz megadasaval az L-et ismeri fel. Ekkor
a [LIT] észrevétel miatt Sz|Tn. Tovabba, a L2T] kovetkezmény miatt T aperiodikus,
tehéat Sy is aperiodikus O
Sziikséglink lesz a kovetkezd lemmara is.

4.27. Lemma. Legyen M = (Q,X,d) nem feltétleniil teljes félautomata. Ha az M-
ben felismerheté barmelyik nyelv *-mentes, akkor ugyanez érvényes minden olyan M’
féelautomatara is, amelyet M-bdl bizonyos atmenetek elhagyasaval kapunk.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy M'-t a §(q1,a) = g2 4tmenet elhagyasaval kapjuk M-bél.
Ekkor minden ¢g € Q és F' C @ esetén

L(M'[qo0, F]) = L(M]qo, F]) — L(M g0, {q1 }])a>".

Mivel az egyenlet jobb oldalan &all6 nyelvek x-mentesek és mivel a x-mentes nyelvek
zértak a halmaz kivonasra, az L(M'[qo, F]) is +-mentes. (Megjegyezziik, hogy az Gsszes

szot tartalmazo 3* nyelv s-mentes, mert X* = {a} U {a} minden a € ¥-ra). O

4.28. Lemma. Ha egy L C >* nyelv felismerhet§ olyan félautomatéaban, amelyet
{Aut(U)}-bol kapunk kaszkad szorzéssal, akkor az L nyelv s-mentes.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy L felismerhets az M = [[;"; Aut(U)[%, ¢;] automatéban,
ahol a jobb oldalon kaszkad szorzas all valamely n > 0-ra. Az n szerinti indukciéval
megmutatjuk, hogy L *-mentes.

(i) Az n = 0 esetben M = Triv(X). Igy az M-ben felismerhets nyelvek ) és ¥,
mindkettd *-mentes.

(ii) Tegyiik fel, hogy M = My xy Aut(U), ahol My = (Q1,%,01) olyan félautomata,
amelyben felismert valamennyi nyelv #-mentes.

Felidézziik, hogy Aut(U) allapothalmaza {a,b}, tehat M allapothalmaza Q; x {a,b}.
Tovabba ¢ egy Q1 x X — {1,a,b} alakua leképezés. Végiil, ha d-val jeloljiikk M atme-
netfiiggvényét, akkor minden (p,i) € Q1 x {a,b} allapotra és ¢ € 3 input jelre

5((])7 Z)v C) = (51 (p7 C)v 5U(i7 7/1(2% C)))

Elegend6 megmutatni, hogy M barmely két (po,i) és (p1,j) &llapotéara
L(M{(po,i),{(p1,7)}]) *-mentes.
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Csak az i = a,j = a esettel foglalkozunk, a tobbi eset hasonléan kezelhets. ElGszor is
megjegyezzilk, hogy

L(M[(po,a),{(p1,a)}]) € L(Mi[po, {p1}])-

Legyen M/ az a félautomata, amelyet gy kapunk M;-bél, hogy elhagyjuk belsle az
osszes olyan 01(p,c) = p' alaka atmenetet, ahol ¥(p,c) # 1, tehat csak azokat az
dtmeneteket hagyjuk meg, amelyek a masodik komponenst biztosan nem véltoztatjak
meg. A lemma szerint az Mj-ben felismert valamennyi nyelv x-mentes. Tovabba

L(M{(po, a),{(p1,a)}]) =
LM [po, {p1}]) U (Uw.oeq,xs L(Milpo, {p})eL(M][pe, {p1}]))-

¥(p,c)=a
Mivel az egyenlet jobb oldalan 4&ll6 valamennyi nyelv smentes, ezért az
L(M|(po,a),{(p1,a)}]) is s*-mentes. Az egyenlGség értelmezése a  kovetkezd.
L(M;[po,{p1}]) azon szavakbol all, amelyeket a bal oldalon all6 automata gy ismer
fel, hogy kozben az allapotainak a mésodik komponense nem valtozik. Azon szavak,
amelyeket a bal oldalon all6 automata tgy ismer fel, hogy koézben az allapotainak a
masodik komponense is valtozik ucv alaki szavak, ahol ¢ € X az utolsé eléfordulésa egy
olyan betiinek, amelyre 1 (p,c) = a, vagyis amely hatasara a méasodik komponens a-ra
valtozik és utana az is marad. O
Ezzel bebizonyitottuk a Schiitzenberger tétel méasik irdnyat is.

4.29. Lemma. Tetszbleges L C X* nyelv esetén, ha Sy, véges és aperiodikus, akkor L
*-mentes.

Bizonyitas. Kovetkezik a[4.26.] és a[4.28] lemméakbol O
Befejezésiil (részben bizonyitas nélkiil) megadjuk a x-mentes nyelvek egy tovabbi jel-

lemzését. Itt FO(<)-el jeloljitk az MSO(+1) logikdnak azt a szegmensét, amelyben csak

elsérendii kifejezések szerepelhetnek, ugyanakkor megengedjiik az x < y relaciot.

4.30. Tétel. Tetszbleges L C 3* nyelvre a kovetkezd harom éllitds ekvivalens:
(1) L %-mentes,
(2) Sp véges és aperiodikus,
(3) L definalhaté az FO(<) logikaban.
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