A Turing-gép
Definicié. Egy Turing-gép egy M = (Q, %, T, qo, d, F) rendszer,
ahol
Altalanos és kornyezetfiuggo nyelvek > Q véges halmaz, az dllapothalmaz,
» [ a munka dbécé, a > (kezdet) és B (blank) I'-ban van,
» Y az input dbécé, ¥ C I — {r>, B},
> qo € Q a kezdéallapot,

Formalis nyelvek Ill.

Fulop Zoltan » £ C Q, a végdllapotok halmaza,

> 0:QxT — Q xT x D egy parcidlis fliggvény, az
dtmenetfiiggvény, ahol D = {< —, } a kovetkezé mozgdsi
irdnyokat jelenti:
< : lépés balra, — : |épés jobbra, _ : helyben maradas.

SZTE TTIK Informatikai Intézet

Szamitastudomany Alapjai Tanszék
6720 Szeged, Arpad tér 2. Parcidlis fliggvény: el6fordulhat, hogy valamely g € Q-ra és

a € -rad(q,a) nem definidlt!

1/73 2/73
A Turing-gép A Turing-gép
Az M Turing-gép valamely adllapotban van, inputja egy celldkra Példa folytatasa:
felosztott szalagon helyezkedik el. A celldkban [-beli szimbdlumok
vannak, a legelsé celldban > van. Az iré-olvasé fej valamelyik 1. eset: Ha
cellaban 1évé szimbdlumot olvassa. Az dllapot és az olvasott d(p,a) = (g, b,d),

szimbdlum hatdrozza meg a kovetkezd 1épést. .y , , ,
8 P akkor a-t feliilirja b-vel, dtmegy a g éllapotba, ésa d € {«+,—,_}

. . . értékétol fuggden balra 1ép egy cellanyit, jobbra Iép vagy helyben
Példa: tth M a p éllapotban van, az iré-olvasé fej pedig a betiit ues P ey yitJ b vagy hely

olvas. marad.
annons Telela]e) [lelelele)- [FTalelela)-
Ekkor 0(p,a) = ... hatdrozza meg a kovetkezd Iépést, Id. a

kovetkezo didkon ...
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A Turing-gép

Példa folytatasa:

Az elsé és az utolsé cella kezelése specidlis: a szalagrél nem lehet
"leesni"”.

Az els6 cellaban 1évé >, nem irhaté felil és onnan mindig csak
jobbra lehet [épni.

é(p,>) = (q,>, )

Teleleo) [Telelo]0) -
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A Turing-gép

Egy konfiguraciét dgy irunk le, hogy az allapotot azon betii elé
irjuk, amire az iré-olvasé fej mutat. Példaul:

HEBNR

leirva g abba és

leirva >aqgbba
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A Turing-gép
Példa folytatasa:
Ha az utolsé cellat olvasta és jobbra Iép, akkor az utolsé cella utan
ragaszt még egyet, amibe B-t ir. (Igy a kovetkezd |épésben B-t
olvas: §(q,B) =...)

6(p, b) = (q,2,—)

’>|b|a|3|b"“ ’l>|b|a|a|a|3‘...

2. eset: Ha d(p, a) nem definidlt, akkor a Turing-gép megill.
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A Turing-gép
Példa Turing-gépre.
Megadunk egy Turing-gépet, amely a kovetkezéképpen dolgozik:
Az input egy {0, 1}"-beli sz6. Az inputban jobbra haladva
megkeresi a legels6 1-est.
Ha megtalalta, atirja O-ra, atmegy végallapotba, helyben marad és
megall.
Ha B-vel taldlkozik, akkor &tirja 1-re és balra |ép.
Ez a kovetkezéképpen valdsithatéd meg (kovetkezd dia).
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A Turing-gép
Példa Turing-gépre.
Ez a kovetkez6képpen valdsithatdé meg:
» Q =1{q,f}, kezdédllapot = g, végallapot = f
» ¥ ={0,1}, N ={0,1,B,>},

> 3(q,>) = (q,>,—), 6(q,0) = (q,0,—), 6(q,1) = (£, 0, ),
6(q,B) =(q,1,+)

>/>, —

B/1,+ q

1/0, @

0/0,—
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A Turing-gép

Visszatérunk az altaldnos esethez:

M = (Qa Za I_7 q0, 67 F) egy Turing—gép

> a szb eleje jel, B a blank. Kikotés, hogy ha d(p,>) = (g, b, d),
akkor b = 1> és d =—.

A Turing-gépeket ezen a kurzuson nyelvek felismerésére hasznéljuk.

Konfiguraciék. M konfiguracici a p > « vagy >apafS alaki
szavak, ahol pe Q,a el ésa, [ ™.

Megjegyzés: minden konfiguraciéban pontosan egy allapot

szerepel, ami "olvas” egy [-beli betlit. Az elsé konfiguraciéban p
olvassa >-t, a mdsodikban p olvassa a-t.
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A Turing-gép
Példa Turing-gépre.

>/, —

B/1,«+ q

1/0, @

0/0,—

Atmenetek:

g > 010 F >q010 F >0q10 F >0£00
g > 00 - >q00 - >0q0 I- >00gB - >0g01 I >00q1 I- >00£0

Mindkét esetben megall, mert §(f,0) nem definidlt.
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A Turing-gép

Atmeneti relacio.

>apaf +  >agbB, had(p,a)=(q,b,-),
p>a F >gqq, ha o(p,>) = (q,>,—), a F ¢
p> = >gB, ha é(p,>) = (q,>,—), (1)
>apaf F >abgB, had(p,a)=(q,b,—), BFe¢
>apa F  >abgB, had(p,a)=(q,b,—), (})
>acpaf F  >aqebB, ha d(p,a) =(q,b,<+),

minden cel-ra

>paf F g bg, ha d(p,a) = (q, b, +).
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A Turing-gép

Eszrevételek:
(1) Minden konfiguracidra legfeljebb egy rakovetkezd van
(determinisztikus viselkedés).

(2) Altaldban nem minden konfiguraciéra van rékovetkezé (mivel
parcialis fiiggvény). llyenkor a Turing-gép megall.

(3) Egy adott konfiguraciébdl elindulé szamolds eredményezhet
végtelen konfigurdcié-sorozatot, mert minden konfiguraciénak lehet
rakovetkezéje (példaul d(p, a) = (p. a, ). llyenkor azt mondjuk,
hogy az adott konfiguracién a Turing-gép nem all meg.

(4) A szalag hossza jobb irdnyban tetszéleges nagységtra
kiterjedhet.
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A Turing-gép

Példa Turing gépre:

Definicié: (a1...2,) ' =a,...a1,

pl. (aab)~! = baa, (abab)™! = baba.
Egy w € ¥* sz6 palindréma, ha w = w1
(Pl: aba, abbabaababba, stb. Indul a gorog aludni.

Kis erek mentén, [dp sik o0lén, odavan a banya rabja, jaj
Baranydban a vadonéld Kis Pélnét nem keresik.)

Legyen ¥ = {0,1} és Paly = {w € =* | w = w1},

Példa: Megadunk egy Turing-gépet, amely Paly-t ismeri fel.
(Raaddsul, minden inputon megall). Ld. kiilon fajlban...
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A Turing-gép

Kezd6 konfigurdcié: qo > x alakd, ahol x € ©*.
Végkonfiguracié: C = p > « vagy C = >apaf alakd, ahol p € F
és nincs rakovetkezd konfiguracié (mert o(p, ), illetve d(p. a) nem

definialt).

M felismeri az x € ¥* szbt, ha qo > x =* C, ahol C
végkonfiguracid.

Az M = (Q,X,T,qo, 0, F) Turing-gép altal felismert nyelv:

L(M)={x € X*|qo>xF* C, ahol C végkonfiguracié }.
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A Turing-gép valtozatai

1) k-szalagos Turing-gép
Egy szalag helyett k szalagon szdmol. Egy M = (Q. %, T, qo, 9, F)
rendszer, ahol az dtmenetfiiggvény most

§:QxTK— Qx(Ix D)k

alaka.

Ha M egy p allapotban van, a k darab iré-olvasé fej pedig a

szalagokrdl rendre az a1, ..., ax € [ betliket olvassa, akkor az
egyes szalagokra iradst és az azokon torténd elmozduldsokat a

érték hatdrozza meg, ahol by,.... by € és dy,...,dx € D: az
i-edik szalagon a; helyére bj-t ir és d; irdnyban mozdul el.
Ha a; = >, akkor b; = > és d; =—.
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A Turing-gép valtozatai

Példa: kétszalagos Turing gép

A kovetkezd lépés: 0(q, b, a) =
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A Turing-gép valtozatai

Az altalanositds nem noveli meg a felismer6 kapacitast:

Tétel. Egy nyelv akkor és csak akkor ismerhetd fel k-szalagos
Turing-géppel, ha felismerheté Turing-géppel.

Bizonyitas. Tetszbleges k-szalagos M Turing géphez megadhaté
olyan (egyszalagos) M’ Turing gép, melyre L(M) = L(M’).

Viézlat: M’ az M szavainak konkatendciéjat egyetlen szdban
tarolja: vagyis M egy (a1paifi1, ..., axpagly) konfigurcidjdnak
megfelel M'-nek egy

(p,>,0qa1P81 Q... oar i < <)
konfiguracidja.
Az input szimbdlumok aldhtizott valtozataival lehet szimulalni M
ir6-olvasé fejeinek pozicidjat, a < szimbdlum pedig szeparilja a k

szalag tartalmat.
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A Turing-gép valtozatai

Altalanos eset, szamol3as:

Ha M a p éallapotban van, akkor az i-edik szalaghoz tartozik egy
ajpa;jf; konfiguracié: az i-edik szalag tartalma «;a;(3; és az i-edik
ir6-olvasé fej a;-t olvassa.

A k szalag-konfiguracié meghatarozza M egy konfiguracidjat:

(a1paif, .. ., akparfi)-

Kezdd konfiguracid: (qo &> x, go>, ..., gor>) (az elsé szalagon van
az x input, a tobbi szalagon semmi.)

Végkonfiguracié: minden olyan konfiguracié (Id fent), ahol p € F
és 9(p, (a1, ..., ax)) nem definidlt. Ezek utan:

LIM)={xeX*|(qgo>x,qo>,...,q0>) F C, ahol C végkonf.}

Példa: Megadunk egy kétszalagos Turing-gépet, amely Paly-t
ismeri fel. Ld. kilon fajlban...
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A Turing-gép valtozatai
Ezek utan M’ "két menetben” szimuldlja M egy |épését:
(1) végigolvassa az input szét és az éllapotai segitségével
"megjegyzi”, hogy M mely input betliket olvassa a k szalagon;
(2) az elsé menetben begylijtott informacié birtokdban szimulalja
M [épéseit az egyes szalagokon.
Minden technikai részlet kezelhet6 (pl. egy szalag kiegészitése
B-vel, az utana lévé szalagoknak megfelel6 rész egy pozicidval
jobbra torténé mozgatésat jelenti). o
Teljes bizonyitds: C. H. Papadimitriou: Szamitdsi bonyolultsag,
Novodat Bt., 1999.
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A Turing-gép valtozatai A Turing-gép valtozatai

2) Nemdeterminisztikus Turing-gép Ez az altalanositds nem noveli meg a felismerd kapacitast:

Egy M = (Q,%,T, qo, 9, F), rendszer, ahol most Tétel. Egy nyelv akkor és csak akkor ismerhetd fel
nemdeterminisztikus Turing-géppel, ha felismerheté Turing-géppel.
d:Q@xT—=P(QxTxD)
) Bizonyitas. Tetszéleges nemdeterminisztikus
tehdt d(p, a) = {(q1. b1, ). - -, (qk, b, di) - M = (Q,%,T,qo,d, F) Turing géphez megadhaté olyan
(determinisztikus) M’ Turing gép, melyre L(M) = L(M").

A kovetkezd 1épést a d(p, a) elemei koziil valasztva Vizlat: M nemdeterminisztikussagi foka a

(nemdeterminisztikus miikodés), az dtmeneti reldcidt és a felismert

nyelvet pedig ugyantgy definidljuk, mint a Turing-gép esetében. d =max{|6(g,a)| | g€ Q,ac ¥}
L(M)={x€eX*|qo>xF* C, ahol C végkonfiguracié }. szam. (Legfeljebb ennyi lehetéség koziil valaszthat egy |épésben.)
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A Turing-gép valtozatai A Turing-gép valtozatai

M-nek t 1épése jellemezhetd egy cico ... c; valasztasi sorozattal,

ahol 1 < ¢y, c,...,c < d: az els6 [épésben a ci-edik, a lgy M" az x inputon M minden lehetséges nemdeterminisztikus

masodikban a cy-edik, stb lehetéséget valasztja valasztasi sorozatat kiprébélja. Ha M felismeri x-et, akkor M’

(nemdeterminisztikus miikodés). "megtaldlja” a megfeleld |épés sorozatot, ezért L(M) = L(M').

M’ a kovetkez&képpen utdnozza M-et: A qo > x kezdd M’ fent leirt miikodése megfelel egy qo > x gyokerii, minden

konfiguraciobdl indul, majd minden t > 1-re felsorolja az Osszes cstcspontban d felé dgazé fa szélességi bejardsanak. o

€16y ... ¢t valasztasi sorozatot, vagyis az {1....,d} dbécé feletti 1,

2, stb hosszlsagl szavakat: Teljes bizonyitds: C. H. Papadimitriou: Szamitdsi bonyolultsag,

Novodat Bt., 1999.
1,...,d,11,...,1d,...,d1,...,dd,111,...,ddd, 1111, ....

Minden egyes ci¢y ... ¢; sorozat felirdsa utan végrehajtja M-nek a
kezd6 konfiguraciobdl induld t hossziisdgi 1épés sorozatat, melyben
a nemdeterminisztikus lehetéségek kozul rendre a cj-edik, ...,
c-edik lehetOséget valsztja.
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Rekurziv és r.e. nyelvek

Definicié. A Turing-géppel felismerhet6 nyelveket rekurzivan
felsorolhatd (rGviden csak r.e.) nyelveknek nevezziik. A rekurzivan
felsorolhatd nyelvek osztalyat L .-vel jeloljik.

Definicié. Egy nyelv eldénthetd (vagy: rekurziv), ha felismerhetd
olyan Turing-géppel, amely minden input szén megall. A rekurziv
nyelvek osztalyat L,-vel jeloljik.

Az olyan Turing-gépet, amelyik minden input szén megdll
algoritmusnak is nevezziik.

Példaul, Pals rekurziv. A kornyezefliiggetlen nyelvek is rekurzivak,
mert az " Eleme-e" problémat eldonté CYK algoritmust meg lehet
valésitani Turing géppel.
Valéjdban minden "értelmes” nyelv rekurziv és nehéz olyan nyelvet
megadni, amelyik nem az. Még nehezebb olyat, amelyik nem
rekurzivan felsorolhaté. De nekiink mindkettd sikeriilni fog :)
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Rekurziv és r.e. nyelvek

Tétel. Egy L nyelv akkor és csak akkor rekurziv, ha mind L, mind
L rekurzivan felsorolhatd.

Bizonyitas. Legyen L C ¥ *.

—=: Tfh, hogy L rekurziv. Akkor — mint lattuk —, L is rekurziv,
tehat mindketto r.e.

<«: Tfh, hogy mind L, mind L r.e., tovabba, hogy L-et az My, L-et
az My Turing-gép ismeri fel.
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Rekurziv és r.e. nyelvek

A rekurzivan felsorolhaté és a rekurziv torténelmi elnevezések. A
definiciék kozvetlen kovetkezménye az aldbbi két allitas.

Kovetkezmény. £, C L,.. (Es majd beldtjuk, hogy valédi része.)

Tétel. A rekurziv nyelvek zartak a komplementerre: ha L rekurziv,
akkor L is rekurziv.

Bizonyitas. Tegyiil fel, hogy L-et felismeri egy olyan M
Turing-gép, amelyik minden input szén megall. Mddositsuk M-et
gy, hogy az F helyébe Q — F kerul, minden mas marad. A kapott
M’ Turing-gép tovabbra is megall minden input szén és pontosan
akkor kerul végéllapotba, ha M nincs végallapotba.

Ezért M’ az L nyelvet ismeri fel. o

Rekurziv és r.e. nyelvek

Megadunk egy olyan M Turing-gépet, amely L-et ismeri fel és
minden input szén megall.

M kétszalagos és a kovetkezdképpen miikodik. Legyen x egy input
sz4.

0) M &tmaésolja x-et a médsodik szalagra, majd a kovetkezé ciklust
hajtja végre.

1)i=1

2) M szimuldlja M; i-edik |épését az elsé szalagon. Ha M;
felismeri x-et, akkor M végallapotba megy és megall.

3) M szimuldlja M, i-edik |épését a masodik szalagon. Ha M,
felismeri x-et, akkor M megall egy nem végallapotban.

4) i =i+ 1; goto 2).
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Rekurziv és r.e. nyelvek

M (csakigy, mint My), az L nyelvet ismeri fel.

Tovabba, M minden x input szén megidll. Valdban, ha x € L,
akkor M ismeri fel x-et, ezért M a 2) pont miatt megall. Ha

x € L, akkor M, ismeri fel x-et, ezért M a 3) pont miatt megill.
Tehat M algoritmus, ezért L rekurziv nyelv. o

Megjegyzés: ha M lgy miikodne, hogy elészor My, majd M, teljes
miikddését szimuldlng, akkor az x € L input szavakon nem biztos,
hogy megallna. Ezért van sziikség M; és M, [épésenkénti
parhuzamos szimuldlasara.
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Nem rekurziv és nem r.e. nyelvek megaddsa

Elékésziiletek 2): A {0,1} input dbécével rendelkezé Turing gépek
kédoldsa bindris szavakkal.

Az altaldnossag korlatozédsa nélkiil feltehetd, hogy a Turing gép
allapotai, input és munka szimbdélumai és az iranyok a kovetkezd
sorozatok “prefixei”:

allapotok: q; (kezdd all.), go (végdll.), g3, qa, ...
szimbdlumok: X7 =0, Xo =1, X3 =1, X4 = B, X;, ...

iranyok: di =<, db =—, d3 = _

Ugyancsak az altaldnossag korlatozdsa nélkiil feltehetd, hogy csak
egy végallapot van.
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Nem rekurziv és nem r.e. nyelvek megaddsa

A kovetkezokben megadunk egy olyan nyelvet, amelyik rekurzivan
felsorolhatd, de nem rekurziv (és ezzel igazoljuk, hogy L, C L) és
egy olyat is, amelyik nem rekurzivan felsorolhaté.

Elékésziiletek 1): A {0,1} feletti szavak (binaris szavak) sorba
rendezése.

Egy w bindris sz sorszama legyen az 1w bindris szam decimalis
értéke. PI, 1 a harmadik, 01 az otodik és 001 a kilencedik bindris
sz6 lesz, mert 1179 = 3, 10179 = 5 és 100119 = 9.

Az 1 els6 szdmjegyre azért van sziikség, mert a 0-val kezd6do
szavak miatt tobb binaris szénak is ugyanaz lenne a sorszama.

Tehat a bindris szavak sorba rendezése:
wi=¢, wo =0, wg =1, wg =00, ws =01, wg = 10, ...

30/73

Nem rekurziv és nem r.e. nyelvek megaddsa

El6késziiletek 2): A {0,1} input dbécével rendelkezd Turing gépek
kédoldsa bindris szavakkal.
A Turing gép minden dtmenete

6(qlﬁ)<j) — (qk:X/:dm)

alakd, ahol i, j, k, 1 > 1és1 < m < 3. Legyen ennek az
atmenetnek a kédja a

0'10/10%10'10™

bindris sz6. (Nem tartalmaz 11 alakd rész-szét!)
Maganak a Turing gépnek a kddja legyen

kédy11kédo11 ... 11kéd,,

ahol n az dtmenetek szama, kéd; pedig az i-edik dtmenet kddja.
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Nem rekurziv és nem r.e. nyelvek megaddsa

Elékésziiletek 2): A {0,1} input dbécével rendelkezé Turing gépek
kédoldsa bindris szavakkal.

Minden Turing gép a kédja kod;11kddo11 ... 11kéd, alakd.

Nyilvanvald, hogy meg tudunk adni egy olyan algoritmust (minden
inputon megéllé Turing-gépet) amely minden w € {0,1}* szérdl el
tudja donteni, hogy Turing-gép kédja-e.

(Vézlat: Ha tartalmaz 111 alakd rész-szét, akkor nem Turing gép
kédja. Ha nem, akkor megvizsgdljuk, hogy az 11 alaki rész-szavak
altal szepardlt részek dtmenetek kddjai-e.)
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Nem rekurziv és nem r.e. nyelvek megaddsa
Tekintsiik a kovetkez6 matrixot:
w1 Wo w3
My
Mo
Ms
és legyen az (/,j)-edik elem 1, ha w; € L(M;), kiilonben legyen 0.
Legyen
Ly = {W,' ‘ i>1we L(M,)}
(a diagondlis nyelv, Cantor féle diagonalizdlds). Megmutatjuk,
hogy Ly rekurzivan felsorolhaté, de nem rekurziv.
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Nem rekurziv és nem r.e. nyelvek megaddsa

Tétel. L, C L. (Van olyan r.e. nyelv, amelyik nem rekurziv.)
Bizonyitas. Tekintsiik a {0, 1} input dbécével rendelkez6 Turing
gépeket és definidljuk minden / = 1,2, .. .-re az i-edik Turing-gépet
a kovetkezoképpen:

Legyen wy, wy, ws, ... a bindris szavak ismert sorbarendezése.
(Nem mindegyik Turing-gép kédja!)

Legyen az i-edik, Turing-gép
- a w; altal kédolt Turing-gép, ha w; egy Turing-gép kddja,
- kiilonben legyen egy olyan Turing-gép, amely az ()-t ismeri fel.

Nem rekurziv és nem r.e. nyelvek megaddsa

1. Allitds. Ly r.e. (vagyis felismerheté Turing-géppel).
Bizonyitds. Az L,-t felismeré M Turing-gép a kovetkezo:
1. szalag: x = w; input szé

2. szalag: M eléallitja M; Turing-gépet (ldsd fentebb)

3. szalag: M szimuldlja M; miikodését x-en.

Ha M; felismeri x-et (és ezért megdll), akkor M is ismerje fel x-et.
Tehat Ly = L(M).
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Nem rekurziv és nem r.e. nyelvek megaddsa

Ahhoz, hogy Ly nem rekurziv, elegendé megmutatni, hogy
Lyg={w;|i>1,w & L(M)}
nem rekurzivan felsorolhaté (az eléz6 tétel miatt).

2. Allitas. Ly nem r.e.

Bizonyitds. Tfh L, r.e. Ez azt jelenti, hogy Ly = L(M;) valamelyik
J-re. Megvizsgéljuk, hogy w; € Ly teljesiil-e. Kapjuk, hogy

wj € Zd = wj € L(Mj) (mert Zd = L(Mj)) = W ¢ Zd (Zd def) és
w;j ¢ Zd = wj € L(MJ) (Zd def) = wj € Zd (mert Zd = L(MJ)),

ami ellentmondés. Tehat Ly nem r.e. o
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Rekurziv és r.e. nyelvek nyelvek zartsagi tulajdonsagai
Tétel. A rekurziv nyelvek és a rekurzivan felsorolhaté nyelvek is
zartak az egyesitésre.
Bizonyitas. Tth, hogy L1 = L(M,) és L, = L(M,), ahol My és M,
Turing gépek.
Egy kétszalagos M Turing gépet konstrudlunk, amely a masodik
szalagra masolja az x inputot, majd a szalagokon [épésenként
(parhuzamosan) szimuldlja M; és M, miikodését.
Ha My vagy M elfogad, akkor M is elfogad.
Ha M; és M, minden inputon megdll, akkor M is. o
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Nem rekurziv és nem r.e. nyelvek megaddsa

Jegyezziik meg!

A bizonyités soran definidlt Ly és Ly nyelvek tulajdonségai:

» L[4 nem rekurziv, de rekurzivan felsorolhatd,

» Ly nem rekurzivan felsorolhatd.

Rekurziv és r.e. nyelvek nyelvek zartsagi tulajdonsdgai

Tétel. A rekurziv nyelvek és a rekurzivan felsorolhaté nyelvek is
zartak a metszésre.

Bizonyitas. Tth, hogy L1 = L(My) és L, = L(M,), ahol My és M,
Turing gépek.

Egy kétszalagos M Turing gépet konstrudlunk, amely a masodik
szalagra masolja az x inputot, majd a szalagokon |épésenként

(parhuzamosan) szimuldlja M; és M, miikodését.

Ha M; és M, elfogad, akkor M is elfogad.

Ha M; és M> minden inputon megall, akkor M is. o
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Rekurziv és r.e. nyelvek nyelvek zartsagi tulajdonsagai

Azt mar lattuk, hogy a rekurziv nyelvek zartak a komplementerre.
Ezzel szemben:

Tétel. A rekurzivan felsorolhaté nyelvek nem zartak a
komplementerre.

Bizonyitds. Mint lattuk egy L akkor és csak akkor rekurziv, ha
mind L, mind L r.e.

Ebbdl kovetkezik, hogy ha a rekurzivan felsorolhaté nyelvek zartak
lennének a komplementerre, akkor £, = L,.. Ez viszont nem igaz,
mert L, C L. o
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Altaldnos nyelvek
Definicié. Egy G = (N, X, P, S) nyelvtan O-tipusi (vagy kifejezés
struktdrdji vagy dltalanos), ha a szabdlyaira semmilyen korlatozas
nincs.
Megmutatjuk, hogy az 4ltaldnos nyelvek pontosan a
Turing-gépekkel felismerhet6 nyelvek.
Lemma. Ly C L. (Minden &ltaldnos nyelvtannal generélhaté
nyelv felismerheté Turing-géppel.)
Bizonyitas. Legyen L = L(G), ahol G = (N, X, P, S) egy O-tipusu
nyelvtan. Konstrudlunk egy 2 szalagos, nemdeterminisztikus
Turing-gépet, amely L-et ismeri fel.
M az els6 szalagon az x € X" input szt tartja, a masodik
szalagon pedig el6éllitja az S =" « derivicidkkal kaphaté «
mondatformakat és a kovetkezoképpen miikodik.
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Rekurziv és r.e. nyelvek nyelvek zartsagi tulajdonsdgai

Osszefoglalds

Miivelet Zartsag | Zartsag
Ly Lre
U igen igen
konkatendcid igen igen
* igen igen
N igen igen
komplementer igen nem

Altaldnos nyelvek

M miikodése:

0) Els6 sz6 : x € ©*, masodik szé: S (o kezd6értéke).

1) Nemdeterminisztikusan kivélaszt egy 1 < i < |a| poziciét a-ban
és G-nek egy J — v szabdlyat.

2) Ha a-ban az i-edik pozicién kezd8dé rész-szé 3, akkor feliilirja
azt vy-val. (Ha |3] # ||, akkor «v részeit el kell ,,csisztatni” a
szalagon balra vagy jobbra.)

Kilonben M megéll (nem végéllapotban).

3) Osszehasonlftja x-et a-val. Ha x = «, akkor felismeri x-et,
kiilonben goto 1).

Eszrevétel: M akkor és csak akkor ismeri fel x-et, ha S =" x. o
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Altalanos nyelvek

Lemma. L,. C Ly. (Minden Turing-géppel felismerhetd nyelv
generalhaté altaldanos nyelvtannal.)

Bizonyitas. Legyen M = (Q, %, qo, 0, F) egy Turing-gép.
Vegyiink fel egy <1 végjelet és irjuk M atmeneteit ,,szabély

alakban”.
pa — gb (helyben maradas)

pac — bgc Ve e (Iépés jobbra)
pa<d — bgB< (Iépés jobbra és kiterjesztés B-vel)
cpa— qcb Veel  (Iépés balra)

Legyen R ezen szabdlyok halmaza.

Altaldnos nyelvek
Eszrevételek:

- Az (1) tipust szabélyokkal G nyelvtan M , visszafelé mozgdsat”
szimuldlja.

- A (2) tipusut szabalyokkal S-bdl M végkonfigurdciéi vezetheték le.

Példaul:

S=DA="paA=>aE<d =" baEfS< = >apaf<q,

ahol a, € ", ac [ és p e F. Tehat >apafS végkonfiguracid.
Hasonléan:

S=q> Ad=*g>aq,

ahol o € " és p € F. Tehat g > a végkonfiguracid.
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Altaldnos nyelvek

Konstrudljuk meg a G = (N, X, P, S) nyelvtant, ahol
» N=QU(I—X)U{S, A A E}, ahol S, A, A", E (j betiik,
> P a legsziikebb halmaz, melyre:
(1) Minden oo — 3 € R esetén f — a € P;

(2) A kdvetkezd szabdlyok P-ben vannak:

(-) S—=1>Aé S —qr> A< hageF é d(q,>) nem definidlt;
(-) A— aA, A — aA’|le minden a € l-ra,

(-) A= E<,

(-) E — Ea, minden a € l-ra,

(-) E — pa, minden p € F,a € [-ra, melyre 6(p, a) nem definialt;

(3) go> — € és <« — ¢ P-ben vannak.
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Altaldnos nyelvek

- Tehat el8szor a (2) majd az (1) tipusd szabdlyok alkalmazasaval
S-bél levezetheték M kezd6 konfiguracidi.

Osszefoglalva:

Minden x € > *-ra:

xel(M) < qb>xa F  C<q, ahol C végkonf.
= S =¢ C« (2) szabalyokkal és
=% qol>x< (1) szabdlyokkal és

=2 x (3) szabalyokkal

x € L(G).

Az elsé és a harmadik ekvivalencia definicid szerint all fenn.
Tehat L(M) = L(G).
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Altalanos nyelvek

A két lemmat osszevetve kapjuk a kovetkezd eredményt.
Tétel. Lo = L., vagyis:

a rekurzivan felsorolhaté nyelvek megegyeznek a O-tipust
(4ltaldnos) nyelvtanokkal generdlhaté nyelvekkel.
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Kornyezetfliggd nyelvek

Definicié. Egy G = (N, X, P,S) nyelvtan 1 tipust (vagy
kérnyezetfiiggs), ha P-ben minden szabaly oA — a0 alakd,
ahol § # . Kivétel, az S — ¢ szabaly, ekkor azonban az S nem
szerepelhet semelyik szabaly jobb oldaldn.

Definicié. Egy G = (N, %, P, S) nyelvtan monoton, ha minden

o — [ € P szabaly esetén |a| < |3|. Kivétel, az S — ¢ szabaly,
ekkor azonban az S nem szerepelhet semelyik szabdly jobb oldalan.
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A Chomsky nyelvosztalyok gépi reprezentacioi

Gépi reprezentacié:

Nyelvosztaly ‘ Gépi repr. Det. vs nemdet.
L3 (regularis nyelvek) véges automatak | det. = nemdet.
Lo (k. fuggetlen nyelvek) | veremautomatdk | det. C nemdet.
L1 (k. fuggd nyelvek) ? ?

Lo (dltaldnos nyelvek) Turing gépek det. = nemdet.
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Kornyezetfliggd nyelvek

Tétel. A kornyezetfliggd nyelvek osztdlya megegyezik a monoton

nyelvek osztdlydval.
Bizonyitas.
a) Ha 0 # &, akkor |oAjB| < |ad3|. Tehat minden kornyezetfiiggd

nyelvtan egyben monoton is és ezért minden kornyezetfiiggd nyelv
monoton.
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Kornyezetfliggd nyelvek Kornyezetfliggd nyelvek

b) Legyen G = (N, %, P, S) monoton nyelvtan. Megkonstrudlunk Minden Ay ... A, — By ...B,, m < n, csak nemterminalis betliket
egy vele ekvivalens G' = (N, X, P’, S) kornyezetfiiggd nyelvtant. tartalmazé P-beli szabdlyra, legyenek az

- Al...Am—> C1A2...Am,
Feltehetd, hogy terminalis betiik csak A — a alaki szabdlyokban CCAr.  An = CLCoAs .. A

szerepelnek (ldsd a Chomsky normalalak bizonyitdsat).

Az S — ¢ és az A — a alaki (vagyis a terminalis betiiket -G CpaAn = G G By - By,
tartalmazd) szabdlyokat egyszeriien attessziik P-bél P'-be. -G...Cph1By...B, = B1G...Cpho1Br . .. By,
Tovabba, ...

- 31C2...Cm_1Bm...B,, — BlBQC3...Cm_1Bm...Bn,

- Bl A Bm_QCm_le R Bn — Bl R Bn, szabélyok P’—ben,

ahol G, ..., C,—1 4j nemterminalisok.
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Kornyezetfliggd nyelvek Kornyezetfliggd nyelvek
Legyen N’ az Gsszes régi és Uij nemtermindlisok halmaza. Tétel. £; C L,, vagyis minden kornyezetfiiggd nyelv rekurziv.
Nyilvdnvald, hogy az igy megkonstrudlt G’ nyelvtan kdrnyezefiiggd. Bizonyitas. Legyen L = L(G), ahol G = (N, X, P,S) egy
Tovéabba: monoton nyelvtan. Konstrudlunk egy 2 szalagos Turing-gépet,
L(G) C L(G"), mivel az tj P’-beli szabalyokkal szimuldlhatdk a amely eldonti L-et (felismeri L-et és minden input szén megall).

P-beli szabalyok, és
L(G") C L(G), mivel az tj P’-beli szabalyokkal tjabb terminalis
szavak nem vezethetok le.

Tehat L(G) = L(G).
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Kornyezetfliggd nyelvek

M miikodése:

0) Elsé szalag : x € X*, masodik szalag: lres

1) A masodik szalagra M felsorolja az 6sszes o, a1, ..., @y
sorozatot, ahol

(a) n>1ésminden 0 </ < n-re, o; € (NUX)",

(b) ap =S, ap = x,

(c) minden 0 </ < n— 1-re |aj| < |ajy1| (monoton!),

(d) minden 0 </ < j < n-re, a; # a.

2) Egy sorozat felirdsa utdn megnézi, hogy teljesiil-e o = i1,
minden 0 </ < n — 1-re. Ha igen, akkor felismeri x-et, kiilonben
felirja a kovetkezd sorozatot.

3) Ha 2) egyetlen sorzatra sem teljesiil, akkor megall (de nem
ismeri fel x-et).

Kornyezetfliggd nyelvek

A tétel altalanosabb formaban is igaz:
Tétel. £ C L,.
Bizonyitds. A tartalmazas valddisdga lgy igazolhatd, hogy a

Cantor-féle diagonalizaldsi eljardssal megadunk egy alkalmas L
nyelvet, amely rekurziv, de nem kornyezetfiiggd.
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Kornyezetfliggd nyelvek

Eszrevételek:

1) M (az altaldnos nyelvet felismerd Turing-géppel ellentétben)
minden input szén megall, mert a nyelvtan monotonitdsa miatt egy
adott x-re csak véges szamu olyan sorozat van, amely rendelkezik
az (a), (b), (c) és (d) tulajdonsdgokkal.

2) Ezért M akkor és csak akkor ismeri fel x-et, ha S =" x, tehat
M eldonti L(G)-t.
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A Chomsky-féle nyelvhierarchia

Tétel. L3 C Lo C L1 C Lg.

Bizonyitas. Az L3 C L, és Lo C L1 tartalmazasokat mar
igazoltuk. Tovabba, igazoltuk, hogy:

L1 C L, C Lre = Lo.

Emlékezteto:
> {a”b” ‘ n20}€£2763
» {a"b"c" | n>0} e L1 — Lo
> g€ Le— L, ezért Ly Lo— L4

Megjegyezziik, hogy Ly még Lo-ban sincs benne.
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Linearisan korlatos automatak Linedrisan korlatos automatak

Definicié. A linearisan korlatos automata egy
A linedrisan korlatos automata egy olyan specidlis Turing-gép, M= (Q,%,T,qo, R, F) rendszer, ahol
amely (az altaldnos Turing-géppel ellentétben) nem Iéphet til az
input szé jobb oldali végén sem. A szé jobb oldali végét is jelzi egy
specidlis betli, amely visszaforditja az iré-olvasé fejet. A linedrisan
korlatos automatak pontosan a kornyezetfiiggd nyelveket ismerik
fel. » [ a munka dbécé, ahol X C T és >, <1 € — ¥ (kezdet, vég),

> @ az dllapothalmaz,

> > az input dbécé,

> qo € Q a kezdéallapot,
» £ C Q, a végdllapothalmaz,

v

R a kovetkezd alakl dtmenetek halmaza, ...
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Linearisan korldtos automatdk Linearisan korldtos automatak
M konfiguracidi p > a<d vagy >apaf<i alakdak, ahol
.ahol p,ge Qésabel —{> <} a,f e (I —{>,<})". AF dtmeneti relaciét a kovetkezOképpen
definidljuk:
pa — gb (helyben maradas) (1)
pa — bq (jobbra 1épés) (2) >apaf<t F  >agbf< ha (1) dtmenet R-ben van,
pE —>q (jobbra Iépés) (3) >apaf<d B >abgf<t  ha (2) dtmenet R-ben van,
cpa— qcb  (Veel —{<}) (balra épés) (4) )
cp<d — gc< (VC el — {Q}) (balra |épéS) (5) p>ad F  >gad ha (3) atmenet R-ben van,
Az stmeneteket ,szabsly alakban” irjuk. >acpaf<d B >aqgebfS<d ha (4) dtmenet R-ben van és ¢ # >,
>paff<d b g>bS<d  ha (4) dtmenet R-ben van és c = >,
>acp<d F  >agc< ha (5) dtmenet R-ben van.
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Linedrisan korlatos automatak

Eszrevételek:
(1) Nemdeterminisztikus viselkedés.

(2) Nem minden konfiguraciéra van rakovetkezé (a szamolas
elakadhat).

(3) Ugyanakkor, egy adott konfiguraciébdl elindulé szdmolds nem
mindig fejezédik be, mert minden konfiguracidénak lehet

rakovetkezdje, példaul pa — pa.

(4) A szamolds a > és < jelek kozott torténik, tehat a szamolds
hossza rogzitett.
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Linedrisan korlatos automatak

Tétel. Minden kornyezetfliggd nyelv felismerhetd linearisan
korldtos automatdval.

Bizonyitas. (Vazlat.) Legyen G = (N, X, P,S) egy monoton
nyelvtan. Megadunk egy M linedrisan korldtos automatdt, melyre
L(G) = L(M).

Legyenek oy — (1,...,an — B, a P-beli szabalyok. Mivel G
monoton, ezért minden 1 </ < n esetén |o;| < |3;|. Egészitsiik ki
aj-t | Bi] — || szdmu B betiivel, (ahol B ¢ (N UX)). Legyen az

igy kapott szé o, melyre nyilvén |o}| = |3;].

M munka dbécéje N'U'Y U {B}, input dbécéje T
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Linedrisan korlatos automatak

Kezd6 konfiguracid: qo > x<1 alakd, ahol x € X*.

Végkonfiguracié: C = p > a<i vagy C = >apafS< alakd, ahol
p € F és nincs rakovetkezo konfiguracid.

M felismeri az x € X* szét, ha qo > x<1 " C, ahol C
végkonfiguracid.

Az M altal felismert nyelv:

L(M) = {x € ¥*| go > x<1 * C végkonfiguracié }.
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Linedrisan korlatos automatak

M-nek hat ,,fé"-allapota van: start, choice, match;, 1 </ <n,
return, check és accept, melyek kozil start a kezddéllapot és
accept az egyediili végallapot.

Mindegyik allapottal egy tevékenységet hajtunk végre. (Ezen
tevékenységek tovabbi ,,segéd”-adllapotokkal realizalhatdk,
amelyeket nem részleteziink.)

Az egyes allapotokkal végrehajtott tevékenységek a kovetkezok.
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Linearisan korlatos automatak Linedrisan korlatos automatak

start: goto choice vagy goto check, nemdeterminisztikusan.

M az x inputbdl kiindulva, G szabdlyainak nemdeterminisztikus
maodon torténd, ,,visszafelé” alkalmazasival megprébal S-hez,
pontosabban, egy |x| hosszisagu {B}*S{B}*-beli széhoz eljutni.
Mivel G monoton, elegendd egy |x| hosszisagl munkateriileten
dolgozni (ellentétben az altalanos nyelvtan esetével).

choice: Kivélaszt az inputban egy pozicidt, ésegy 1 </ <n
szabdly-indexet, majd goto match;.

match;: Az input kivalsztott poziciéjatdl kezdve az i-edik szabdly
[; jobb oldalat betiirél-betiire osszehasonlitja az input megfeleld
betlijével (dtugorva az inputban szereplé B betiiket). Ha a két

betii megegyezik, akkor az input betiit feliilitja o/, megfelelé Ez akkor és csak akkor sikeriil, ha x € L(G). Tehdt L(M) = L(G).
betiijével. Ha a teljes 3;-t sikerdlt illeszteni, akkor goto return.

return: Visszamegy az input szé elejére és goto start.

check: Megvizsgalja, hogy az input sz6 eleme-e {B}*S{B}*-nek.
Ha igen, goto accept.

accept: Nincs tevékenység.
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Linearisan korldtos automatdk A Chomsky nyelvosztalyok gépi reprezentacioi

Forditva is igaz (bizonyitas nélkiil):
Gépi reprezentacié:
Tétel. Minden linearisan korlatos automataval felismerhetd nyelv

kornyezetfiiggo.

Egy nyitott kérdés: megegyeznek-e a linedrisan korlatos Nyerosztelll?/ | G/epl repr. _ Det. vs nemdet.

automatdkkal felismerhetd nyelvek a linedrisan korldtos Ls (reguﬂlans nyelvek) veges automatalxk det. = nemdet.

determinisztikus automatdkkal felismerhetd nyelvekkel? L (k. nggetIen nyelvek) v.eremautomatak det. C nemdet.
L1 (k. fuggd nyelvek) lin. korl. automatdk | det. ? nemdet.
Lo (dltaldnos nyelvek) Turing gépek det. = nemdet.
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