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El6szd

Ez jegyzet az SZTE Informatikai Tanszékcsoportndl tartott Logika és informatikai alkal-
mazésai (kordbban Logika a szdmitdstudomanyban) c. kurzusom anyagét tartalmazza. Megértéséhez
csak diszkrét matematikai ismeretekre van sziikség.

Fel szeretném hivni az olvasé figyelmét, hogy a jegyzet még nem teljes, fejlesztés alatt 1évo
véaltozat, ezért elképzelhetd, hogy kisebb hibdkat, hidnyossagokat tartalmaz.

Eziton fejezem ki kiszOnetemet azoknak a hallgatéknak, akik észrevételeikkel hozzajarultak
a fent emlitett hidnyossdgok szdménak csokkentéséhez.

Fiilop Zoltan
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1. Ttéletkalkulus
1.1. Alapfogalmak

A formula fogalma

Az itéletkalkulus formuldi szimb6lumokbdl és itéletvaltozdkbdl (vagy roviden csak valtozdkbdl)
épiilnek fel. Ezek a kovetkezok.

Ttéletvaltozok: P1,D2, -
Logikai szimbdlumok: —,V, A

Elvélaszté szimbdlumok: ( és )

A rovidség kedvéért hasznalni fogjuk a Var = {p1,po, ...} jelolést.

1.1. Definicié. Az itéletkalkulusbeli formuldk halmazin a legsziikebb olyan FRM halmazt
értjiik, melyre teljesiilnek az aldbbi feltételek.

(i) Minden ¢ > 1-re p; € FRM.
(ii) Ha F,G € FRM, akkor -~F,(FV Q),(F ANG) € FRM. O

A formuldkban szerepld legkiils6é zardjelpart altaldban elhagyjuk. Tovabbi, F — G jeloli
majd az —F V G alakd formuldkat és F' < G pedig az (F — G) A (G — F) alakd formuldkat.

Az 6sszes formuldk halmazat Form-mal fogjuk jelolni.

Amennyiben az F és G formuldkra teljesiil, hogy F' = G1GG2, valamely G, és G5 alkal-
mas szavakra akkor azt mondjuk, hogy a G az F részformuldja. (A Gy és G2 altaldban nem
formuldk.) Egy részformula t6bbszor is eléfordulhat ugyanabban a formuldban.

A részformula specislis esete a kozvetlen részformula. Legyen F' egy formula. Ha F = p
valamely p € Var-ra, akkor F-nek nincs kozvetlen részformuldja. Kiilénben a kévetkez§ hdrom
eset koziil pontosan egy teljesiil: van olyan G € Form, hogy F' = =G, van olyan G, H € Form,
hogy F = GV H, vagy van olyan G, H € Form, hogy F = G A H. Ekkor G-t (illetve G-t és
H-t) az F kozvetlen részformuldjnak (illetve kozvetlen részformuldinak) nevezziik. A formula
kozvetlen részformuldi egyértelmiien meghatarozottak, ezért érvényes a kovetkezo tétel.

1.2. Tétel. (Minden formula egyértelmiien olvashaté.) Minden F formula esetén az alabbi
(egymdst kizdard) feltételek koziil pontosan egy teljesiil:

1. pontosan egy i-re F' = p;,
2. pontosan egy Fy formuldra F = —F,
3. pontosan egy Fy és pontosan egy Fy formuldra F = (Fy V F5),

4. pontosan egy Fy és pontosan egy F» formuldra F = (Fi A F5).

1.3. Példa. Legyen F' = ((—pV q¢) Ap)V (p A —q). Ekkor F-nek részformuldja példdul 6nmaga
(amikor G és G2 az lres szb) vagy példdaul (-pV q) (a G1 = (és G2 = Ap)V (p A —q)
szavak mellett). Ugyancsak részformuldja F-nek p is, melynek hdrom eléforduldsa van F-ben.
Ugyanakkor F' kozvetlen részformuldi csak a ((—pV q) A p) és a (p A —q).
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A hozzarendelés fogalma

Egy A : Var — {0,1} leképezést hozzarendelésnek neveziink. Minden A hozzarendelés kiter-
jeszthetd egy (ugyancsak A-val jelolt) A : Form — {0,1} leképezéssé. A kiterjesztést formula
indukcidval (vagyis a formuldk felépitése szerinti indukciéval) definidljuk az aldbbi médon. Le-
gyen F' € Form.

(i) Ha F = p valamely p € Var esetén, akkor A(F) = A(p).

(ii) Ha F = -G, akkor

(1 haA@) =0
A(F)—{o ha A(C) = 1

Ha FF =GV H, akkor

[ 1 haA(G)=1vagy A(H)=1
AF)= { 0 kiilonben

Ha F = G A H, akkor

1 haA(G)=1és A(H)=1
A(F)= { 0 kiilonben

Elnevezések

Most bevezetiink néhdny elnevezést. Legyen F' € Form .

1.

Legyen A egy hozzéarendelés. Ha A(F) = 1, akkor ezt a tényt A = F-fel is jeloljiik és azt
mondjuk, hogy A kielégiti F-et vagy, hogy A modellje F-nek.

. Ha F-nek van modellje, akkor azt mondjuk, hogy F' kielégithetd.

Ha minden A hozzirendelés esetén A | F, akkor F' tautoldgia (vagy mésképpen:
érvényes). Jele |= F.

Ha F-nek nincs modellje, akkor azt mondjuk, hogy F' kielégithetetlen.

. Legyen ¥ formuldk egy halmaza. Ha valamely A hozzirendelés esetén minden F' € Y-re

A | F, akkor ezen tényt A |= Y-val jel6ljiik és azt mondjuk, hogy A kielégiti X-t vagy,
hogy A modellje ¥-nak.

Ha ¥-nak van modellje, akkor azt mondjuk, hogy ¥ kielégitheto.

Jelolések

Bevezetiink néhany sztenderd jelolést amelyek érvényesek lesznek az egész 2. fejezetben.

—

. Ttéletvaltozdk: Dyq, Ty D1, D2, - - -
2. Formuldk: F,G,H, F1,F>,...

3. Formuldk halmaza: ¥, A, 3,3, ...

N

. Hozzérendelések: A, A’



1. ITELETKALKULUS 5

5. Tetsz6leges tautoldgia (példaul p vV —p): 1
6. Tetsz6leges kielégithetetlen formula (példaul p A —p): |

Nyilvanvaldéan igaz az alabbi tétel.

1.4. Tétel. Egy F formula akkor és csakis akkor tautolégia, ha —F kielégithetetlen.

A logikai kovetkezmény

1.5. Definicié. Legyen X C Form és F € Form. Azt mondjuk, hogy F' logikai kbvetkezménye
Y-nak, jele ¥ |= F, ha minden A hozzirendelés esetén valahanyszor A |= ¥, mindannyiszor
A = F is teljesiil. O

Ha ¥ = {G} egyelemi halmaz, akkor {G} |= F' helyett csak G |= F-et irunk.

A logikai kovetkezmény néhany tulajdonsaga
1. F akkor és csak akkor érvényes, ha @ |= F. Tehdt |= F és @ |= F ugyanazt jelenti.
2. Ha F érvényes, akkor minden ¥-ra ¥ = F.
3. Ha F € ¥, akkor ¥ | F.
4. Minden F-re | = F.
5. Minden F-re és G-re F' |= G akkor és csak akkor teljesiil, ha FF — G érvényes.
6. (Modus ponens, réviden Mp.) Minden ¥-ra, F-re és G-re XU {F,F — G} = X U {G}.
7. (Monotonitds.) Ha ¥ C ¥, akkor minden F-re, ha ¥ = F, akkor ¥; = F.
8

. (Kovetkezmény.) Minden Y-ra, F-re és G-re ¥ = F — G akkor és csak akkor, ha
SU{F} EG.

O

1.6. Tétel. Legyenek F, Fy,..., F, tetszileges formuldk. Ekkor a kévetkezé harom allitds ek-
vivalens.

(1) {F1,....,FR} EF
(2) Fi A...\F, — F tautoldgia
(3) Fi A...\F, A —F kielégithetelen.
Bizonyitas. Gyakorlat. o

1.2. Ekvivalencia, normalformak

A kovetkezékben megadjuk a logikai ekvivalencia fogalmanak definicidjét.

1.7. Definicié. Legyen F és G két tetszOleges formula. F és G logikailag ekvivalensek, ha
minden A hozzarendelés esetén
A E F akkor és csak akkor, ha A = G.

Azt a tényt, hogy F' és G logikailag ekvivalensek F' = G-vel jeloljiik. O

A logikai ekvivalencia egy tulajdonsiga, hogy minden F-re és G-re F' = GG akkor és csak akkor
teljesiil, ha F' < G érvényes.
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Ekvivalens formuldk

Ebben a részben néhdny olyan fontos példat adunk a logikai ekvivalencidra, amelyeket a
tovabbiakban gyakran felhasznalunk. A példédkban F,G és H tetszbleges formulédkat jelentenek.
Az ekvivalencidk igazolasa gyakorlat.

Az igaz és hamis szabélyok:

= =1

- 1=

FAl=lés | AF =]
FAt=F éstAF=F
Fvt=tés t VF =1
Fv|=Fé |V=F

Az idempotencia szabélyai:

FANF=F
FVF=F
A kommutativitds szabélyai:

FANAG=GAF
FVG=GVF

Az asszociativitas szabélyai:

(FAG)INH=FA(GAH)
(FVG)VH=FV(GVH)

Az abszorpcié szabdlyai:

FA(FVG)=F
FVv(FAG)=F

A disztributivitas szabdlyai:

FA(GVH)=(FAG)V(FAH)
FV(GANH)=(FVG)A(FVH)

A dupla negicié szabdlya:
-—F=F
A de Morgan szabélyok:

ﬁ(F/\G)E—!FV—'G
(FVG) = FA~G
O

Ugyancsak érvényes a kovetkezd tétel, amelyben szerepld formuldkat az altaldnositott de
Morgan szabalynak és az dltaldnositott disztributivitas torvényének neveziink.
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1.8. Tétel.
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<\/E AV G =\ (F; AG))
i=1 j=1 i=1 \j=1
(mF’)V Ao )| = Al Awvey
i=1 j=1 i=1 \j=1

Végiil kimondjuk a helyettesitési lemmat.

1.9. Lemma. (Helyettesitési lemma) Legyenek F,G és H formuldk, ugy, hogy F a H egy
részformuldja és F = G. Akkor H = H [F/G], ahol H [F/G] azt a formulét jeldli, amelyet 4gy
kaptunk, hogy H-ban F valamely el6forduldsianak a helyére G-t helyettesitettiink.

Bizonyitas. Formula indukcidval torténik.

(i) Ha H = p valamely p € Var-ra, akkor F = H és {gy H [F/G] = G. Tehdt H [F/G] =G =
F=H.

(iia) Legyen H = —H;. Ha F = H, akkor a bizonyitds ugyanaz mint az (i) esetben. Kiilénben
F-nek a széban forgé el6forduldsa Hy-ben van és igy az indukcids feltevés miatt Hy = Hy [F/G].
Kovetkezésképpen H = -H, = -~H, [F/G] = H [F/G].

(iib) Legyen H = Hy V Hy. Az F = H eset bizonyitdsa ismét analég (i)-vel. Kiilonben
F-nek a széban forgé eléforduldsa Hi-ben (vagy Hs-ben) van, igy az indukcids feltevés miatt
H, = H, [F/G). Akkor H = H, v H, = H, [F/G]V H, = H[F/G).

(iic) Legyen H = Hy A H,. Ennek az esetnek a bizonyitds ugyanaz mint az el6z6é. O

Konjunktiv és diszjunktiv normalformak

Most megadjuk a konjunktiv normalforma és a diszjunktiv normélforma definiciéjat. Ehhez
elészor bevezetjiik a literdl fogalmat.

1.10. Definicié. Egy F formul4t literdlnak neveziink, ha F' = p vagy F' = —p teljesiil valamely
p € Var esetén. Az els6 esetben F-et pozitiv literdlnak, a mésodik esetben negativ literalnak
nevezzik.

Egy literél tehdt egy valtozé vagy egy valtozd negicidja. A literdlokat dltalaban £-lel jeloljitk
és haszndlni fogjuk rajuk a kdvetkezd jelolést is.

i_1P yhal=p
N p ,hal=-p

1.11. Definicié. Egy F formula konjunktiv norméalforma, ha

n

r=\

i=1

mi
Vi |
Jj=1
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ahol az ¢; ;-k literdlok. Hasonléan, F' diszjunktiv norméalforma, ha

n m;
F=\/{ANti|
i=1 \j=1

ahol az /; j-k literdlok.

Bebizonyitjuk a kovetkez6 jol ismert tételt.

1.12. Tétel. Minden F formuldhoz van vele logikailag ekvivalens konjunktiv és diszjunktiv
normélforma.

Bizonyitas. A bizonyitdst formula indukciéval végezziik.

(i) Ha F = p vagy F = —p, akkor kész vagyunk, mert mar F' maga is konjunktiv és diszjunktiv
normalforma is.

(iia) Tegyiik fel, hogy F = =G. Az indukcié feltevés miatt van G-vel ekvivalens konjunktiv és
diszjunktiv normélforma is. Vegyiik a G-vel ekvivalens konjunktiv norméalformét, azaz legyen

n m;

G = Gi=/ lij
1

=1 j=

Ekkor az altaldnositott de Morgan szabdalyokkal kapjuk, hogy

n m;

F = -Gi=- /\ éi,j = \/ -
1 i=1

i=1 \j=

mi
V i
j=1
n m;
VIAG ]
j=1

i=1

tehat, van F-fel logikailag ekvivalens diszjunktiv normalforma.

Az F-fel ekvivalens konjunktiv normalformat pedig a G-vel ekvivalens diszjunktiv
normélform&bdl kapjuk hasonlé médon.

(iib) Tegyiik most fel, hogy F' = GV H. Az indukcié feltevés miatt G-hez is és H-hoz is van
vele ekvivalens konjunktiv és diszjunktiv normélforma is.

Az F-fel ekvivalens diszjunktiv normélformét egyszeriien a G-vel ekvivalens és a H-val ekvi-
valens diszjunktiv normélformak diszjunkcidjaként kapjuk.

Az F-fel ekvivalens konjunktiv normadlforma pedig a kovetkezéképpen kaphaté. Vegyiik a
G-vel ekvivalens és a H-val ekvivalens konjunktiv normélformékat, azaz legyen

n
G=G, = /\ G;, ahol a G;—k diszjunkciés tagok
i=1

és

k
H=H = )\ H, ahol H,-ck diszjunkciGs tagok
=1
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k ! . ! !
Akkor F =GV Hy = (/\ G) (/\ H) /\ (/\(GVH)) Mivel ekkor a G; V H;-ek
i=1 \Il=1
is diszjunkcids tagok, a = jel jobb oldaldn 4ll6 formula konjunktiv normélforma.

(iic) Az F = G A H eset bizonyitdsa hasonld, az olvaséra bizzuk. o
Most megadjuk ugyanennek a tételnek egy mésik, algoritmikusan jobban hasznélhaté bi-
zonyitasat is.

1.13. Tétel. Minden F formuldhoz van vele logikailag ekvivalens konjunktiv és diszjunktiv
normalforma.

Bizonyitas. Legyen F' egy formula. Akkor az F-fel ekvivalens konjunktiv normadlforma a
kovetkezo eljardssal kaphatd meg.
1. (Negéicié bevitele.) Amig lehetséges, helyettesitsiik F-ben a
-G alaki részformuldkat G-vel,
-(G AH) alakd részformuldkat -GV —H-val,
—(GV H) alakd részformuldkat -G A —H-val.
2. Amig lehetséges, helyettesitsiik F-ben a
FVv (GAH) alakd részformuldkat (FV G) A (FV H)-val,
(FAG)VH alaki részformuldkat (FV H) A (G V H)-val.

Az F-fel ekvivalens diszjunktiv normalforma a kévetkezd eljarassal kaphaté meg.

1. Ugyanaz mint a konjunktiv normalforma esetén.

2. Amig lehetséges, helyettesitsiik F-ben a

FA(GV H) alakd részformuldkat (FAG)V (F A H)-val
(FVG)ANH alaki részformuldkat  (F A H)V (G A H)-val.

Most megadunk egy példat a fenti eljards alkalmazdsara.

1.14. Példa. Adjuk meg a (p = q) V ((¢ = —r) A (r = —p)) formuldval ekvivalens konjunktiv
normélformét. A kovetkez8 szamolds adédik:

p—=qaV(g—-r)A(r—-p)

= (pV@V((~gV-r)A(=rV-p)
(pV @)V (~gV-r)A((=pVq)V (-rV-p))
(=pV gV —gV-r)A(=pVgqV-rV-p)
TA(=pVgqV-r)
= —pVgqV-r

1.3. Az itéletkalkulus funkciondlis teljessége

1.15. Definicié. Tetszoleges k > 0 esetén egy IT : {0,1}* — {0,1} leképezést k véltozés
igazsdgtablanak, vagy Boole fiiggvénynek neveziink.
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1.16. Definicié. Legyen F' € Form. Akkor F meghatdroz egy ITF igazsigtablat a kovetkezd
mddon. Legyenek pi,...,p, az F-ben el6fordulé valtozék. TetszOleges z1,...,z, € {0,1}
esetén

ITp(z1,...,2,) = A(F), ahol A(p;) =z, 1 <j <n.

1.17. Lemma. Ha F' és G formuldk esetén ITr = ITg, akkor F' = G.

Bizonyitas. A megfelel§ definiciék alapjdn nyilvénvald. |

A kovetkezd tételben bebizonyitjuk, hogy az itéletkalkulus funkciondlisan teljes, vagyis, hogy
minden IT igazsigtabla el6all ITr alakban valamely alkalmas F' formuldra. S6t, az is igaz,
hogy van olyan F is, amelyik konjunktiv (diszjunktiv) normalforma.

1.18. Tétel. Minden k > 1, IT : {0, 1}'c — {0, 1} igazsdgtablahoz van egy olyan F' diszjunktiv
(konjunktiv) normélforma, melyre IT = ITp.

Bizonyitas. Legyen F = V (Pi* A ... Api*), ahol
IT(zq,...,z5)=1

z _ ) Pi yhaz; =1
pPj ,hawj:O.

Nyilvanvald, hogy F' diszjunktiv normélforma és, hogy IT = ITy.
Tovabbé, ha F = A (py* V...V p¥*), ahol most
IT(y1,...,y%x)=0

I 2 ha Y; = ]-5

akkor F' konjunktiv normalforma és ismét IT = ITF. O
A fenti tételbdl a konjunktiv normdlforma és diszjunktiv normélforma tétel egy djabb bi-
zonyitasa kovetkezik.

1.19. Kovetkezmény. Minden F' formuldhoz van vele logikailag ekvivalens konjunktiv és disz-
junktiv norméalforma.

Bizonyitids. Legyen G egy tetszbleges formula. Akkor a 1.18. tétel alapjan ITg-hez is van
olyan F' konjunktiv (és diszjunktiv) normélforma, melyre ITg = ITr. Ugyanakkor, a 1.17.
lemma szerint F' = G. O

1.20. Definicié. A -, A,V, — miiveleti jelek egy C halmazét adekvatnak nevezziik, ha barmely
IT : {0,1}* = {0,1}, k > 1 igazsagtébla esetén van olyan F € Form, hogy

1. F-ben csak C-beli miveleti jelek szerepelnek,

2. IT =ITF.

1.21. Tétel. A {—,V,A}, {—,V} és {—, A} halmazok mindegyike adekvat. Tovabba a {V,A}
nem adekvat.

Bizonyitas. Az {—,V,A} halmaz adekvétsiga a 1.18. tételbdl kdvetkezik. Tovdbba a {-,V}
és {—,A} adekvétsiga kozvetleniil adddik {-,V,A} adekvétsagabdl és a De Morgan azo-
nossagokbdl. Végiil a {V,A} nem adekvit, mert nem fejezheté ki vele a IT(0) =1, IT(1) =0
egyvaltozés igazsagtabla. m|
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1.4. Horn formulak

1.22. Definicié. A Horn formula egy olyan konjunktiv norméalforma, amelyben minden disz-

junkciés tag legfeljebb egy pozitiv literdlt tartalmaz. |
1.23. Példa. F = (—qV -1 Vp)ArA(-pV —q) A -s egy Horn formula. m|
Elnevezés

A Horn formuldkban szerepl6 diszjunkcids tagokat Horn klézoknak neveziink. O
Jelolés

Bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket:

p  helyett 1 — p-t
“p1V...Vap, Vg helyett p1 A...Ap, = gt

-prV...V-p, helyett piA...Ap, — 0-tirunk.
O

A Horn formuldk kielégithetéségének eldontésére a véltozék szdmdban mérve linedris
id6bonyolultsagu algoritmus adhato.

1.24. Algoritmus.

Input: F Horn formula
Output:  Igen és az F-et kielégit6 A hozzarendelés, ha F' kielégitheto,
Nem kiilonben .

1. Minden 1 — p, F-beli kléz esetén jeloljiink meg p minden eléfordulasit F-ben.

2. Amig F-ben van p; A ... A p, — q alakd kloz, Ggy, hogy p1, ..., p, meg van jelolve, de ¢
nincs megjeldlve, jeloljiik meg ¢ minden eléforduldsat F-ben.

3. Ha F-ben van olyan p; A ... A p, — 0 alakid kléz, hogy pi,...,p, mindegyike meg van
jelolve, akkor az output Nem; kiilonben az output Igen és az a hozzdrendelés, melyre

A(p) = 1 akkor és csak akkor, ha p meg van jelolve.

1.25. Tétel. A 1.24. algoritmus minden F' Horn formula esetén termindl, tovabb4 F akkor és
csak akkor kielégithetd, ha az output Igen.

Bizonyitas. Az, hogy az algoritmus termindl, abbdl kévetkezik, hogy a 2. pontjdban szerepld
ciklus legfeljebb annyiszor fut le, ahdny valtozé szerepel F-ben.

Tegyiik fel, hogy F' outputja Igen. Megmutatjuk, hogy ekkor A kielégiti F-et, amihez elegendd
megmutatni, hogy kielégiti F' minden G klézét.

Ha G = 1 — p, akkor az algoritmus az 1. pontjdban megjeldlte p-t, tehat A(p) = 1 és igy
AG) =1

Ha G = p1 A ... A p, — q, akkor két eset lehetséges. Az egyik, amikor az algoritmus
a pi,---,Ppn valtozék mindegyikét megjeldlte. Ekkor a 2. lépésben ¢-t is megjelolte, tehdt
Alp) = ... = Alpn) = A(g) = 1 és igy A(G) = 1. A madsik eset, amikor az algoritmus
valamely p;-t nem jelolt meg. Ekkor A(p;) = 0, tehdt megint csak A(G) = 1.

Ha G =pi A...Ap, — 0, akkor, mivel az output Igen, van olyan p;, amit az algoritmus nem
jelolt meg. Erre A(p;) = 0, tehdt djra A(G) = 1.
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Forditva indirekt mddszerrel bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy F' outputja Nem és F mégis
kielégithet6 egy A’ hozzdrendeléssel. El6szor is észrevessziik, hogy ha az algoritmus megjelolt
egy F-ben szerepl6 p véltozét, akkor sziikségképpen A'(p) = 1. Ez valéban {gy van, ugyanis
az algoritmus két esetben jelol megy egy valtozét. Egyrészt, ha az egy 1 — p alaku klézban
szerepel, amikor is nyilvdnvalé, hogy A'(p) = 1 kell legyen. Mésrészt, ha a valtozé egy olyan
P A ... A p, = q formuldban szerepld ¢, melyben a py,...,p, viltozék mindegyike meg van
jelolve. Mivel ekkor A'(p1) = ... = A'(p,) = 1, sziikségképpen A'(¢q) = 1 kell legyen.

Mivel az algoritmus Nem-mel termindlt, van egy olyan G = p; A ... A p, — 0 kléz, melyben
a pi,...,pn valtozék mindegyike meg van jelélve. De akkor az elébbiek miatt A'(p1) = ... =
A'(p,) =1, azaz A'(G) = 0. Ez viszont ellentmondés, mert A’ kielégiti F-et. ]

Eszrevehetc’i, hogy ha egy F Horn formuldban nincs 1 — p vagy p1 A ... A p, — 0 alaki kloz,
akkor F' mindig kielégithet6. Valdban, az els6 esetben a minden valtozéhoz 0-t, mig a masodik
esetben a minden valtozéhoz 1-et rendeld hozzarendelés elégiti ki F-et. (Tehét egy elegendd
feltételt kaptunk az F' Horn formula kielégithetéségére.)

Tovabba az algoritmus 2. pontjdban szerepld ciklus legfeljebb annyiszor fut le, ahdny valtozé
van F-ben, tehat az algoritmus gyors, futdsi ideje a valtozok szdmaval egyenesen ardnyos.

1.26. Példa. Vegyiik ujra a 1.23. példdban szereplé F' Horn formulat, melynek klézai

gANr — p
1 = r
pANqg — 0
s = 0

Az algoritmus csak az r-et jeloli meg, tehéat az F kielégithetd az A(r) = 1, A(p) = A(q) =
A(s) = 0 hozzérendeléssel. O

1.5. A tabldé mdédszer

A tabl6 médszer egy algoritmus annak eldontésére, hogy egy F' formula kielégitheté-e. Ismretes,
hogy a kielégithetéség O(2") id6bonyolultsdgi algoritmussal donthetd el, ahol n az F formula
mérete. Ezen az idGkorlaton a tablé mddszer sem tud javitani, bizonyos esetekben azonban a
1épésszam kevesebb lehet.

A mdédszer lényege, hogy F-hez nemdeterminisztikus médon hozzirendelhet6 egy fa, az Un.
szemantikus tablé, melynek bizonyos tulajdonsagaibdl az F' kielégithetOségére kovetkeztet-
hetiink.

Miel6tt erre ratérnének, definidljuk az « és a f formula fogalmaét.

1.27. Definicié. A =—F, F A G és =(F V G) alakd formuldkat a-formuldknak, az F'V G és
—(F A Q) alaki formuldkat S-formuldknak nevezziik.

Konyen bizonyithatd, hogy a trividlis esetek kivételével minden formula a-formula vagy (-
formula.

1.28. Lemma. Legyen F' egy tetszbleges formula. Akkor F' literdl, vagy a-formula, vagy -
formula.

Bizonyitas. A bizonyitdst formula indukciéval végezziik.

(i) Ha F € Var, akkor F literal.

(ila) Ha F = =G, akkor tovabbi esetek lehetségesek. Ha G € Var, akkor F megint csak
literdl. Ha G = =G vagy G = G1 V G3, akkor F' egy a-formula és végiil, ha G = G1 A Ga,
akkor F' egy f-formula.

(iilb) Ha F = G Vv H, akkor F egy f-formula.
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(iic) Ha F = G A H, akkor F' egy a-formula. i

A szemantikus tablé megkonstruéldsa tablék segitségével torténik. Kétféle tablé van, az «
formuldkon operdld a-tablé és a 8 formuldkon operdlé 8 tabld, melyek az aldbbiak.

o Telw]
- F F
Fi N Ey F B

—1(F1 \Y Fg) —F | Fy

B | B | B ]
F V E, Fi Fy
—|(F1 A Fz) —-F | Fy

Az o tablé els6 oszlopdnak valamely sordban 1évé formula akkor és csak akkor igaz valamely
A hozzarendelés mellett, ha ugyanazon sor méasodik és harmadik oszlopaban 1év6 formulak
mindegyike igaz A mellett. (Kivéve az elsé sort, ahol nyilvdn A | ——F; akkor és csak akkor,
ha A |= Fi.) A (8 tabl6 els6 oszlopdnak valamely sordban 1év6 formula akkor és csak akkor igaz
egy A hozzarendelés mellett, ha ugyanazon sor mdsodik és harmadik oszlopdban 1év6 formulak
valamelyike igaz A mellett.

Egy F formuldhoz tartozé szemantikus tablé egy olyan véges, cimkézett fa, melynek min-
den cstcspontja egy véges formulahalmazzal van megcimkézve. A szemantikus tablét felépitd
nemdeterminisztikus algoritmus a kovetkezo.

1.29. Algoritmus.

Input: Egy F formula.
Output: Egy F-hez tartozé T szemantikus tabld.

1. Kezdetben legyen T = {F'}, vagyis az egyetlen szogpontbdl 4116 fa, melynek cimkéje {F'}.

2. while T-nek van megjeldletlen levele
begin
Vélasszunk egy | megjeloletlen levelet, legyen a cimkéje X(1);
if 3(1) csak literdlokbdl all
then if X(I) tartalmaz egy p, —p part
then jeloljiik meg X(1)-et x-szel
else jeloljik meg X()-et o-rel.
else begin
Vélasszunk egy H € %(1) formulét ami nem literdl;
if H o-formula
then T-ben [ fia legyen I', melynek cimkéje legyen ¥(I') = (£(1) — {H}) U{H1, H2},
(Ha H = —=—H;, akkor X(I') = (X(I) — {H}) U{H1})
/* Hy és Hy az a-tabléban a H sordban 1é6v6 formuldk */
else T-ben [ fiai legyenek I’ és 1", melyeknek cimkéje legyen
(") = (S(1) — {H})U{H,} és
() = (S(1) - {H}) U{Hz}.
/* Hy és Hy a (B-tabléban a H sordban 1év6 formuldk */
end
end.

O
A fenti algoritmusban a megjeltletlen levél tobbféleképpen is valaszthatd, igy tovdbbi
kikotések nélkiil a formuldhoz tartozé szemantikus tablé nem egyértlemiien meghatarozott.
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1.30. Példa. Az a) F = p A (—qV —p) formuldnak egy szemantikus tabléja van, a kovetkezo.

pA(=qV -p)
!
p,~qV —p
v\
p,7¢ PP
[ ] X

b) Az F = (pV ¢) A (—p A —q) formuldnak két szemantikus tabléja van.

(pVaq)A(=pA—q)
l
pVg,~pA—q
!
pVq,7p,—q
v hV
D, 7P, q q, P, q
X X

(pVa)A(=pA—q)
l
pVg,pA—gq
v hV
p,pA—g ¢, PpAg
{ 4
D, 7P, q q, P, q
X X

El6szor megmutatjuk, hogy a szemantikus tablé konstrukcidja mindig termindl.

1.31. Lemma. Bizonyitds. Tetsz6leges F' formula esetén a fenti algoritmus termindl.

A szemantikus tabl6 konstrudlasa sordn egyetlen (az {F'}) csicsbdl kiindulva egy fat épitiink
fel, melynek minden [ csticsa egy ¥(I) formulahalmazzal van megcimkézve. Minden [ csidcshoz
rendeljiik hozé a w(l) = 2b(I) + n(l) szdmot, ahol b(l) a X(I) formuldiban szerepld A és V jelek
szdma, és n(l) a - jelek szdma. Megmutatjuk, hogy a fa gyokerétdl a levelei felé haladva, a
csucsokhoz rendelt szamok szigorian csdokkend sorozatot alkotnak. Ebbdl nyilvanvaléan kévet-
kezik, hogy az algoritmus egy véges faban termin4l.

Tegyiik fel, hogy a konstrukcié soran a while ciklusba valé belépes utan az [ levelet véalasztjuk,
mely a X(1) formulahalmazzal van cimkézve. Legyen b(l) a X(I) formuldiban szerepld A és V
jelek szdma, és legyen n(l) a — jelek szdma. Tehét I-hez a w(l) = 2b(1) + n(l) szdmot rendeljiik.

Azt mutatjuk meg, hogy

- ha X(1)-b8l a formulat valasztunk ki, akkor a konstrukcié 4ltal az I-hez csatlakoztatott I’
levélhez rendelt w(l') szdm kisebb lesz (kisebbek lesznek) mint w(l),

- ha ¥(1)-b6l g formulat valasztunk ki, akkor a konstrukeci6 altal az I-hez csatlakoztatott I’
és 1" levelekhez rendelt w(l") és w(l") szdmok kisebbek lesznek mint w(l).
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A teljes bizonyitds helyett annak csak két részesetét mutatjuk meg. Ha példdul X(1)-bol egy
—(Fy V F,) alaki a-formulat vélasztunk, akkor [-hez egy I’ levelet csatlakoztatunk, melyre

w(l’) =2(b(1) = 1) +n(l) + 1= w(l) — 1.

Vagy, ha X(1)-bdl egy Fy V Fy alaki S-formuldt vélasztjuk ki, akkor [-hez az I’ és 1" leveleket
csatlakoztatjuk, melyekre

w(l"),w(l") <2(b(1) — 1) +n(l) = w(l) — 2.
Mindegyik esetben w(l"), w(l") < w(l). A tobbi eset hasonléan igazolhatd. O

1.32. Definicié. Egy szemantikus tablé zart, ha minden levele x jellel van megcimkézve.
Kilénben a szemantikus tablé nyitott.

O

1.33. Lemma. Ha egy F formula valamely szemantikus tabldja zart, akkor F' kielégithetetlen.

Bizonyitas. Legyen T az F' egy szemantikus tabldja és tegyiik fel, hogy T zart. Azt mutatjuk
meg, hogy T minden d csticspontjit cimkéz6 X (d) halmaz kielégithetelen. Ez elegendé lesz a
lemma bizonyitdsahoz, mert T' gyOkerének cimkéje {F'}. A bizonyitdst d-nek a T-ben levs h(d)
magassaga szerint mutatjuk meg.

(i) Ha h(d) = 0, akkor d levél, és mivel T zart, 2(d) x-szel van megjeldlve. Igy (d) tartalmaz
egy p,p part, tehat kielégithetetlen.

(ii) Legyen most h(d) > 0. Ekkor kiilonb6z6 esetek lehetségesek, aszerint, hogy d-ben a tipusd
vagy f tipusu formulat valasztottunk.

Az elsg esetben hdrom aleset van, nevezetesen, amikor a valasztott formula ——Fy, F; AF» vagy
—(F1 V F») alaki. Vegyiik a masodik alesetet. Ekkor ¥(d) = X U {F1 A F>}, d-nek egyetlen d'
leszérmazottja van, melyre X(d') = Xo U {F1, F>}. Mivel a h(d") = h(d) — 1, alkalmazhatjuk az
indukci6 feltevést, mely szerint ¥(d') kielégithetetlen. Ekkor viszont X(d) sem lehet kielégithetd,
ugyanis minden olyan .4 hozzirendelés, amely kielégiti ¥(d)-t, ugyancsak kielégiti ¥(d')-t is.
(Ha A E o U {Fi A F5}, akkor A = ¥g és A |= Fi A F5. Ez utébbi azt jelenti, hogy A = Fy
és A |= Fz, tehat A '= 20 U {Fl,FQ}.)

Az a-formuldk masik két alesete hasonléan igazolhatd.

Most tegyiik fel, hogy d-nél S-formulat véilasztottunk, ami lehetett Fy V Fy vagy —(F1 A Fy).
Csak az els6 esettel foglalkozunk, a masodik hasonléan igazolhato.

Ha az F; V F, formuldt vélasztottuk, akkor ¥(d) = o U {F} V F»}, tovdbba d-nek két fia van,
ad ésad'’, melyekre X(d') = Xg U {F1} és X(d") = Lo U {Fa}.

Mivel h(d"), h(d") < h(d), az indukcié feltevés sem X.(d') sem X(d") nem kielégithetd.

Ekkor viszont ¥(d) sem lehet kielégithet6, ugyanis minden olyan 4 hozzdrendelés, amely
kielégiti 3 (d)-t, ugyancsak kielégiti X(d')-t vagy X(d')-t.

(Ha A |= 3o U{F; V F»}, akkor A |E= X és A |= Fy V F5. Ez utébbi azt jelenti, hogy A = Fi
vagy A |E Fs, tehdt A = So U {F1} vagy A = o U {F>}.)

Az p-formula mésik alesete is hasonléan igazolhaté.

Miel6tt a forditott allitdst bebizonyitandnk, bevezetiink egy fogalmat.

1.34. Definicié. Legyen ¥ formuldk egy halmaza. ¥ Hintikka halmaz, ha teljesiilnek ra a
kovetkez6 feltételek.

1. Minden p € Var esetén, ha p € ¥, akkor -p ¢ ¥, és ha —p € ¥, akkor p ¢ ¥.
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2. Ha F € X és F egy a formula, akkor az a tablé F-nek megfeleld sordban a masodik és a
harmadik oszlopban 1év6 elem is ¥-ban van. (Példdul, ha F' = —(F; V F»), akkor —F; € ¥
és - Fy € E)

3. Ha F € ¥ és F egy B formula, akkor a 8 tablé F-nek megfelel6 soraban a méasodik vagy
a harmadik oszlopban 1év6 elem X-ban van. (Példdul, ha F = Fy V F5, akkor F} € ¥ vagy
F,eXx) O

1.35. Lemma. Ha ¥ Hintikka halmaz, akkor ¥ kielégithetd.

Bizonyitis. Legyen A : Var — {0,1} az a hozzarendelés, melyre minden ¥-ban eléfordulé p

valtozé esetén
1 hapel,

.A(p)z{ 0 ha-peX.

A ¥-ban nem el6fordulé véltozdkon A legyen tetszoleges.

<2527

A formulék felépitése szerinti indukciéval megmutatjuk, hogy minden F' € Y-ra A(F) = 1.

(i) Ha F = p, akkor A definicidja szerint A(F) = 1. Ha F = -p, akkor A(p) = 0 tehdt
megint csak A(F) = 1.

(iia) F egy a-formula. Csak az F' = F} A F» esettel foglalkozunk, a mésik két eset bizonyitdsa
hasonlé. Ekkor a Hintikka halmaz definicidja szerint Fy € ¥ és Fy € X. Igy az indukcié
feltevés miatt A(F1) = 1 és A(F>) =1, tehdt A(F) = 1.

(iib) F egy f-formula. Most csak az F' = F; V F» esetet bizonyitjuk. Ekkor a Hintikka halmaz
definicidja szerint F; € X vagy F» € X. Az indukcié feltevés miatt A(F;) = 1 vagy
A(Fy) =1, tehdt A(F) = 1.

O

1.36. Lemma. Legyen F egy formula, T az F egy nyitott szemantikus tabldja, [ pedig a T
egy nyitott levele. Legyen

> =%,
d

ahol d végigfut a T' gyokerétdl az [ leveléig vezet6 tton 1évé csicsokon. Ekkor ¥ egy Hintikka
halmaz.

Bizonyitas. A szemantikus tablé konstrukcigja sordn valahdnyszor egy literdl belekeriil egy
olyan d csucspontot cimkéz6 X(d) halmazba, amelybdl késébb dt vezet I-hez, akkor az a literél
benne lesz ¥(I)-ben is, mivel a tabl6 szabélyok nem rendelkeznek literdlok eltiintetésérol.

Feltevéstink szerint ! nyitott, tehat X(/)-ben nincsenek p,—p alakd parok. Akkor a T
gyOkerétdl I-hez vezet6 titon sem lehetnek olyan d és d' csiicspontok, melyekre p € X(d) és
—p € X(d') teljesiilne (hiszen akkor p, —p par belekeriilne X(I)-be is). Tehdt X-ban sincs ilyen
par és igy ¥-ra a Hintikka halmaz definicigjanak 1. feltétele teljesiil.

Most legyen H € ¥ egy a formula. A T gyokerétdl [-hez vezet§ dton van olyan d csicspont,
hogy H € ¥(d) és d-ben egy « szabdlyt alkalmaztunk H-ra. Akkor d-nek egyetlen fia van, a d’,
és Hy, Hy € X(d'), ahol Hy és Hy az a-tablé H-hoz tartozé sordnak masodik és harmadik osz-
2. feltétele is teljesiil X-ra.

Végiil legyen H € ¥ egy B formula. A T gytkerétdl [-hez vezetd dton van olyan d csdcspont,
hogy H € ¥(d) és d-ben egy [ szabdalyt alkalmaztunk H-ra. Akkor d-nek két fia van d’ és d", és
Hy € X(d'") és Hy € 2(d") teljesiilnek, ahol Hy és Hs a -tablé H-hoz tartoz6 sordnak mésodik
és harmadik oszlopdban 1év§ formuldk. Tovébba, vagy d' vagy d" rajta van a T gyGkerétél az
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s sz

is teljesiil X-ra. m|

1.37. Kovetkezmény. Legyen F' egy formula. Ha F' valamely T szemantikus tabléja nyitott,
akkor F' kielégithetd.

Bizonyitas. A feltétel szerint T-nek van egy nyitott [ levele. Tovdbb4 a 1.36. lemma, szerint a
> =%
d

halmaz Hintikka halmaz, ahol d végigfut a T gyokerétdl az [ levélig vezetd iton levé csiicsokon.
A 1.35. lemma szerint ¥ kielégithet6. Akkor F is kielégithetd, mert a szemantikus tablé konst-
rukciéja miatt F' € X. m|

1.38. Kovetkezmény. Ha egy F formula kielégithetetlen, akkor F minden szemantikus
tabldja zart.

1.39. Tétel. Tetsz6leges F' formula esetén a kivetkezd 3 allitas ekvivalens:
(1) F kielégithetetlen,
(2) F-nek van zdrt szemantikus tabldja,
(3) F valamennyi szemantikus tabldja zért.

Bizonyitds. A (3) = (2) nyilvdnvald, a (2) = (1) a 1.33. lemm4&bdl, mig (1) = (3) a 1.38.
kovetkezménybol kdvetkezik. |

Mivel egy formula vagy kielégithetd vagy kielégithetetlen, a kdvetkezo tételt is igazoltuk.

1.40. Tétel. TetszOleges F' formula esetén a kovetkezd 3 dllitds ekvivalens:
(1) F kielégithetd,
(2) F-nek van nyitott szemantikus tabldja,

(3) F valamennyi szemantikus tabldja nyitott.

1.41. Tétel. Egy F formula akkor és csakis akkor érvényes, ha —F valamely szemantikus
tabléja zart.

Bizonyitas. A 1.4. tétel szerint F' akkor és csakis akkor érvényes, ha —F kielégithetetlen, mely
a 1.38. kovetkezmény szerint akkor és csakis akkor 4ll fenn, ha = F' valamely szemantikus tabléja
zart. O

Megjegyzések. 1) A szematikus tablé mérete a formula hosszdban mérve exponencidlis is lehet,
ezért a tablé mdédszer idébonyolultsidga exponencidlis.

2) Az algoritmus gyorsithaté azzal, hogy egy csticsot mér akkor megjeloliink x-szel, amikor
felfedeziink benne egy ellentétes literdlpart, fiiggetleniil attdl, hogy a csicsban még van olyan
formula, amelyik nem literdl (és ezért a cstics még tovabb bonthatd).

3) Kiilonboz6 heurisztikdkat alkalmazhatunk. Példdul, alkalmazzunk « szabélyt, amig lehet,
és csak utana f-szabdlyt. Ezzel elkeriilhetjiik formuldk folosleges megkettozését.
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1.6. Az itéletkalkulus kompaktsagi tétele
Az itéletkalkulus kompaktsagi tétele a kovetkez6képpen hangzik.

1.42. Tétel. Egy ¥ formulahalmaz akkor és csak akkor elégitheté ki, ha minden véges
részhalmaza kielégithetd.

A bizonyitds az ugynevezett Kénig lemman alapszik, amely a végtelen bindris fakrél mond
ki egy allitast. Egy fa végtelen, ha végtelen sok csicspontja van. Egy faban dtnak nevezziik
cstcsok egy olyan xg, . .., Z, sorozatit, ahol z¢ a fa gytkere és minden 0 < i < n — 1-re T,41
az x, fia.

Binaris fanak olyan fat neveziink, amelyben minden csicspont vagy levél, vagy ha nem az,
akkor a cstucspontnak két leszdrmazottja van. Egy bindris fa teljes, ha nincsenek levelei. Tehéat
a teljes bindris fa végtelen egyben végtelen is.

1.43. Lemma. (K6nig lemma.) Minden végtelen bindris fiban van legaldbb egy végtelen
hosszisagu tt.

Bizonyitas. Legyen T egy végtelen bindris fa. Minden n > 0-ra megadunk egy olyan n

hosszisagu g, - - . , £, utat T-ben, hogy T x,, gytkerl részfija végtelen.
Valéban, legyen g a fa gyokere. (Ekkor az xo gyOkeril részfa maga T, tehat végtelen.)
Ha n-re az xq,...,ZT, utat mar megadtuk, akkor, 1évén az x, gyOkerii részfa végtelen, az

Zn cstcsnak két fia van és azok kOzott van olyan, amelyik egy végtelen részfanak a gyokere.
Vélasszuk z,41-nek z,, ezen fiit.
Az ily médon kivélasztott xg,x1, .. . csicsok végtelen utat alkotnak a T-ben. O
Most mar bebizonyithatjuk a kompaktsagi tételt.

Bizonyitis. (Kompaktsagi tétel.) Ha ¥ kielégithetd, akkor minden véges részhalmaza is
kielégitheto.

Megforditva, tegyiik fel, hogy ¥ minden véges részhalmaza kielégithet6. Minden n > 0O-ra
legyen ¥, a ¥ azon formuldinak halmaza, melyekben legfeljebb az els6é n, vagyis pi1,...,pn
valtozok fordulnak eld. Mivel ekvivalencia erejéig véges olyan formula van, amelyekben csak az
elsé n véltozé fordul eld, minden n > 0-ra X, kielégithetd.

A teljes végtelen bindris fiban minden it meghatiroz egy hozzirendelést és minden n > 0
mélységli csics meghatdrozza a py,...,p, valtozék egy hozzarendelését. Minden n > 0-
ra jeloljik meg a teljes végtelen binaris fa azon n-mélységli csicsait, amelyeknek megfeleld
hozzérendelések kielégik ¥,,-et. A megjelolt csticsok egy vételen bindris fat hatdroznak meg.
Konig lemméja szerint ez tartalmaz egy végtelen hosszi utat. Ezen végtelen dt 4ltal meg-
hatarozott hozzarendelés kielégiti ¥-t.

O

1.44. Ko6vetkezmény. Legyen ¥ egy formulahalmaz és F egy formula. ¥ |= F akkor és csak
akkor teljesiil, ha van olyan ¥¢ C ¥ véges formulahalmaz, hogy ¥ = F.

Bizonyitas.
YEF & XYU{-F} nem kielégithets

& 3%y C T U {-F} véges halmaz mely nem kielégithetd
(1.42. tétel)

& 3%y C X véges halmaz, hogy ¥¢ U {-F} nem kielégithet6
& 3%y C X véges halmaz, hogy 3¢ = F.
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1.7. Deduktiv bizonyitasok az itéletkalkulusban
1.7.1. Hilbert tipusi bizonyitasok

Legyen ¥ egy formulahalmaz és tekintsiik a Th(X) = {F | £ |= F'} halmazt, vagyis ¥ Gsszes
logikai kovetkezményeinek halmazdt. Th(X)-t a X dltal generdlt elméletnek nevezziik.

Egy olyan ”mechanikus” eljarast vagy mds széval médszert szeretnénk kifejleszetni, melynek
segitségével Th(X) elemei, a tételek, megkaphatdk X-bol. Ez az eljards a X -bdl torténd, (vagy
¥ feletti) bizonyitds lesz.

Bizonyitas tautologiakkal

1.45. Definicié. Legyen ¥ formuldk egy halmaza. Formuldk egy Fi, ..., F), sorozatit ¥ -bdl
torténd, (vagy ¥ feletti) bizonyitdsnak (vagy levezetésnek) nevezziik, ha minden 1 < ¢ < n
esetén az alabbi harom feltétel valamelyike teljesiil:

1. F,ex,
2. F; tautoldgia,
3. van olyan k,l < i, hogy F; = F}, — F;

Egy F formula bebizonyithaté (vagy levezethetd) X-bdl, jele: ¥ F F, ha van olyan X feletti
F, ..., F, bizonyitas, melyre F;, = F.

A 1.45. definiciéban szereplé 3. feltétel gy is mondhatd, hogy a Fj-t két megel6z6 formulabdl,
nevezetesen Fy-bol és Fi-bdl a Modus ponens (Mp) kovetkeztetési szaballyal kaptuk. A Modus
ponens kovetkeztetési szabalyt az

FF -G
G

alakban is szokds irni. Eldszor is észrevessziik a kovetkezst.

1.46. Tétel. A Modus ponens szabaly helyes, vagyis ha valamely A hozzdrendelésre teljestil,
hogy AEF é AEF — G, akkor A = G.

Bizonyitas. Nyilvanvald, lasd a logikai kovetkezmény tulajdonsigaindl. |
Most lassunk néhdny példét a levezetésre.

1.47. Példa. Mutassuk meg a kovetkezdket.

a) T = {F,~G} F ~(~F V G)

1. F— (-G — (FA-G)) tautolégia

2. F 3-ban van

3. =G — (FA-G) Modus ponenssel 1-b6l és 2-b6l
4. -G 3-ban van

5. FA-G Mp(3,4)

6. (FA-G)— -(-FVG) tautolégia

7. =(=FVG) Mp(5,6)

b)E={F->(GANH)}FF -G

1. F—=(GAH) ¥-ban van
2. (F-(GAH))— (F—G) tautolégia
3. F—=>@G Mp(1,2)
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¢)X={F->G,FVH}-GVH

1. (F->G)—=((FVH)— (GVH)) tautolégia
2. F->G Y¥-ban van
3. (FVH)—- (GVH) Mp(1,2)
4. FVH ¥-ban van
5. GVH Mp(3,4)

Most megmutatjuk a levezetés néhdny tulajdonsigat.

1.48. Tétel. (Dedukcié tétel) Tetszbleges ¥ formula halmaz esetén ¥ - F — G akkor és csak
akkor teljesiil, ha XU {F'} - G.

Bizonyitas. El6szor tegyiik fel, hogy ¥ F F' — G. Akkor persze X U {F} - F — G is teljesiil.
Miésrészt ¥ U {F} F F, tehat a Mp alkalmazdsaval kapjuk, hogy XU {F} F G.

Forditva, legyen G1,...,G, egy LU {F} feletti bizonyitds. Az n szerinti indukciéval megmu-
tatjuk, hogy ¥ - F — G,,.

(i) n = 1: Ekkor hdrom esetet kiilonboztetiink meg.

a) G, € X. Ekkor ¥ F G, és mivel G,, —» (F — G,,) tautoldgia, kapjuk, hogy X F F — G,,.
b) G, = F. Mivel F — G,, tautoldgia, kapjuk, hogy ¥ + F — G,,.
c) G, tautolégia. Akkor F — G, is tautoldgia, tehdt ¥ - F — G,,.

(ii)) n-rél n + 1-re: Tegyiik fel, hogy n-re igazoltuk az allitdst és legyen Gy,...,Gnt1 €8y
¥ U {F} feletti bizonyitds. Most négy eset lehetséges.

a) Gpt1 € X, b) Gpy1 = F, ¢) Gpy1 tautolégia: ekkor ¥ F F — G141 ugyanigy, mint az
n = 1 esetben.

d) van olyan k,l < n, hogy G; = G, = Gp41. Ekkor az indukciés feltevés szerint ¥ - F —
Gy és X+ F — (G, — Gpy1). Tovdbbé

(F = Gg) = (F = (Gy = Gpy1)) = (F = Gry1))

egy tautoldgia, ezért a Mp kétszeri alkalmazasaval kapjuk, hogy ¥+ F — G,41. O

1.49. Ko6vetkezmény. (Dichotémia tétel) Legyen ¥ tetszdleges formulahalmaz. Ha XU{F'}
GéXU{-F}FG@G, akkorT I G.

Bizonyitds. A ¥ U {F} F G feltételbd] és a 1.48. tételbdl kapjuk, hogy ¥ - F — G. A
YU {-F} I G feltételbdl hasonléan kiovetkezik, hogy ¥ F —=F — G. Tovabb4

(F=>G)—=((-F—->G)—GqG)
tautoldgia, tehat a Mp szabdly kétszeri alkalmazasdval kapjuk, hogy ¥ - G . O

Egy formadlis bizonyitdsi mdédszertdl azt varjuk el, hogy rendelkezzék a kovetkezd két tulaj-
donsaggal.

1. Legyen helyes, vagyis csak az elmélethez tartoz6 formuldkat lehessen bebizonyitani. Mdas
széval, ha ¥ F F, akkor ¥ |= F.
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2. Legyen teljes, vagyis minden, az elmélethez tartozé formuldt be lehessen bizonyitani.
Roéviden, ha X |= F, akkor ¥ - F.

A kettd egylitt a bevezetett bizonyitasi mdédszer helyességét és teljességét kifejezd tétel. A
kovetkezOkben ezt a tételt szeretnénk igazolni.

A levezetés 1.45. definiciébdl valamit a 1.46. tételbdl azonnal adédik, hogy ¥ = & esetén
mind a helyesség mind a teljesség fennall. Valéban, ha ¥ = @, akkor a 1.45. definicié 1. pontja
soha nem teljesiil, tehat csak tautolégidbdl indulhatunk ki. Tovabba, a 1.46. tétel szerint a
Mp megorzi a tautoldgidkat, tehat @-bol csak tautoldégidkat vezethetiink le. Masrészt, a 1.45.
definicié 2. pontja miatt, minden tautolégia nyilvanvaléan levezetheté @-bdl.

A helyesség az altaldnos esetben is viszonylag egyszertien bizonyithaté.

1.50. Tétel. (Helyességi tétel.) Tetszbleges X és F esetén, ha Y. + F, akkor ¥ |= F.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy minden, ¥ feletti Fy,..., F, bizonyitds esetén ¥ = F,. A
bizonyitast n szerinti indukciéval végezziik.

(i) n = 1: Ekkor két lehetéség van: F,, € ¥ vagy az, hogy F, tautolégia. Nyilvanvaléan
mindkét esetben ¥ = F,.

(ii) n-r6l n + 1-re: Legyen Fi,...,F,11 egy X feletti bizonyitds. Ha F,, 11 € ¥ vagy F,41
tautoldgia, akkor megint csak ¥ = F, 1.

Kiilénben van olyan k,! < n, hogy F; = Fj, = Fj,11. Az indukciés feltevés szerint ¥ = Fy, és
Y = Fy = F, — Fp41, ezért a 1.46. tétel alkalmazdsival kapjuk, hogy ¥ = Fp4q. O

A teljességet kétféleképpen bizonyitjuk.

A teljesség els6 bizonyitasa

1.51. Tétel. (A teljességi tétel bizonyitdsa.) Minden X-ra és F-re, ha¥ |E F, akkor ¥ + F.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy ¥ | F. Az 1.42. tétel szerint a ¥-nak van olyan véges
Yo = {Fi,..., F,} részhalamaza, melyre ¥y |= F. Ekkor, 1.6. tétel miatt (F1A...AF,) — F ta-
utoldgia, amibél kovetkezik, hogy Fy — (Fy — ... (F, — F)...) szintén tautoldgia. Tekintsiik
a kovetkezd X feletti bizonyitést.

1. = (F—...(F,— F)...) tautoligia
2. Bk Yo-ban van
3. By (Fs...(F,—>F)..) Mp(1,2)
4. F Yo-ban van
on-1. F, > F Mp(2n-2,2n-3)
2n. F, Yo-ban van
2n+1. F Mp(2n-1,2n)
Azt kaptuk tehdt, hogy 3¢ F F, amibdl kovetkezik, hogy X F F, amit bizonyitani akartunk.

O

A teljesség masodik bizonyitdsa

Ebben a masodik bizonyitdsban nem hasznaljuk fel az 1.42. kompaktsagi tételt. Helyette kon-
zisztens formulahalmazokkal dolgozunk. Bebizonyitjuk a konzisztencia tételt, melynek kovet-
kezményeként kapjuk majd a teljességi tétel és a kompaktsagi tétel egy masik bizonyitasat, lasd
1.58. és 1.60. tételek.
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1.52. Definicié. Egy ¥ formulahalmaz konzisztens, ha nem vezethets le beléle a . Tovabba
egy konzisztens Y. formulahalmaz maximadlis, ha minden F formula esetén F' € X, vagy —-F € X.

Ha ¥ nem konzisztens, akkor azt mondjuk, hogy inkonzisztens.

1.53. Lemma. ¥ akkor és csakis akkor konzisztens, ha nem vezethetd le bel6le minden formula.

Bizonyitas. Ha ¥ konzisztens, akkor nem vezethetd le beldle a .

Most tegyiik fel, hogy ¥ nem konzisztens és legyen F' egy tetszOleges formula. Ekkor ¥ ||,
mivel ¥ nem konzisztens, tovabba | — F pedig egy tautoldgia. Igy a Mp szabdly alkalmazasaval
Y+ F. m|

1.54. Lemma. Legyen ¥ egy konzisztens formulahalmaz. Akkor van olyan ¥* maxim4lis kon-
zisztens formulahalmaz, melyre ¥ C ¥*.

Bizonyitas. Legyen (F; | ¢ = 0,1,...) az Osszes formuldk egy felsoroldsa. Definidljuk a
Yo, X1, - - - sorozatot a kovetkezdképpen
(i) So=3

(ii) Minden n > 0-ra legyen

v | T, U{F,} ha ¥, U {F,} konzisztens
"7 =,U{-F,} Kkiilonben.

Legyen tovabbd ¥* = |J %,,.
n>0
Azt &llitjuk, hogy ¥* maximilis konzisztens. Az §llitds igazoldsat hdrom 1épésben végezziik
el.
1. lépés. n szerinti indukciéval megmutatjuk, hogy minden n-re a ¥, konzisztens.

(i) m = 0 esetben a definicié miatt.

(ii) Tegyiik fel, hogy ¥, konzisztens. Azt kell megmutatni, hogy ha ¥, U {F,} nem konzisz-
tens, akkor ¥, U{—F,} az. Tegyik fel, hogy ¥, U{—F,} sem az. Akkor X, U{F,} ] és
Y, U{-F,} k], tehdt a dichotémia tétel (1.49. kdvetkezmény) szerint ¥,, F|. Ez pedig
nem lehet, mert ¥,, konzisztens.

2. lépés. Megmutatjuk, hogy ¥* konzisztens. Ha ugyanis nem lenne az, akkor lenne olyan
Gi,...,Gp, ¥* feletti bizonyitas, melyre G,, =}. Tehat lenne olyan n, hogy a Gi,...,G,
egyben X, feletti bizonyitds is, ami azt jelentené, hogy ¥,, inkonzisztens. Ellentmondds, mert
minden n-re ¥,, konzisztens.

3. lépés. Megmutatjuk, hogy ¥* maximdlis. Ez abbdl kovetkezik, hogy Fi, Fs, ... az Osszes
formuldk egy felsoroldsa volt, ezért minden F' formula esetén van olyan n, melyre F' = F,.
Tovabba ¥* definicidja szerint F,, € ¥*, vagy —F,, € ¥*. m|

Sziikségiink lesz még a kiovetkezd allitdsra.

1.55. Lemma. Legyen ¥ maximalis konzisztens. Ha ¥ - F', akkor F' € 3.

Bizonyitas. Indirekt bizonyitdst adunk, ezért feltessziik, hogy ¥ F F és F ¢ X. Mivel ¥
maximélis, ezért —=F € X, tehat X + F és ¥ F —=F. Mivel F — (=F — ) tautolégia, a Mp
kétszeri alkalmazasaval kapjuk, hogy ¥ | |, tehdt ¥ nem konzisztens. Ez viszont ellentmondaés,
tehdt az allitds igaz. |

Megjegyezziik, hogy természetesen a fenti lemma megforditisa is érvényes.
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1.56. Tétel. Legyen ¥ egy maximdlis konzisztens formulahalmaz. Akkor ¥. kielégithetd.
Bizonyitas. Eldszor bebizonyitjuk az (a)—(c) dllitdsokat.

(a) Minden F formula esetén F' € ¥ akkor és csak akkor teljesiil, ha —F ¢ X.
Mivel ¥ maximdlis, F' € ¥ vagy —F € ¥. Tehat csak azt kell megmutatni, hogy F' € ¥ és
—F € ¥ egyszerre nem teljesiilhet. Ez azonban nyilvanvald, mert ¥ konzisztens.

(b) Minden F,G-re F A G € X akkor és csak akkor teljesiil, ha FF € ¥ és G € X.

Elészér tegyiik fel, hogy F'A G € X. Ekkor ¥ = F'A G és mivel F A G — F tautolégia,
kapjuk, hogy ¥ F F. Igy a 1.55. lemma értelmében F' € . Hasonléan kaphatd, hogy
G eX.

Forditva, tegyiik fel, hogy F,G € X. Ekkor X - F'és ¥ I G. Mdsrészt, F — (G — (FAG))
tautolégia, tehat az Mp kétszeri alkalmazasaval ¥ - FAG. Igy ismét a 1.55. lemma miatt
FAGeX.

(c) Minden F,G -re F VG € X akkor és csak akkor teljesiil, ha F € ¥ vagy G € X.

Tegyiik fel, hogy FF'V G € ¥. Ekkor nyilvin ¥ F FFV G. Ha F € X, akkor készen
vagyunk. Ha F ¢ X, akkor —=F € X, mivel ¥ maximilis, és igy ¥ + —F. Tovabba
-F = ((FV G) = Q) tautoldgia, tehdt a Mp kétszeri alkalmazdsival ¥ F G. Végiil a
1.55. lemma értelmében G € X.

Forditva, tegyiik fel, hogy F' € ¥ vagy G € X. Akkor X + F vagy ¥ - G . Mivel mind
F = (FV @) mind G — (F Vv G) tautolégia, mindkét esetben X + (F V G) tehdt a 1.55.
lemma értelmében F'V G € X.

Most megmutatjuk, hogy ¥ kielégithets. Kétféle bizonyitds is adhaté. Az els6ben megadunk
egy A hozzarendelést amely kielégiti ¥-t. A masodikban megmutatjuk, hogy ¥ Hintikka halmaz,
amibdl a 1.35. lemma szerint azonnal adddik, hogy ¥ kielégithetd.

1) bizonyitas: Legyen A : Var — {0,1} a kovetkez6 hozzdrendelés. Minden p € Var-ra

Alp) =1 < peX.

Ekkor a formulék felépitése szerinti indukciéval megmutathatd, hogy minden F' formula esetén
A(F)=1 < FeZxX.

(i) Ha F = p, akkor az allitds definici6 szerint teljesiil.

(ii) Ha F = =@, akkor a kovetkez6 szdmolds adédik.
AF)=1 << AG)=0 <= G¢X < ~-G=F€X

(iii) Ha F = G A H, akkor kapjuk, hogy

AFY)=1 << A(G)=1é A(H)=1
<— (GeXésHeX
<— F=GANHEeX.

(iv) Ha F = GV H, akkor a bizonyitas hasonlé az el6bbi esethez.

2) bizonyitas: Megmutatjuk, hogy ¥ Hintikka halmaz. A Hintikka halmaz definicigjanak
(1.34. definicid) 1. feltétele a jelen bizonyitdsban szerepld (a) feltétel miatt teljesiil.

Most bebizonyitjuk, hogy a 1.34. definici6 2. feltétele is teljesiil. Legyen F' egy a-formula,
mondjuk F' = —(F V F») és tegyiik fel, hogy F' € ¥. Akkor az (a) feltétel miatt Fy VFy & . A
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(c) feltétel miatt Fy ¢ X és Fy ¢ 3, majd Gjra az (a) feltétel miatt —F; € ¥ és —F, € . Tehat
ez esetben teljesiil a 1.34. definici 2. feltétele. A masik két a-formuléra a bizonyitds hasonléan
megy.

Végiil bebizonyitjuk, hogy a 1.34. definicié 3. feltétele is teljesiil. Legyen evégett F' egy
B-formula, mondjuk F = —(F; A F») és tegyiik fel, hogy F' € ¥. Akkor az (a) feltétel miatt
Fy ANF>, ¢ 5. A (b) feltétel miatt Fy ¢ ¥ vagy F» ¢ X, majd djra az (a) feltétel miatt —F; € &
vagy ~Fy € 3. Tehat ez esetben is teljesiil a 1.34. definici6 2. feltétele. A mdsik S-formuldra a
bizonyitas hasonléan végezhetd.

O

1.57. Tétel. (A konzisztencia tétel.) Tetszdleges ¥ formulahalmaz akkor és csak akkor kon-
zisztens, ha kielégithetd.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy ¥ konzisztens. Akkor a 1.54. lemma miatt van olyan X*
maximdlis konzisztens formula halmaz, melyre ¥ C ¥*. A 1.56. tétel miatt van olyan A
hozzirendelés, melyre A |= ¥* és igy A |= X.
Forditva, tegyiik fel, hogy valamely .4 hozzarendelés esetén A = ¥. Ha most ¥ inkonzisztens,
akkor X |, tehat a 1.50. tétel miatt ¥ |=J. gy A =, ami ellentmondés. O
Most mar be tudjuk bizonyitani a teljességi tételt.

1.58. Tétel. (A teljességi tétel masodik bizonyitdsa.) Minden X-ra és F'-re, ha ¥ |= F, akkor
YFPF.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy ¥ = F. Akkor X U {—F'} kielégithetetlen és ezért a 1.57. tétel
miatt ¥ U {—F} inkonzisztens. Ekkor ¥ U {—F} F |, tehdt a 1.48. tétel miatt ¥ - —-F —|.
Tovébba (—F —]) — F egy tautoldgia, és igy a Mp alkalmazdsdval kapjuk, hogy X F F. O

Ezzel igazoltuk, hogy a bizonyitasi rendszeriink helyes és teljes.

1.59. Tétel. Tetszbleges ¥ formulahalmaz és F' formula esetén ¥ = F' akkor és csakis akkor
teljesiil, ha ¥ + F.

Bizonyitas. A sziikségesség kovetkezik az 1.50. (helyességi) tételbdl, mig az elegend6ség kovet-
kezik az 1.51. (vagy az 1.58.) (teljességi) tételbdl. O

Végiil kimondjuk a konzisztencia tétel egy mésik fontos kdvetkezményét.

1.60. Tétel. (Kompaktsagi tétel masodik bizonyitds.) Legyen X tetszbleges formulahalmaz.
3 akkor és csak akkor elégithets ki, ha minden véges részhalmaza kielégithets.

Bizonyitas. Ha ¥ kielégithetd, akkor minden véges részhalmaza is kielégitheto.

Megforditva, tegyiik fel, hogy ¥ minden véges részhalmaza kielégithetd (és igy a 1.57. tétel
miatt konzisztens). Ha ekkor ¥ nem elégithetd ki, akkor ugyancsak a 1.57. tétel miatt ¥
nem konzisztens. Akkor ¥ + |, tehdt van Fi,...,F, =] bizonyitds ¥ felett. Akkor viszont a

bizonyitas definiciéja miatt van olyan véges X' C X, melyre Fi,..., F, =] a X' feletti bizonyitds
is. Tehdt X' inkonzisztens, ami ellentmondés. O

Bizonyitas axiémakkal

Vannak olyan bizonyitasi rendszerek, melyeknél a levezetésbe nem irhatunk be tetszolges
tautolégidt, hanem csak bizonyos kitlintetett alakd és véges szdmu tautoldgidt (amelyeket
axiéméknak neveziink). Az ilyen esetekben formuldn csak olyan formuldt értiink, melyben
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csak olyan miiveleti jelek szerepelnek, amyelek az axiémékban is szerepelnek. Elvarhaté tehat,
hogy az axiomakban szereplé miiveletek adekvat halmazt alkossanak.

Most ismertetiink egy ilyen bizonyitasi rendszert, amely H bizonyitasi rendszernek neveziink.
A H rendszerben hirom axiéma van. Tovabbd, amikor a ‘H rendszerrdl beszéliink, akkor for-
muldn olyan formuldt értiink, melyben csak az adekvat halmazt alkoté {—, —} miiveleti jelek
szerepelnek.

Aziomdk Minden F,G és H formula esetén az

AX1 : F—> (G- F)
AX2 : (F>(G—H)—-> (F—>G) - (F— H))
AX3 : (=F - -G)—> ((-F - G) - F)

formuldk axiémak.
Mivel F,G és H tetszOleges formuldk lehetnek, AX1, AX2 és AX3 mindegyike végtelen sok
axiomat jelent. Kénnyen igazolhatd, hogy mindegyik axiéma érvényes.

1.61. Definicié. (A bizonyités definicidja a H rendszerben.) Legyen ¥ formuldk egy halmaza.
Egy Fi,...,F, sorozatot X-bdl torténé (vagy ¥ feletti) bizonyitdsnak neveziink, ha minden
1 <i < n esetén az alabbi feltételek valamelyike teljesiil:

1. F,ex,
2. F; axi6éma,
3. Van olyan k,l < i, hogy F; = Fy, — F; (Modus ponens).

Egy F formula bebizonyithat6 (vagy levezethetd) X-bél, jele: ¥ b3 F, ha van olyan ¥ feletti
Fy, ..., F, bizonyitas, melyre F,, = F.

Belathatd, hogy ez a bizonyitasi rendszer is helyes és teljes, mint ahogy azt az aldbbi tétel
kimondja.

1.62. Tétel. Minden Y-ra és F-re ¥ by F akkor és csakis akkor teljesiil, ha ¥ = F.

Bizonyitas. a) Helyesség: Mivel az axiémak tautolégidk, ha ¥ 4 F, akkor egyben ¥ + F is,
tehdt a 1.50. tétel szerint ¥ |= F.

b) Teljeség: Ha azt be tudjuk bizonyitani, hogy minden F tautoldgia esetén b4 F (azaz
& by F), akkor készen vagyunk. Ez esetben ugyanis a 1.45. definiciéban szerepld 2. feltétel
helyettesithetd egy AX1, AX2 és AX3-bdl kiindulé H-bizonyitdssal, tehat ¥ k4 F akkor és
csakis akkor, ha ¥ F F. fgy a 1.58. tételbdl a H rendszer teljessége is adddik. A teljes
bizonyitast elhagyjuk.

O

Megadunk néhdny tovabbi axiémarendszert, melyekkel valé levezetés helyes és teljes (az
axiémékban szerepld miiveleti jeleket tartalmazé formuldk korében). A helyességet és teljességet
nem bizonyitjuk.

1)

AX1 : (FVF)o5F

AX2 : F—(FVG)

AX3 : (F-G)->((HVF)—>(HVQ)
AX4 : (FVG)—= (GVF)
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AX1 : F—= (FAF)
AX2 : (FAG)—> F
AX3 : (F-5G)—= (~(GAH)— —~(HAF))

3)
AX1 : F—> (G- F)
AX2 ¢ (F->(G-H)-> ((F->G) > (F—H))
AX3 : -F = (F—=Q)
AX4 : (-F—>F)—>F
4)

AX1 : F—-> (G- F)
AX2 ¢ (F->(G->H)->» ((F->G) > (F—- H))
AX3 : (-G - -F)—> (F - G)

1.7.2. Gentzen tipusi bizonyitasok

Legyen I' egy formulahalmaz, F' pedig egy formula. Ebben a fejezetben a I' U {F'} alaki
kifejezések helyett I', F' -et {runk.

A G, kalkulus

A G, kalkulusban az bizonyithaté be, hogy egy I' formulahalmaz kielégithetetlen.
Emlékeztet6iil: T' akkor kielégithetetlen, ha nincs modellje, vagyin minden A hozzarendeléshez
vagy egy olyan F' € ', melyre A (£ F.

Az ilyen tipusi bizonyitdst cdfolati bizonyitdsnak nevezzik.

A céfolati bizonyitasok az {Fi,...,F,} = G tipusud &llitdsok igazoldsara hasznilhaték. Mi-
vel tudjuk, hogy { Fi, ..., F, } E G akkor és csak akkor teljesiil, ha { Fy, ..., F,, -G }
kielégithetetlen, elegend azt igazolni, hogy { Fi, ..., F,, =G } kielégithetetlen.

A G, kalkulus a kovetkezOkbdl all.

Aziomdk Formuldk minden olyan véges I' halmaza, melyre p, —=p € T valamely p € Var esetén.
Tehat az axiémak kielégithetetlenek.

Kowvetkeztetési szabdlyok

IF
]. - - ,1 ’
(1) a szabély FoF
I,F,G
2 _ /1 7 ?
(2) az A - szabdly T.FAG
T, -F, -G
V- 41 B B
(3) a —V - szabély T (FVG)
rLF T,G

(4) a V - szabaly TFVG
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ZA - 41 ke e
(5) a —A - szabdly T, ~(F A G)

c 202

1.63. Definicié. (A bizonyitds definicidja a G, rendszerben.) G,-beli bizonyitdsnak neveziink
egy olyan TI'y,...,T',, sorozatot, ahol biarmely 1 < i < n-re az aldbbi feltételek valamelyike
teljestil

1. T'; axiéma,

2. van olyan k < ¢, hogy T'; a I'y-bdl kaphaté az (1), (2) vagy (3) szabélyok valamelyikének
az alkalmazdasédval,

3. van olyan k,l < i, hogy I'; a D['y-bol és I';-bél kaphaté a (4) vagy (5) szabélyok valame-
lyikének az alkalmazasaval.

O

Példaul, a 2. pontban a (3) szabély alkalmazdisa azt jelenti, hogy I'y, = I' U {=F,-G} és
I'; = TU{—~(FVG)}. Vagy, a 3. pontban a (4) szabaly alkalmazdsa azt jelenti, hogy 'y, = TU{F},
I'=TU{G}éTI;,=TU{FVG}

Formuldk egy véges I' halmazanak G,-beli bizonyitdsadn egy olyan I'y,...,T',, G,-beli bi-
zonyitast értiink, melyre I';, = T'. Ha T" bebizonyithaté G, -ban, akkor azt dgy jeldljik, hogy
Fg, T.

Most belatjuk, hogy G,-ban pontosan a kielégithetetlen formulahalmazok bizonyithatdk be.

1.64. Tétel. Teteszbleges I' formulahalmaz esetén t¢g, I' akkor és csakis akkor teljesiil, ha T’
kielégithetetlen.

Bizonyitas. Vegyiik észre a kovetkezoket.

(a) G, axiémai nem m&sok mint a 1.5 alfejezeben, a tablé mddszernél megismert szemantikus
tablé zart levelei.

(b) G, kovetkeztetési szabdlyai nem mdasok, mint a tablé mddszernél alkalmazott a és
szabdlyok ”forditott médon” torténd alkalmazdsai. Nevezetesen az (1)—(3) szabélyok az a
szabdlyoknak, a (4)—(5) szabdlyok a -szabdlyoknak felelnek meg.

Mindebbdl az kovetkezik, hogy egy I' formulahalmaz akkor és csak akkor bizonyithaté be G,,-
ban, ha I'-nak van egy zirt szemantikus tabléja. Ez utébbi viszont a 1.39. tétel szerint akkor
és csakis akkor 4ll fenn, ha T' kielégithetetlen. (A tétel formulahalmazra ugyantgy vezethetd
le, mint formuldra.)

Azt kaptuk, hogy g, I' akkor és csakis akkor, ha I' kielégithetetlen. O

Valéjéban egy G, -beli bizonyitas nem mads, mint a szematikus tablé szogpontjainak egy linedris
rendezése.

A G; kalkulus
Most bevezetiink egy olyan kalkulust, a G; kalkulust, melyben az bizonyithaté be, hogy egy F
formula tautolégia.
A G; kalkulus a kovetkezOkbdl 4ll.
Azidmdk Formuldk minden olyan véges I' halmaza, melyre p,—p € T valamely p € Var esetén.

Tehat az axiémak tautolégidk.

Kowvetkeztetési szabalyok
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(1) a —— - szabdly I‘,I:fF

(2) a A - szabdly %

(3) a -V - szabély F;f: = VF(,;;G
(4) a V - szabdly %

(5) az —A - szabély %

Most megadjuk a G; - beli bizonyitis definiciéjat is.

1.65. Definicié. (A bizonyités definicidja a G; rendszerben.) G; - beli bizonyitdsnak neveziink
egy olyan T'y,...,T',, sorozatot, ahol barmely 1 < i < n-re az aldbbi feltételek valamelyike
teljesiil

1. T'; axiéma,
2. van olyan k < ¢, hogy I'; a I'y-bdl kaphaté az (1), (4) vagy (5) szabélyok valamelyikének
az alkalmazdasdval,

3. van olyan k,l < i, hogy T'; a T'-bdl és I';-bél kaphaté a (2) vagy (3) szabélyok valame-
lyikének az alkalmazasaval.

Formuldk egy véges I' halmazinak G;-beli bizonyitdsin egy olyan T'y,..., T, G-beli bi-
zonyitast értiink, melyre I', = I'. Ha IT" bebizonyithaté G; -ban, akkor azt ugy jeldljiik, hogy
kg, T.

Most megmutatjuk, hogy ez milyen Osszefliggést eredményez a G, és a G; rendszerek kozott.
Evégett definidljuk a formula komplemensét.

1.66. Definicié. Tetszéleges F formula esetén F komplemensét F-fel jeldljiik és az aldbbi
mdédon indukcidval definialjuk:

= —2k+1p minden k > 0-ra, ahol -%p = p,

Tovébbé, ha I' egy formulahalmaz, akkor T' = {F | F € T'}.
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O

Igazolhaté, hogy F = —F és F = F. Az el6bbib6l kivetkezik, hogy egy F formula akkor és
csak akkor érvényes, ha F kielégithetetlen.

Igazolhatd, hogy a G; rendszer a G, rendszer egyfajta dudlisa. Nevezetesen, a G; rendszer
(2), (3), (4) és (5) szabdlyai rendre a G, rendszer (4), (5), (2) és (3) szabélyaibdl kaphatdk
olyan médon, hogy a megfelel§ szabalyok premissza és konklizi6 részében 1évé formuldkat és
halmazokat a komplemenseikkel helyettesitjiik.

1.67. Tétel. Tetszileges T formulahalmaz esetén g, T' akkor és csakis akkor teljesiil, hal-g, T.

Bizonyitas. El@szor azt mutatjuk meg, hogy minden G,-beli I'y,...,[', bizonyitds esetén Fg,
T,.. n szerinti idukciéval haladunk tovébb.

Tegyiik fel tehat, hogy I'1,...,[, egy G,-beli bizonyités.

(i) n = 1: Ekkor I’y egy G,-beli axiéma, vagyis olyan véges formulahalmaz, amely tartalmaz
legaldbb egy p, —p part. Kovetkezésképpen I'; tartalmazza a —p,p part, tehdt T'; egy Gi-beli
axiéma. Kapjuk, hogy g, T';.

(ii) n-r6l n + 1-re: Legyen I'y,..., [, 11 egy G,-beli bizonyitas.

Ha T, axiéma, akkor kg, T, 41, ugyantigy mint az n = 1 esetben.

Ha T', 41 nem axidéma, akkor a G,-beli (1)—(5) szabalyok valamelyikének az alkalmazéisival
kaptuk. Csak az (5) szabély alkalmazdsdval ad6dé esettel foglalkozunk részeletesen, a tObbi
eset hasonléan igazolhat6. Ekkor van olyan k,l <n+ 1, hogy I'y = XU {-F}, I, = T U {-G}
és Tpy1 = ZU{~(F AG)}. Az indukciés feltevés miatt g, YU {=F} és kg, X U{=F}. Akkor
a Gi-beli (3) szabély alkalmazdsaval g, ¥ U {=(F V G)}.

Mivel

-(FAG)=~(FAG)=—-(FVQ),

kapjuk, hogy g, I'ny1. _

A forditott irdnyt igy igazoljuk, hogy minden G;-beli I'y,...,I'y, = I bizonyitds esetén g, I'.

(i) n = 1: Ekkor Ty egy Gi-beli axiéma. Mivel T = I'y, a ¥ is axiéma és ezért g, T.

(ii) n-r6l n + 1-re: Legyen I'q,...,T 11 egy Gi-beli bizonyitas.

Ha I', 1 axidma, akkor ugyanigy jarunk el, mint az n = 1 esetben.

Ha I',41 nem axiéma, akkor a Gi-beli (1)—(5) szabalyok valamelyikének az alkalmazdsdval
kaptuk. Csak az (4) szabély alkalmazésaval ad6dé esettel foglalkozunk részeletesen, a t6bbi eset
hasonldan igazolhaté. Ekkor van olyan k < n+1, hogy 'y, = YU{F,G} ésT,,,1 = SU{FVG}.
Tovabbd, a ¥ =T, ; miatt [',,;; = TU{F AG}.

Az indukciés feltevés miatt Fg, ¥ U {F,G}. Akkor a G,-beli (2) szabdly alkalmazéisival
Fg, SU{FAG} =Ty O

1.68. Kovetkezmény. Tetszbleges F' formula esetén g, F' akkor és csak akkor teljesiil, ha F'
tautoldgia.

Bizonyitas. Legyen F' egy formula. Akkor

Fg, F
o, F (L67. tétel)
F kielégithetetlen (1.64. tétel)

F tautoldgia.

117
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A G kalkulus

1.69. Definicié. Legyen ¥ és I' két formulahalmaz. Azt mondjuk, hogy T' logikai kdvet-
kezménye ¥ -nak, jele ¥ |= T', ha minden A hozzdrendelés esetén, ha A = X, akkor ' -ban van
legaldbb egy olyan F formula, melyre A = F.

A G kalkulusban olyan tipust &llitdsokat tudunk bebizonyitani, hogy ¥ = T.

1.70. Definicié. Egy ¥ formulahalmaz tautolégia, ha minden A hozzarendelés esetén van egy
olyan F' € X, melyre A E F.

Tulajdonsdgok

(a) Amennyiben ¥ és I' csak valtozdkbdl 4ll, tgy ¥ |=T" akkor és csak akkor 4ll fenn, ha van
olyan p € Var, melyrepe X ésp eI

(b) Tetszbleges Fi,...,F,,G1,...,G, formuldk esetén a kovetkez6 allitdsok ekvivalensek
1, {FA,....F,}E{G1,...,Gn}
2, {-Fi,...,mF,,Gi,...,Gn} tautolégia
3, {F,...,F,,~Gq,...,-G} kielégithetetlen
4, {FiN...NF,} - {G1V...VGy,} tautolégia

A tovabbiakban ¥ =T helyett ¥ = T" -t irunk.
Aziomdk Minden ¥ = T pér, amelyre van olyan p € Var, hogy pe X ésp e T.

Kowvetkeztetési szabalyok

Y=IF . F=T

1) — szabdlyok it Ll =0

(1) = szabdlyo S,—-F =T S=T,-F
Y=TI.F,G Y, F=T ¥,G=T

2 _ b/l k b 9 )

(2) V- szabilyo SST.FVG S FVGoT
=TI, F Y=TI.G Y, FG=T

_ /1 k b) ) =
(8) A- szabdlyo SST,FAG S, FAGST

1.71. Definicié. (A bizonyitds definicidja.) G-beli bizonyitdsnak neveziink egy ¥; =
I'y,..., %, = I, sorozatot, ahol minden 1 < i < n-re

(i) X; =TI, egy axiéma vagy

(ii) ¥; = T'; -t valamely kovetkeztetési szabéllyal kapjuk 6t megelézé par(ok)bdl.

Tetszbleges, véges ¥ és I esetén a ¥ = I' bebizonyithaté G-ben, ha van olyan ¥; =
Iy,...,%, = T, G-beli bizonyitds, melyre ¥,, = I, = ¥ = I['. Ekkor azt irjuk, hogy
GEFX =T.

A G-beli bizonyitds teljességének igazoldsdhoz elészor megallapitjuk a kovetkeztetési szabalyok
egy fontos tulajdonsagét.
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1.72. Tétel.
L. SEDNF< %, -FET
.S, FET < SET,-F
. SEDNFG«LETFVG

2
3

4. 5, FVGET <X, FET 6 %,GET
5 SETNFAG« ST, Fé&SET,G
6

., FAGET < X, F,GET.

Bizonyitas. Trividlis.
Ezutan be tudjuk bizonyitani a G bizonyitasi rendszer helyességét és teljességét.

1.73. Tétel. G+ ¥ =T akkor és csak akkor, ha ¥ |=T.

Bizonyitas. Hasonléan a G, esethez.

1.74. Kovetkezmény.
(@) GH{F,....Fh} =G <<= {F,....F,} EG.
(b) GF 0= F < 0 | F < F tautoldgia.

T

1.7.3. Bizonyitas rezolici6val

Ebben a fejezetben egy olyan médszert adunk meg, mellyel az bizonyithaté be, hogy egy kon-
junktiv norméalforma nem kielégithet6. Tehat megint egy cafolati bizonyitasrdl van szd, amely
az {Fi,...,F,} E G alakd éllitasok bizonyitasara haszndlhaté.

Ha F' egy konjunktiv normélforma, akkor F' = ({11 V...Vl n )A.. . Al V...V €, ), ahol
az {;;-k literalok.

Az Uy V...V {; p, diszjunkcids tagokat klozoknak nevezzik. Egy kléz pozitiv, ha csak pozitiv
literalokbdl all és negativ ha csak negativ literalokbdl all.

Ures kléznak nevezziik azt a klézt, amelynek nincs egyetlen diszjunkcids tagbdl sem. Az iires
kléz jele O. A O kielégithetetlen (mert nincsen olyan tagja ami kielégithetd).

A tovébbiakban a konjunktiv normélformdkat F' = {{li1,...,l1,n}s - {lk1, - s Lk,ne }}
alakban irjuk, tehdt {1, ..., % o, } egy kléz.

Ha C egy olyan kléz ami szerepel F-ben diszjunkcids tagként, akkor azt irjuk, hogy C € F'.
Ha O € F, ami szintén lehetséges, akkor F kielégithetetlen. Ugyanakkor, ha F' = ), tehdt nem
tartalmaz egyetlen diszjunkcids tagot sem, akkor F' kielégithetd, st érvényes.

1.75. Definicié. Legyenek C; és Cy klézok, £ pedig egy olyan literdl, hogy £ € Cy és £ € Cs.
Ekkor az R = (Cy — {£}) U (Cy — {£}) klézt a C} és Cy rezolvensének nevezziik. Tovdbb4, ha F
egy konjunktiv normélforma, akkor egy R kléz az F' egy rezolvense, ha van olyan Cp,Cs € F,
hogy R a C; és C; rezolvense. O
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Amennyiben R a C; és Cs rezolvense, akkor azt mondjuk, hogy R rezoliciéval kaphaté C1-bdl
és Cz-b(”ﬂ
A rezolucidt, vagy rezolvalast kovetkeztetési szabdly alakban is frhatjuk.
Cl: CZ
(C1 —{pHu(C2 —{¢})

1.76. Lemma. (Rezolicidés lemma) Legyen F egy konjunktiv normalforma, R pedig az F' egy
rezolvense. Akkor F' = F' U {R}.

Bizonyitas. Ha A = F U {R}, akkor A |= F
Forditva, tegyiik fel, hogy A |= F és legyen R = (Cy — {£}) U (Cy — {£}). Mivel C,Cs € F,
ezért szintén A = C; és A |= Cs.
Két eset lehetséges.
1 eset: AR (L. Akkor A f~ ¢, de mivel A |= C», kapjuk, hogy A = Cy — {€} teht A = R.
2 eset: AW L. Akkor A E Cy miatt A = Cy — {£}, tehét ismét A = R.
Tehéat mindkét esetben A = F U {R}.

1.77. Definicié. Ha F' egy konjunktiv normalforma, akkor

Res(F) = FU{R | R az F egy rezolvense }.

1.78. Lemma. F = Res(F)

Bizonyitds. Mivel Res(F) = FU{Ru,...,Ry}, a 1.76. lemma n-szeri alkalmazdsédval kapjuk,
hogy

F FU{R:}

FU{R;} U{Ry}

= FU{R}U...U{R.).

Bevezetjiik a kovetkezo jeloléseket.

1.79. Definicié. ResO(F)=F
Res(™)(F) = Res(Res(™ (F))

Res*(F) = G Res(™ (F)

n=0

Egy F konjunktiv normaélforma bérmely rezolvense kléz, tehdt Res(F) és Res*(F) is

<22

1.80. Definicié. Legyen F' egy konjunktiv normalforma. Egy F-bél térténd rezolicids
bizonyitasnak klézok egy olyan C1i, ..., C, sorozatit nevezziik, amelyben minden 1 < i < n-re
az alabbi feltételek valamelyike teljestil
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1. C; e F
2. van olyan k,l < i , hogy C; a C}, és a Cj egy rezolvense.

Egy C kléz bebizonyithaté F-bél rezolicidval (vagy roviden C rezolvalhaté F-bél), ha van
olyan F-bdl torténé Ci,. .., C, rezolicids bizonyitas, melyre C), = C.

1.81. Példa. Legyen F' = (pVgV-r)A—-pA(pVgVr)A(pV-q). Akkor O rezolvalhaté F-bol,
a kovetkezd rezoliciés bizonyitdssal.

1. {p,q,—~r} F-belikléz
2. {p,q,r} F-beli kléz
3. {p,q} rezoliciéval kapjuk 1-b6l és 2-bél
4. {p,—q} F-beli kléz
5. {p} rezoluciéval kapjuk 3-bdl és 4-bél
6. {-p} F-beli kl6z
7. O rezoliciéval kapjuk 5-bél és 6-bdl

Viszonylag kénnyen igazolhaté a kovetkezd lemma.

1.82. Lemma. Tetsz6leges C' kl6z esetén C' € Res*(F') akkor és csakis akkor teljesiil, ha C
bebizonyithaté F-bol rezoldcioval.

Bizonyitas. El6szor azt mutatjuk meg, hogy minden F-bdl térténd Ci, ..., C, rezolicids bi-
zonyitds esetén C,, € Res*(F). n szerinti indukciét alkalmazunk.

(i) n = 1: Ekkor C; € F, tehat C; € Res*(F).

(ii) n-r6l n + 1-re: Legyen Cy,...,Cphy1 egy F-bdl tortén rezoliciés bizonyitas.

Ha C)41 € F, akkor az allitas ugyantgy kovetkezik, mint az n = 1 esetben.

Kiilénben van olyan k,l < n, hogy C,4+1 a Cy és a C; egy rezolvense. Az indukciés feltevés
miatt Cy,C; € Res*(F), tehdt van olyan m, hogy C, C; € Res™)(F). Akkor viszont Cpy1 €
Res™t1)(F), tehdt Cpp1 € Res*(F).

A forditott irdny igazoldsa végett azt mutatjuk meg, hogy minden m > 0O-ra, ha C €
Res(™)(F), akkor C kléz bebizonyithaté F-bél rezoliciéval. Most m szerinti indukciéval
megyiink tovabb.

(i) m = 0: Ekkor C € F, tehat a Cy = C sorozat C-nek egy rezolvilasa F-bol.

(ii) m-r8l m + 1-re: Tegyiik fel, hogy C' € Res(™ 1 (F). Akkor vannak olyan D; € Res(™)(F)
és Doy € Res(m)(F) klézok, hogy C a D; és a D, egy rezolvense. Az indukcids feltevés miatt
mind D; mind Dy bebizonyithaté F-bdl rezolicidval. Akkor viszont C'is, valoban C-nek egy F-
bol torténd rezolicids bizonyitasat gy kapjuk, hogy D; és D, rezolicids bizonyitasait egymas
utan irjuk, majd a legvégére leirjuk C-t. O

Specidlis esetként a lemma természetesen igaz O-ra is.
Most megmutatjuk, hogy Res*(F') véges halmaz.

1.83. Tétel. Van olyan n, hogy Res™ (F) = Res("t')(F) = ...

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy F-ben k valtoz6 van. Akkor F' egy klézaban legfeljebb 2k literdl
szerepel. Ezen klézok szama viszont legfeljebb Z?io ( 2Jk >, tehat n lehet ez a szam. O

1.84. Tétel. (A zérusrendil rezolicié helyességi és teljességi tétele.) Legyen F' egy (esetleg
végtelen) kléz halmaz. F akkor és csakis akkor kielégithetetlen, ha O € Res*(F).
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Bizonyitds. Ha O € Res*(F), akkor van olyan n, melyre O € Res(™ (F). Tehat Res™(F)
kielégithetetlen. Ugyanakkor, a 1.78. lemma n-szeri alkalmazdsaval kapjuk, hogy F =
Res(™(F). Tehét F is kielégithetetlen.

Megforditva, tegyiik fel, hogy F' nem kielégithet6. Ekkor az F-ben szerepld valtozdk szdma
szerinti indukciéval bizonyitunk. Jeloljiik ezt a szdmot n-nel.

(i) n =0 eset. Ekkor F' = {0} és igy O € Res*(F), tehdt az allitds igaz.

(ii) Tegyiik fel, hogy az &llitds igaz minden olyan formuldra, melyben legfeljebb n valtozé
szerepel és tegyiik fel, hogy F-ben a pi,...,pnt1 valtozok szerepelnek. Az is feltehetd hogy
F-ben nincs olyan kléz, ami p,,41-et és —p,,1-et is tartalmazza, ugyanis ezen kléz elhagyasival
F'-fel ekvivalens formulat kapnédnk.

Legyen most Fy az a formula, amelyet ugy kapunk F-b6l, hogy kitoroljiik beldle a ppy1
minden eléforduldsat, tovabba a —pp1-et tartalmazo klézokat is. (Amennyiben {p,y1} maga
is kléz volt F-ben, akkor a kitorlés utdn a helyén a O marad.) Nyilvdnvald, hogy ekkor Fj is
kielégithetetlen lesz, ugyanis ha Fy-t kielégitené A, akkor F-et kielégitené A’, ahol A'(p;) =
A(p;) minden 1 < i < n-re és A'(ppq1) = 0.

Legyen tovabba Fj az a formula, amelyet gy kapunk F-bdl, hogy kitordljiik beléle a —p,,41
minden eléfordulédséit, tovabba a p,41-et tartalmazd klézokat is. Ugyancsak nyilvanvald, hogy
F; is kielégithetetlen.

Ekkor Fy-ban és Fi-ben mar csak a py, .. ., p, valtozok szerepelnek, tehat az indukcid feltevés
miatt O € Res*(Fp) és O € Res*(F}).

Tehét, a 1.82. lemma miatt a O bizonyithaté mind Fy-bdl mind Fi-b6l. Amennyiben az Fp-
beli bizonyitdsban nem szerepel olyan kl6z ami F' egy kl6zabdl a p,41 torlésével keletkezett,
akkor az egy F' feletti bizonyitds is, tehat O € Res*(F'). Ugyanez érvényes, ha az Fj-beli
bizonyitasban nem szerepel olyan kléz ami F' egy klézabdl a —p,41 torlésével keletkezett.

Ha viszont mind az Fp-beli mind az Fj-beli bizonyitdsban vannak ilyen klézok, akkor he-
lyezziik ezekbe vissza rendre p;,1-et és —p,1-€t. Igy két F-beli rezolicids bizonyitast kapunk,
az els6 esetben a {p,1} mig a masodik esetben a {—p, 1} bizonyitasit. Ezekbol egy tovabbi
rezolicids 1épés alkalmazasaval O egy F-beli bizonyitasat kapjuk.

Igy a 1.82. lemma miatt O € Res*(F). O

Az itéletkalkulus-beli rezolicids algoritmus

F megcafolasdhoz nem kell a teljes Res*(F') halmazt kiszdmolni, hanem elegend6 csak O-nak
egy bizonyitasat megtaldlni.

Algoritmus.

Input: Egy F konjunktiv normélforma.
Output: Kielégithetd, ha F' kielégithetd, kiilonben kielégithetetlen.

1. irjuk fel F-et kléz halmaz alakban.

2. repeat
G:=F
F := Res(F)

untilJ € F or F = G,

3. Ha O € F akkor output kielégithetetlen, kiillénben output kielégithetd. O

A 1.84. tétel a kovetkezb alakban is kimondhaté.
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1.85. Tétel. Egy F konjunktiv normalforma akkor és csakis akkor kielégithetetlen, ha van
olyan C1,...,C, sorozat, amely eleget tesz a kiévetkezd feltételeknek:

1. C, =0

2. Minden 1 < i < n-re C; egy F-beli kl6z vagy van olyan 1 < k,l < i, hogy C;-t a Cy, és C}
egy rezolvense.

Bizonyitas. Kovetkezik a 1.82. lemmabdl és a 1.84. tételbdl. |
1.86. Példa. Bizonyitsuk be, hogy a kévetkezd konjunktiv normélforma nem kielégithetd.

F=@VgA@PV-r)A(=pVr)A(=pV-g)A(rV-g)A(rVq)

1. {p,q} F-beli kléz
2. {-p,r}  F-beli kléz
3. {q,r} rezolucidval kapjuk 1-bél és 2-bél
4. {-r,q}  F-beli kl6z
5. {q} rezoluciéval kapjuk 3-bdl és 4-bél
6. {p,—r} F-beli kléz
7. {-p,—q} F-belikloz
8. {-r,—q} rezoliciéval kapjuk 6-bol és 7-bél
9. {r,-q}  F-belikléz
10.  {—q} rezoliciéval kapjuk 8-bdl és 9-bdl
11. O rezoluciéval kapjuk 5-bdl és 10-bdl
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2. Predikatumkalkulus

2.1. Alapfogalmak

Fiiggvények, predikatumok

Legyenn > 0 és f : A" — A egy n véltozds fliiggvény. Az n = 0 esetben A™ = {()} egyelemii
halmaz. Ilyenkor f-et konstansnak hivjuk és azonositjuk A azon a elemével, melyre f(()) = a.

A feletti n valtozos predikdtumnak egy p : A™ — {0,1} fiiggvényt neveziink. A fentiekkel
Osszhangban, az n = 0 esetben p € {0,1}. Ha valamely ay,...,a, € A-ra p(ai,...,a,) =1,
akkor azt mondjuk, hogy p(as,...,a,) igaz.

Az elsérendii nyelv szintaxisa

Egy L els6rendii nyelven a kovetkezo szintaxist értjiik.
2.1. Definicié. Az £ szimbdlumai a kévetkezdk.
Viltozok: x,y,u,v,w,...,%1,%2,.... A valtozok halmazat Var-ral jeloljik.

Figguényszimbolumok: f,g, h,..., f1, f2,--.. Minden fiiggvényszimbdlumnak van egy aritisa
(mds szdval rangja), ami egy nemnegativ egész szam.

Predikdtumszimbdélumok: p,q,r,...,p1,ps,... A predikdtumszimbdélumok halmaza nem {ires és
minden predikatumszimbdélumnak van egy aritdsa, ami ugyancsak egy nemnegativ egész szam.

Logikai szimbdlumok: —,V, A, 3,V

Elvdlaszto szimbdlumok: (,) és a , (vessz0).

Ha egy f fliggvény (p predikdtum) szimbdlum aritdsa n, akkor azt mondjuk, hogy f (p) n
véltozds. A 0 valtozds fliggvényszimbdlumokat konstans szimbdlumoknak (vagy konstans jelek-
nek) hivjuk és a, b, c-vel jeloljiik.

2.2. Definicié. Az L nyelv formuldi a kovetkezd szabélyok szerint képezhetSk.

(a) Termek: a legsziikebb olyan halmaz, amelyre az aldbbi két feltétel teljestil:

(i) Minden véltozé term.
(ii) Ha t1,...,t, termek valamely n > O-ra, f pedig egy n véltozés fiiggvényszimbdélum,
akkor f(t1,...,t,) is term. (Ha n = 0, akkor f() helyett csak f-et frunk.)
(b) Atomi formuldk: a legsziikebb olyan halmaz, amely kielégiti az alabbi feltételt:

(i) Ha #;,...,t, termek valamely n > O0-ra, p pedig egy n véltozés pre-
dikdtumszimbdlum, akkor p(ty, ..., t,) atomi formula. (Az n = 0 esetben p() helyett
most is csak p-t frunk.)

(¢) Formuldk: A legsziikebb olyan halmaz, amelyre az aldbbi feltételek teljesiilnek:

(i) Minden atomi formula egyben formula is.
(ii) Ha F és G formuldk, akkor —=F, (F'V G) és (F A GQ) is formuldk,
(iii) Ha F formula, z pedig egy valtozd, akkor 3z F és Vx F is formuldk.
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A formuldk halmazit Form(L)-lel, vagy ha csak egy £-r6l beszélunk, akkor Form-al jeloljik.
Mint az {téletkalkulus esetében, most is F' — G jeloli az - F VG alakd formuldkat és F < G az
(F — G) A (G — F) alaki formuldkat. A formuldkban szerepld legkiilsd zaréjelpart dltaldban
most is elhagyjuk.
Elnevezések
1. Az olyan termeket amelyekben nem szerepelnek valtozdk ground termeknek nevezziik.

2. Ha F egy formula, F' = F1GF; és G is formula, akkor G az F részformulgja.

3. Egy z véltozé valamely (nem koézvetleniil kvantor utdni) eléforduldsa egy F formuldban
kotott, ha ez az eléfordulds F-nek egy JzG vagy VzG alaku részformuldja G részében
van. Kiilénben z széban forgé eléforduldsa szabad.

4. Egy x valtozé szabad F-ben, ha van F-ben szabad el6forduldsa.
5. A szabad valtozd nélkiili formuldkat zart formuldknak vagy mondatoknak hivjuk.

6. Egy F formula matrixdnak azt az F* formulét nevezziik, amelyet tgy kapunk F-bol, hogy
toroljiik beldle a Vz és dz alaku részeket.

2.3. Példa. Tekintsik az

F =q(z) v 3aVy(p(f(x),2) A q(y)) V Var(z,y,9(z))

formulédt. Ekkor Vy(p(f(z),2) A q(y)) az F' egy részformulja.

Tovéabba, F' véltozéinak eléforduldsai balrdl jobbra haladva: x szabad, x kotott, z szabad, y
k6t6tt, o kotott, y szabad, z kotott.

Végiil q(z) V (p(f (), 2) A q(y)) V r(z,y,9(x)) az F matrixa. O

Az elsérendii nyelv szemantikdja

2.4. Definicié. Legyen L egy elsérendii nyelv. L tipusi strukturdnak neveziink egy A =
(U,Z,¢) hérmast, ahol:

- U egy nem iires halmaz, az univerzum,
- ¢ :Var = U egy valtozd hozzarendelés,
- T egy olyan leképezés, amely

= minden L-beli n valtozés f fiiggvényszimbdlumhoz hozzérendel egy Z(f) : U™ — U
figgvényt. (Ha n = 0, akkor Z(f) € U.)

+* minden L-beli n valtozds p predikdtumszimbdélumhoz hozzarendel egy Z(p) : U™ —
{0,1} predikdtumot. (Ha n = 0, akkor Z(p) € {0,1}.)

O

2.5. Példa. Tekintsiik az F = Vp(x, f(x)) A q(g(a, z)) formulat. Ekkor A = (U,Z,¢) egy
struktira, ahol

- U =4{0,1,2,...}, tovdbbd minden m,n € U esetén
- Z(p)(n,m) = n < m, vagyis

1 han<m
Zp)(n,m) = { 0 kiilsnben,
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- Z(g)(n) = prim(n), vagyis

I(q)(n) = { (1] ha n prim

kiilonben,
- I(f)(n) =n+1,
- Z(g)(n,m) = n+m,
- I(a) = 2,
- p(2) =3,
- p(z) = 2.

O

2.6. Definicié. Legyen ¢ egy term, A = (U,Z, ) pedig egy struktdra. A t értékét A-ban
(melyet A(t)-vel jeloliink), a kovetkez8képpen definidljuk.
(i) Ha t = z, akkor A(t) = ¢(x).

(i) Ha t = f(t1,...,tn), ahol t1,... ¢, termek, f pedig egy n véltozds fliggvényszimbdlum,
akkor A(t) =Z(f)(A(t1),- .., A(tn)). (Han =0, akkor A(t) =Z(f) e U.)

Jegyezziik meg, hogy mindegyik esetben A(t) € U.

O

Most definidljuk egy F formula jelentését (vagy: értékét) egy A = (U,Z,p) struktirdban.

El6tte azonban bevezetiink egy olyan jelolést amit a kdvetkezSkben igen gyakran haszndlunk
majd.

2.7. Jelolés Legyen A = (U,Z,p) egy struktira, z1,...,z, € Var és ui,...,u, € U.
Alzs Jusl...]on Jun]-val jeldljiik azt az A" = (U, Z,¢") struktirat, melyre minden y € Var esetén

Uy hay =1z

Unp, hay =z,
o(y) kilonben.

A jelolést legtobbszor az n = 1 esetben hasznaljuk majd, amikor is A, /-t frunk.

2.8. Definicié. Legyen F egy formula, A = (U,Z,y) pedig egy struktira. Ekkor F értékét
(vagy: jelentését) A-ban A(F')-fel jeloljik és a kovetkez6képpen értelmezziik.

(i) Ha F atomi formula, vagyis F' = p(t1,...,tn), valamely n véltozdés p pre-
dikdtumszimbdlum és t1,...,t, termek esetén, akkor A(F) = Z(p)(A(t1),...,A(tn))-
(Tehdt A(F) € {0,1}.)

(ii) Ha F = —(G), akkor

L[ 1 haAG) =0
A(F)—{o ha A(G) = 1.
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Ha F = (G V H), akkor

[ 1 haA(G)=1vagy A(H)=1
A(F) = { 0 kilonben.

Ha F = (G A H), akkor

[ 1 ha A(G)=1é A(H) =1
AF) = { 0 kiilonben.

(iii) Ha F = JzG, akkor

A(F) = 1 ha van olyan u € U, hogy A[,/,(G) =1
~ 1 0 Kkiilonben.

Ha F' = VG, akkor

_J 1 haminden u € U esetén A, ,,(G) =1
AF) = { 0 kiilénben.

Legyen F egy formula, A pedig egy struktira. Akkor az itéletkalkulussal analég médon
hasznéljuk az A |= F, |= F jeloléseket, tovdbba a kielégithetd, a kielégithetetlen és az érvényes
(vagy tautolégia) kifejezéseket. Ha A = F, akkor most is azt mondjuk, hogy A modellje F-nek.

2.9. Példa. A 2.5. példdban szerepl6 F' formula és A struktira esetén A = F.

Most is igaz a kovetkezo tétel.
2.10. Tétel. F akkor és csak akkor érvényes, ha —F kielégithetetlen.

2.11. Tétel. Legyen F egy elsérendii formula, A = (U,Z,p) és A" = (U,Z,¢") pedig két
struktira. Tegyiik fel, hogy ¢(x) = ¢'(x) minden olyan x valtozé esetén, amely szabad F-ben.
Ekkor A(F) = A'(F).

Bizonyitas. Formula indukciéval.

(i) Ha F atomi formula akkor minden F-ben szerepl6 valtozé minden el6forduldsa szabad.
Ezért ¢(z) = ¢'(z), minden F-ben szerepld z véltozd esetén, amibdl persze nyilvidnvaléan
kovetkezik, hogy A(F) = A'(F).

(ii) Legyen elészor F' = —G. Ekkor F' szabad véltozéi ugyanazok mint G szabad véltozdi,
tehat az is teljesiil, hogy ¢(z) = ¢'(z) minden olyan z valtozé esetén, amely szabad G-ben. Igy
az indukcié feltevés miatt A(G) = A'(G), amibdl azonnal adédik, hogy A(F) = A'(F).

Legyen F' = GV H. Ekkor F szabad véltozéinak halmaza az F' szabad valtozdi halmazdnak
és a H szabad véltozéi halmazanak egyesitése, kovetkezésképpen ¢ és ¢' egybeesik mind G
mind H szabad valtoz6in. Az indukcié feltevés miatt A(G) = A'(G) és A(H) = A'(H), amib6l
A(F) = A'(F) kovetkezik.

Az F = G N H eset hasonléan igazolhaté.

Most legyen F' = VzG. Ekkor G szabad valtozdinak halmaza nem mds mint F szabad
valtozéinak halmaza plusz még az x valtozd. fgy minden u € U esetén igaz, hogy azon v, és
!, hozzarendelések egybesenek G szabad valtozdin, melyeket Ugy definidlunk, hogy 1, (z) =
(@) = u és minden més y # a-re Y, (y) = p(y) & V() = &' 1),

Most A |= F' akkor és csak akkor 4ll fenn, ha minden u € U-ra A[,—,] = G, mely, az indukci6
feltevés és a G szabad véltozdira és a v, és ] hozzdrendelésekre tett fenti megjegyzésiink
értelmében akkor és csak teljesiil, ha minden u € U-ra A'[,—,) = G. Ez utébbi viszont éppen
azt jelenti, hogy A’ = F.

Az F = 3z eset hasonléan igazolhatd, a tétel bizonyitdsat befejeztiik. O
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2.12. Ko6vetkezmény. TetszOleges F' mondat (zart formula) és A = (U,Z, ) struktira esetén
az alabbi két feltétel koziil pontosan az egyik all fenn:

(a) Minden ¢ : Var — U-ra A' E F, ahol A" = (U, Z,v)
(b) Nincsen olyan ¢ : Var — U, melyre A’ = F, ahol A’ = (U,Z, )
O

Ebbél kovetkezik, hogy ha F zart formula, akkor tetszdleges A = (U,Z, ) struktiira esetén
p-nek nincsen szerepe abban, hogy A | F teljesiil-e. Ezért az ilyen esetekben néha csak
A = (U, I)-t irunk.

Sziikségiink lesz a kovetkezd lemmara:

2.13. Lemma. Legyen F tetsz6leges formula, melynek szabad véltozéi 1, . .., 2,. Ekkor
(a) | F akkor és csakis akkor teljesiil, ha |= V1 ... Vo, F.
(b) F akkor és csakis akkor kielégithetd, ha a Jx; ... 3z, F' kielégitheto.

Bizonyitas. A megfelel$ definicidk alapjin nyilvanvald. a

Kapcsolat az itéletkalkulus és a predikatumkalkulus kozott

1. Minden zérusrendii (vagyis {téletkalkulusbeli nyelv) tekinthetd gy mint egy specidlis
elsérendii nyelv. Nevezetesen, annak az elsdrendi nyelvnek felel meg, amelyben

(a) a véltozdk halmaza {ires,
(b) a fliggvényszimbélumoknak halmaza iires,

(c) csak 0 valtozés predikatumok vannak.

Egy ilyen specidlis elsérendl nyelv formuldiban nem lesznek termek, nem szerepelnek benniik
kvantorok. A formuldk zérusrendii nyelv formuldk lesznek. Tovabbd minden A = (U,Z, )
strukira esetén

(a) o irrelevédns lesz, mert nincsenek valtozdk,

(b) U felesleges, mert nincsenek fiiggvényszimbblumok és csak 0 véltozés pre-
dikdtumszimbdlumok vannak,

(¢) minden p predikdtumszimbdélumra Z(p) € {0,1} (mert p aritdsa 0 ).

Ezért az itéletkalkulus a predikdtumkalkulusnak egy specidlis esete.

2. Tekintsilink egy olyan £ elsérendii nyelvet, amelyben a véltozdk halmaza iires és amelyben
van legalabb egy 0 véltozds fliggvényszimbdlum. Ez esetben csak ground termek lesznek, igy
az A = (U,Z,¢) struktirdban egy formula kiértékelése szempontjabdl ¢ most is felesleges
lesz. L formuldiban most sem szerepelnek kvantorok. Beldthatd, hogy £ ekvivalens azzal a
zérusrendl nyelvvel, amit ugy kapunk, hogy £ minden atomi formuléjat egy 1j itéletvaltozdval
reprezentaljuk. Példaul az

F = (q(a) vV =r(f(),c)) A p(a,b)
elsérendii formula az
F'= (@ V-g2)Ags

zérusrendii formuldnak felel meg, ahol ¢, g2 és g3 az 4j (itélet)valtozdk. Ekkor teljesiil az, hogy
F akkor és csakis akkor kielégithetd (vagy tautoldgia), ha F' kielégithetd (vagy tautoldgia).
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2.2. Ekvivalencia, normalformak

2.14. Definicié. Az F és G formuldk logikailag ekvivalensek, jele F = G, ha minden A
struktira esetén A = F akkor és csak akkor, ha A = G.

Ekvivalens formuldk

Tetszbleges F' és G formuldk esetén érvényesek a kovetkezok.

1. —VzF =3dx-F
—dzF =Vx-F

2. Ha z nem fordul el6 szabadon G-ben, akkor

VzF AG =Vz(F AG)
VeF VG =Vz(FVG)
AeF AG =32(F AG)
AF VG =3x(FVQG)

3. VzF AV2G =Vz(F AG)
JzF vV 2G = x(F V G)

4. VaVyF = VyVoF
dxdyF = JyFzF

Ugyanakkor konnyen igazolhatd, hogy altaldban
JxFAJxG £ (FANG) és VaxFVVzG ZVz(FV Q).

2.15. Példa. Mutassuk meg, hogy Jzp(z) — p(y) = Vz(p(z) = p(y)). A kovetkezd szdmolés
adédik:

Jzp(z) — p(y)
—=3zp(x) V p(y)
Vz—p(z) V p(y)
Vz(=p(z) V p(y))
Vz(p(z) — p(y))

O

Konnyen igazolhatd, hogy az el6z6 példa altaldnosithaté: ha z nem szabad G-ben, akkor
dzF — G =Ve(F — G) és V(G —» F) = G — VzF.

Helyettesités, kiigazitott és prenex alakid formulak

Legyen F egy formula, x4, ..., z, kilonbozo szabad valtozék F-ben, t1,...,t, pedig termek.
Akkor Flzy/t1]...[z,/ts] az a formula, melyet gy kapunk F-bél, hogy benne az z,...,z,
valtozok szabad el6forduldsai helyére rendre a tq,...,t,-t termeket {rjuk. A formadlis definicié
a kovetkezo.
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2.16. Definicid. a) Elészor definidljuk u[z/t]-t, ahol u és t termek, x pedig egy valtozd. Ha u
maga is egy valtozd, akkor

t hau==z
ule/t] = { u kiilonben.

Kilonben, ha u = f(t1,...,t,), akkor u[z/t] = f(t1[z/t],...,ta[z/t]).
Ha z1,...,z, kilonbozd valtozdk, t1,.. ., t, pedig termek, akkor

u[zy/t1] ... [Zn/tn] = (u[z1/t1] - . . [Tn-1/tn-1])[Tn/tr]-

(Megjegyezziik, hogy u[z1/t1]...[Tn—1/tn—1]-ben z,-nek olyan el6forduldsai is lehetnek, ame-
lyek eredetileg u-ban nem szerepeltek.)

b) Eztan definidljuk F[z/t]-t, ha F = p(ti1,...,t,), vagyis atomi formula. Ekkor F[z/t] =
p(tl[.’L'/t], s :tn[m/t])'

Most definidljuk F[z/t]-t tetszOleges formuldra. Ha F = -G, akkor F[z/t] = -G[z/t], ha
F =GV H, akkor F[z/t] = G[z/t]V H[z/t], ha F = G A H, akkor F[z/t] = G[z/t] A H[z/t].
Végiil, ha F' = VyG vagy F = JyG, ahol z # y, akkor F[z/t] = VyG[z/t] és F[z/t] = FyG[z/t].

Végiil, ha z1,...,z, kilonboz6 szabad valtozék F-ben, t1,...,t, pedig termek, akkor
Flzi/t1]. .. [2n/ts] = (Flz1/t1] . - - [Tn—1/tn-1])[Tn/tr].

O

Egyuttal azt is igazoltuk, hogy F[z1/t1]...[z,/t,] maga is formula lesz.
2.17. Példa. Legyen F = p(z,a) AVz(g(z,y) — r(y)) és t = g(f(z),a). Akkor Flz/t] =
p(9(f(2),a),a) AVz(q(z,y) = r(y))
2.18. Lemma. (Helyettesitési lemma.) Minden F formula, z1,...,z, kilénbozd véaltozdk,
t1,...,ty, ground termek és A struktira esetén

A(F [z /t]- - - [Zn, ta]) = Ay ja@). fon /A )] (F)-

Bizonyitas. Formula indukcidval. a

Mint l4tjuk, a fenti lemmaban ty, .. .,t, nem lehetnek tetszOleges termek. Ha ugyanis megen-

gedjiik, hogy egy t;-ben valtozok is szerepeljenek, akkor el6fordulhat, hogy lesz benne egy olyan
y véltozd, amely kototté valik miutan ¢;-t behelyettesitjik x; helyére, ami gondokat okozhat.
Ha azonban ezt kizarjuk, akkor a lemma kimondhaté dltaldnosabb formaban is: igaz lesz min-
den olyan t1, ..., t,-re, amelyek teljesitik azt a feltételt, hogy egyetlen ¢;-ben sem szerepel olyan
y valtozé melyhez 1étezik F-nek olyan VyG vagy JyG alakid részformuldja ami tartalmazza x;
egy szabad el6fordulasat.

2.19. Lemma. (Atnevezési lemma.) Legyen F = VzG (F = 3zG) egy formula és legyen y
olyan valtozd, amely nem fordul elé szabadon G-ben. Akkor F' = VyG[z/y] (F = JyGlz/y])-

Bizonyitas. Formula indukciéval.
2.20. Definicié. Egy formula kiigazitott, ha

(a) nem fordul eld benne egy valtozé szabadon és kétotten is
(b) kiilonb6z6 kvantor eléforduldsok kiillonbozé véltozokat kotnek le.
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2.21. Példa. Az F = Vz3yp(z, f(y)) A Vy(q(z,y) V r(z)) formula nem kiigazitott, mivel sem
az (a) sem a (b) feltétel nem teljesiil. Val6ban, az z valtozé eléfordul F-ben szabadon is és
kototten is, tovabba a 3 és a masodik V kvantorok mindegyike az y valtozoét kéti le. Ugyanakkor
alkalmas valtozd atnevezésekkel, vagyis a 2.19. lemma t6bbszori alkalmazasival F' kénnyedén
”kiigazithatd”, vagyis atalakithatd egy F-fel ekvivalens kiigazitott formuldva. Valéban,

Vz3Iyp(z, f(y)) AVy(q(z,y) V r(z))
Vz3yp(, f(y)) AVz(q(z,2) V r(z))
YuIyp(u, f(y)) AVz(q(z,2) V r(z)).

2.22. Definicié. Egy F' formula prenex alaki, ha F' = Qqy1 - .. Qry,G, ahol
- Q1y...,Qn,=3/V

- Y1,---,Yn valtozdk

- G-ben nem fordul el8 kvantor.

(Ekvivalens definicié: F prenex alaki, ha F = Qqy; - .. Qny,F* valamely alkalmas Q1,...,Q,
kvantorok és yi, . . ., y, valtozdk esetén.) O

2.23. Lemma. (Prenex alakra hozds.) Barmely F' formula ekvivalens egy prenex alaku kii-
gazitott F”' formuldval.

Bizonyitas. Formula indukcidval.

(i) Ha F atomi formula, akkor egyben prenex alaki és kiigazitott, tehdt F' = F.

Ha F nem atomi formula, akkor az alabbi esetek lehetségesek.

(iia) eset: F' = —G. Az indukcié feltevés miatt G ekvivalens egy Q1y1 - - - QrynG' prenex alakd
kiigazitott formuldval. Akkor legyen F' = Pyy; ... Poy,—G’, ahol minden 1 <7 < n esetén

3 ,haQi:V
P, =
4 ,han’ZEl.

Ekkor nyilvdnvaléan F" is prenex alaki kiigazitott formula és ekvivalens F-fel.

(iib) eset: F = F; V F>. Az indukcié feltevés értelmében Fi = Q1y1 ... QumymG1 és Fr =
Py ... Pyl Ga. Feltehetd, hogy az ys, . . ., ym, valtozék nem szerepelnek Go-ben ésaz yy, ...,y
véltozdk nem szerepelnek G1-ben, kilénben Gy és G5 kotdtt valtozoit alkalmasan dtneveznénk,
lasd 2.19. lemma. (Feltevésiink értelmében mellesleg {y1,...,ym} N {y},...,y,} = 0 is tel-
jestl.) Legyen F' = Q1y1 ... QumymPry] - .. Poyl(G1 V G2). Nyilvanvald, hogy F' prenex alakd
kiigazitott formula és ekvivalens F-fel.

(iic) eset: F = Fy A F». Bizonyitds az eléz6 esethez hasonldan.

(iid) eset: F = QzG, ahol @ =V vagy @ = 3. Az indukcié feltevés miatt G ekvivalens
egy Q1y1 --.-QmymG' prenex alaki kiigazitott formuldval. Feltehetd, hogy x nem szerepel az
Y1,-- -, Ym valtozok kozott, kiilonben megint egy alkalmas valtozd dtnevezést végeznénk. Legyen
F'=QzQ1y: - - . QmymG'. Nyilvdnvald, hogy F' megfeleld. O

2.24. Példa. Hozzuk kiigazitott prenex alakra az F = (VzIyp(z,g(y, f(z))) V —¢(z)) V
—Vzr(z,y) formuldt. A kovetkezd szdmolds adédik:
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(VaTyp(z, 9(y, f(2))) V —4(2)) V —Var(z, y)

Vz3y(p(z, 9(y, f(2))) V ~q(2)) V ~Var(z,y)
(ekvivalens formuldk 2.)

VaIy(p(e, 9(y, f())) V —q(2)) V Iz (2, y)
(ekvivalens formulék 1.)

Vz3y(p(z, 9(y, f(2))) V —~q(2)) V Fu-r(u,y)
(2.19. lemma)

Va3 (p(z, g(v, f(2))) V ~q(2)) V Fu—r(u,y)
(2.19. lemma)

VaJvIu(p(z, 9(v, f(2))) V ~q(2) V —r(u,y))
(ekvivalens formuldk 2.)

Skolemizacio

2.25. Definicié. Egy prenex alaki F formuldrdl azt mondjuk, hogy Skolem normdlalak
(vagy:Skolem normdlforma), ha a prefixében csak V kvantor szerepel.

2.26. Definicié. Az F és G formuldk s-ekvivalensek, ha F' akkor és csak akkor elégithetd ki,
ha G kielégithetd.

Nyilvanvald, hogy ha F' = G, akkor F' és G s-ekvivalensek, forditva altaldban nem igaz.

2.27. Lemma. (Skolemizdiciés lemma.) Minden F kiigazitott prenex normalformahoz van vele
s-ekvivalens G' Skolem normélalak. Tovabbd G minden modellje F-nek is modellje.

Bizonyitas. A keresett G Skolem normadlalakot a kdvetkez§ algoritmus &llitja el6.
Algoritmus (Skolemizéciés algoritmus)

Input: F kiigazitott prenex alaki formula
Output: F-fel s-ekvivalens G Skolem normaélalak

while F-ben van 3 kvantor do
begin Legyen F' = Yy, ...Vy,32H, ahol n > 0 és H kiigazitott prenex alakd.
Legyen f egy dj (vagyis F-ben nem szerepld) n véltozds fiiggvényszimbdlum.
F =V VynH 2/ fn, - yn)].
end

G:=F

Az nyilvanvald, hogy az algoritmus altal szolgdltatott G Skolem normdlalak. Azt kell még
igazolni, hogy F' s-ekvivalens G-vel és G minden modellje F-nek is modellje.

Ehhez viszont elegend0 megmutatni a kovetkezé két dolgot. Egyrészt, hogy a while-
hurok egyszeri végrehajtdsa a formulat vele s-ekvivalens formuldba alakitja at, vagyis, hogy
F = Vy...Vy,3zH s-ekvivalens F = Vy;...VyH[z/f(y1,..,yn)]-vel. Mésrészt, hogy a
while-hurok egyszeri végrehajtdsa utdn kapott formula (vagyis F”') minden modellje az eredeti
formuldnak (vagyis F-nek) is modellje.

Tegyiik fel, hogy A = (U,Z,¢)-re A = F. Akkor minden uy,...,u, € U esetén van olyan
v € U, hogy Apy, /us]...lyn Jun]z/v] F H- Legyen A" = (U,T', ) az a struktiira, mely A-t6l csak az
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f interpreticidjdnak megaddsdban kiilonbozik. Erre nézve viszont legyen Z'(f) : U™ — U az a
figgvény, melyre minden uq,...,u, € U esetén Z'(f)(u1,...,u,) = v. Nyilvinvald, hogy ekkor
A'l= F'.  Forditva, tegyiik fel, hogy A = (U,Z,¢)-re A = F'. Akkor minden wy,...,u, € U-
ra van olyan v € U, tudniillik v = Z(f)(u1, ..., un), melyre Ap, /u.]...[y. /unllz/v] = H- Tehét
A E F is teljesiil. Mivel A az F'-nek tetsz6leges modellje volt, a while-hurokra vonatkozd
allitas masodik részét is bizonyitottuk. O

Megjegyezziik, hogy a Skolemizéciés algoritmus alkalmazdasa elétt az F' formuldt néha érdemes
atrendezni, hogy az eredményiil kapott, F-fel s-ekvivalens formula egyszeribb legyen. Legyen
példdul F = VaVy3z(p(z,y) A q(2)). F-re alkalmazva a Skolemizdcids algoritmust, a G =
VaVy(p(z,y) A q(f(z,y))) formuldt kapjuk, mely természetesen s-ekvivalens F-fel.

Ugyanakkor nyilvinvalé, hogy F = F', ahol F' = 32VzVy(q(z) A p(x,y)), tovabba, F'-re
alkalmazva a Skolemizdciés algoritmust, a G' = VaVy(g(a) A p(x,y)) formuldt kapjuk, mely
s-ekvivalens F'-vel és igy F-fel is.

Konjunktiv és diszjunktiv normalformak

Ebben a részben csak kvantormentes formuldkat vizsgilunk. Kvantormentes formula példaul
egy tetszblges formula métrixa vagy minden olyan formula, melyben nincsenek véltozdk (1asd
fentebb).

Konnyen lathatd, hogy a kvantormentes formuldk pontosan az atomi formulakbdl a —, Vv és
a A szimbdlumok segitségével felépithetd formuldk. Vegyiik észre az analdgiat az itéletkelkulus
formulai és a kvantormentes elsérendl formuldk kozott: az itéletkalkulusbeli véltozdknak a
predikdtumkalkulusban az atomi formuladk felelnek meg, innen kezdve a az itéletkalkulusbeli
formuldk és a kvantormentes elsérendli formuldk felépitése ugynaz, v6. 1.1. definicié.

Igy vildgos, hogy az elsérendii literal fogalmét a kivetkez8képpen vezetjiik be.

2.28. Definicié. Elsérendli literdlnak egy p(t1,...,t,) atomi formuldt, vagy annak a
—p(t1,...,tn) tagaddsit nevezziik. A literdlokat most is £-el jeldljiik és alkalmazzuk az

Z— ﬁp(tl,...,tn) ,haﬁ:p(tl,...,tn)
p(tl,...,tn) ,haﬁzﬁp(tl,...,tn)

jelolést.
Amennyiben £-ben nem szerepelnek véltozdk (tehat ¢1, .. .,t, mindegyike ground term), akkor
£-et ground literdlnak nevezziik.

O

Ezek utan az itéletkalkulusbeli esettel analég mddon definidlhatjuk predikatumkalkulusbeli

kvantormentes formuldkra a konjunktiv és a diszjunktiv normélalak fogalmat és kimondhatjuk
a kovetkezd tételt.

2.29. Tétel. Minden F' kvantormentes formula logikailag ekvivalens egy (kvantormentes) kon-
junktiv és egy diszjunktiv normalalakkal.

Bizonyitas. Az itéletkalkulusbeli esettel analég médon. O

TeteszOleges F' (elsérendli) konjunktiv normadlalak esetén F = Cy A ... A C,y, ahol C1,...,Cp
diszjunkciés tagok. A diszjunkciés tagokat, csakigy mint a zérusrendii esetben, kldzoknak
nevezziik. F-et most is frhatjuk halmaz alakban: F' = {C},...,Cy,}, ahol minden 1 < i < n-re
Ci ={liys-- -1y, }, tovdbbd I, , ..., l;, elsrendd literdlok.
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Formula atalakitdsok

2.30. Lemma. Tetsz6leges F formula esetén van olyan F' formula, melyre teljesiilnek az alabbi
feltételek:

(a
(b
(c
(d
(e

F' zart

F' Skolem normélalak

)
)
) F' métrixa konjunkt{v normalforma
) F' s-ekvivalens F-fel

)

F' minden A = (U,Z) modellje esetén van olyan ¢ hozzdrendelés, hogy B = (U,Z, )
modellje F-nek.

Bizonyitas. Hajtsuk végre a kovetkezd 1épéseket

1. Legyenek F' szabad valtozéi zi,...,z,. Ekkor F s-ekvivalens az Fy = 3z;...3z,F
formuldval (2.13. lemma (b) pont). Tovabba Fj-ben nincsenek szabad véltozék (tehét
zart).

2. Hozzuk Fi-et prenex alakra (2.23. lemma). Kapunk egy olyan prenex alaku F, formulét,
melyre F1 = FQ.

3. Alkalmazzuk Fy-re a Skolemizéciés algoritmust (2.27. lemma). Kapunk egy olyan Fj
Skolem normalalakot, amely s-ekvivalens Fy-vel.

4. Hozzuk konjunktiv norméalforméra F3 matrixat. Kapunk egy olyan Fy formulat, amelyre
F: 3 = F4.

5. Legyen F' = F.

Az, hogy az (a)—(d) feltételek teljesiilnek, nyilvdnvalé. Az (e) bizonyitdsa végett tegyiik
fel, hogy A = F', ahol A = (U,Z). Ekkor, F3 = F, miatt A = F3, a 2.27. lemma miatt
A |E F, végil F; = F» miatt A | F;. Tehét vannak olyan ui,...,u, € U elemek, melyre
Az jur][an jun] = F és igy a B = (U, Z, p) vélasztds megfeleld, ahol p(z1) = u1,...,0(z,) =
Unp.

O

2.3. Az elsOrendii érvényesség eldonthetetlensége

2.31. Tétel. Nem létezik olyan algoritmus, amely tetszbleges F' elsérendii formuldrdl eldénti,
hogy F érvényes-e. (Az elsérendii formuldk érvényessége eldonthetetlen.)

Bizonyitas. Még hianyzik.

2.32. Kovetkezmény. Az elsérendi formuldk kielégithet6sége eldonthetetlen.

Bizonyitas. Indirekt bizonyitdst adunk, tegyiik fel, hogy a kielégithetdség eldonthetd. Akkor
a kielégithetetlenség is eldonthetd (hiszen egy F' formula akkor és csakis akkor kielégithetetlen,
ha nem igaz, hogy F kielégithetd).

Misrészt egy F' formula akkor és csakis akkor érvényes, ha —F' kielégithetetlen, (lasd 2.10.
tétel), tehat azt kapjuk, hogy az érvényesség is eldonthetd. Ez pedig ellentmond a 2.31. tételnek.
O
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2.4. Bizonyitasok a pedikatumkalkulusban

Ebben a részben olyan £ nyelveket vizsgdlunk, melyek formuldiban csak az A,V,— logikai
szimbdélumok és a V kvantor szerepel. Tovabba feltessziik, hogy £ predikdtumszimbdlumai
k6zott ott van az = jel. Ennek megfeleléen az atomi formuldk halmazdnak a definiciéja (2.2.
definicié, (b) pont) a kovetkezbvel egésziil ki:

(ii) Ha t1,ts termek, akkor ¢; = t5 atomi formula.

Megjegyezziik, hogy a t; = t2 atomi formuldban az = jelrdl csak azt tudjuk, hogy egy bindris
reldcid, amelynek interpretdcidja még barmi lehet. Azonban — nem tilsdgosan meglep6 médon
— az = interpreticiéja minden struktirdban az egyenléség lesz. Ennek megfeleléen az atomi for-
mula értékének definicidja egy A = (U, Z, ) strukirdban (2.8. definicid, (i) pont) igy médosul:

Ha F' atomi formula, akkor két eset van. Ha F' alakja t; = to, akkor A(F) = 1, ha A(t;) =
A(t2), kiilonben pedig 0. A masik eset, amikor F' = p(ty,...,t,), megegyezik a kordbbival.

(Az A(t1) = A(tz) kifejezésben szerepld = jel viszont mar azt jelenti, hogy A(t1) és A(tz),
mint U két eleme, megegyeznek.)

2.33. Definicié. a) Legyen F' egy formula. Az F alapvetd részformuldinak arf(F') halmazat a
kovetkezOképpen definidljuk:

(i) Ha F atomi formula, vagy F' = VzG alaku, akkor arf(F) = {F'}

(ii) Ha F = -G, F =GV H (vagy F = G AN H ), akkor arf(F) = arf(G), arf(F) = arf(G) U
arf(H).

b) Azt a zérusrendili formulét, melyet dgy kapunk F-bol, hogy minden alapvetd részformuldjat
egy itéletvaltozédval helyettesitjiik az F' Boole vdzdnak nevezzik.

2.34. Példa. Legyen
F =Vzp(z,y) AN Vz—r(z,y) A (p(z,2) VVep(z,y)).

Ekkor F alapvet6 részformuldi rendre Vap(z,y), Ve—r(z,y) és p(z, ), tehdt F Boole viza a
p1 A (=p2) A(ps V p1)

2.35. Lemma. Ha F' olyan formula, melynek Boole vaza tautoldgia, akkor F' is tautolégia.

Bizonyitds. Legyen A tetszlleges struktira. Ertékeljik ki A-ban F minden alapvetd
részformuldjat. Ezen kiértékelések definidlnak egy hozzéarendelést az F' Boole vazdban sze-
repld itéletvaltozokhoz, mely hozzarendelés mellett F' Boole vaza igaz lesz, mivel tautoldgia.
Ebbdl az kovetkezik, hogy A | F. O
Axiémaék és bizonyitasok

Axiémak

AXO0: Minden olyan formula, melynek Boole viza tautolégia

AX1: (a) Minden ¢ term esetén t = ¢.

(b) Minden k > 0, t1,t},...,t,t, term és f k-vdltozés fiiggvényszimbdlum esetén a
(=t AN At =t) = (f(t,... te) = f(t],...,t},)) formula.
(c) Minden k > 0, t1,t,...,tk,t) term és p k-véltozés predikdtumszimbdélum esetén a

(L=t A At =t,) = (p(t1, ..., tk) = p(t], ..., t})) formula.
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AX2: Minden VzF — F[z/t] alaki formula, ahol F' formula, ¢ pedig egy olyan term amiben nem
szerepel olyan y véltozd melyhez 1étezik F-nek olyan VyG vagy JyG alaku részformuldja
ami tartalmazza x egy F-beli szabad el6forduldsat.

AX3: Minden F' — VxF alaku formula, ahol z nem szabad F-ben.
AX4: Minden Vz(F = G) —» (VzF — Vz@G) alaky formula.

Ko6nnyen igazolhatd, hogy valamennyi axiéma érvényes.

Kovetkeztetési szabaly (modus ponens)

FF -G
G

Konnyen igazolhaté, hogy ha F' és F' — G érvényes, akkor G is érvényes.

Bizonyitis (levezetés)

2.36. Definicié. a) Legyen ¥ formuldk egy halmaza. X feletti (vagy X-bdl t6rténd) bi-
zonyitasnak formuldk egy olyan Fi,..., F, sorozatit nevezziik, ahol minden 1 < i < n esetén
az alabbi feltételek valamelyike teljesiil:

1. F;eX
2. F; axiéma
3. Van olyan k,l < %, hogy F; = F}, — Fj.

b) Egy F formula bizonyithat6 (vagy levezethetd) ¥-bol, jele ¥ + F', ha van olyan Fi,..., F,
Y feletti bizonyitas, hogy F, = F.
c) Ha ¥ = (), akkor X  F helyett F F-et irunk.

A predikatumkalkulusban is igaz a dedukcié tétel.

2.37. Tétel. (Dedukcié6 tétel.) LU {F} + G akkor és csak akkor, ha¥ + F — G.

Bizonyitas. A bizonyitds analég az az itéletkalkulusban adott bizonyitassal. O

Az elsorendii levezetés teljessége

2.38. Tétel. (Godel teljességi tétele.) X+ F akkor és csak akkor teljesiil, ha ¥ = F.

Bizonyitas. A helyesség egyszeril, a teljesség a tétel egy masik alakjabol kovetkezik. a
Godel teljességi tételének masik alakja a kovetkezdképpen fogalmazhatd meg.

2.39. Definicié. X formulahalmaz konzisztens, ha nem vezethetd le bel6le minden formula.
(kiillonben ¥ inkonzisztens.)

2.40. Tétel. (A Godel teljességi tétel masik alakja). Ha ¥ konzisztens, akkor van modellje.

Bizonyitas. Hosszu. O

Az els6 alak bizonyitdsa a mésodikbdl. Tegyiik fel, hogy ¥ |= F. Ha ¥ |= F, akkor XU {—F'}
kielégithetetlen, tehat (a Godel tétel masodik alakja miatt) inkonzisztens. Tehdt TU{-F} + F
A dedukcié tétel miatt ¥ F —-F — F. Tovdbba, (-F — F) — F Boole viza tautoldgia, tehét
axidéma. fgy Modus ponenssel kapjuk, hogy ¥ F F.
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Elméletek, axiomatizalas

2.41. Definicié. Elméletnek nevezziik formuldk egy ¥ nemiires halmazit, ha van modellje
(konzisztens) és zirt a logikai kdvetkezményre, vagyis valahdnyszor ¥ |= F mindannyiszor
Fel.

A definiciébdl kovetkezik, hogy minden elmélet tartalmazza az érvényes formulakat.
Ha ¥ egy olyan formulahalmaz, amelynek van modellje, akkor

Cn(S) = {F | S | F}

elmélet. Példaul Cn(@) az Gsszes érvényes formuldkbdl all6 elmélet.
Ugyancsak elmélet az Osszes olyan formuldk halmaza, melyeket egy A struktira kielégit,
vagyis

Th(A) = {F | A |- F}
is elmélet.

2.42. Példa. a) Legyenek 0, 1 nullavéltozds, +, * kétvaltozds fiiggvényszimbolumok, <
kétvaltozés predikdtumszimbblum és A = (N,T) az a struktira, ahol ahol N a természetes
szamok halmaza, 7 pedig a sztenderd interpretacié: Z(0) = 0, Z(1) = 1, Z(+) sz 6sszeadds, stb.
Akkor péld4ul

VaVy((z +y) x (z +y) = (xz) + (T xy) + (T xy) + (y xv)),

Vo(z <z +1)

a Th(A) elemei. A Th(A) elmélet neve a Peano aritmetika, jele PA.

b) Legyenek 0, 1 nullavéltozds, + kétvaltozds fliggvényszimbdlum, < kétvaltozés pre-
dikdtumszimbo6lum és A = (N, Z) az a struktira, ahol ahol N a természetes szamok halmaza,
T pedig a sztenderd interpretacié. Ekkor Th(A)-t Presburger aritmetikdnak neveziik.

Egy X elmélet teljes, ha minden zirt F formula esetén F' € X vagy —F € X. (Ugyanakkor F
és —F egyszerre nem lehetnek Y-ban, mivel ¥ konzisztents.)

2.43. Tétel. Tetszbleges ¥ elméletre, a kévetkezé harom allitas ekvivalens:
(1) X teljes,
(2) van olyan A struktira, hogy ¥ = Th(A),
(3) ¥ minden A modelljére ¥ = Th(A).

Bizonyitas. (3) = (2): Mivel ¥ elmélet, van olyan A struktira, hogy A = X. Ekkor (3) miatt
¥ =Th(A).

(2) = (1): Legyen F egy zart formula. Ekkor A = F vagy A = —F. Ezért, ¥ = Th(A)
miatt, F' € ¥ vagy - F € X.

(1) = (3): Tegyiik fel, hogy A = X. Ekkor ¥ C Th(A). Tegyiik fel, hogy van olyan
F € Th(A), hogy F ¢ ¥. Mivel ¥ teljes, -F € ¥. De akkor A | —F, ami ellentmondés.

0O

A fenti tételbdl kovetkezik, hogy mind a Peano aritmetika, mind a Presburger aritmetika
teljesek (mert Th(A) alakiak). Nem teljes viszont példdul az Gsszes érvényes formuldkbdl 4116
elmélet.

Ugyanakkor, nem kovetkezik, hogy ha egy elmélet teljes, akkor annak csak egy modellje van.
Példaul, a Peano aritmetikdnak t6bb modellje is van.
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2.44. Definicié. Egy ¥ elmélet axiomatizalhatd, ha van olyan rekurziv A formulahalmaz, —
az axiomarendszer — hogy

Y={F|AF F}.
Ha A még véges is, akkor ¥ végesen axiomatizilhaté.

Ha egy ¥ elmélet axiomatizalhaté és A az axiémarendszer, akkor persze a 2.38. tétel miatt
¥ =Cn(A).

2.45. Példa. a) Az Gsszes érvényes formuldk halmaza axiomatizdlhaté, mert A = & egy
axiémarendszere. (Godel teljességi tétele miatt |= F, akkor és csak akkor teljesiil, ha F F,
tehdt {F |k F'} az Osszes érvényes formuldk hamaza.) Ugyanakkor ez az elmélet nem eldont-
het6, 1lasd 2.31. tétel.

b) Legyen 0 egy nullavaltozés, S egy egyvaltozoés fiiggvényszimbdlum. Legyen A = (N,7)
az a struktira, melyben Z(0) = 0 és minden n € N-re Z(S)(n) = n+ 1. Ekkor Th(A)-t a
természetes szamok rékovetkezés fiiggvénnyel ellatott elméletének nevezziik. Th(A) axioma-
tizalhaté a kovetkezé Z végtelen, de eldontheté axidmarendszerrel:

Z = {¥Vz—(S(z) =0),

Vz,y(S(z) = S(y) = = =y),
Vo (=(z = 0) = Jy(z = S(y))),

Mivel Th(A) teljes, ezért eldonthetd is.
c) A Presburger aritmetika eldonthet6, ezért definicié szerint axiomatizdlhato.
(Axiémaremdszer az A-ban érvényes formuldk halmaza.)

Kérdés, hogy minden elmélet axiomatizdlhaté-e? A vélasz az, hogy nem, s6t mar PA sem
axiomatizalhaté.

2.46. Tétel. (Godel nemteljességi tétele).  Nincsen olyan A (rekurzivan felsorolhatd)
axiémarendszer, melyre minden F formula esetén A + F akkor és csakis akkor teljesiil, ha
F e PA.

Bizonyitas. Tl messzire vezetne.

2.5. Herbrand tétele és alkalmazdsai

2.47. Definicié. (Herbrand univerzum.) Legyen F' egy formula. Az F' Herbrand univerzuma
a kovetkez&képpen definidlt D(F') term-halmaz.

1. Minden F-ben eléfordulé konstans (vagyis 0-véltozés fiiggvényszimbdlum) legyen D(F')-
ben. Ha F' nem tartalmaz konstanst, akkor legyen a € D(F).

2. Ha ty,...,t,m € D(F), f pedig F-ben el6fordulé m valtozds fliggvényszimbdlum, akkor
f(t1,...,tm) € D(F).

2.48. Példa.
a) Ha F = VaVyVzp(z, f(v),9(z,)), akkor
D(F) ={a, f(a),9(a,a),9(f(a),a),9(f(a), f(a), f(f(a)), f(g9(a;a)),...}.
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b) Ha F' = VaVyp(b, f(z),9(c,y)), akkor
D(F) = {b,c, f(b), f(c), g(c,b), f(f(b)), f(f(€)), g(c, fF(f(D))) - .}-

2.49. Definicié. (Herbrand struktira.) Legyen F' egy formula. Az A = (U,Z, ¢) struktira az
F' egy Herbrand struktirdja, ha teljesiilnek ra a kovetkez6 feltételek.
1. U = D(F)
2. Minden F-ben eléfordulé m valtozés f fiiggvényszimbdlumra, ty,. .. ,t, € D(F) -re
It otm) = ftrs- oo tm)-
3. Ha F-ben nincs konstans (és ezért a € D(F')), akkor Z(a) = a.

4. A relédciék interpreticiéi és ¢ tetszélegesek.

2.50. Példa. Az megel6z6 példaban
a) Z(9)(f(a),a) = g(f(a),a),Z(f)(a) = f(a),...
b) Z(g)(f(c),b) = g(f(c),b), ..

2.51. Lemma. Legyen F egy formula, A = (U,Z, ¢) pedig F egy Herbrand strukturaja. Akkor
minden t € D(F) esetén A(t) =t.

Bizonyitas. A t term felépitése szerinti indukciéval egyszeriien elvégezhetd. O

2.52. Lemma. (Helyettesitési lemma Herbrand struktirdkra.) Legyen F egy formula,
Z1,...,%, kilonboz6 szabad valtozok, A = (D(F),Z) az F egy Herbrand struktdrédja és
t1,-..,tn € D(F) Akkor .A(F[.’I:l/tl] - [.’L'n/tn]) = A[z1/t1]...[a:,./t,,](F)-

Bizonyitds. Mivel A Herbrand struktira, a 2.51. lemma szerint minden ¢t € D(F) termre
A(t) =t. Igy, a 2.18. lemma alkalmazésdval kapjuk, hogy

A(Flz1/t1] .. - [zn/ta]) = Ay /A fzn /A F) = Ay /1] [2n /2] (F)-

O

A kovetkezd tételben bebizonyitjuk, hogy amennyiben egy zéart Skolem normélforma

kielégithet6ségérol akarunk meggy6zodni, akkor elegendd csak a Herbrand struktirdi kozott
keresgélni és nem kell valamennyi struktirat vizsgalni.

2.53. Tétel. Legyen F egy zart Skolem normalforma. F akkor és csak akkor elégitheté ki, ha
F-nek van Herbrand modellje.

Bizonyitas. Ha F-nek van Herbrand modellje, akkor kielégitheto.

Megforditva, tegyiik fel, hogy F kielégithetd, vagyis, hogy az A = (U,Z) struktira modellje
F-nek.
Ha F-ben nincs konstans, akkor a D(F')-ben szerepl6 a konstansra (14sd 2.47. definicid), legyen
Z(a) = u, ahol u az U egy tetszOleges eleme. Ezéltal minden ¢t € D(F)-re A(t) € U definiélt
lesz.

Legyen A’ = (D(F),Z') F-nek az a Herbrand struktiréja, amelyben

- a fliggvények a Herbrand struktira szabalyai szerint vannak definidlva.

- minden, F-ben el6fordulé m viéltozés p predikdtumszimbélum és t1,...,t, € D(F)
esetén legyen

TP)(tr, ey tm) = 1 = TO)(A(t) - Altm)) = 1.
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Azt allitjuk, hogy A' = F.

To6bbet igazolunk, nevezetesen azt, hogy minden, az F' szimbdélumaibdl (ha F-ben nincs kons-
tans akkor F' szimbdlumaibdl és a-bdl) felépiil G zart Skolem normélforma esetén, ha A4 E G,
akkor A’ = G. (Allitdsunk bizonyitasat a G = F vélasztassal kapjuk.)

Ezen utébbi allitas bizonyitdsat a G-ben szerepl6é univerzilis kvantorok szadma szerinti in-
dukciéval végezziik el. Tegyiik fel, hogy G-ben n darab univerzilis kvantor szerepel.

(i) Ha n = 0, akkor a feltétel miatt G-ben nem szerepelnek valtozok, tehdt G egy olyan
formula, amely ground atomi formuldkbdl és logikai szimbdélumokbdl épiil fel. Ezért A'(G) =

A(G).

Ezt a G-ben szerepld logikai szimbdlumok szdma szerinti indikciéval bizonyithatjuk be.

Ha G-ben nem szerepel logikai véltoz6, akkor G = p(ti1,...,tn) valamely p pre-
dikdtumszimbolum és t4,...,t,, termek esetén. Igy

A(p(ti,....tm))
= I'(p)(A'(t1),..., A'(tm))
Z'(P)(t1,- - -5 tm) (mert A" Herbrand struktira)
Z(p)(A(t1),-. -, Altm)) (Z' definicidja)
= .A(p(tl,...,tm)).

Ha G-ben szerepel logikai szimbdélum, akkor G = -Gy, G = G1 V G2 vagy G = G1 A Gs.
Példaul a harmadik esetben

AG) =1
— A(G1) =14és A(Gz) =1
— AI(G1) =14és AI(GQ) =1
(G1-ben és G2-ben kevesebb logikai szimbdlum van mint G-ben)

A(G) =1.

(ii) Tegyiik fel, hogy G-ben n + 1 univerzalis kvantor van. Akkor G = VxH, ahol H n darab
univerzélis kvantort tartalmaz. Mivel A |= G, minden u € U esetén A[, ) (H) = 1. Specidlisan
minden ¢ € D(G)-re Ajz/a))(H) =1 (ekkor u = A(t)).

Ugyanakkor, a 2.18. lemma miatt A}, 4] (H) = A(H[z/t]), tehdt A(H[z/t]) = 1.

A H|[z/t] formula egy n kvantort tartalmazé zart Skolem normalforma, igy az indukcié feltevés
szerint A'(H[z/t]) = 1.

Azt kaptuk, hogy minden ¢t € D(G)-re A'(H[z/t]) = 1, tehét, a 2.52. lemma miatt, minden
t € D(G)-re A'[;/y(H) = 1. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy A' |z VzH = G. O

2.54. Kovetkezmény. (Loweinhem-Skolem tétel) Minden kielégitheté formuldanak van
megszamlalhaté modellje.

Bizonyitis. Legyen F' kielégitheté formula. Ekkor (a 2.30. lemmdban szereplé transz-
formécidkat alkalmazva) van egy olyan zirt G Skolem normaélforma, amely s-ekvivalens F-el
(tehdt kielégithetd). A 2.53. tétel miatt G-nek van Herbrand modellje, melynek univerzuma
megszamldlhaté. Tovabba, ugyancsak a 2.30. lemma miatt, G minden modellje, és igy minden
A = (D(G), ) Herbrand modellje esetén is, van olyan ¢ hozzarendelés, hogy B = (D(G),Z, ¢)
modellje lesz F-nek. Tehat F-nek van megszamlalhaté modellje. O

2.55. Definicié. (Herbrand kiterjesztés.) Legyen F egy zart Skolem normélforma. (Tehdt
F =V, ...V, F*, ahol F* az F métrixa.) Akkor az F' Herbrand kiterjesztése az

E(F) = {F*[z1/t1] .. [@m/tm] | t1,-- -, tm € D(F)}

formulahalmaz.
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Megjegyezziik, hogy E(F) elemei ground atomi formuldkbdl és logikai szimbdlumokbdl
felépiilé formuldk.

2.56. Példa. Legyen F = VzVyp(a, f(z), g(b,y)). Akkor
E(F) = {p(a, f(a),9(b,a)),p(a, f(b),9(b,a)), p(a, f(b), 9(b, f(a))), p(a, F(f (b)), 9(b, f(a))), .- .}

2.57. Tétel. (Godel-Herbrand-Skolem.) Legyen F egy zdrt Skolem normélforma. F akkor és
csak akkor elégitheté ki, ha E(F') kielégithetd.

Bizonyitas. Legyen F' =V ...Vz,,, F*. Ekkor a kovetkez6 szamolas adédik:

F kielégithet6

<= van Herbrand modelje (2.53. tétel)
< van A= (D(F),Z) H-struktdra, melyre A(F) =1 (2.49. definicid)
< van A= (D(F),Z), melyre minden t1,...,t, € D(F)

esetén Ay, /6,]. . [zm /tn] (F*) =1 (2.8. definicid)
< van A= (D(F),Z), melyre minden t1,...,t, € D(F)

esetén A(F*[z1/t1]...[zm/tm]) =1 (2.52. lemma)
< van A= (D(F),Z) melyre minden G € E(F)

esetén A(G) =1 (2.55.definicio)
&  E(F) kielégithetd.

O

A fenti tételbdl az kovetkezik, hogy egy tetszéleges elsérendli formula kielégithetéségének

vizsgalata visszavezethetd megszamlalhatéan végtelen sok ground elsérendli formula

kielégithetOségének vizsgalatdara. Ez utébbi viszont a zérusrendii logika és a véaltozdk

nélkiili elsérendii kalkulus k6zotti kapcsolat miatt ekvivalens megszamlalhatéan végtelen sok

zérusrendl formula kielégithet6ségének vizsgalataval. Innen valamint a kompaktsigi tételbol
azonnal adddik a kévetkezo eredmény.

2.58. Tétel. Legyen F egy zart Skolem normalforma. F akkor és csakis akkor kielégithetetlen,
ha E(F)-nek van olyan véges részhalmaza, ami kielégithetetlen.

Bizonyitas. A kovetkezd szamoldssal adddik:

F kielégithetetlen
< E(F) kielégithetetlen (2.57. tétel)

<  E(F) valamely véges részhalmaza kielégithetetlen (1.60. tétel)
O

Parcidlis eldontési algoritmusnak egy olyan algoritmust neveziink, amely a probléma igen
példanyaira Igen outputtal 4ll meg, mig a nem példanyaira nem all meg.

A megelézd tételbdl egy parcidlis algoritmust kapunk annak eldontésére, hogy egy formula
kielégithetetlen-e. Tehat, F' input formula esetén a parcidlis algoritmus Igen-ben ll meg, ha F
kielégithetetlen és nem 4ll meg, kiilonben. (Ugyanakkor persze a kielégithetetlenség algoritmi-
kusan eldonthetetlen, lasd 2.32. Kovetkezmény.)

2.59. Tétel. Az elsérendii formuldk kielégithetetlensége parcidlisan eldénthetd.

Bizonyitas. Egy algoritmust adunk meg, amely minden F' formula esetén, ha F' kielégithetetlen
akkor megdll és Igen outputot ad ki. (Amennyiben F kielégithetd gy az algoritmus nem 4ll
meg.) Feltételezziik, hogy F-et mér zart Skolem normélforméva alakitottuk.

Algoritmus

Input: Egy F zart Skolem normélforma
Output: Igen, ha F kielégithetetlen.
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1.n:=0
2.n:=n+1
3. Allitsuk el8 E(F) n-edik elemét, legyen ez F,.

4. Ha F} A... A F,, kielégithetetlen, akkor az algoritmus dlljon meg és adjon Igen outputot,
kiilénben ugorjon 2-re.

2.60. Kovetkezmény. Az elsérendii formuldk érvényessége parcidlisan eldénthetd.

Bizonyitas. Legyen F egy tetszdleges formula. Mivel F' akkor és csakis akkor érvényes, ha = F
kielégithetetlen, —F-et zart Skolem normélformava alakitjuk, majd alkalmazhatjuk az el6bbi
algoritmust. m|

2.61. Kovetkezmény. Az elsérendii formuldk kielégithet6sége még parcidlisan sem donthetd
el.

Bizonyitas. Azonnal adédik a 2.59. tételbdl. a

2.6. Els6rendii rezolicié

A ground eset

Legyen F' egy olyan formula amely ground atomi formuldkbdl épiil fel a =, A és V miiveleti
jelek segitségével, ugy, hogy F' konjunktiv normélforma is.

A ground elsérendii formuldk és a zérusrendii formuldk kézott fenndllé kapcsolat miatt azt,
hogy F' kielégithetetlen-e, eldonthetjiik a zérusrendl rezoliucidhoz igen kozel all6 dgynevezett
ground elsérend{i rezoltcidéval.

A ground rezolicié esetén egy literdl p(ty,...,t,), vagy —p(t1,...,t,) alakd, ahol a ¢1,...,t,
ground termek. (Vegyiik észre, hogy a zérusrenddi literdl ennek az n = 0 esetb6l kapott specialis
esete.)

Ett6] kezdve a ground (elsérendii) rezolicié ugyanigy miikodik, mint a zérusrendii rezolicid,
lasd 1.75., 1.80. definicidk és 1.85. tétel.

Ezt egy példan keresztiil mutatjuk be:

2.62. Példa. Legyen
F = (p(a, f(b)) V q(b) V7 (f(a),a))

A —p(a, f(D))
A (p(a, f() V q(b) Vv —r(f(a),a))
A (pla, f(D) V —q(b))

F tehdt egy els6rendli ground konjunktiv normélforma. Bizonyitsuk be (rezoliciéval), hogy F
kielégithetetlen. F' klézait most is atirhatjuk halmaz alakba.
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1. {p(a, f(b)),q(b),r(f(a),a)} F-beli kléz
2. {p(a, f(b)),q(b),~r(f(a),a)} F-beli kléz
3. {p(a, f()),q(d)} rezoldciéval kapjuk 1-b6l és 2-b6l
4. {p(a, f(b)),—q(b)} F-beli kloz
5. {p(a, f(b))} rezoliciéval kapjuk 3-bél és 4-bil
6. {-p(a, f(b)} F-beli kléz
7.0 rezolicidval kapjuk 5-bdl és 6-bdl

O

Legyen most F egy olyan zart Skolem normdlforma, melynek F* métrixa konjunktiv
normélforma. A 2.58. és 2.59. tételek miatt F' akkor és csakis akkor kielégithetetlen, ha van olyan
n > 1, hogy Fi A ... A F, kielégithetetlen, ahol Fy, F;,... az E(F) elemeinek egy felsoroldsa.
Ha F™* konjunktiv normélforma, akkor minden F; is az, s6t ground konjunktiv normalforma.
Ugyanez érvényes F1 A. .. A Fj-re is, mivel ugy kapjuk, hogy ground konjunktiv normélforméakat
kapcsolunk Gssze az A jellel.

Ko6vetkezésképpen, azt, hogy Fi A ... A F,, kielégithetetlen-e eldonthetjiik ground elsérend
rezoluciéval.

A fentieket Gsszefoglalva egy F' zart Skolem normélforma akkor és csak akkor kielégithetetlen,
ha van olyan n > 1, hogy Fi A ... A F,-b8l, (vagy halmaz alakban irva {Fi,..., F,}-bél)
bizonyithaté O ground rezoldciéval, ahol Fy, Fy, ... az E(F') elemeinek egy felsoroldsa.

Innen kapjuk a kovetkezd tételt:

2.63. Tétel. (Ground rezolicié elsérendii formuldkra, v.6. 1.85. tétel.) Legyen F egy zart Sko-
lem normélforma, melynek mdtrixa konjunktiv normalformdban van. F akkor és csakis akkor
kielégithetetlen, ha van olyan C4,...,C,, sorozat, amely eleget tesz a kivetkezé feltételeknek:

1. C, =0

2. Minden 1 < i < n-re C; az E(F) valamely elemének egy kléza vagy van olyan 1 < k,l < 1,
hogy C;-t a Cy-bdl és Cy-bél kapjuk (els6rendii) ground rezoliciéval.

Vegyiik észre, hogy a fenti tétel ugyancsak egy parcidlis algoritmust ad annak elddntésére,
hogy F' kielégithetetlen-e. Ugyanis a rezolicié szervezhetd ugy, hogy ha F' kielégithetetlen,
akkor megtalalja O-t, ha viszont F kielégithetd, akkor a végtelenségig fut.

2.64. Példa. a) Legyen F = Vz(p(z) A —p(f(z))), mutassuk meg, hogy F kielégithetetlen.
Mivel F* konjunktiv normalforma, alkalmazzuk a ground rezoliciét.

- D(F) elemei: a, f(a), f(f(a)),...
- E(F) elemei: Fi = p(a) A =p(f(a)), F> = p(f(a)) A =p(f(f(a))),...

Azonnal adédik a kovetkez6 rezolicié:

1. =p(f(a)) Fy egy kloza
2. p(f(a)) F, egy kl6za
3.0 ground rezoliciéval 1-b6l és 2-bol.
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b) Legyen F' = VzVy((—p(z) V —p(f(a)) V a(y)) A p(y) A (=p(g(b,z)) V —~q(b))). Bizonyitsuk
be, hogy F kielégithetetlen. Mivel

F* = {{-p=),-p(f(a),q)},{p()},{-p(g(,z)),~q(b)}}
= {C1,C5,C5}

a kovetkez6 rezolicids szamolas adddik.

1. {—p(f(a)),q(db)} C1-bol [z/ f(a)][y/b] helyettesitéssel
2. {p(f(a))} C>-bél az [y/ f(a)] helyettesitéssel
3. {q(d)} rezoluciéval kapjuk 1-bdl és 2-bél
4. {p(g(b,a))} C2-bdl [y/g(b, a)] helyettesitéssel

5. {-p(g(b,a)),q(b)} C3-bdl az [z/a] helyettesitéssel

6. {—q(b)} rezoluciéval kapjuk 4-bdl és 5-bdl
7.0 rezoliciéval kapjuk 3-bdl és 6-bél

O

Most azt vizsgdljuk, hogy E(F) kielégithetetlenségének eldontését hogyan tudndnk
hatékonyabban végezni.

A 2.64. példabdl az alabbi kovetkeztetéseket vonjuk le:
1. E(F) elemeinek felsoroldsaval folosleges klézokat is eléllithatunk (ldsd a) példat).

2. A helyettesitéseket (vagyis a ground példanyok el6allitdsat) célszerii F* klézaira kiilon-
kiilon végezni, nem pedig magara F*-ra ( a) és b) példdk).

3. Egy kléznak tobb ground példdnyéra is sziikség lehet O levezetéséhez. ( b) példa 2. és 4.
lépések).

4. Egy n elemii kl6zbdl egy helyettesités utdn m (< n) elemi ground kléz is keletkezhet
( b) példa 1. 1épés).

Ugyancsak észrevehetd, hogy a O levezetéséhez esetleg nem is sziikséges kizardlag ground he-
lyettesitéseket taldlni (és igy nagyméretii ground klézokat tarolni). Ezt mutatjuk be a kovetkez6
példéan.

2.65. Példa. Mutassuk meg, hogy az F = VaVy(p(z,g(y)) A —-p(f(y),z)) formula nem
kielégithet8. Legyen C1 = {p(z,9(y))} és C2> = {-p(f(y),2)}

1. {p(f(2),9(y)} Cy -bél az [z/ f(z)] helyettesitéssel
2. {-p(f(2),9(y)} Cy -bél az [y/z][z/g(y)] helyettesitéssel
3.0 rezoliciéval 1-bol és 2-bol

O
A fenti példa 3. lépésében végzett rezoliciét (habédr az nem ground és igy nem igazolhatd
a zérusrendii rezoldiciéndl megismert tételekkel) az teszi jogossd, hogy az 1. és 2. lépésekben
szerepl6 klézokhoz mér nyilvianvaldan taldlhaté olyan ground helyettesités, melynek elvégzése
utdn ground rezolizié alkalmazhaté. Ilyen helyettesités példaul az [z/a][y/a].
A tovédbbiakban ezen észrevételekbdl kiindulva szeretnénk kifejleszteni egy hatékony els6rendii
rezolicids bizonyitasi mdédszert.
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Unifikdcié

2.66. Definicié. Legyen sub = [z1/t1]...[zn/ts] helyettesitések egy sorozata, melyet az n =0
esetben []-val jeloliink. TetszOleges ¢ term esetén a ¢ sub termet n szerinti indukciéval definidljuk:

(i) Ha sub =[], akkor t sub = t.

(ii) Ha sub = [z1/t1]...[zn/ts], valamely n > 1 -re, akkor ¢t sub = (t sub’)[z,/t,], ahol sub’
jeloli az [z1/t1] ... [Xn—1/tn—1] helyettesitést.

Van két olyan specidlis helyettesités, melyeket kiilon névvel is szokds ellatni. Legyen
sub = [z1/t1]. .. [xn/tn] egy helyettesités.

a) Ha ty,...,t, ground termek, akkor sub-ot ground helyettesitésnek nevezziik.

b) Ha z1,...,z, paronként kiilonboz6 véltozdk, valamint ugyanez teljesiil t1,...,t,-re is,
akkor sub-ot valtozé atnevezésnek hivjuk.

O
2.67. Példa. Legyen t = f(z,9(y))-
a) Ha sub = [z/g(x)][y/a], akkor
t sub
(t[z/g(x))ly/al
= flg(=),9(y)ly/d]
= [fl9(x), 9(a)).
b) Ha sub=[z/g(b)][y/a], akkor sub ground helyettesités és t sub = f(g(b), g(a)).
¢) Ha sub = [z/u][y/v], akkor sub valtozd dtnevezés és t sub = f(u, g(v)).
0O

2.68. Definicié. Legyen sub egy helyettesités és £ egy literal. Akkor

p(tisub, ... tpsub) ,ha l=rp(ti,...,ts)
£ sub =
—p(trsud, ..., tpsub) ,ha l=-p(ty,...,t,)

Tovabba, ha L = {{1,...,¢;} literdlok egy halmaza, sub pedig egy helyettesités, akkor L sub =
{l1sub, ..., L;sub}.

Ha sub ground helyettesités, akkor azt mondjuk, hogy L sub az L egy ground példdnya. (Ez
esetben L sub ground literalokbdl &ll.)

O

2.69. Definicié. Legyen L = {{1,..., £} literdlok egy halmaza, sub pedig egy helyettesités.
Azt mondjuk, hogy sub az L egyesit&je, ha L sub egyelemii halmaz, vagyis, ha f1sub= ... =
Lrsub teljesiil. L egyesithetd (vagy: unifikdlhatd), ha van egyesit&je. Tovabbé sub az L legkisebb
egyesitdje, ha L barmely tovabbi sub’ egyesit8je esetén van olyan s helyettesités, hogy sub’ =
subs. O
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2.70. Példa. Az L = {p(f(z),y),p(f(a),u)} halmaz egyesithetd, mert a sub = [z/a][u/y]
helyettesités egyesiti. Ez egyuttal L legkisebb egyesitéje. Ugyanakkor konnyen lathatd, hogy
Ly = {p(f(x), 2),p(a,u)} nem egyesithetd.

O
Az, hogy egy literdlhalmaz unifikalhaté-e, algoritmikusan eldonthet6, sét a legkisebb egyesitd
is megkonstrudlhatd.

2.71. Tétel. (Unifikacids tétel.) Tetszéleges L literdlhalmazrdl eldénthetd, hogy unifikdlhaté-e
vagy sem. Ha L unifikdlhaté, akkor a legkisebb egyesitdje megkonstrualhato.

Bizonyitas. Algoritmus (Unifikiciés algoritmus)

Input: L literdlhalmaz
Output: L legkisebb egyesit&je, ha L unifikdlhatd, kiillonben nem.

sub =]
while |Lsub| >1do
begin
Hasonlitsuk 0ssze Lsub elemeit és keressiik meg a legelsé olyan poziciét,
ahol két literdl, ¢; és {5 kiilonbdznek.
if A két kiilonbozé szimbdlum egyike sem valtozéd
then begin output: nem; stop; end
else begin
Legyen x a valtozé és t a term, amelyek £;-nek és £5-nek
a széban forgd pozicigjan kezdddnek.
if z el6fordul ¢-ben
then begin output: nem; stop; end
else sub := sub[z/t]
end if
end if
end while;
output: sub /* az L legkisebb egyesitéje */

2.72. Példa. Egyesitheté-e az L = {-p(f(2,9(a,y)), h(2)), ~p(f(f(u,v),w), h(f(a,b)))}
halmaz? Ha igen adjuk meg a legkisebb egyesit$jét!

Alkalmazzuk az unifikdciés algoritmust.
sub =]

1. =p(f(z,9(a,b)), h(z)) = b

2. =p(f(f(u,v),w), h(f(a,b))) = L2

Az elsé pozicién, ahol £; és £y kiilonboznek, £1-ben z, £o-ben f(u,v) van, tehét

sub:= [][z/ f(u,v)] = [2/f(u,v)].
L ﬁp(f(f(u,v),g(a, y))7 h(f(u,v))) = lysub
2. =p(f(f(u,v),w),h(f(a,b))) = L2sub

sub = [z/ f(u,v)][w/g(a,y)]
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L =p(f(f(u,v),9(a,y)), h(f(u,v))) = lLysub
2. _'p(f(f(uav):g(aa y))a h(f(a: b))) = lysub

sub:= [z/ f(u,v)][w/g(a, b)][u/d]
L =p(f(f(a,v),9(a,y)), h(f(a,v))) = Lrsub
2. ~p(f(f(a,v), 9(a,y)), h(f(a,b))) = L25ub

sub := [z/ f (u, v)][w/g(a, y)|[u/a][v/D]

Mivel ekkor ¢;sub = £asub = —p(f(f(a,b), g(a,y)), h(f(a,b))), a két literdl ¢, és £y egyesithetd
és sub a legkisebb egyesitdje.

O

Az dltaldnos eset

2.73. Definicié. Legyenek C; és Cs (els6rendii) klézok. Az R kléz a Cy és a Cs egy rezolvense,
ha teljesililnek a kdvetkezo feltételek.

1. Vannak olyan s;,s, valtozd atnevezések, hogy Cis; és Cysy nem tartalmaznak kozos
valtozot.

2. Vannak olyan £y,...,4, € Cis1 és £y,..., L, € Casy literdlok (m,n > 1), hogy az L =
{l1,...,lm, 0, ..., 0} halmaz unifikilhaté. Legyen sub a legkisebb egyesitd.

3. R= ((0181 — {Zl, ceey ém}) U (0282 — {Ell, - ,Z'n}))sub
2.74. Példa. Adjuk meg a C; és Cs egy rezolvensét, ahol C; = {p(f(z)), ~q(z),p(2)} és Ca =
{ﬁp(x),T(g(:L"),a)}

1. Az 51 =[] és s2 = [z/u] dtnevezésekkel élve C1s1 = Cy és Cas2 = {—p(u),r(g(u),a)}.

2. Az 05 = p(f(2)), la = p(2) és ) = —p(u) valasztas esetén L = {f1,{y,0}} egyesithetd a
sub = [z/ f(z)][u/ f(z)] legkisebb egyesitivel.

R = ((Cisy —{l1,l2}) U (C2s9 — {€1}))sub
= ({4(2)} U{r(g(u),a)})sub

{-4(2),7(9(v),a)} [2/ f(@)][u/ f(z)]

{-q(f(2)),r(9(f(z)),a)}

O

2.75. Definicié. Legyen F' egy zirt Skolem normélforma, melynek F* matrixa konjunktiv
normalforma.

1. R az F egy rezolvense, ha F*-ban vannak olyan C és Cy klézok, hogy R a C; és Cs egy
rezolvense.
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2. F-bOl torténd rezolicids bizonyitasnak, klézok egy olyan C', ..., C,, sorozatit nevezzik,
amelyben minden 1 <4 < n-re az alébbi feltételek valamelyike teljesiil

(a) C; € F*
(b) van olyan k,l < i , hogy C; a Cy és a C} egy rezolvense.

Egy C kléz bebizonyithaté F-bol rezoliciéval (vagy roviden C rezolvalhaté F-bol), ha
van olyan F-bdl térténd Ci, ..., C), rezolicids bizonyitds, melyre C,, = C.

3. Bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket is (a zérusrendii esethez hasonléan).

- Res(F) = F*U{R | R az F egy rezolvense}
- Res*(F) = Up%o Res(™ (F), ahol

(i) ResO(F)=F*
(ii) Res™tV(F) = Res(Res™ (F)),n > 0.

O

2.76. Lemma. Legyen F' egy zart Skolem normaélforma, melynek F* métrixa konjunktiv
normélforma és legyen C egy kléz. C € Res*(F) akkor és csak akkor teljesiil, ha C bebi-
zonyithaté F'-bol rezoliciéval.

Bizonyitas. Ugyantgy mint a zérusrendi esetben, lisd 1.82. lemma. O

2.77. Lemma. (Lift lemma.) Legyenek Cy és Cy elsbrendii klézok és legyenek Cj és C} a Cy
és Cy ground példanyai. Tovdbbi, legyen R’ a C] és C4 egy rezolvense. Akkor, a C;i-nek és
C>-nek van egy olyan R rezolvense, hogy R' az R egy ground példanya.

Bizonyitas. Legyenek s; és sy valtozd atnevezések ugy, hogy Cisi-ben és Css5-ben nincsenek
kozos valtozdk. Mivel C] és Ch ground példdnyok, és Cjsi-ben és Casy-ben nincsenek kozos
valtozok, van olyan sub helyettesités, hogy C7 = Cysysub és Ch = Casasub.
Legyen R' = (C} — {£}) U (C% — {£}). Vannak olyan £y,...,4, € Cisy és £;,..., 0!, € Cysz,
hogy ¢ = lysub = ... = lpsubés L = lisub=... = 0] sub. Ezért Cys1 és Casy rezolvalhatok,
mivel sub az

L={ly,. .. 0m, 0, ... 00}

halmaz egyesitéje. Legyen subg az L legkisebb egyesitGje. Ekkor van olyan s ground helyet-
tesités, hogy sub = suby s, és

R=((Crs1 —{ta,- -, tm}) U (Casa — {63, ..., £,})) subo

a C1s1 és Cys9 (predikdtumkalkulusbeli) rezolvense.
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Tovabba,

R =(C{—{Hu(Cy—{8}) _
= (Cisisub— {£}) U (Casasub — {£})
((0181 - {81, e ,Km}) U (0232 - {Ell, e ,E’n}))sub
= ((0181 - {81, e ,Km}) U (0232 - {Ell, e ,E’n}))subo S
Rs,
tehdt R' az R egy ground példdnya. |

2.78. Tétel. (A predikdtumkalkulus rezoliciés tétele.) Legyen F' egy olyan zart Skolem
normalforma, melyre F* konjunktiv normélforma. F akkor és csakis akkor kielégithetetlen,
ha O € Res*(F).

Bizonyitas. a) (Helyesség : ha O € Res*(F'), akkor F kielégithetetlen.) Tetszbleges C kléz

esetén, melynek szabad valtozéi 1, ..., %y, jeloljik roviden VC-vel a Vz; ...Vz,,C formulit.
Ekkor F= A VC.

CeF+
Elegendd lesz azt igazolni, hogy minden C4,...,C,, F-bdl torténd rezolicids bizonyitas esetén

F =VC,. (Valéban,

ha O € Res*(F),

= O bebizonyithat6é F-bol rezolicidval (2.76. lemma),
—> van F-bdl torténd Ci,...,C, = O rezolicids bizonyitas,
= FEVC,=VO=0,
= F kielégithetetlen. )
Legyen tehat C4,...,C)y egy F-bél torténd rezolicids bizonyftds. Az allitdsunk bizonyitisat n

szerinti indukciéval végezziik.
Az n = 1 esetben csak C,, € F* lehetséges, lasd 2.75. definicié 2. pontja. Ekkor persze
N\ VC EVC,, tehit F EVC,.

CEeF~
Az n = n+1esetben, a 2.75. definicié 2. pontja értelmében, megint csak az alabbi részesetek

lehetségesek.
1. Cpy1 € F*. Ekkor az n = 1 esethez hasonléan kapjuk, hogy F' |= VCp41.
2. Van olyan k,l < n, hogy C,+1 a Cy és a C; egy rezolvense. Az indukcid feltevés miatt
F EVYC}, és F = VCi, amibdl kapjuk, hogy F' = VCi AVC;. Elegendd tehét igazolni, hogy a
C} és C; minden R rezolvensére VC}, AVC; |= VR.

Legyen evégett A egy olyan struktira, melyre A(VCy) =1 és A(VC)) = 1. Legyen

R =((Crs1 —{ls,-- bm}) U (Ci52 = {£4,.... £}))sub
= (Ckslsub - {E}) U (CISQSUb - {Z})a

ahol sub az L = {1,..., Ly, 0'1,...,0',} literdl halmaz legkisebb egyesitdje és Lsub = {£}.

Most ad abszurdum tegyiik fel, hogy A(VR) = 0. Ekkor van olyan A’ struktdra, melyre
A(R) = 0. (Mivel AVR) = 0, az A = (U,Z) struktira U univerzumdnak vannak
olyan wuy,...,u; elemei, hogy az A" = Az, juy]. [2,/u,] Struktira esetén A'(R) = 0, ahol
VR = Vz;...Vo;R.) Tehéat A'(Cysisub— {€}) = 0 és A'(Cisasub — {€}) = 0. Ugyanezen
A'-re (az AVCy) = 1 és A(VC)) = 1 feltételek miatt), A'(Crsisub) = 1 és A'(Cysasub) =1 is
teljesiil. De ez csak tgy lehet, ha A’(€) = 1 és A'(f) = 1, ami ellenetmondés. Tehat A(VR) = 1.

b) (Teljesség : ha F kielégithetetlen, akkor O € Res*(F).) Tételezziik fel, hogy F
kielégithetetlen. A 2.63. (ground rezoliciés) tétel miatt van egy olyan Ci,...,C] sorozat,
mely eleget tesz a kovetkezo feltételeknek. C), = O és minden 1 < i < n-re
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1. C} az F* valamely klézdnak egy ground példanya, vagy

62

2. van olyan 1 < k,l < i, hogy Cj-t a C}-bél és C}-bdl kapjuk ground rezoliciéval.

Minden ¢ = 1,...,n-re megadunk egy olyan C; klézt, hogy C; a C; egy ground példnya és
a Cy,...,Cy, a O bizonyitdsa lesz F-b6l. Legyen 1 < i < n. Ha C} az F* egy C klézanak egy
ground példanya, akkor legyen C; = C. Ha nem ez a helyzet, akkor Cj-t a Cj},-bdl és C}-bél
kaptuk ground rezoliciéval valamely k,l < i esetén. Legyenek C} és C; a mar megkonstrudlt
klézok (melyeknek C}, és C} ground példanyaik). Ekkor a 2.77. lemma miatt van olyan C;, hogy

C} a C; egy ground példanya és C; a C}, és C;-b0l kaphaté rezoldcidval.

A bizonyitas kész.

2.79. Példa. Mutassuk meg, hogy az

F =VavyVz((-p(2) V q(2) V r(z, f())) A (=p(2) V q(2) V s(f(2)))) At(a) Ap(a)
A(=r(a, 2) VH(2)) A (=t(z) V =q(z)) A (2t(y) V 2s(y))

formula kielégithetetlen, ahol p,q,r,s és ¢ predikdtumszimbélumok,
fliggvényszimbdlum! Elészor F-et felirjuk halmaz alakban:

F={{-p(),q(z),r(z, f(2))}, {-p(2), ¢(z), s(f (x)) }, {t(a) }, {p(a)},
{~r(a, 2), #2)}, (@), ~a(@)}, {~t(y), ~s0) }.

Ezutan rezolvaljuk O-t F-bdl.

1. {~t(z),—q(z)} F-beli kl6z

2. {t(a)} F-beli kl6z

3. {—q(a)} rezoluciéval 1-bél és 2-bol
4. {p(a)} F-beli kl6z

5. {-p(z),q(x),s(f(z))}  F-beli kloz

6. {q(a),s(f(a))} rezoliciéval 4-b6l és 5-bbl
7. {-p(z), q(z),r(z, f(x))} F-beli kloz

8. {s(f(a))} rezoliciéval 3-bol és 6-bdl
9. {q(a),r(a, f(a))} rezoliciéval 4-bol és 7-bbl
10. {r(a, f(a))} rezoliciéval 3-bol és 9-bbl
11. {-r(a,2),t(2)} F-beli kl6z

12. {t(f(a))} rezoliciéval 10-b6l és 11-bél
13. {~t(y), ~s(y)} F-beli kléz

14. {—=s(f(a))} rezoliciéval 12-bél és 13-bol
15. O rezoliciéval 8-bdl és 14-bdl

Az elsbrendii rezoldcié alkalmas automatikus tételbizonyitasra is.

[ pedig
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2.80. Példa. Tekintsiik a csoportelmélet kovetkezd axiéma rendszerét, ahol a p(z,y,z) pre-
dikdtum az x - y = z egyenlGséget jelenti.

(1) VaVy3zp(z,y, z) (a miiveletre valé zdrtsig)

(2) YuVoVwVzVyVz((p(z,y,u) A p(y, z,v)) = (p(z,v,w) < p(u, z,w))) (asszociativitds)

(3) z(Vyp(z,y,y) AVyIzp(z,y,x)) (bal egységelem és bal inverz 1étezése)

Itt a p(z,v,w) < p(u,z,w) kifejezés a (p(z,v,w) = p(u,z,w)) A (p(u, z,w) = p(z,u,w))
formula réviditése.

Bizonyitsuk be, hogy a fenti axiémakbdl kdvetkezik a jobb inverz 1étezése is. Ez utébbi tény
a

(4) Fz(Vyp(z,y,y) A VyIzp(y, z,z))

formuléval irhaté le.

Azt kell tehét igazolni, hogy {(1), (2), (3)} E {(4)}, vagyis, hogy az F = (1) A (2) A (3) A—(4)
kielégithetetlen. F-fen alkalmas ekvivalens dtalakitdsokat, majd Skolemizdciét végrehajtva egy
olyan F-fel s-ekvivalens Skolem normalformét kapunk, melynek matrixa egy olyan konjunktiv
normalforma lesz, melynek klézai a kovetkezbk:

(@) A{p(z,y,m(z,y))}

(b) {ﬂp(m7 y7u)7 ﬁp(y7 z? v)? —Ip(x7 117 w)7p(u7 z? w)}
(C) {ﬂp(m7 y7u)7 ﬁp(y7 z? v)? —Ip(u7 z? w)Jp(m-J UJ w)}
(d)  {p(e,y,)}

(e) {p(i(y),y.e)}

() {-p(=z,i(2),5(2), ~p(k(z),2,2)}
Annak igazoldsira, hogy F' kielégithetetlen, elegendd O-t rezolvalni a fenti klézokbdl. Ez a
kovetkezoképpen torténhet.

1. (D) alapkléz
2. (d) alapkléz
3. {-wp(k(e), 2 e)} Res(1,2)
4. (b) alapkléz
5. {-p(z,y,k(e)), p(y, 2,v), p(z,v,e)}  Res(3,4)
6. (e) alapkléz
7. {ﬂp(i(v),w,k(e)),—'p(w,z,v))} R€8(5,6)
8. (d)
9. {-p(i(v), e k(e))} Res(7,8)
10. ()
1L {=p(i(t),y,u), ~p(y, z,€), p(u, 2, k(e))}  Res(9,10)
12. (d)
13. {_'p(i(t)ayae);_‘p(yak(e)ae)} R68(11,12)
14.  (e)
15, {-p(i(t),i(k(e)), e)} Res(13,14)
16. (e)
17. O Res(15,16)
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2.7. Korlatozott rezoliciéos modszerek
2.7.1. Linearis rezoliicié

2.81. Definicié. Legyen F' egy zart Skolem normdlforma, melynek F™* métrixa konjunktiv
normalforma (kléz halmaz) és legyen Cy € F*. Egy C kldz linedrisan rezolvalhaté F-bol a
Co-bdl kiindulva, ha van olyan Cy, C4, ..., C, kléz sorozat, melyre

1) Cp=C

2) minden 1 <4 < n-re C; a C;_; és egy B kloz egy rezolvense, ahol B € F* vagy B = C}
valamilyen j < ¢ — 1-re.

O
Ha a fenti definiciéban a B € F™* eset fordul el6, akkor B-t oldalkléznak nevezziik. Megje-
gyezzik tovabba, hogy a Cy, C, ..., C, kléz sorozat nem F-bl torténd rezolicids bizonyitas a

2.75. definicié értelmében. Valéban, a C-nek egy F-b6l térténd rezoldciés bizonyitasat akkor
kapjuk meg, ha a Cy, C1,...,C, sorozatba elhelyezziik az oldalklézokat is.

Azt szeretnénk megmutatni, hogy a linedris rezolicid is teljes. A lift lemma miatt ezt elegendd
csak ftéletkalkulusbeli rezoliciéra bizonyitani. Ehhez sziikségiink lesz a kévetkezo jelolésre.

2.82. Definicié. Legyen F egy zérusrendii kléz halmaz és legyen ¢ egy literdl ami el6fordul
F-ben. Akkor

(a) Fy=¢ az a kl6zhalmaz, melyet dgy kapunk F-bol, hogy
- elhagyjuk beldle £ minden eléforduldsét és
- elhagyunk bel6le minden olyan klézt, ami Z-et tartalmazza.

(b) Fi=1 az a klézhalmaz, melyet gy kapunk, F-bél, hogy
- elhagyjuk beldle £ minden el6fordulasat és
- elhagyunk beléle minden olyan klézt, ami Z-et tartalmazza.

2.83. Tétel. (A linedris rezoliucié helyessége és teljessége.) Egy F kloz halmaz (véges esetben
konjunktiv normélforma) akkor és csakis akkor kielégithetetlen, ha van olyan C € F, hogy O
linedrisan rezolvalhaté F'-bél C-bél kiindulva.

Bizonyitas. Ha O rezolvilhaté F-bdl akkor F' kielégithetetlen (mindegy, hogy a rezolicié
linedris-e vagy sem és ugyancsak nem szamfit, hogy mib6l indul ki).

Megforditva, tegylik fel, hogy az F' konjunktiv normélforma kielégithetetlen. A kompaktsagi
tétel miatt az is feltehetd, hogy F' véges. Legyen F' az F-nek egy minimélis kielégithetetlen
részhalmaza. (Tehdt F' C F, F' kielégithetetlen és minden F" C F' esetén F" mér
kielégithet6.)

Megmutatjuk, hogy minden C' € F' esetén O linedrisan rezolvdlhaté F-bél C-bél kiindulva.
Az allitast az F'-ben szerepld literdlok szdma szerinti indukciéval bizonyitjuk be, legyen ez n.

(i) n = 0 eset. Ekkor F' = {0} és igy C = O, tehat nincs mit bizonyitani.

(ii) Tegyiik fel, hogy F'-ben n + 1 literdl szerepel. Ekkor két esetet kiilonboztetiink meg.

1. eset: |C| =1, vagyis C' = {{}. Mivel F' kielégithetetlen, F,_, is kielégithetetlen. Legyen
F" C F,_, egy minimélis kielégithetetlen részhalmaz. Ekkor F" tartalmaz egy olyan C' klézt,
melyre C' U {€} € F' (vagyis egy olyan C' klézt, amelyet £ elhagyédsdval kaptunk). Ha ugyanis
F" nem tartalmazna ilyen C'-t, akkor F" C F' — {C} is igaz lenne, ami viszont lehetetlen,
mert F' minimdlis kielégithetetlen részhalmaz.
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Mivel F"-ben mér legfeljebb csak n literdl van, alkalmazhaté az indukcié feltevés, mely
szerint O linedrisan rezolvalhaté F"-bdl ezen C'-bél kiindulva.

Legyen
C()ZCI,Cl,...,CnZEI (*)

ezen F"'-beli linedris rezolicids bizonyitds. Ezen bizonyitasbdl kiindulva meg fogjuk konstrudlni
O-nak egy linedris rezoldciéjat F'-bél a C' = {£} klézbdl indulva. A konstrukcié a kévetkezo.

1. Helyezziik (%) elé a C(= {¢}),C' U {E},(_J' , F'-beli linedris rezoldcids lépést, majd a
Ci,...,C, klézok koziil helyezziik vissza f-t azokba, amelyekb6l elhagytuk. Ekkor ka-

punk egy ~ ~
C,C'u{e},C'(= Cy),Cy,...,ClL = {3}, (xx)

F'-beli rezoliiciés bizonyitst.
2. A (xx) bizonyit4shoz adjuk még hozzd a C!, = {f},C,O ugyancsak F'-beli rezoliciés
lépést. Ekkor O-nak a kovetkezd F'-beli C-bdl kiindulé rezolicidés bizonyitdsat kapjuk

c,c'u{ey,c',cy,...,CL = {6, C,O.

2. eset: |C| > 1. Legyen £ € C egy tetszleges literél és legyen C' = C'—{¢}. Ekkor C' € F,_,,,
ugyanakkor az F,_, — {C'} kl6z halmaz kielégithet6 lesz. Legyen ugyanis A |= F' — {C} (ilyen
azért van, mert F' minim4lis kielégithetetlen részhalmaz volt). Mivel F’ kielégithetetlen, ezért
A(F") = 0, tehat A(C) = 0. Igy £ € C miatt A(f) = 0. Kovetkezésképpen A(F)_, —{C'}) = 1.

Legyen F" egy minimélis kielégithetetlen részhalmaza F; ,-nak. Ezen F"-nek tartalmaznia
kell C’-t, mert ha nem tartalmaznd, akkor F"' C F;_,—{C"} lenne és igy - mint egy kielégithets
kl6z halmaz része - F" is kielégithetd lenne a fenti A-val.

Mivel F"'-ben mér legfeljebb n literdl szerepel, alkalmazhaté az indukcids feltevés, mely szerint

van egy
C(]ZCI,Cl,...,CnZEI

alaki, F"-beli linedris rezoliciés bizonyitds. Helyezziik vissza f-et az ezen bizonyitdsban sze-
repl6 olyan klézokba, amelyekbdl elhagytuk. Kapunk egy

Ch=C'U{e},Cl,...,Cl = (£} (+)
linedris, F'-bdl torténd bizonyitast.

Misrészt észrevessziik, hogy az (F' — {C'})U{{¢}} nem elégithetd ki, mert mint ahogy lattuk,
az F' — {C'} minden A modellje esetén A(¢) = 0. Ugyanakkor, az (F' — {C}) U {{{}} minden
minim4lis kielégithetetlen részhalmaza tartalmazza {£}-t is, mert (F’ — {C}) kielégithetd.

fgy az 1. eset felhaszndldsdval, létezik egy

C(’)I = {f},C{', .- .,C;,’l =0 (++)
F'-b8l tdrténd linedris rezolicids bizonyités.

s sz

O
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2.7.2. SLD rezoliicié

2.84. Definicié. Legyen F' egy zart Skolem norméalforma, melynek F* métrixa Horn formula.
Egy C kléz SLD rezolvalhaté F-bdl, ha C' linedrisan rezolvalhaté F-bdl valamely Cy € F*
negativ kl6zbdl kiindulva (ldsd 2.81. definicid). O

Megjegyezziik, hogy, mivel az SLD rezolicié negativ klézbdl indul ki és, mivel F' Horn formula,
minden rezolicids 1épés alkalmazdsa utan negativ klézt kapunk. fgy a 2.81. definiciéban szerepl6
B kléz csak oldalkléz lehet, ugyanis két negativ kléznak nem létezik rezolvense.

Bebizonyitjuk, hogy az SLD rezolicié helyes és teljes a Horn formuldk osztalyan. A lift lemma
miatt itt is elegend6 csak a zérusrendii esettel foglalkozni.

2.85. Tétel. (Az SLD rezolicids teljessége a Horn formulédk osztdlyan.) Egy F Horn formula
akkor és csakis akkor kielégithetetlen, ha O SLD rezolvalhaté F-bdl.

Bizonyitas. Ha O rezolvalhaté F-bdl, akkor F kielégithetetlen (fliggetleniil attdl, hogy a széban
forgd rezolicié SLD rezolicié-e vagy sem.

Forditva, ha F kielégithetetlen, akkor sziikségképpen tartalmaznia kell egy negativ klozt.
Ugyanez érvényes F' minden minimélis kielégithetetlen F’ részhalmazdra is. Legyen C € F' egy
negativ kloz. A 2.83. tétel (linedris rezolicié teljességi tétele) bizonyitdsdbol kovetkezik, hogy
létezik egy

Co=0,Cy,...,C, =0

F'-beli linedris rezoliciés sorozat. Ezen sorozat sziikségképpen SLD rezolicid, mert egy ne-
gativ klézbdl indul ki és ezért minden rezolicids lépés eredménye is negativ kléz lesz. Kovet-
kezésképpen, minden rezolicids 1épés utan egy F-beli nem csak negativ literdlokat tartalmazé
klézt kell venni oldalkléznak.

O

3. A logikai programozas alapjai

Ebben a fejezetben elsérendii Horn formuldkkal foglalkozunk. A logikai programozis mo-
tivacidja az, hogy a gyakorlatban gyakran keriilink szembe a kovetkezé tipusd feladattal.

Adott V(Q1 A ... A @, — P) alaku éllitdsok egy véges P halmaza (n lehet 0 is), ahol
Q1,...,Qn, P atomi formuldk. Adott tovdbba egy I(R; A ... A R,;) alakd formula, ahol
Ry,...,R,, ugyancsak atomi formuldk. Kérdés, hogy P-nek logikai kévetkezménye-e I(R; A
...AR,)?

Ismeretes, hogy P |= 3(R1A...AR,,) akkor és csak akkor 4ll fenn, ha PU{V(=R1V...V-R,)}
kielégithetetlen.

APU{V(=R1V...V-R,)} halmazban 1évé fomuldkat konjunkciéval Gsszekapcsolva, majd
az igy kapott formuldt prenex normadlalakra hozva egy olyan F' zart Skolem normélformét
kapunk, melynek a maéatrixa Horn formula és igy konjunktiv normalforma. Igaz lesz, hogy
PU{VY(=R1V...V-Ry)} akkor és csak akkor kielégithetetlen, ha az F’ formula kielégithetetlen.

Persze az nem donthetd el algoritmussal, hogy F' kielégithets-e (lasd 2.32. kovetkezmény).
Ugyanakkor, az ilyen esetekre kifejlesztett rezoldcids eljards parcidlis algoritmust ad a
kielégithetetlenség eldéntésére.

Az itt szerepld klézok specidlis alakjibdl kovetkezik, hogy ez a rezolicié csak a
{-Ry,..., R, } negativ kl6zbdl kiindulé linedris rezolicid, tehdt SLD rezolicié lehet. Ezen
meggondoldsok vezettek a kovetkez6 fogalmak megalkotdsahoz.

3.1. Definicié. Programkléznak neveziink egy {P,—Qi,...,7Q,} alakd klézt, ahol
P,Q1,...,Q, elsérendli atomi formuldk. Tovabba, logikai programon (vagy Horn kléz pro-
gramon) programklézok egy P véges halmazat értjitkk. Végiil kérdés kléznak (vagy cél kléznak)
egy {—Ri,...,~ Ry} alakd negativ klézt neveziink, ahol Ry, ..., R,, ugyancsak atomi formuldk.
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A LOGIKAI PROGRAMOZAS ALAPFELADATA ANNAK ELDONTESE, HOGY EGY LOGI-
KAI PROGRAM UNIVERZALIS LEZARTJANAK KOVETKEZMENYE-E EGY KERDES KLOZ
EGZISZTENCIALIS LEZARTIJA.

A programklézokat a tovdbbiakban P : —@1,...,Q,, a kérdés klézt ? : — Ry,..., R,
alakban fogjuk {rni.

3.2. Példa. Legyenek E’Ua, Addm, alma és bor konstansok, szereti pedig egy 2 valtozds pre-
dikdtum. Akkor

z

P szereti (Bva, alma): —
szereti (Eva, bor) : —
szereti (Addm, ) : — szereti (x, bor)
egy logikai program, ahol az x valtozé univerzalisan kotott. Ennek ismeretében azt szeretnénk

megtudni, hogy Addm szeret-e valakit vagy valamit, tehdt, hogy P univerzilis lezartjanak
kovetkezménye-e Jy szereti (Addm, y).

A kordbban ismertetett Osszefliggések miatt kérdésiink ekvivalens annak megvélaszoldsaval,
hogy a
{ { szereti (Eva, alma)},
{ szereti (Eva, bor)},
{ szereti (Addm, ), —~szereti (x, bor) },
{—szereti (Addm, y) } }

kléz halmaz (konjunktiv normélforma) kielégithetetlen-e. Ezt pedig az aldbbi rezolicids
szamolassal tudjuk megvélaszolni.

1. {~szereti( Addm, y)} alapkléz

2. {szereti(Addm, x), —szereti(z, bor)}  alapkléz és [z/y] helyettesités

3. {—szereti(y, bor)} rezolticiéval 1-bél és 2-bél és [y/ Eva) helyettesités
4. {szereti( Eva, bor)} alapkléz

5. O rezoliciéval 3-bdl és 4-bdl.

S6t azt is kaptuk, hogy a céfolat az [y/ Ewva] helyettesités mellett jott létre, tehét P-nek logi-
kai kovetkezménye, hogy Jy szereti(Addm, y), mert az is kovetkezménye, hogy szereti( Addm,
E'Ua). Ebbdl lathatd, hogy nem csak az O rezolvaldsabdl, hanem a rezolvalas sordn alkalmazott
helyettesitésekbdl is kapunk informaécidt.

3.3. Definicié. Legyen P egy logikai program, G pedig egy negativ kldz.

(a) Konfiguriciénak neveziink egy (G1, sub) pért, ahol G negativ kléz, sub pedig egy helyet-
tesités.

(b) Az atmeneti relacié a konfiguricidk halmazén az aldbbi mdédon értelmezett ~» bindris
relacié. Tetszdleges (G, suby) és (G2, suby) konfigurdcidk esetén

(G1, suby) ~ (Ga, subs),

ha G; = {-Ry,...,~ Ry} és van olyan C = {P,=Q1,...,7Q,} € P, hogy valamely i-re
R; és P unifikdlhatdak és legkisebb egyesitdjik s. Tovabba,
Gy ={-Ri,...,~Ri_1,7Q1,...,7Qn, Rit1,...,7Rp}s és suby = subs.
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(¢) G-n alapul6 kiszamitdsnak egy véges vagy végtelen (G, []) ~ (G1, suby) ~ (G2, subs) ~

... alaku sorozatot nevezink.

(d) Egy G-n alapulé kiszamités sikeres, ha véges és az utolsé konfiguracidja (O, sub) alakd.

(e) Ha egy G-n alapuld kiszamitas sikeres, ahol G = {-Ry,...,— Ry}, akkor (R; A ...

R,,)sub-ot a kiszdmitas eredményének nevezzik.

(f) A ~ reflexiv, tranzitiv lezartjat ~*-gal jeloljiik.

A

O

3.4. Tétel. Legyen P egy logikai program, G = {—Ry, ..., Ry} pedig egy negativ kléz. Akkor

a kovetkezo két allitas érvényes

1. (Helyesség.) Ha van (G,[]) ~* (O, sub), akkor (Ry A ... A Rp,)sub minden ground példdnya

logikai kévetkezménye P univerzdlis lezartjanak.

2. (Teljesség.) Tetszbleges sub' helyettesités esetén, ha (Ry A ... A Rp,)sub' minden ground
példdnya logikai kévetkezménye P univerzdlis lezdrtjdnak, akkor van egy olyan (G,[]) ~*
(O, sub) sikeres kiszdmitds, hogy (Ry A ... ARp)sub' = (RiA... A Ry,)sub s valamely alkalmas

s helyettesités esetén.

Bizonyitas. Még hidnyzik.

A Prolog kiértékelési startégiaja

Algoritmus

Input: Egy P ={C1,...,Cn} logikai program, ahol C; = Q; : — P, . .

ésegy G =7:—Ry,..., Ry célkloz.
Output:  Igen, ha P = G, Nem kiilonben.

Foprogram:

stkeres:=|
kiértékel (G,[])

if sikeres then output: Igen else output: Nem

A FEiértékel eljaras:

procedure kiértékel (G : célkloz, sub : helyettesités)
var i: integer;

begin

if G = 0O then
begin
H :=(Ry A...NARy)sub;
output: H;
stkeres := 1
end

else /*G =?:—Ey,...,E */
begin

1 =0;

-y Pip,
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while (i < m) A —sikeres do
begin
=1+ 1;
if {E1,Q;} unifikdlhaté és a legkisebb egyesit6 s

then kiértékel (? : —(Pi1,--., Pin;, Ea, ..., EL)s, subs)

end

end

end

4. Programhelyesség bizonyitas

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogyan lehet a logika eszozeit alkalmazva, programok he-
lyességét bizonyitani. Tobb mdszer is ismeretes, mi ezek koziil egyet, Hoare axiomatikus
modszerét fogjuk ismertetni.

Elészor bevezetiink néhany jelolést. Bézisnak neveziink egy olyan B = (F, P) pért, ahol F'
fiiggvényszimbblumok, P pedig predikdtumszimbdélumok egy halmaza. A B-re épiil6 (els6rendii)
formuldk halmazat W F Fg-vel jeloljik.

Ebben a fejezetben egy B = (F, P) bézis feletti struktiran egy A = (D,Z) part értiink, ahol
D az alaphalmaz és 7 az interpretdcié. Amennyiben o : Var — D egy hozzarendelés (értékelés),
akkor A,-val jeloljik a (D,Z, o) struktirét.

Az 6sszes hozzdrendelések halmazit X-val jeloljik: ¥ = {o | o : Var — D}.

Tetszbleges A = (D,Z) struktira és ¢t term esetén az A(t) : ¥ — D leképezést a kovet-
kez8képpen értelmezziik: A(t)(o) = A, (t), ahol az egyenlet jobb oldaldt a 2.6. definicié szerint
értelmezziik.

Tetsz6leges p € W F Fp esetén az A(p) : £ — {0, 1} leképezést a kovetkez&képpen definidljuk:
A(p) = A (p), ahol az egyenlet jobb oldaldt a 2.8. definicié szerint értelmezziik.

Most definidljuk programoknak egy olyan osztalyat, amelyen Hoare axiomatikus mddszerét.

4.1. 'While programok

a) Szintaxis. Egy S programot while programnak (vagy Lo programnak) neveziink, ha tel-
jesiti az alabbi négy feltétel valamelyikét:

1) S: =z:=t,
ahol x € Var és t egy term.
2) S 51;52

3) S: if e then S; else S, fi
4) S: while edo S; od

ahol e egy kvantormentes formula, S;, S2 pedig while programok.

b) Szemantika. Minden S while program, minden 4 = (D,7) struktira esetén meghataroz
egy M4(S) : ¥ — X parcidlis leképezést (ami az S szemantikdja A-ban) a kovet-
kezoképpen:

1. eset: M 4(S)(o) = o[z/A(t)(0)]
2. eset: M4(S)(0) = Ma(S2)(MA(S1)(0)).
Ma(S1)(o) ,ha A(e)(o) =1
M4(S2)(0) , kiilonben.

4. eset: Ma(S)(c) = o', ha van olyan n > 0 nemnegativ egész szdm és
00,01, ---,0n—-1,0, € X sorozat, hogy

3. eset: MA(S)(0) =
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-09=0,0,=0,

- Ma(S1)(0i) = 0441 (i=0,1,...,n—1),

- Ale)(op) = ... = Ale)(opn-1) = 1 és A(e)(opn-1) = 0.
Kiilénben M 4(S)(o) definidlatlan.

4.1. Példa. Legyen S a kovekez6 while program:

Y1:=092:= L y3 =15
while y; <z do
1=y +1;
Y2 :=y2 + 2
Y3 :==y3 +y2 od

Legyen tovabba o = (15,0(y1),0(y2),0(ys)). Akkor M(S)(o) = (15,3,7,16), vagyis S az y1
véltozéban |v/z]-et szdmolja ki.

4.2. Példa. Legyen most S a kdvetkez6 while program:

y:=1

while z >0 do
Y=Y xT;
z:=z—1od

Ha o = (-3,0(y)), akkor M(S)(c) = (—3,1) és ha o = (6,0(y)), akkor M(S)(c) = (0,6!),
vagyis pozitiv z-re S az y valtozéban az x faktoridlisat szamolja ki.

Egy S while program helyességét dgy probéljuk megfogalmazni, hogy megadunk egy p €
W F Fg kezdeti és egy q € W F Fp végsd feltételt, amelyek az S program futdsa el6tti feltételeket
és futdsa utdni feltételeket irjdk le. Azt, hogy S-r6l mikor mondjuk, hogy helyesen miikodik,
tobbféleképpen is meg lehet fogalmazni.

Az egyik lehet6ség, hogy akkor mondjuk, hogy S helyesen miikddik, ha valahanyszor tel-
jesiilnek az input feltételek (vagyis p) és a program definidlt értéket ad, mindannyiszor tel-
jesiilnek az output feltételek (vagyis ¢) is. Ezt parcidlis helyességnek nevezziik, mert nem
koveteljiik meg S-t6l, hogy az input feltételek teljesiilése esetén mindig megalljon.

A masik lehetdség, hogy akkor mondjuk, hogy S helyesen miikédik, ha valahdnyszor tel-
jesiilnek az input feltételek (vagyis p), mindannyiszor a program definidlt értéket ad és tel-
jesiilnek az output feltételek (vagyis q) is. Ezt totélis helyességnek nevezziik,

Hoare axiomatikus mddszere a fenti értelemben vett parcidlis illetve a totélis helyesség bi-
zonyitasara szolgal.

4.2. Hoare axiomatikus mdédszere
Parcidlis helyesség

4.3. Definicié. (A Hoare logika szintaxisa) Legyen B egy bézis. B feletti Hoare formuldnak
(vagy parcidlis helyességi kifejezésnek) egy

{p}S{q}

alaku kifejezést neveziink, ahol p,q € WFFg és S egy while (£3) program. O

Az Gsszes, B feletti Hoare fomuldk halmazat H Fp-vel jeloljiik.
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4.4. Definicié. (Hoare logika szemantikija) Legyen A egy struktdra és Y az Osszes
kiértékelések halmaza. Minden {p}S{g} Hoare formuldhoz hozzirendeliink egy

A({p}S{d}) : £ = {0,1}
leképezést a kovetkez6 mdédon:

A ({p}S{q}) (¢) =1 akkor és csak akkor, ha
ha A(p)(c) = 1 és M 4(S)(o) definidlt, akkor A(q) (MA(S)(c)) = 1.

O

Ha minden o € I-ra A ({p}S{q}) (o) = 1, akkor azt mondjuk, hogy A kielégiti {p}S{q}-t és
A = {p}S{g}-t irunk.

Ha minden A struktira esetén A |= {p}S{q}, akkor {p}S{q} érvényes, amit = {p}S{q}-val
jeloliink.

Tovébbi, tetszéleges W C WFFp esetén W = {p}S{q}, ha valahdnyszor A = W, mind-

annyiszor, A = {p}S{q}.

4.5. Példa. 1) {p}S{q} = {z>5} 2 :=2xz {z > 20}
A sztenderd A = (N, 7) struktira esetén
A({p}s{e}) (o) =1
& Alp)(o) =0 vagy A(q) (Ma(S)(0)) =1
(mert M 4(S)(o) definidlt minden o-ra)
& o(x) <5 vagy M4(S)(o)(z) > 20

& o(z) <5 vagy o(z) > 10
Tehit nem igaz, hogy A = {p}S{q}.

2) {p}S{q} = {1} whilez #10do z:=z +1 od {z = 10}

A sztenderd A struktira esetén A = {p}S{q}, mivel minden o € Y-ra vagy o(z) < 10 és akkor
MA(S)(o)(z) =10 vagy o(z) > 10 és akkor M 4(S)(o)(z) nem definidlt.

A parcidlis elnevezés onnan adédik, hogy (nem teljesen pontosan fogalmazva) ha a p input
feltétel fenndll, akkor a g output feltétel fennalldsat csak abban az esetben kovetejiik meg, ha
az S program lefut. Mindenek persze csak egy A struktirdra vonatkozdan van értelme.

A tovébbiakban azt vizsgaljuk, hogyan kaphatjuk meg azon Hoare formuldkat, amelyeket egy
adott A struktidra kielégit. Evégett definidlunk egy kalkulust, a Hoare Kalkulust.

A Hoare Kalkulus

1) Az értékadds axiéméaja
{plz/t]} = =t {p}
minden p € WFFg,z €V ést € Tp term esetén.

2) A kompozicids szabaly

{p}Si{r}, {r}S2{q}
{p}S1; S2{q}

minden p,q,7r € WFFpg, S1,52 € L, esetén.




4. PROGRAMHELYESSEG BIZONYITAS 72

3) Feltételes szabély

{pne}Si{q}, {pA—e}Sa{q}
{p}if e then S else S, fi {q}

minden p,q € W FFpg, e kvantormentes formula és S, Ss € Lo esetén.
4) While szabaly

{pAe}Si{p}
{p} while e do S; od {pA—e}

minden p € W F Fp, e kvantormentes formula és S; € Lo esetén.

5) A kovetkezmény szabdlya

p—q, {g}S{r}, r—s
{p}S{s}

minden p,q,r,s € WFFpB és S € L, esetén.

A fenti kalkulussal levezetést tudunk definidlni. Legyen W Hoare formuldk és W F Fp-beli
(elsbrendti) formuldk egy halmaza, {p}S{q} pedig egy Hoare formula. Azt mondjuk, hogy W-bél
levezethetd {p}S{q}, jele W F {p}S{q}, ha van olyan E,,..., E, sorozat hogy E, = {p}S{q}
és minden 0 < i < n-re E; W egy eleme vagy axiéma vagy megkaphaté az Fy, ..., E;_; elemek
koziil bizonyosakbdl a 2)-5) szabalyok valamelyikének alkamazdsdval.

Hogy a kalkulus konnyebben haszndlhaté legyen, bevezetiink tovabbi, Un. szarmaztatott
szabalyokat:

1)

p = qlz/t]
{p} =1t {q}

melynek bizonyitdsa:

(i) p—q=z/t] (adott, W egy eleme)
(ug {q[z/t]} = =1t {q} Ea 1) axiéma)
) (

(i) g—q tautolégia)
(iv) {p}z:=t{q} az 5) kovetkezmény szabaly alkalmazésa (i), (ii) és (iii)-ra).

2%)

{po}Si{p1}, {p1}So{p2}, - -, {Pn_1}Snipn}
{po}sl;sz;---;sn{iﬂn}

melyet a 2) kompozicids szabaly t0bbszori alkalmazdsaval kapunk.
4%)

p—r, {rne}Si{r}, (rA—-e)—=gq
{p} while e do S; od {g¢}

melynek bizonyitasa:
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i) p—or (adott)
(i) {rAe}Si{r} (adott)
(i) (rA-e)—gq (adott)
(iv) {r} while e do S; od {r A —e} (a4) while szabély alkalmazva (ii)-re)
(v) {p} while e do S; od {q} (kovetkezmény szabdly (i), (iii) és (iv)-re)

4.6. Példa. A Hoare kalkulus alkalmazdsaként megmutatjuk, hogy

PA + {zx=a}ly :=0;y2:= 1593 :=1;
while y3 <z do y1 :=y1 + L;y2 :=y2 + 2;¥3 := y3 + y2 od
{yl = \/a}a
ahol PA a Peano aritmetika, 14sd 2.42. példa, és ahol v/a az a négyzetgySkének alsé egész része.
A kovetkeztetési szabdlyok forditott irdnyd alkalmazasdval eljutunk a bizonyitdsi fa leveleiig,
amelyek az értékadd axioma vagy PA elemei lehetnek.
(1) {z =a} y1 :=0;92 := L;y3 := 1
while y3 <z do y1 :==y1 + L;y2 :=y2 + 2;y3 := y3 + y2 od
{y1 = Va}

1) = (2),(3), (4), (5) (a 2’ szabaly forditott alkalmazdsival)

2) {z=a}t y1:=0{z=aAy =0}

(1)
(2)
B){z=aAhy1 =0} ya:=1{z=aAy1 =0Ay2 =1}
Q) {z=aAy1=0Ay2=1}ys:=1{z=aAy1 =0Ay2=1Ay3 =1}
(B) {z=aAy =0Ay2=1Ay3 =1}

while y3 <z do y; :==y1 + L;y2 :=y2 + 293 :==y3 + y2 od

{1 = Va}
(2) —» (6) (az 1’ szabaly forditott alkalmazisaval)
6) (x=a)=> (x=an0=0)

Itt megallhatunk, mert a kapott formula PA egy eleme.

= (7N (az 1’ szabéllyal)

(z=ahy1=0Ay2=1) > (z=aAy1 =0Ay2=1A1=1)

®3)
(7)
4) - (8 (az 1’ szabaly forditott alkalmazdsival)
(8)
(5) = (9), (10), (11) (a 4’ szabély forditott alkalmaziséaval)
9) (x=aAy1=0Ay2=1Ays=1) >
(z=any?<zAyz=(1+1)2Ays=2%y; +1)

Ez is PA egy eleme.

(10) {z=anyi <zAys = + 1) Ay =2%y1 + 1 Ays < 7}
=t Ly =+ 2y =y +

{z=anyi <zAys= (1 +1)>Ay2 =2xy1 +1}
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(11) r=aAy?<zAys=( +1)?Aya=2%y; + 1 A=(y3 < 7))

- y1=+Va
Ez is PA egy eleme.

(10) —» (12), (13), (14) (a 2’ szabély forditott alkalmazdsdval)
(12) {z=aAyi <zAys=(W +1)?Ay2=2x%y; + 1 Ays <z}

=y +1
{z=alys=9y?ANys =2xy; —1Ays <z Ay >0}

(13) {r=aAys =y Aya =2%y1 — 1 Ays <z Ay >0}
Yo 1= Yz + 2
{z=aNy? <zAyz =y Ays =2xy; + 1}

(14) {z=aAyi <zAys=yi Ay =2xy +1}

Y3 :=Ys + Y2
{z=arNy <zAys=(y1 +1)2Aya =2%y; +1}

A megel6zdekhez hasonléan, az 1’ szabdly forditott alkalmazéisaval
(12) —» (15)
(13) —» (16)
(14) —» (17),

ahol (15), (16) és (17) a PA egy-egy formuldja lesz.
A forditott irdnyu bizonyitdsbdl kapjuk a formula bizonyitdsét:

(6), (2), (7), (3), (8), (4), (9), (15), (12), (16), (13), (17), (14), (10), (11), (5), (1).

A Hoare kalkulus helyessége:

4.7. Tétel. Minden W C WFFg, {p}S{q} Hoare formula esetén,
ha W+ {p}S{q} akkor W |= {p}S{q}.

Bizonyitas. Nem adjuk meg. O

Specislisan, minden A struktira esetén
ha Th(A) - {p}S{q} akkor Th(A) = {p}S{d},

mely utébbi azt jelenti, hogy A | {p}S{q}, vagyis S parcidlisan helyes a p kezdeti és a ¢
végsé feltételre nézve az A struktiriban.
A 4.7. tétel forditva nem igaz. Ugyanis az

{ttz=1{z=1}

Hoare formula minden A struktirdban érvényes, tehdt 0 = {1} z :=1 {z = 1}.
Ugyanakkor, a formula nem vezethetd le az (-bdl, mert

{1=1}z:=1{z=1}
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axiéma, de nem all rendelkezésre az T— (1 = 1) formula. (Ha rendelkezésre allna, a kdvetkez-
tetési szaballyal kapndnk, hogy {1} z :=1 {z =1}.)

Tehat a Hoare kalkulus nem teljes.

A teljesség egy gyengébb forméja lenne, hogy minden T' elmélet esetén (2.41. definicid),

ha T |= {p}S{q} akkor T'+ {p}S{q}.

Sajnos a teljességnek ezen gyengébb formdja sem all fenn.

4.8. Lemma. (A Hoare logika elsérendii logika) Legyen B egy bézis, A egy struktira. Akkor
minden h € HFg Horn-formula esetén

AEh & Th(A) Eh

Bizonyitas. (Mds fogalmakat is igényel, a jegyzet nem elég a megértéséhez.) Minden while
program lefordithaté folyamatabra programmad. Ezért az allitds kovetkezik a folyamatdbra
programokra vonatkozé megfeleld tételbdl:

S parcidlisan helyes p-re és g-ra vonatkozéan < barmely, S-en it vezetd a 1t esetén
ve(p, a, q) érvényes. O

4.9. Tétel. Legyen B = ({0,1,+},{<}) egy bdzis, A = (N,I) az a struktiira, ahol T a szten-
derd interpretdcio és tekintsiik a Th (A) Presburger aritmetikdt. Akkor nincs olyan K kalkulus,
melyre minde h € HFp esetén

Th(A)Eh < Th(A) g h.

Bizonyitas. (Mds fogalmakat is igényel, a jegyzet nem elég a megértéséhez.) A Presburger
aritmetika eldonthetd. Tegyiik fel, hogy van a fenti tulajdonsiggal rendelkez6é KX kalkulus.
Akkor a

{h € HFp| Th(A) = h} = {h€ HFg| Th(A) Fx h}

halmazok rekurzivan felsorolhaték. igy, a 4.8. lemma miatt, a {h € HFj| A |= h} halmaz is
rekurzivan felsorolhaté. Ellentmond4s. o
A Hoare kalkulus csak az dn. kifejezd (expressive) interpretacidk esetén teljes.

4.10. Definicié. (Més fogalmakat is igényel, a jegyzet nem elég a megértéséhez.) Legyen B
egy bézis. Egy A struktira kifejez6, ha minden S € Lo while program és ¢ € W F Fp formula
esetén van olyan r € WFFpg formula, hogy A(r) az S-re és A(g)-ra vonatkozé leggyengébb
szabad eléfeltétel. (Ez esetben az A(r) predikdtumot kifejezhetének mondjuk.)

4.11. Tétel. (Cook relativ teljességi tétele). Legyen B egy bdzis, A egy kifejezs struktira.
Akkor minden h € HFg Hoare formula esetén

ha Th (A) | h, akkor Th(A) + h.

(Ezért a Presburger aritmetikdt eredményez6 sztenderd interpretécié nem kifejezd.)

Totélis helyesség

A totélis helyesség a Hoare logika és kalkulus egy véltozatdval bizonyithatd.
A Hoare totdlis helyességi logika formuléi

[plS[al,
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alakdak ahol p, S, ¢ ugyanazok, mint a parcidlis Hoare logika esetén.
A szemantika definicidja. Tetszéleges A struktira esetén az

A([plSlg)) : X = {0,1}

leképezést a kdvetkez6 médon definidljuk. Minden o € Y-ra,

A([plSlg]) () =1
akkor és csak akkor, ha
ha A(p)(o) = 1, akkor M 4(S)(o) definidlt és A(q) (M 4(S)(0)) = 1.

Ez annyiban kiilonbozik a parcialis helyességi szemantikatél, hogy a p input feltétel teljesiilése
esetén megkdveteljlik, hogy az S program megalljon és a g output feltétel is teljesiiljon.
A tot4lis helyességi kalkulushoz sziikségiink van a jél megalapozott halmaz fogalmaéra.

4.12. Definicié. Egy (W, <) parcidlisan rendezett halmazt jo! megalapozottnak neveziink, ha
nem léteznek benne ... < ay < a1 < ag alakd, végtelen leszallé ldncok. (A < reldciét dgy
definidljuk, hogy a < b-t irunk, ha a < b de a # b.)

Példaul, a természetes szamok halmaza a szokasos < relacidval ellatva jol megalapozott hal-
maz.

A totalis helyességi kalkulus csak olyan B bézis és A = (D,Z) struktira esetén miikodik,
amely eleget tesz a kdvetkezo feltételeknek:

— B-ben van egy < kétvaltozds relécid,
— van olyan H C D, hogy (H,Z(<)) j6l megalapozott halmaz,

— van olyan w € W F Fp, amelynek egy szabad valtozdja van, az x és amely H-t definilja
a kovetkezd értelemben:

H={o(z)| 0 € X és Z(w)(o) = 1}.

A totalis helyességi Hoare kalkulus a Hoare kalkulus 1, 2, 3, és 5 szabdlyaibdl és a kovetkezd
(médositott while) szabdlybdl 4ll:

(pAe) = wlz/t], [pAeA(t=y)SpA(E<y)]
[p] while e do S od [p A —¢]

ahol p € WFFg, e kvantormentes formula, ¢ term, S € L2, y egy olyan valtozd, amely nem
fordul el§ e, p, S, t-ben.

A totélis helyességi kalkulus helyes minden olyan A struktira esetén, amely kielégiti a fenti
3 feltételt.

4.13. Tétel. Legyen B egy olyan bdzis és A egy olyan struktira, amelyek kielégitik a fenti 3
feltételt. Akkor minden [p]S[q] totdlis helyességi kifejezés esetén,

ha Th(A) - [p]S[q], akkor A = [p]S]q]-

Ugyanakkor, a kalkulus nem teljes.
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5. Modellellendrzés (modellvizsgdilat)

Egyideji, djraéledd hardver-szoftver rendszerek miikodésének helyességét vizsgaljuk. (Con-
current, reactive systems) Az ilyen rendszerek teszteléssel nem vizsgdlhatok, mivel a rend-
szer m{ikddése nem reprodukalhaté. Helyette, feldllitjuk a rendszer egy M modelljét, melynek
véges sok (altaldban nagyon sok) dllapota van és amely az dllapotait diszkrét id6pillanatonként
valtoztatja. A tempordlis logika egy f formuldjaval megfogalmazzuk a rendszer valamely
(kivanatos vagy nemkivdnatos) tulajdonsigat. Azt vizsgiljuk, hogy az M modell mely s
allapotai elégitik ki f-et, vagyis mely s-ekre igaz M, s = f.

5.1. Kripke struktirak: az egyidejii rendszerek modelljei

Legyen AP atomi propozicick (allitdsok) véges halmaza.

5.1. Definicié. AP feletti Kripke struktrirdnak neveziink egy M = (S, So, R, L) rendszert,
ahol

e S az allapotok véges halmaza
e Sy C S a kezdddllapotok halmaza,
e R C S xS egy totélis relicid, az dtmeneti reldcid ((Vs € S)(Is' € S) : sRs').

e L : S — P(AP) egy cimkézifiggvény, mely minden s € S éllapothoz hozzirendeli azon
L(s) atomi allitasokat, melyek igazak s-ben.

Egy s € S dllapotbdl kiindulé iton egy olyan sg, s1, s2,. .. végtelen sorozatot értiink, melyre
s = 59 és barmely i > 0 esetén s;Rs; 1 ((s;,5:41) € R).

Minden Kripke struktira dbrazolhaté irdnyitott grafként. Példaul, a kdvetkezd dbran egy, az
AP = {p,q,r} halmaz feletti Kripke struktira lathato.

Minden Kripke struktira minden &llapotdbdl kiindulva ,,széthajtogathatd ” egy &ltaldban
végtelen fava. Példdul, ha az el6bbi dbrdn lathaté Kripke struktirat széthajtogatjuk a {p, ¢}
allapotbdl, akkor a kovetkezd végtelen fat kapjuk. A végtelen fan, annak gyokerébdl kiindulva
a Kripke struktira {p, ¢}-val cimkézett allapotabdl kiindulé utak lathatdk.

T
THRG
PEEC N

R

Mind a hardver mind a szoftver rendszerek, mind ezek kombinaciéi modellezheték Kripke
strukturdkkal.
Példaul, tekintsiik az aldbbi, kolcsonos kizdrast (mutual exclusion) realizdlé programrészletet,
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P = m : cobegin P || P.coend m/'

Fy: lop : while True do
NCy : await (turn =0) ;
CRy : turn = 1;
endwhile

lo

P l, : while True do
NCy : await (turn = 1);
CR; : turn = 0;
endwhile

h

ahol NC jelenti a nem kritikus szekciét és CR a kritikus szekciét. Feltétel, hogy Py és Py
egyszerre nem lehetnek a kritikus szekciéban.

A rendszer Kripke struktirdval valé leirdsdhoz vezessiik be a kdvetkez6 atomi valtozokat:
e pc (a P program szamléléja), értékei m,m/', L,
e pc; (a P; program szamléléja, i = 0, 1), értékei I;, I3, NC;, CR;, L,

e turn, értékei 0 és 1.

Az, hogy Py és Py egyszerre nem lehetnek a kritikus szekciéban, a kévetkezo formulaval irhaté
le:

—|(p00 = CR() /\pc1 = CRl)

A rendszer miikGdését a kovetkezd Kripke struktira modellezi.
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5.2. CTL* logika

Szamitasi fanak egy egy olyan végtelen fat neveziink, amelyet valamely Kripke struktirabdl
kapunk oly médon, hogy egy allapotdbdl széthajtogatjuk. A CTL* logikaval szamitdsi fak
tulajdonsagait tudjuk leirni.

Utkvantorok: a szémitasi fa egy pontjabdl kiindulé utakra vonatkoznak. Két utkvator van.

A = All, minden ft:

E = Exists, van olyan 1t:

IdBoperatorok: a szamitasi fa egy konkrét ttjara vonatkoznak. Ot idéoperator van.

X =neXt time: az at kdvetkezd pontjan teljesiil valami:

f
O @ O— -
F = Future, eventually: az Gt valamely pontjan teljesiil valami:
I
O o O ..

G = always, Globally: az Ut minden pontjan teljesiil valami:

f s ! s s
® o ® @ o -

U = Until: van egy olyan pont, amelyen teljesiil valami és eddig a pontig teljesiil egy mésik
valami:

f f f f g
& o

R = Release: ha valami nem teljesiil egy pontig, akkor a kovetkez6 pontban teljesiil egy
misik valami:
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f f f f f
O o
g 9 g9 g9 9

A CTL* logika szintaxisa

Legyen AP az atomi valtozék halmaza.

Allapotformulak:
e ha p € AP, akkor p éllapotformula
e ha f, g dllapotformuldk, akkor —f, fV g, f A g is dllapotformulak

e ha f utformula, akkor Ef és A f allapotformula

Utformuldk:

e ha f dllapotformula, akkor f dtformula is

e ha f, g utformuldk, akkor —f, fV g, fAg, Xf, Ff, Gf, fUg, fRg is utformulak

A CTL* logika szemantikija

Legyen M = (S,R,L) egy Kripke struktira. Egy m = sg,51,... 4t és i > 0 esetén 7' =
83y Sitly----

Legyen f egy allapotformula és s € S egy allapot. f szerinti indukciéval definidljuk az , M
az s allapotban kielégiti f-et”, jele M, s |= f, fogalmét:

o M,s=p,aholpe AP < pe L(s)

M,s E -f1 < nem teljesiil, hogy M,s = fi
M,sEfivfo <= MsE fivagy M;s = fo
M,sl=fihfo <= M,sl=fiés M,s|= f

M,s EEfi < van olyan s-b6l kiindulé = dt, amelyre M, 7 = f1
e M,sEAfi < az s-bdl kiindulé minden 7 dtra M, 7 = f;

Ha nem okoz félreértést, akkor M, s |= f és M, n |= f helyett csak s |= f-et és 7 |= f-et frunk.
Legyen w egy allapotbdl kiindulé ut és f egy utformula. f szerinti indukciéval definidljuk az
»M 7 dtja kielégiti f-et” fogalmét, jele M, |= f, fogalmét:

e ha f egyben allapotformula is, akkor M, 7 | f <= 7 = s¢,51,...és M,so = f
M,ml=-fi, M,m = fi V fa, M,7 |= f1 A f2 a szokdsos médon

M,nEXfi < M, 7' E hf

M,m EFfi < vanolyan i > 0, hogy M, =% & fi

M,mE Gf; <= minden i > 0-ra M, 7’ = f;

M,mkE fi U fy < vanolyan k > 0, hogy M, 7" |= f» és minden 0 <i < k-ra M, 7t = fi
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e M,7 = fiR fo < minden j > O-ra, ha tetszbleges 0 < i < j-re M,n® [£ fi, akkor M, 77 |= fo

A kovetkez6 négy dbréan tipikus példdk lathatdk. A feketével jelolt dllapotokban teljesiil a g.
S S

M,s = EFg M,s = AFg

s s
M,s = EGg M,s = AGg

A kovetkezd dbran egy Kripke strukturabdl széthajtogatott szadmitési fa lathatd, alatta pedig
példék olyan formuldkra, amelyek a Kripke struktira bizonyos allapotaiban teljesiilnek.

S0

1. M,s0 EpAg 6. M,ss = EGr

2. M,so |=—r 7. M, s, = AGr

3. M,so EEX(gAT) 8. M,sy = AFr

4. M,s0 = "AX(gAT) 9. M,s0 EE((pAq)Ur)
5. M,so = -EF(pAr) 10. M,sq = A(pUr)

5.2. Definicié. Az f és g allapotformuldk ekvivalensek, azaz f = g, ha minden M = (S, R, L)
Kripke struktira és minden s € S esetén M,s = f <= M, s |= g teljesiil.

Az dtformuldk ekvivalencidja hasonléan definidlhaté.

Példék ekvivalens formuldkra:

fAg=-(=fVg)
fRg=-(-fU~yg)
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Ff = TrueUf, ahol True egy azonosan igaz formula
Gf=-F(~f)
Af =-E(~f)

5.3. Kovetkezmény. A V,—, X, U és E operdtorok adekvit (teljes) rendszert alkotnak, azaz
barmely CTL" formula 4talakithaté olyan, az eredetivel ekvivalens formuldvé, amely csak a
fenti operatorokat tartalmazza.

5.3. A CTL logika (branching time logic) és a modellvizsgdlat alap-
feladata

Csak olyan CTL* formuldkat engediink meg, amelyekben az X, F, G, U és R idoperdtorokat
kozvetleniil megel6zi valamely dtkvantor.

Allapotformulék:
e ha p € AP, akkor p allapotformula,
e ha f,g allapotformuldk, akkor —=f, f V g, f A g is dllapotformulak,
e ha f dtformula, akkor Ef és A f allapotformula.

Utformuldk

e ha f, g dllapotformuldk, akkor X f,Ff, Gf, fUg és fRg tutformulak.

Azonossigok CTL-ben
A CTL-ben 10 alapveté operdtor van: AX, EX, AF, EF, AG, EG, AU, EU, AR, ER.

5.4. Tétel. Az EX, EG, EU operdtorhalmaz teljes.

Bizonyitas.
AXf = -EX(-f)
EFf = E(True Uf)
AGf = -EF(=f)
AFf = -EG(-f)
A(fUg) = —E(~gU(=fA-g)) A-EG(~g)
= ~(E(-~gU(~f A~g))VEG(-g))
A(fRg) = -E(~fU~y)
E(fRg) = —-A(-fU-yg) 5
5.5. Tétel. Az EX, AU, EU operdtorhalmaz teljes.
Bizonyitas. Az EX, EG, EU teljes, tovibba
EGf = —|AF(—|f)
= -A(True U-F)
O

Tovabbi teljes operatorhalmazok:
- AG, AU, AX
- AF, EU, EX
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A modellvizsgalat alapfeladata

1) Adott: M = (S,R,L) Kripke struktira, so € S allapot és f CTL formula. Kérdés:
teljesiil-e M,so = f 7

2) Adott: M = (S, R, L) Kripke struktira és f CTL formula. Feladat: hatdrozzuk meg az
{seS|M,skEf}
halmazt!

1) = 2) (mivel véges szdmu allapot van)
2)=>1)soe{seS|M,sEf}?

5.4. A CTL modellvizsgalat cimkézéssel

A modellvizsgalat alapfeladatat a kdvetkezéképpen oldjuk meg. Adott M = (S, R, L) Kripke
struktira és f formula esetén minden s € S-re meghatirozzuk a lab(s) halmazt, amely f azon
f! részformuldibdl 4ll, melyekre M, s = f'. Igy

M,sE f < f€lab(s)

Példék: EX, EU, EG

f EXf £

A

o
f2 E(fUf)

A
M\

<E(f1Uf2) <E(fiUf2)

fi

f E(f1Uf»)

EGfi f

EGH EGA

fi

A
A

A cimkézési algoritmust pszeudokdd forméaban adjuk meg, arra alapozva, hogy EX, EU és
EG teljes operatorhalmazt alkotnak a CTL-ben.

A kovetkez6 pszeudokddok egy M = (S, R, L) Kripke struktdréra és egy f formuldra vonat-
koznak.

El8készit6 rész: forall s € S do lab(s) := 0;

A f8program neve M C(f).
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procedure MC(f);
begin
f € AP: forall se€ S do
if f e L(s) then lab(s) =lab(s) U {f} endforall ;
f=-f1: MC(f1); forall s € S do
if fi1 ¢ lab(s) then lab(s) =lab(s) U {f} endforall ;
fF=HAVfo: MC(f1); MC(f2); forall s € S do
if (fi1 €lab(s) or fo € lab(s)) then
lab(s) = lab(s) U {f} endforall ;
[ =EXfi: MC(f1);
CheckEX(f1);
f=E(fiUf2) : MC(f1); MC(f2);
CheckEU(f1, f2);
f=EG(f1) : MC(f1);
CheckEG(f1);
endcase
end

A CheckEX(f) és CheckEU(f1, f2) eljardsokat a kovetkez6képpen adjuk meg.

procedure CheckEX(f);

var s,t,U;

begin
U={te S| felab(t)}
forall s € S do
if (3teU):sRtthen

lab(s) = lab(s) U {EXf}

endforall

end

procedure CheckEU(f, f2);
var s,t,U,V;
begin
U={s|fa€lab(s)}; V={s]| f1 € lab(s)};
forall s € U do
lab(s) = lab(s) U{E(f1Uf2)}
endforall
while U # 0 do
legyen s € U
forall t € V do
if tRs and t ¢ U then
begin lab(t) = lab(t) U{E(fiUfs)}

U=UuU({t}
end
endforall
U=U-{s}

endwhile
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end

A CheckEG eljards bonyolultabb, egy irdnyitott graf er6sen Osszefiiggd komponenseinek
(SCC) meghatédrozasén alapul.

Egy irdnyitott graf valamely C' részgréfja erdsen Osszefiiggd komponens, ha olyan maximalis
részgraf, melyben barmely a,b € C csicsokra a elérhetd b-bol és b elérhetd a-bol.

C nemtrividlis, ha egynél tSbb csicsbdl all, vagy ha egy olyan csicsbdl all, amelyb6l hurokél
vezet onmagaba.

Legyen M = (S, R, L) egy Kripke struktira és f egy formula. Jeloljik M’ = (S',R', L")-vel
M azon részstruktirajat, amelyre

- S'={s€S|Msk f}
R =RN(S' x 8

- L' az L S'-re val6 megszoritasa

5.6. Lemma. Tetsz6leges s € S-re M, s E EGf akkor és csak akkor &ll fenn, ha a kdvetkezd
két feltétel teljesiil:

1. se 8

2. az (S', R') irdnyitott grafnak van olyan C nemtrividlis SCC-je, hogy s-bél tit vezet vala-
mely t € C-be.
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s EEGf < se€ S ésaz (5, R') irdnyitott grafnak van olyan C nemtrividlis SCC-je,
hogy s-bdl Ut vezet valamely ¢t € C-be.

Az elébbi lemma, alapjan CheckEG a kdvetkez6 lesz.

procedure CheckEG(f1);
var S, T,5CC,s,t;
S'={s €S| f1 €lab(s)};
SCC = {C | nemtrividlis SCC' S'-ben } ;
T= U G
ceSco
forall s €T do lab(s) := lab(s) U {EG(f1)} endforall

while T #0 do
Legyen s € T
forall t € S’ do
if tRsand t¢ T then
begin lab(t) = lab(t) U{EG(f1)}
T=TU({t}
end
endforall
T=T-{s}
endwhile
end

Id6bonyolultsagi kérdések:

A CheckEU és a CheckEG id6bonyolultsiga O(| S | + | R |). Jeldlje | f | egy formula
részformuldinak szamat. Osszefoglaldsként kimondhatjuk a kovetkez6 tételt.

5.7. Tétel. Létezik olyan algoritmus, amely tetszbleges M = (S, R, L) Kripke struktirdra, s €
S és f CTL formula esetén eldonti, hogy M,s |= f teljesiil-e. Az algoritmus id6bonyolultsdga
o( 1S+ R]).
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