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Modell ellenérzés (vizsgalat) - Model checking

Egyidejl (idében parhuzamosan miikddd), tjraéledd hardver-szoftver
rendszerek miikodésének helyességét vizsgaljuk. (Concurrent, reactive
systems)

Teszteléssel nem vizsgalhat6, mivel a rendszer miikodése nem
reprodukalhato.

Felallitjuk a rendszer egy M modelljét, melynek véges sok (altalaban
nagyon sok) allapota van és amely az allapotait diszkrét
idépillanatonként valtoztatja.

A temporélis logika egy f formulajaval megfogalmazzuk a rendszer
valamely (kivanatos vagy nemkivanatos) tulajdonsagat.

Azt ellenérizziik, hogy az M modell mely s allapotai elégitik ki f-et,
vagyis mely s-ekre igaz M, s = f.
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Kripke struktirdk: az egyidejli rendszerek modelljei

Legyen AP atomi propoziciok (allitasok) véges halmaza.

Definicio. AP feletti Kripke struktraranak nevezink egy M = (S, So, R, L)
rendszert, ahol

e S az allapotok véges halmaza

e So C S a kezdballapotok halmaza

e R C S x S egy totalis relacid, az atmeneti relacio

((Vs € S)(3s' € S) : sRs").

e L:S — P(AP) egy cimkézébfiiggvény, mely minden s € S allapothoz

hozzarendeli azon L(s) atomi allitasokat, melyek igazak s-ben.

Definicio. Egy s € S allapotbdl kiinduld Gton egy olyan so, s1, s2, . . . végtelen

sorozatot értlink, melyre s = so €s barmely : > 0 esetén
SiRSi_H ((Si, Si+1) S R)
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Példa Kripke struktirara

AP ={p,q,7}
(v

Ugyanez "kihajtogatva”:

Végtelen fa, utak.

Concurrent rendszer, mint Kripke struktira

Definicié. A ©o-bol és o-bol szarmaztatott Kripke strukturan azt az
M = (S, So, R, L) Kripke struktarat értjik, melyre

e S={s|s:V — D},
e So={s€S|pofs] =1},

e barmely s, s’ € S esetén sRs' <= g[s,s'] =1
(s'(vi) = s'(v;) minden 1 < i < n-re),

e barmely s € S-re L(s) = {v = d | s(v) = d}.
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Concurrent rendszer, mint Kripke struktira

e V ={v1,...,vn} a valtozék halmaza, melyek értékeiket egy véges D

halmazbdl veszik fel. (Legtobbszor D = {0,1} = {hamis, igaz}.)

Atomi allitasok: v = d alaku egyenlet, aholv € V és d € D.
Amennyiben D = {0, 1}, akkor v = 1 helyett v-t, v = 0 helyett —v-t irunk.

Allapotok: az s : V — D kiértékelések.

Legyen adott egy (o elsérend formula V' valtozokkal. (Minden
s:V — D éllapotra ¢q[s] = 1 vagy ¢o[s] = 0.)

Legyen V' = {vi,..., v} és o(V, V') egy elsérend(i formulaa V U V'
valtozokkal. (Akkor barmely két s, s” : V — D allapotra

o(V,V")[s,s'] = 1vagy o(V,V')[s,s'] =0, ahol

s'(vj) =8"(v5), 1 <i<n.)
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Concurrent rendszer, mint Kripke struktira
Példa. Legyen V = {z,y}, D = {0,1},
*po=(z=1)A(y=1))
e 0= ((a'=(z+y)mod2) A (y =y))

Akkor M a kovetkezé Kripke struktura:

z=0,y=0 r=0,y=1

S
&
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Példak Kripke strukturakra

1) Digitalis halézatok

vg

vy

o

v

V= {U03v17v2}7 D= {071}

@ kapu
(Kizdrd vagy)

és kapu

negaci6 kapu

D > 3D
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Az atmeneti relacid leirasa: vy = —wg, v] = vo ® v1, v5 = (vo Av1) D vo

Példak Kripke strukturakra

P szekvencialis program, aszinkron miikodés

El6sz6r megcimkézziik az utasitasokat:

e P bemenetének cimkéje m, kimenet cimkéje m’

11

minden utasitas kimend cimkéje = a kdvetkezd utasitas bemend

cimkéje

Ha P = Pi; P, akkor P* = P{;1" : Py

Ha P = if bthen P; else P, endif , akkor
PE =if bthen [ : PE else I : P¥ endif

Ha P = while b do P; endwhile , akkor
P = while bdo [ : P endwhile

Ha P egyszer( utasitas (v := e, skip, stb.), akkor P* = P,

FULOP ZOLTAN

Példak Kripke struktiurakra

a)

Szinkron miikodés esetén (minden valtozé egyszerre valtozik)

00(V, V") = (vy < —vo)

01(V, V') = (v1 < vo @ v1)

02(V, V') = (v3 < (vo Av1) @ va)

o(V,V') = 00 A o1 A g2

Altalaban

i = (v; < fi(V)), ahol v = fi(V), 0 <i<n-—1

0=00N...N\On-1

Aszinkron miikodés esetén (egyszerre csak egy valtozo valtozik)

altalaban

0 = (o} = L) A (A 05 =), ahol vl = fi(V), 0< i <=1
j#i

o=00V...V0On-1
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Példak Kripke struktiurakra

V. a program valtozéinak halmaza

e pc: alépésszamlald (program counter), egy tovabbi specialis valtozo,

melynek értékei a program cimkeéi

diszjunkt masolataik: V' és pc/
segédfiiggvény: minden Y C V-re same(Y) = A (v =y)
YyeY

kezdbértékek: pre : V — D

A program Kripke struktirajanak megadasa
Kezd6allapot: o = pre(V) A (pc = m)

Atmenet: o(V, pe, V', pc’) = C(m, PL,m’), ahol C(I, PX,l') a kdvetkezd
(rekurziv definiciéval megadott) els6rend(i formula:

FULOP ZOLTAN



13

Példak Kripke strukturakra
c(, PEU):

C(l,Pl" Py l') = C(1, P,I") v C(1", Py, 1)

C(l, if bthen [ : Py else Iy : P, endif ,l') =
(pc =1Apc =11 AbAsame(V))V (pc =L Apc’ = la A (=b) A same(V))V
C(lh, P, 1") v C(l2, P, 1)

C(l, while bdo I : P, endwhile ,l’) =
(pc =1Apc =11 AbAsame(V))V (pe =1L Apc = 1" A (=b) A same(V))V
C(ly, P1,l)

Cllybv=¢el'y=(pc=1Apcd =U'AN (' =¢€) Asame(V — {v'}))

C(l, skip ,I') = (pc=1Apc =1 Asame(V))

FULOP ZOLTAN
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Példak Kripke strukturakra

Egyidejl programok cimkézése: a szekvencialis programok cimkézését
kiterjesztjik a kovetkezd szaballyal:

Ha P = cobegin P || P2 || --- || P. coend , akkor
PL =cobegin I : PEI} || -+ || In : PEl, coend

Egyidejli program Kripke strukturajanak megadasa

e Kezddallapot

o =pre(V)Apc=m A (A, pci =L)

o Atmenet: ugyanaz, mint szekvencialis program esetén, ahol a fenti P

utasitasra
CL,PE )= (pc=1Apci =11 A---Apc) =1, Apc =1)
V((pe=L Apcr =15 A+ Apen =1, Apc’ = 1) AN, (pc; =1)))

\7 (C(li,PiL,lg) A same(V — V;) A same(PC — {pcl}))>

i=1
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Példak Kripke struktiurakra
3) Egyidejl (concurrent) programok

P =cobegin P, | P, || --- || P. coend ahol Py, P, ..., P, processzusok,
amelyek parhuzamosan hajthaték végre az aszinkron miikodési elv alapjan.

e V; a P; valtozoinak a halmaza
e V=ViU---UV,

e pc; a P; programszamlaldja, lehet L is (definialatlan)

pc a programszamlalo, értéke lehet L is

diszjunkt masolataik : V;/, V', pc;, pc’

FULOP ZOLTAN

Példak Kripke struktiurakra
Osztott valtozok kezelése: a V; halmazok metszete nem Ures

Folyamat szinkronizal6 utasitasok sziikségesek.

wait(b) utasitas:

C(l,wait(b),l') = (pc =l Apc’ =1 A =bA same(V))
V(pc=1Apcd =1 AbAsame(V))

lock(v) utasitas:

C(l,lock(v),l') = (pc =1l Apc =1 Av=1Asame(V))
Vipe=1IApcd =U' Av=0A0 =1Asame(V))

unlock(v) utasitas:

C(l,unlock(v),l') = (pc =1l Apc =1 Av' =0 A same(V) \ {v})

FULOP ZOLTAN
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Példak Kripke strukturakra

4) Kolcsonos kizaras (mutual exclusion)

P =m : cobegin P || Picoend m/’

Py lo : while True do
NCy : wait (turn = 0) ;
CRyo : turn = 1;

endwhile

o~

P 1 : while True do

NC : wait (turn = 1);

CRy : turn = 0;

endwhile

I

NC' : nem kritikus szekcio
CR : kritikus szekcio
Py és P; egyszerre nem lehetnek a kritikus szekciéban ! FOLOP ZOLTAN
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Példak Kripke strukturakra

o po(V,PC) = (pc=m) A (pco =L1) A (pc1 =1)

e o(V,PC,V’' PC") a kdvetkezd négy formula diszjunkcidja

1.
2.
3.

4.

(pc =m) A (pcy = lo) A (pch =11) A (pd =1)
(pco =1o) A (pex =11) A (pc’ = m/) A (pco =L) A (pey =1)

C(lo, Po,1§) A same(V — Vo) A same(PC — {pco}) =
C(lo, Po,16) A same(pe, pc1)

C(l1, P1,11) A same(pe, pco)

ahol i = 0, 1-re C(l;, P, 1}) a kdvetkezd 5 formula diszjunkcidja

FULOP ZOLTAN

Példak Kripke struktiurakra
Atomi valtozok

pc (a P program szamlaloja) : m, m’, L

pe; (@ P; program szamlaloja, i = 0,1) : 1,1, NC;,CR;, L
PC = {pc, pco, pc1 }

V =Vo =Vi = {turn}

Py és P, egyszerre nem lehetnek a kritikus szekciéban :

ﬁ(pCo =CRo N pcr = CR1)

Példak Kripke struktiurakra

i =0,1-re C(l;, P;, ;) a kdvetkez6 5 formula diszjunkcidja :

-

(pei = 1;) A (pc; = NC;) A True A same(turn)

2. (pci = NC;) A (pc; = CR;) A turn = i A same(turn)
3. (pci = CR;) A (pci = li) Aturn’ = (i + 1)mod2

4. (pc; = NC;) A (pc; = NC;) A turn # i A same(turn)

5. (pci = L) A (pc; = 1) A False A same(turn)

FULOP ZOLTAN
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Példak Kripke strukturakra

23

Allapotrobbanés

A modell alkotas moédszereibdl lathatd, hogy a modell mérete altalaban
exponencialis fliggvénye a modellezéshez sziikséges valtozék szamanak
(pl. n Boole valtozo esetén a Kripke struktira mérete 2™ lehet).

Ezért nagyon fontos a Kripke struktira hatékony (tartakarékos) abrazolasa,
pl. rendezett binaris dontési diagramokkal (OBDD), Id. késébb.

22
Példak Kripke struktiurakra

A kolcsonos kizaras fenti Kripke strukurajabol lathatd, hogy a két folyamat
nem lehet ugyanaban az id6ben kritikus szekcidoban (mivel nincs olyan
allapot, amiben pcy = C Ry és pc1 = C'R: egyszerre teljesdl).

Ugyanakkor a program nem zarja ki, hogy az egyik folyamat soha nem
hajthatja végre a kritikus szekcidjat, mig a masik végtelen sokszor. (Ehen
halas problémaja.)

24
Temporilis logika

Szamitasi fak tulajdonsagait irjuk le.

Szamitéasi fa: egy végtelen fa, amelyet a Kripke struktira egy allapotabdl
torténd széthajtogatassal kapunk.

m Kripke struktira

e szamitasi fa

PR NPEN
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CTL" = Computation Tree Logic (Szamitasi fa logika) CTL™ = Szamitasi fa logika
Utkvantorok: a szamitasi fa egy pontjabdl kiindulé utakra vonatkoznak Id6operatorok: egy konkrét Utra vonatkoznak
A = All, minden ut X = neXt time: az ut kdvetkezé pontjan teljestl valami
!
O—@ O— -
F = Future, eventually: az ut valamely pontjan teljesil valami
!
O o O -

G = always, Globally: az ut minden pontjan
f I f f f
® @ ® o o -

E = Exists, van olyan Gt

FULOP ZOLTAN
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CTL" = Szamitasi fa logika CTL" = Szamitasi fa logika
Id6operatorok: egy konkrét Utra vonatkoznak Szintaxis
U = Until: van egy olyan pont, amelyen teljestil valami és eddig a pontig Legyen AP az atomi valtozék halmaza
teljesul egy masik valami Allapotformulak
s s f f g )
&) o e hap e AP, akkor p allapotformula

e ha f, g allapotformulak, akkor —f, f V g, f A g is allapotformulak
R = Release: ha valami nem teljesil egy pontig, akkor a kdvetkez6 pontban

teljesiil egy masik valami e ha f utformula, akkor Ef és A f allapotformula

f f s f f Utformulak
O o
g g g g g e ha f allapotformula, akkor f utformula is

e ha f, g utformulak, akkor —f, f Vg, fAg, Xf, Ff, Gf, fUg, fRgis
utformulak

FULOP ZOLTAN FULOP ZOLTAN
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CTL" = Szamitasi fa logika
Szemantika

Legyen M = (S, R, L) egy Kripke struktara. Egy = = so, s1,... Utési >0
esetén 1 = s;, 8541, . ..

Legyen f egy allapotformula és s € S egy allapot. f szerinti indukciéval
definialjuk az “M az s allapotban kielégiti f-et” fogalmat: M, s = f

o M,sl=p <= peL(s)

e M,s E—fi < nemteljesll, hogy M, s = fi

e M,s=fiV fa < M,skE fivagy M,s [ f-

e MisEfinfa < M,skE=fiésM,sE fo

e M,s = Efi <= van olyan s-bdl kiinduldé = Ut, amelyre M, 7 = fi
o M,sk= Afi <= az s-b6l kiindul6 minden = Utra M, 7 = f1

Ha nem okoz félreértést, akkor M, s = f és M, |= f helyett csak s = f-et
és m = f-etirunk.

FULOP ZOLTAN
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CTL" Szamitasi fa logika
Tipikus példak

s s

M,s = EFg M,s = AFg
s s

M,s = EGg M,s = AGg

FULOP ZOLTAN

CTL™ = Szamitasi fa logika
Szemantika

Legyen 7 egy allapotbdl kiindulé Ut és f egy Utformula. f szerinti indukcioval
definialjuk az “M = Utja kielégiti f-et” fogalmat: M, = = f

e Ha f allapotformula is, akkor
M,mEf < m=50,81,...6S M,s0 = [

e M,ml=—fi, M,m & f1V f2, M, = f1 A f2 @ szokdsos modon
e Min=Xfi < M,7' = fi

e M,7=Ff <= vanolyani >0, hogy M,n‘ = f

e M,7}=Gfi <= mindeni > 0-raM,n' = f

e Mt f1iU fo <—
van olyan k > 0, hogy M, 7" |= f» és minden 0 < i < k-ra M, 7" = fi

3 M,Tr ': f1 sz <
minden j > 0-ra, ha tetszéleges 0 < i < j-re M, «" [~ f1, akkor M, 77 |= f2

FULOP ZOLTAN

CTL" Szamitasi fa logika

1. M,s0 EpAg
2. M,so = —r

6. M,s2 = EGr
7.M,s2 = AGr

3. M,s0 EEX(gAT) 8. M,so = AFr

4. M,so = -AX(gAr) 9.M,so EE((pAq)Ur)
5. M,s0 = -EF(pAr) 10.M,so E A(pUr)

30
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CTL" Szamitasi fa logika
Ekvivalencia

Tetszbleges f és g utformulak esetén f = g < VM = (S, R, L) Kripke
struktiraés V(s € S)esetén M,s = f < M,sf=g

(Utformulakra hasonléan.)

Ekvivalens formulak

frng=-(=fV-g)

fRg =~(=fU~g)

Ff = TrueUf, ahol True egy azonosan igaz formula
Gf = -F(-f)

Af =-E(-f)

Kovetkezmény: A Vv, -, X, U és E operatorok adekvat (teljes) rendszert
alkotnak, azaz barmely CTL* formula atalakithatd olyan, az eredetivel
ekvivalens formulava, amely csak a fenti operatorokat tartalmazza.

FULOP ZOLTAN
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Az LTL(c CTL") logika = linear time logic
Csak A f alaku allapotformulakat engediink meg.
Allapotformulak

e ha f utformula, akkor A f allapotformula
Utformulak

e hap e AP, akkor p utformula

e ha f, g utformulak, akkor =f, f Vg, f ANg, X[, Ff, Gf, fUg és fRg
Utformulak

Megjegyzés. Az LTL logikanak a kovetkezd definicidja is szokasos: (1) nem
engedjik meg az A operatort (tehat csak Gtformulak vannak), ugyanakkor
(2) az mondjuk, hogy M, s = f, ha minden s-bdl kiindulé 7 utra teljestl,
hogy M, w = f. Nyilvanvaloan a két definicio kifejez6 ereje azonos.

FULOP ZOLTAN
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A CTL(c CTL") logika = branching time logic

Csak olyan CTL* formulakat engediink meg, amelyekben az X, F, G, U és
R id6operatorokat kbzvetlenll megel6zi valamely utkvantor.

Allapotformulak
e hap e AP, akkor p allapotformula
e ha f, g allapotformulak, akkor —f, f V g, f A g is allapotformulak
e ha f Utformula, akkor Ef és A f allapotformula

Utformulak

e ha f, g allapotformulak, akkor X f, Ff, G f, fUg és fRg utformulak

FULOP ZOLTAN
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A CTL", CTL és LTL logikak szintaxisanak osszehasonlitdsa

crrr CTL LTL

[ - A,V [ - A,V
allapot- allapot-
formula formula
A X,F,G,U,R ALy

allapot-
formula

E A % . A - A,
UtformulaQ utformula utformula

X,F,G,U,R X,F,G,U,R

FULOP ZOLTAN
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A CTL", CTL és LTL logikdk szintaxisanak osszehasonlitdsa

Az abrabdl lathato, hogy (egy adott AP esetén) mind a CTL, mind az LTL
(allapot- és ut)formulak halmaza valédi része a CTL™ (allapot- és ut)formulak
halmazanak. Tovabba, a CTL és az LTL formulak halmaza
dsszehasonlithatatlan, ugyanakkor a metszetiik nem (res.

Ugyanazen tartalmazas all fenn szemantikailag is. Tehat pl. megadhaté
olyan CTL" formula (pl. az E(GFp)), amely nem ekvivalens egyetlen CTL
és egyetlen LTL formulaval sem, stb. A szemantikai tartalmazasokat és
0sszehasonlithatatlansagot igazolé formulak a kovekezd abran lathatok. A
megfeleld szemantikai allitasok igazolasa nem mindig egyszerd.

FULOP ZOLTAN
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Azonossdgok CTL-ben

A CTL-ben 10 alapveté operator van:
AX, EX, AF, EF, AG, EG, AU, EU, AR, ER

Tétel. Az EX, EG, EU operatorhalmaz teljes.

Bizonyitas.
AXf = -EX(—f)
EFf = E(Tue U )
AGf = —\EF(—\f)
AFf = -EG(-f)
A(fUg) = —E(-gU(~fA—g)) A -EG(=g)
= (E(~gU(=fA~g))VEG(~g))
A(fRg) = —E(-fU-yg)
E(fRg) = -A(=fU~g)

FULOP ZOLTAN
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A CTL",CTL és LTL logikak kifejezé erejének
osszehasonlitasa

fi = AGEFp
fo = AG(p — AFq) CTL-ben és f, = AG(p — Fq) LTL-ben
f3 = A(GFp — Fq)

fa = E(GFp)
CTL*

CTL LTL

fa

FULOP ZOLTAN
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Azonossidgok CTL-ben
Tétel. Az EX, AU, EU operatorhalmaz teljes.
Bizonyitas. Az EX, EG, EU teljes, tovabba

EGf = -AF(-f)

= -A(True U~f)

Tovabbi teljes operatorhalmazok:
- AG, AU, AX

- AF, EU, EX

FULOP ZOLTAN
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Korrekt (fair) szdmitasi utak Korrekt szamitdsi utak
Vannak olyan esetek, amikor nem minden szamitasi ut érdekel benniinket, A [=r definicioja ugyanaz, mint a = definicioja, kivéve az
hanem csak az un. korrekt utak. Ez CTL-ben nem fejezhet6 ki (csak M,sp
CTL*-ban), ezért médositjuk a CTL szemantikajat. ’

. . - M,s = E(f1)
Korrekt Kripke struktara: M = (S, R, L, F'), ahol F C P(S), a korrektségi
korlatozasok halmaza. M, s = A(fr)
Egy 7 = so, s1,... Gt esetén legyen eseteket, amelyek a kdvetkezdkre valtoznak:

inf(w) = {s | végtelen sok i-re s = s;} M,sErp <= pé€ L(s) és létezik s-bdl kiindulé korrekt ut

M,s=r E(fi1) <= létezik olyan, s-bdl kiinduld = korrekt ut, amelyre
M7 ™ ':F f1
M,sEr A(f1) <= minden, az s-b6l kiindul6 = korrekt Utra M, w =r f1.

Egy ut korrekt, ha minden P € F-re
Pninf(r)#0
Az M, s |= f helyett M, s =r f-etirunk.

FULOP ZOLTAN FULOP ZOLTAN
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A modell ellen6zés alapfeladata Példa modell ellendrzésre
1) Adott: M = (S, R, L) Kripke struktura, so € S allapot és f CTL (LTL) A mikrohullamu siité modellje

formula. Kérdés: teljestil-e M, so = f ?

2) Adott: M = (S, R, L) Kripke struktira és f CTL (LTL) formula. Feladat:
hatarozzuk meg az
(seS|M,sk f}
halmazt! | edore

—heat
—error

1) = 2) (mivel véges szamu allapot van) ( )
2jté be

2):>1)50€{8€S|M,5):f}? ajté ki

start be ajt6 ki

—start
close |4
heat

—error

melegit

melegités indul

start

close 7

heat
—error

elokésziil

Kérdés: mely allapotokban teljesiil az
AG(start — AF heat)
formula? FULOP ZOLTAN
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CTL modell ellendrzés cimkézéssel CTL modell ellendrzés cimkézéssel

A modell ellenérzés alapfeladatat a kdvetkezéképpen oldjuk meg: Példak: EX, EU, EG

Adott M = (S, R, L) Kripke struktura és f formula esetén minden s € S-re
meghatarozzuk a lab(s) halmazt, amely f azon f’ részformulaibdl all,
melyekre M, s = f' ! igy

M,skE f < f€lab(s)

bil EXfi bit

A\

'f2
f2 E(/Uf)

A
N\

+E(f1Uf2) +E(f1Uf2)

f1

EGf N EGf

h EGf

FULOP ZOLTAN

A
A/
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CTL modell ellen6rzés cimkézéssel CTL modell ellenérzés cimkézéssel

A cimkézési eljarast pszeudokod formaban adjuk meg, arra alapozva, hogy procedure MC(f);

EX,EU és EG teljes operatorhalmazt alkotnak a CTL-ben. begin

A k('jve,tkezc'i pszeudokodok egy M = (S, R, L) Kripke strukturara és egy f (}aeseAP: forall s € S do

formulara vonatkoznak. if f € L(s) then lab(s) = lab(s) U {f} endforall ;

f=-fi: MC(f1); forall s € Sdo
P if fi ¢ lab(s) then lab(s) = lab(s) U {f} endforall ;
Elokeszitd resz: f=fiVfo: MC(f1); MC(f2); forall s € S do
forall s € S do lab(s) :=0; if (f1 € lab(s) or f2 € lab(s)) then
lab(s) = lab(s) U {f} endforall ;
f=EXfi : MC(f1);
CheckEX(f1);
f=E(fiUf2) : MC(f1); MC(f2);
CheckEU(f1, f2);
f=EG(f1): MC(f1);
CheckEG(f1);
endcase

FULOP ZOLTAN end



CTL modell ellendrzés cimkézéssel

procedure CheckEX(f);

var s,t,U;

begin
U={teS|felab(t)}
forall s € Sdo
if (3te€U):sRtthen

lab(s) = lab(s) U{EX [}

endforall

end

CTL modell ellendrzés cimkézéssel

FULOP ZOLTAN

A CheckEG eljaras egy iranyitott graf erésen 6sszefliggd komponenseinek

(SCC) meghatarozasan alapul.

Egy iranyitott graf valamely C részgrafja er6sen 0sszefliggé komponens, ha

olyan maximalis részgraf, melyben barmely a, b € C csucsokra a elérhetd

b-bol és b elérhet6 a-bol.

C nemtrivialis, ha egynél tobb csucsbdl all, vagy ha egy olyan csucsbdl all,

amelybdl hurokél vezet Gnmagaba.

49
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CTL modell ellendrzés cimkézéssel

procedure CheckEU(f1, f2);

var s,t,U,V;
begin

U={s|foelab(s)}; V ={s| f1 €lab(s)};

forall s € U do
lab(s) = lab(s) U{E(f1Uf2)}
endforall
while U # () do legyen s € U
forall t € V do

if tRsand E(f1Uf2) ¢ lab(t) then
begin lab(t) = lab(t) U{E(f1Uf2)}

U=UU{t}
end
endforall
U=U - {s}
endwhile
end

CTL modell ellendrzés cimkézéssel

Legyen M = (S, R, L) egy Kripke struktura és f egy formula. Jel6ljik

M’ = (S’,R’, L")-vel M azon részstruktarajat, amelyre

-8 ={seS|MsE [}
- R =RnN(S xS

- L' az L S'-re valo megszoritasa

Lemma. Tetszbleges s € S-re M, s = EG f akkor és csak akkor all fenn, ha

a kovetkez§ két feltétel teljesiil:

1. s€ 98

2. az (9, R') irdnyitott grafnak van olyan C nemtrivialis SCC-je, hogy

s-bél Ut vezet valamely ¢ € C-be.

FULOP ZOLTAN
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CTL modell ellendrzés cimkézéssel

/&h

sEEGf — s 8 ésaz (9, R) iranyitott grafnak van olyan C
nemtrivialis SCC-je, hogy s-bdl Ut vezet valamely ¢t € C-be.

CTL modell ellendrzést cimkézéssel

Idébonyolultsagi kérdések

FULOP ZOLTAN

A CheckEU és a CheckEG id6bonyolultsaga O(] S | + | R |). Jeldlie | f |

egy formula részformulainak szamat.

Tétel. Létezik olyan algoritmus, amely tetszéleges M = (S, R, L) Kripke
strukturara, s € S és f CTL formula esetén eldonti, hogy M, s |= f teljesiil-e.

Az algoritmus idébonyolultsaga O(| £ | (| S|+ | R])) .

FULOP ZOLTAN
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Az elébbi lemma alapjan CheckEG a kovetkezd

procedure CheckEG(f1);

var S',T,SCC, s,t;

begin
S'={se S| f1elab(s)};
SCC = {C | C nemtrividlis SCC S’-ben} ;
T= U C;

cescc
forall s € T'do lab(s) := lab(s) U {EG(f1)} endforall

while T # () do legyen s € T}
forall t € S’ do
if tRsand EG(f1) € lab(t) then
begin lab(t) = lab(t) U{EG(f1)};
T=TU{t}h
end
endforall
T=T-{s}h
endwhile

end

56
Példa modell ellendrzésre

A mikrohullamu siité modellje

ajt6 ki

start be

—start
close |4
heat

—error

start
—close
—heat
—error

ajté ki ( ) ajté be

Kérdés: mely allapotokban teljesiil az

melegit

melegités indul

start

close 7

heat
—error

elokésziil

AG(start — AF heat)

formula? FULOP ZOLTAN
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Példa cimkézessel torténd CTL modell ellen&rzésre

A mikrohullamu siité mely allapotaban teljesul
AG(start — AF heat) ?
Jelolés: tetszbleges f formula esetén: S(f) = {s € S| f € lab(s)}.
El6szor atalakitjuk a formulat:
AG(start — AF heat)
AG(—start V AF heat)

—EF—(—start V AF heat)
= —EF (start A =(AF heat))
= -EF (start A EG— heat)

1

~

S(start) = {2,5,6,7}
2) S(—heat) = {1,2,3,5,6}
3) S(EG-—heat) : 8" = S(—heat) = {1,2,3,5,6}, SCC = {1,2,3,5}

Mivel 6-bol nem vezet it SCC-be az (S’, R') grafban, ezért
S(EG—\heat) = {1, 2, 37 5} FULGP ZOLTAN
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Korrekt CTL modell ellenérzés cimkézéssel

Definicié. Legyen M = (S, R, L, F) egy korrekt Kripke strukira, C' pedig
S-nek egy er6sen 6sszefliiggd komponense. Azt mondjuk, hogy C' korrekt
F-re vonatkozdan, ha minden P € F-re C N P # (.
1) Megadjuk a CheckFairEG(f) eljarast.
Legyen M' = (S',R',L’, F"), ahol
- S'={seS|MskEf}
- RR=RnN(S x5
— L’ az L. megszoritasa S’-re
- FF={PnS|PcF}
Lemma. Tetszdleges s € S-re, M, s =r EG f pontosan akkor, ha a
kovetkez6 két feltétel teljestil:

e sc g

e az (S, R') irdnyitott grafnak van olyan C' nemtrivialis korrekt SCC-je
(F'-re vonatkozdan), hogy s-bél Ut vezet valamely ¢ € C-be.

FULOP ZOLTAN
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Példa cimkézéssel torténd CTL modell ellendrzésre

A mikrohullamu siité mely allapotaira teljesil AG(start — AFheat)?
4) S(start NEG-heat) = {2,5}

5) Tetszéleges f-re EFf = E(True Uf), ezért EF f = S(f) U {az 0sszes
olyan allapot, amelybdl ut vezet S(f) valamely
elemébe}. S(EF(start NEG-heat)) ={1,2,3,4,5,6,7}

6) S(—EF(start NEG—heat)) =0

Tehat a mikrohullamu siit6é egyetlen allapotaban (és igy a kezd6allapotban)
sem teljesll, hogy AG(start — AFheat).

FULOP ZOLTAN
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Korrekt CTL modell ellendrzés cimkézéssel

Ennek ismeretében, a CheckFairEG(f) eljaras annyiban kiilonbozik a
CheckEG(f) eljarastol, hogy az SCC definiciojat kicseréljik az
SCC = {C'| C nemtrivialis korrekt SCC S’-ben} definiciora.

2) A CheckFairEX és CheckFairEU eljardsok megadasa végett
vezessiik be a fair atomi allitast: tetszéleges s € S-re
M, s = fair <= van s-bél indul6 korrekt ut.

Kovetkezésképpen fair = EG(True ), ahol EG(True ) korrekt (=r)
szemantikajat kell venni. Ezért az S-beli allapotoknak a fair allitassal valo
megcimkézése elvégezhetd a CheckFairEG(True ) eljarashivassal.

FULOP ZOLTAN



Korrekt CTL modell ellenérzés cimkézéssel

Ezek utan CheckFairEX(f) a kovetkez6 lesz:

CheckFairEG(True )
CheckEX(f AN EG(True))

CheckFairEU( f1, f2) a kovetkez6 lesz:

CheckFairEG(True )
CheckEU(f1, f2 NEG(True ))

Az M CFair eljaras a kovetkez6képpen adhaté meg:

Példa modell ellendrzésre

A mikrohullamu siité modellje

ajté ki

start —start
5 ﬁsloate g close

—hea

—error

ajté ki ( ) ajté be

5

kész

elékésziil

—heat —heat
error —error
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—start
close
heat

—error

melegit

melegités indul

start

close

heat '
—error

FULOP ZOLTAN
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Korrekt CTL modell ellendrzés cimkézessel

procedure MCFair(f)
begin CheckFairEG(True );
case
f e AP :forall s € Sdo
if f € L(s)and EG(True) € lab(s) then
lab(s) = lab(s) U {f} endforall ;
f=-fi: MCFair(f);
forall s € Sdo
if fi ¢ lab(s) then lab(s) = lab(s) U{f};
endforall ;
f = f1V f2 : hasonléan
f=EXf1: MCFair(f1); CheckEX(f1 NEGTrue );
F=E(fiUfs): MCFair(fi1); MCFair(f2);
CheckEU(f1, f2 NEG(True ));

f=EG(fH):
MCFair(f1); CheckFairEG(f1);
endcase

end
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Példa cimkézéssel torténé CTL modellvizsgalatra

A mikrohullamu siit6 példaban vezessiik be az F' = { P} korrektségi
korlatozast, ahol P = {s | M, s |= start A close A —error} = {6,7}.

Mely allapotban teljeslil a korrekt szemantika mellett AG(start — AFheat)?
1) S(start) ={2,5,6,7}
2) S(—heat) ={1,2,3,5,6}

3) S(EG-—heat) korrekt szamitasa: S’ = {1,2,3,5,6}, SCC = 0, mert
nincs olyan SCC, mely tartalmazza 6-ot vagy 7-et. Ezért
S(EG-heat) =0

4) S(start NEG-heat) = 0
5) S(EF(start NEG-heat)) =0

6) S(—EF(start NEG-heat)) = S(AG(start — AFheat)) =
{1,2,3,4,5,6,7}

FULOP ZOLTAN
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Korrekt modell ellen6rzés cimkézéssel

Tétel. Létezik olyan algoritmus, mely tetszéleges M = (S, R, L, F') korrekt
Kripke struktira, s € S és f CTL formula esetén eldonti, hogy M, s =r f
teljestil-e. Az algoritmus idébonyolultsaga O(|f|(|S| + |R|)|F]).

FULOP ZOLTAN
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LTL modell ellenérzés tabléval

Az Utformulékra vonatkozo

Ff = TrueUf
Gf = -F-f
LRf2 = 2(=f/UAf2)

azonossagok miatt elegendd csak az X és U idGoperatorokkal foglalkozni.
Algoritmust adunk M, s = Ef eldontésére, ahol M = (S, R, L).

Definicié. Tetszdleges f formula Ci(f) lezarasa a legsziikebb olyan halmaz,
melyre teljeslinek:

feciy)

-f1 € Cl(f) < f1 € Cl(f) (ahol == f1 = f1)
ha f1 V fa € CI(f), akkor f1, fo € CU(f)

ha X f1 € CI(f), akkor f1 € CI(f)

ha =X f1 € CI(f), akkor X—f1 € CI(f)

ha f1Ufs € CI(f), akkor fi, fo, X(f1Uf2) € CI(f)

FULOP ZOLTAN

LTL modell ellendrzés tabléval
LTL szintaxis
Allapotformulak
e ha f utformula, akkor A f allapotformula
Utformulak
e hap e AP, akkor p utformula

e ha f, g utformulak, akkor —f, f Vg, f AN g, Xf,Ff,Gf, fUg, fRg
utformulak

Adott M = (S, R, L) Kripke struktira és s € S esetén igaz-e M,s = Af?

Mivel A f = -E~f, ezért elegend6 csak az M, s = Ef igazsagértéket
megvizsgalni. PSPACE teljes problémal!

FULOP ZOLTAN

LTL modell ellenérzés tabléval

Definicio. Egy A = (sa, K4) alaku part atomnak nevezink, ahol
sa € S,Ka C Cl(f)U AP és az alabbi feltételek teljeslinek:

e mindenp € AP-rep € Ko <= p € L(sa)

e minden f1 € Cl(f)-re fi € Ka < —f1i € Ka

e minden f1 V fo € Cl(f)-re fiV fao€ Ka < fi € Kavagy fo € Ka
e minden =X f1 € Cl(f)re -Xf1 € Ka <= X~-f1 € Ka

e minden f1Uf; € Cl(f)-re fiUfo € Ku < fo € Kavagy (f1 € Ka
és X(flUfQ) S KA)

K 4: olyan maximalis, konzisztens formulahalmaz, mely s 4 cimkézésével is
konzisztens.

FULOP ZOLTAN
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LTL modell ellenérzés tabléval

Definicié. Legyen G a kovetkezd graf. Csucsai az atomok és (A, B) akkor és
csak akkor él, ha s4 R sp és minden X f1 € CI(f) formula esetén
Xf1€KA — fleKB

SA sB
— >
Definicié. G-ben U-teljesité utnak neveziink egy olyan 7 utat, melyre
teljesul, hogy ha f1 U f» € K4 valamely w-beli A atomra, akkor w-ben van

egy olyan A-bdl elérheté B atom, melyre f> € Kp.

— == cae ———————————e

O @ - ®

FULOP ZOLTAN
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LTL modell ellenérzés tabléval

e ha g = Xh;, akkor
7Ti>:g <~ 7Ti+1':h1 < h1€K7;+1 <= Xh; € K;
(G definicidja miatt) <— g € K;

e Tegyulk fel, hogy g = h1Uhs € K;. Ekkor van olyan j > ¢, melyre
he € K;. Ha hy € K is teljesul, akkor (az indukcios feltevés miatt)
= ho ésigy 7' = g.
Ha h2 ¢ K, akkor (az atom definicidja miatt) h, € K; és Xg € K;.
Akkor a G definicidja miatt g € K 1.
Kapjuk, hogy minden : < k < j-re h1 € Kj. Az indukcios feltevés miatt
7’ |= ho és minden i < k < j-re 7* |= hi. Kapjuk, hogy
7Ti ): hthg =4d.
Tegyik fel, hogy 7* |= g. Legyen j > i a legkisebb olyan szam, amelyre
7 |= hy és minden i < k < j-re 7" = hi. Az induikcios feltevés miatt
he € K; ésminden i < k < j-re hy € K.
Indirekt aton megmutatjuk, hogy g € K;.

FULOP ZOLTAN

LTL modell ellenérzés tabléval

Lemma: M, s = Ef akkor és csak akkor, ha G-ben van egy olyan (s, K)
cslcs, amelyre f € K és amelybdl kiindul egy U teljesitd ut.

Bizonyitas: "<—"

Legyen (s, K) = (s0, Ko), (s1, K1), ... egy U-teljesité ut, amelyre f € K.
Ekkor m = so, s1,... (s = s0) egy ut M-ben.

Azt kell megmutatni, hogy M, = f.
Allitas: minden g € Ci(f)-re,i > 0-ran’ =g < g € K,.
g szerinti indukcio:

e ha g € AP, akkor az atom definiciéja szerint
gEK;, < gecL(s;) — n'l=g.

e hag=—hi,akkorni =g <= 7't h) <= h g€ K, < g€ K;
e hag=~hVhy akkorn' g <= 7= hivagy n' = hy <= hi €
Kivagy he €e K; <— g€ K;

FULOP ZOLTAN

LTL modell ellenérzés tabléval

Tegylk fel, hogy g € K;. Mivel hy € K; (és g € K;), ezért az atom definicioja
miatt Xg ¢ K;, azaz X—g € K;. A G definiciéja miatt —¢g € K,11, azaz

g € Kiy1. Az érvelést folytatva kapjuk, hogy ¢ ¢ K, ami ellentmondas, mert
ho € Kj.

”» ”

=

Tegylk fel, hogy M, s = Ef, azaz van egy olyan = = s, s1,... (s = s0) Ut,
amelyre 7 |= f. Legyen i > O-re K; = {g|g € Cl(f) és " |= g}.

Ekkor a kovetkezo6k teljestilnek:

e (s;, K;) atom. (Pl. adott g € CI(f) esetén
gEK, &= g < 7' g <= ~g¥¢K,)

e (G-ben van él (87;, Kz)-bél (Si+1, Kz-+1)-be:
XgeK; < ' =Xg <= 7' kg < g€ Kiy1.

FULOP ZOLTAN
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LTL modell ellenérzés tabléval

e (so0,Ko), (s1,K1),... U-teljesitd at, mert hi Uh; € K; <
7' E hiUhs = (3j > )77 E ha <= (Fj > i)h2 € K.

Definicio: G egy er6sen 6sszefliggé C' komponensét U-teljesitnek
nevezziik, ha minden A € C atom és minden f1Uf; € K4 esetén van olyan
B € C,melyre f>» € Kp.

Lemma: G-ben egy (s, K) atombdl akkor és csak akkor indul ki U-teljesit6é
ut, ha G-ben van olyan U-teljesité er6sen 6sszefliggé C' komponens, hogy
valamely B € C-re (s, K)-bdl ut vezet B-be.

Bizonyitas: "—"

Legyen C’ az (s, K)-bdl kiindulo U-teljesité ut azon pontjainak halmaza,
amelyek végtelen sokszor eléfordulnak. Legyen C egy C’-t tartalmazo
erésen 0sszefliggd komponens, ekkor (s, K)-bdl vezet ut C-be.

FULOP ZOLTAN
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LTL modell ellenérzés tabléval

Tétel: M,s = Ef < G-ben van egy olyan (s, K) csucs, amelyre f € K
és G-nek van olyan U-teljesité erésen dsszefliggd C' komponense, hogy
(s, K)-bol ut vezet C' valamely elemébe.

Idébonyolultsag: O((|S| + |R]) - 2°U/D).

FULOP ZOLTAN
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LTL modell ellenérzés tabléval

Megmutatjuk, hogy C U-teljesit6. Legyen evégett h1 Uhs € Kp valamely

B = (sp, Kg) € C-re. Mivel C erfsen 6sszefliggd, van egy Ut B-bdl C’ egy
D pontjaba. Ha h szerepel valahol ezen az Uton, akkor C' U-teljesité. Ha
viszont ho nem szerepel ezen az Uton, akkor a G definiciéja miatt 11 Uhs az
Ut minden pontjan - és igy C’-nek a D pontjan is - szerepel. Mivel C’ egy
U-teljesitd ut egy része, van egy (a D pontbdl elérhetd) tovabbi pontja,
amelyben szerepel ho. Tehat ismét azt kapjuk, hogy C U-teljesito.

P—

Legyen C' egy U-teljesité erdsen 6sszefiiggé komponens és tfh. (s, K)-bdl
ut vezet egy B € C pontba. Nyilvanvald, hogy meg tudunk adni egy B-bdl
kiindulé U-teljesit6 utat. Ha viszont h1 Uh, € Kp az (s, K)-bol B-be vezet6
ut egy D pontjaban, akkor az atom definicidja miatt vagy h. € Kp vagy

X (h1Uhs) € Kp és ezért hyUh, szerepel a D-re kévetkez6 pontban. igy
folytatva azt kapjuk, hogy h, szerepel a B-be vezetd uton vagy hi Uhs
szerepel magaban a B pontban. Mindkét esetben kapunk egy (s, K)-bdl
kiindulé U-teljesit6 utat.

FULOP ZOLTAN
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Példa modell ellendrzésre

A mikrohullamu siité modellje

ajt6 ki

start be

—start
close |4
heat

—error

start
—close
9| e
—heat
—error

ajté ki ( ) ajté be

melegit

melegités indul

start

close 7

heat
—error

elokésziil
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Példa tabléval torténd LTL modellvizsgalatra

A mikrohullamu sité mely allapotaiban teljestl az A ((—heat)U close)
formula?

(Nem tud melegiteni, amig az ajtdé be nincs zarva.)

Mivel —A ((—=heat)U close) = E—((—heat)U close), az utdbbi formulat
vizsgaljuk.

Legyen f = (—heat)U close.
1) Cli(=f) ={~f, [, Xf,~Xf,X~f, heat, ~heat, close, ~close}

2) Atomok konstrukcidja
f € Ka < close € K4 vagy —heat € K4 és Xf € Ka.

Csak azokat az atomi valtozdkat vizsgaljuk, amelyek el6fordulnak f-ben!

FULOP ZOLTAN
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Példa tabléval torténd LTL modell ellendrzésre

A 4 és 7 allapotok tartamazzak a close és a heat atomi allitasokat. Ezen
allapotok 6sszekapcsolhatok a

K5 = {close, heat, f,X f} és K5 = {close, heat, f, X~ f, - X[}
halmazokkal. Tehat minden i € {4, 7}-re (i, K3) és (i, K3) atomok.

3) A G graf konstrukcidja. Példaul

(1, K1) — (2, K1)

atmenet, mivel a mikrohullamu siité modellben 1R2, tovabba X f € K1 és
f € Kj. Hasonl6 okok miatt

(1K) — (2,K7)

is atmenet. Ugyanakkor nincs atmenet (1, K1)-bél (2, K1')-be, mert
XfeKi,def¢KY{.
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Példa tabldval torténd LTL modellv ellendrzésre

Az 1 és 2 allapotok tartalmazzak a —close és a —heat atomi allitasokat.
Ezért az 1 és 2 allapotokkal 6sszekapcsolhatok a

K{ = {~close,~heat, f, X f} és K{ = {—close, —heat, ~f, X~ f, - X f}
halmazok. Tehat (1, K1), (2, K1), (1, K{), (2, K{') atomok.

A 3, 5 és 6 allapotok tartamazzak a close és a —heat atomi allitasokat. Ezen
allapotok 6sszekapcsolhatdk a

K5 = {close, —heat, f, X f} és K5 = {close, ~heat, f, X~ f, =X f}

halmazokkal. Tehat minden : € {3, 5, 6}-re (¢, K3) és (i, K3') atomok.
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Példa tabldval torténd LTL modell ellenérzésre

igy megkonstrualhato a teljes graf.

A fétetel szerintegy 1 < s < 7 allapotra M, s = —f akkor és csak akkor, ha
van egy olyan (s, K) alaku atom, melyre —f € K és (s, K)-bdl Gt vezet
G-ben egy U-teljesit ersen 6sszefiiggd C komponens valamely pontjaba.

llyen (s, K') par nem lesz, ezért minden s-re
M, s 17& -f
<~ M,sEE~f

<~ M,sEAf.
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CTL operatorok fixpont jellemzése
Definicié: Legyen S egy halmaz, 7 : P(S) — P(S) pedig egy leképezés.
Akkor
1) 7 monoton, ha minden P,Q C S-re, ha P C @Q, akkor 7(P) C 7(Q),

2) 1 U-folytonos, ha minden P, C P, C ... sorozatra7(|J Pi) = U 7(F),
1

i= =1

3) 7 N-folytonos, ha minden P, O P, D ... sorozatra ([ Pi) = () 7(F),
1=1 1=1

4) P ar egy fixpontja, ha 7(P) = P,

5) P a t legkisebb (legnagyobb) fixpontja, ha P fixpont, és = minden
tovabbi @ fixpontjara P C Q (Q C P) teljesiil,

6) minden P C S-re 7°(P) = P és minden i > 0-ra 771 (P) = 7(7(P)).
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CTL operatorok fixpont jellemzése

Lemma: Ha S véges és 7 : P(S) — P(S) monoton, akkor = U-folytonos és
N-folytonos is.

Bizonyitas: Az U-folytonossagot bizonyitjuk. Legyen P, C P, C --- C S.
Mivel S véges, ezért van olyan jo, hogy minden j > jo-ra P; = Pj, és
minden 1 < j < jo-ra P; C P;,. Tehat U P; = P;,.

Masrészt minden j > jo-ra 7(P;) = 7(P},) és, mivel 7 monoton, minden
J <jorat(P;) C 7(Pj).

Tehat UT(PZ) = T(Pjo) = T(U PZ)
A N-folytonossag hasonldan bizonyithato.

Kovetkezmény: Legyen S véges halmaz, és 7 : P(S) — P(S) egy
leképezés. Ekkor - monoton <= 1 U-folytonos <= 7 N-folytonos.
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CTL operatorok fixpont jellemzése

Lemma: Ha 7 : P(S) — P(S) U-folytonos, akkor monoton is.
Bizonyitas: Tegylk fel, hogy P C Q. Akkor

T(PUQ) =7(P)UT(Q) (r U -folytonos)
T(PUQ)=7(Q)  (mertP CQ)

Tehat 7(P)UT(Q) = 7(Q) < 7(P) C 7(Q).

Lemma: Ha 7 : P(S) — P(S) N-folytonos, akkor monoton is.
Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy P C Q. Akkor
T(PNQ)=7(P)N7(Q) (r N -folytonos)
T(PNQ)=7(P) (mert P C Q)

Tehat 7(P)N7(Q) = 7(P) < 7(P) C 7(Q).
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CTL operatorok fixpont jellemzése

Lemma: Legyen 7 : P(S) — P(S) egy leképezés.

1) Ha 7 U-folytonos, akkor [.j 7%(0) a T legkisebb fixpontja.
=0

1=

2) Ha 7 Nn-folytonos, akkor ﬁ 7%(8) a T legnagyobb fixpontja.

1=0

Bizonyitas: 1)

«U o) =00 =U0r0=Ur0

Tehat G 7¢(D) fixpont.
=0
Legyen P a T fixpontja.
f C P= 7'(0) C 7'(P) = P, minden i > 0-ra = fj () C P.
=0

A 2) dllitas hasonléan bizonyithaté.
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CTL operatorok fixpont jellemzése

Tétel: Legyen S egy n elem( halmaz és 7 : P(S) — P(S) egy monoton
leképezés. Akkor 7™ (()) a T legkisebb és 7™ (.S) a T legnagyobb fixpontja.

Bizonyitas: Mivel  monoton, ezért minden i < n-re 7:(0) C 7™(0).
Masrészt mivel S n elem, ezért minden j > n-re 77 () = 7™ ((). Tehat

Ur@=r"

1=0

Hasonléan kapjuk, hogy

() 7'(S) =7"(5)

=0

Jelolés: 7 legkisebb (legnagyobb) fixpontjat uZ.7-val (v Z.7-val) jeldljuk.
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CTL operatorok fixpont jellemzése

[EG f] kiszamitasa

Legyen f AEX : P(S) — P(S) a kovetkez6 fliggvény:
FAEX(Z)=[fIn{s € S|(3t): (sRtAt € Z)}.

Tétel: f AEX(Z) monoton és [EG[] = vZ.f NEX(Z).
Bizonyitas: 1) f A EX(Z) monoton. Legyen P, C P,

se€ fAEX(P)

<~ sEfA(EF): (sRtAt € Py)

= sEfA@E): (sRtAt € P)

— sk fAEX(P)

2) [EGf] az f A EX(Z) fixpontja.

so € [EGS]

<= van s, s1,... Ut, hogy (Vk) : s, = f

<~ soE=féss1i EFEGSf < so | f ésso E EXEGS
<~ s0 € [fIN[EXEG/[] = (f ANEX)([EGS]) FOLGP ZOLTAN
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CTL operatorok fixpont jellemzése

A kovetkezOk egy tetszéleges M = (S, R, L) Kripke strukturara vonatkoznak.
Jelolés: Tetszdleges f CTL formulara legyen
[fl={seS|Mst= [}
Akkor teljeslilnek a kdvetkezok:
1) Ha f € AP, akkor [f]={s€ S| fe L(s)}
2) [-f1=S\I/]
3) [A v o] = ATV
4) [EXf] ={se S| (3t): (sRt At e [f])}
5) [EGf] =[fIn{s€ S| (3t): (sRtAt e [EGS])}!
6) [

E(fUg)] = [l v ([f1n{s € S|(3t) : (sRt At € [E(fUg}H) !
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CTL operatorok fixpont jellemzése

3)vZ.f NEX(Z) = [EGS]

a) [EGSf] CvZ.f NEX(Z) (ez a legnagyobb)

b)sevZ.f NEX(Z) = s € (f NEX(2))(vZ.f NEX(Z))
= sEfAGE): (sRtAtevZ.f NEX(Z))

= van s = sg, s1,... Ut, hogy minden k& > 0-ra s; = f

= s € [EG(]

Tehat vZ.f AEX(Z) C [EGS].

4) Mivel f A EX(Z) monoton és S véges,

vZ.f NEX(Z) = (f NEX)"™(S), ahol n az S elemeinek szama.
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CTL operatorok fixpont jellemzése

[E(fUg)] kiszamitasa

Legyen g vV (f AEX) : P(S) — P(S) a kbvetkezé fliggvény

gV (f NEX(2)) = [g) U (/1N {s|(30) : (sRE At € 2)))

Tétel: g v (f AEX(Z)) monoton és [E(fUg)] = pZ.gV (f NEX(Z)).
Bizonyitas: 1) g vV (f A EX(Z)) monoton (ugyanugy mint az el6bb).
2) [E(fUg)]agV (f NEX(Z)) fixpontja.

s0 € [E(fUg)]

<= van so, s1,... Ut, hogy so =g vagy (so = f és s1 E E(fUg))
< s0 = gvagy (so = f és so = EXE(fUy))

< so € [g] U([f] N [EXE(fUg)])

— s0€ gV (f NEX([E(fUg)])).
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CTL operatorok fixpont jellemzése

A legkisebb és legnagyobb fixpontok kiszamitasa monoton 7 : P(S) — P(S)
leképezés esetén.
function Lfp(r : leképezés)

var Q, Q"
Q=0 Q=1Q)
while (Q # Q') do
Q=0Q; @ =r0Q):
endwhile
return (Q);
endfunction
function Gfp(7 : leképezés)
var Q, Q"
Q=175 Q=7(Q)
while (Q = Q') do
R=Q% Q' =r1(Q)
endwhile
return (Q);

endfunction FOLOP ZOLTAN
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CTL operatorok fixpont jellemzése

3) [E(fUg)] = nz.(9 v (f NEX(Z)))

a) uZ.(gV (f NEX(2))) € [E(fUg)]

b) s € [E(fUg)]

= vanolyan s = sg, s1,... Utésj >1,hogys; EgésV(I<j):s [ f.
Allitas: s € (g Vv (f AEX))7 (D)

Bizonyitas: j szerinti indukciéval

= seUlgv{fa EX))'(0) = uZ.(gV (f NEX(Z))).

4) Mivel g vV (f AEX(Z)) monoton és S véges,

vZ.gV (f NEX(Z)) = (gV (f NEX(Z)))™(0), ahol n az S elemeinek
szama.
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CTL operatorok fixpont jellemzése

Szamitsuk ki a [E(pUq)] = U(q V (p A EX))*(0) halmazt, ahol

i

gV (pANEX(Z)) = [ql U ([P] N {s](3t) : (sREAE € Z)}).
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Szimbolikus CTL modell ellen8rzés

A cimkéz6s CTL modellvizsgalat id6bonyolultsaga linearis mind a graf mind
a formula méretében szamolva. Ugyanakkor a modell mérete gyakorlati
feladatoknal nagyon nagy lesz. Val6jaban a modell mérete exponencialis
fliggvénye az atomi valtozék szamanak (allapotrobbanas).

Ezért célszer( a Kripke strukturaknak egy gazdasagos reprezentaciojat
valasztani: rendezett binaris dontési diagramok (OBDD). Az OBDD-kal
tamogatott modellvizsgaltot szimbolikus modellvizsgalatnak nevezzik.
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Bindris dontési diagramok (BDD)

Példa. A o(z1,y1,z2,y2) = (21 < y1) A (2 < y2) 4 valtozés Boole
figgvénynek megfelelé BDF.

Példak:

@(0’ 17 07 1) = 0
80(0? 07 17 1) = 1

93
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Bindris dontési diagramok (BDD)
Binaris dontési fa (BDF)
- teljesen kiegyensulyozott véges, binaris fa

- az ugyanazon nemtermindlis (nem levél) szinten lévé cslicsok
ugyanazon z valtozéval vannak megcimkézve

- minden terminalis(levél) szinten lévé cslcs 0-val vagy 1-gyel van
megcimkézve

Az n valtozds Boole fliggvények (¢ : {0,1}" — {0,1}) és az n valtozét
tartalmazé BDF-ek bijektiv médon megfeleltethetiink egymasnak.

 igazsagtablaja —  BDF reprezentacidja
z=0 ~ x bal fia
r=1 ~ x jobb fia
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Bindris dontési diagramok (BDD)

A BDF redundans abrazolasi forma, mivel azonos részfakat tobbszorosen
abrazol.
A Binaris dontési diagram (BDD)

- egy gyokérponttal rendelkez6 iranyitott véges aciklikus graf

- minden nemterminalis d csucs egy var(d) valtozoéval van megcimkézve
és bel6le 2 él indul ki, a low(d) és a high(d) csicsokba

- minden terminalis d csucs (nincs kimend éle) egy value(d) € {0,1}
értékkel van megcimkézve

Minden BDF egyben BDD is.
Egy BDD alkalmas arra, hogy az izomorf részgrafokat csak egy példanyban
tarolja.

FULOP ZOLTAN
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Bindris dontési diagramok (BDD)

Példa. A o(z1,y1, T2,y2) = (z1 < y1) A (2 < y2) fliggvény abrazolasa
BDD-vel.

W(O’ 17 07 1) = 0
©(0,0,1,1) =1

Bindris dontési diagramok (BDD)

BDD redukal6 algoritmus (Reduce)
Input. Egy D BDD
Output. Egy D-vel ekvivalens BDD.

1. Ha D tartalmaz 0 csucsot (1 cslcsot), akkor egy d kivételével toroljik
valamennyit és a torolt csucsokba vezetd éleket iranyitsuk at d-be.

2. Ha egy d nemterminalis csucs mindkét kimend éle ugyanazon d’
csucsba vezet, akkor toroljiik a d csucsot és a bele vezetd éleket
iranyitsuk at d’'-be.

3. Ha d és d’ cstcsok izomorf részgrafok gyokerei, akkor toroljik a d’
gyoker(i részgrafot és a bele vezet6 éleket iranyitsuk at d-be.

Egy BDD redukalt, ha a redukald algoritmus valtozatlanul hagyja.

FULOP ZOLTAN
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Bindris dontési diagramok (BDD)

Definicié. Legyen D egy BDD, melyben legfeljebb az x4, . . ., z, valtozok
szerepelnek és amelynek a gyokere d. A D altal reprezentalt pq(x1,...,2,)
Boole fliggvényt a kovetkez6képpen definialjuk.

(i) Ha d terminalis csucs (D-nek csak egy cslicsa van), akkor
wa(z1,...,zn) = value(d)

(ii) Ha d nemterminalis csucs és var(d) = x;, akkor
0a(T1,. ., Tn) = (T APiow(d) (1, - -+, Tn)) V(i A@high(a) (T1,- - ., Tn))

Két BDD ekvivalens, ha ugyanazt a Boole fliggvényt reprezentaljak.
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Bindris dontési diagramok (BDD)

Példak a Reduce algoritmus alkalmazasara.

1. 1épés
_—

N
pEcOEn

2. 1épés
_
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Bindris dontési diagramok (BDD)

Példak a Reduce algoritmus alkalmazasara.
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Bindris dontési diagramok (BDD)
Definicié. Egy D BDD-t rendezettnek neveziink (OBDD), ha megadhaté a
benne szerepld valtozéknak egy olyan z1,. .., z, rendezése, hogy barmely,
D gyokértél valamely levélig vezetd Uton a valtozok a megadott sorrendben
kovetik egymast.
Példa. Az eddig szerepld valamennyi BDD egyben OBDD is. A Kovetkezd
BDD nem rendezett:

Bindris dontési diagramok (BDD)

Egy Boole fiiggvény BDD-vel valo6 reprezentacioja fiigg a valtozok
sorrendjétél. Példaul, a p(x1,y1,x2,y2) = (x1 < y1) A (z2 < y2) fuggvényt
reprezentald BDD a kovetkez6 is lehet.

T

xr2 x2

Y2 Y2

Bindris dontési diagramok (BDD)

Definicié. A D, és D, OBDD-k ugyanugy rendezettek, ha mindketté a
valtozok egy és ugyanazon z1,. .., z, sorrendjére nézve rendezett.

Tétel. A Dy és D5 ugyanugy rendezett, redukalt OBDD-k akkor és csak
akkor reprezentaljak ugyanazon Boole fliggvényt, ha izomorfak.

p1 = @2 <= Dy és D, izomorfak

Mas szoval, egy adott ¢ fliggvény és a valtozok egy adott sorrendje esetén,
a -t ezen sorrendre vonatkozéan rendezett, redukalt OBDD izomorfizmus
erejéig egyértelmd.
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105

Bindris dontési diagramok (BDD)
A redukalt BDD-k alkalmazasa

1. Egy ¢(z1,...,z,) Boole fliggvény akkor és csak akkor nem fligg x;-tdl,
ha a -t reprezental6 barmely redukalt BDD-ben nem szerepel ;.

2. p(z1,...,2n) = YP(x1,...,z,) akkor és csak akkor, ha az 6ket
reprezentald, ugyanazon rendezés szerint rendezett, redukalt OBDD-k
izomorfak (megegyeznek).

3. ¢(x1,...,zn) érvényes < az 6t reprezentalo, redukalt BDD az
BDD.

4. ¢ — 1 akkor és csak akkor érvényes, ha a ¢ A (—1))-t reprezentalo
redukalt BDD [0 |.
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OBDD-kre vonatkozé algoritmusok

Az Apply(D1, D2, *) a kovetkezd tételen alapul.
Tétel. (Shannon kiterjeszés) Tetsz6leges ¢ Boole fliggvényre és x valtozéra

=("TAPle=0)V (TAQ|s=1)

Tehat ©1 * P2 =
(=5 A (@1 |oi=0 ¥P2 |2,=0)) V (@i A (@1 |o;=1 %92 [z;=1))

Az Apply(D1, D2, *) eljaras: tegyik fel, hogy D, és D, gyokere di és da

e ha d; és d; terminalisok, akkor az eredmény a value(d:) * value(dsa)
OBDD

e d; és d; nemtermindlisok, var(di) = var(dz) = x
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OBDD-kre vonatkozé algoritmusok
1. Reduce(D) (redukalt, lasd fentebb)

2. Restrict(D,zs,b), ahol b € {0,1}. Megkonstuélja a
(1, Tim1, 0, Tig1, .., Tn) = ¢ |o,=b fUggvényt reprezentald
OBDD-t, ahol ¢ a D altal reprezentalt Boole fliggvény. Minden olyan d
cslcsra, amelybdl él vezet egy z;-vel cimkézett d’ cslicsba, iranyitsuk at
az élet low(d')-be, ha b = 0 és high(d’)-be, ha b = 1. Ezutan hivjuk
meg a Reduce eljarast.

3. Apply(D1, D2, *), ahol x egy kétvaltozés Boole fliggvény, D1, D2 pedig
ugyanugy rendezett OBDD-k. Kiszamolja a
e1(x1,. .., n) * pa(x1,...,2,) Boole fliggvényt reprezental6 OBDD-t,
ahol ¢ és p, a Dy és D, altal reprezentalt Boole fliggvények.
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OBDD-kre vonatkozé algoritmusok
e di és dy; nemterminalisok, var(di) = var(dz) =z

Az eredmény az

OBDD, ahol

D} a1 |s=0 *p2 =0,
Dy a @1 |o=1 *p2 |z=1

figgveényt reprezentalé OBDD-k. FOLOP ZOLTAN
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OBDD-kre vonatkozé algoritmusok

e var(di) = z és (dz terminalis vagy var(dz) = z’), ahol 2’ > z. Ekkor ¢4
nem fligg z-tél (azaz D-ben nincs x» csucs). Az eredmény az

Dy Dy

OBDD, ahol D} a @1 |s=0 *p2, D5 @ 1 |z=1 *p2 fUggvényt reprezentald
OBDD

e (var(dy) = = vagy d; termindlis) és var(dz) = x’,ahol z > z’. Az
eredmeényt az el6z6 esetekkel analég modon kapjuk.
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Kripke struktirdk reprezentdlasa OBDD-kkel

Legyen M = (S, R, L) egy Kripke struktura és legyen z1,...,z, az atomi
allitasok (AP) egy tetszbleges, de rogzitett sorrendje.

1. S elemeit és részhalmazait n valtozés Boole fliggvényként fogjuk fel,
majd OBDD-vel reprezentaljuk.

— s € S-hez rendeljik hozza a ¢, = v A - - - A v, Boole fliggvényt, ahol
B T ha z; € L(s)
o -x; haz; ¢ L(s)
Megjegyzés. A hozzarendelés csak akkor lesz injektiv, ha

s1 # s2-b0l kdvetkezik L(s1) # L(s2). Ez azonban Gj atomi allitasok
hozzavételével mindig elérhetd.
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OBDD-kre vonatkozé algoritmusok

4. Ezist(D,x)

Tetszdleges ¢ Boole fliggvény esetén

Fz.0 = @ |o=0 V@ |z=1

Exist(D, x) a Jz.p figgvényt reprezentald OBDD, ahol D a ¢-t
reprezentalé OBDD.

Tehat Exist(D, x) = Apply(Restrict(D,x,0), Restrict(D, z,1),V).

Altalanositasa

Iz, .. i .o = Fiy (oo Tiye ) - .. ), TOVIden 3Z.p, ahol

T =iy - Tip-

Kripke struktirdk reprezentdlasa OBDD-kkel

FULOP ZOLTAN

o T = {s1,...,s1} C S-hezrendeljik hozzd a or = s, V---V ¢, Boole
fliggvényt, ahol ¢, az s; allapothoz rendelt Boole fliggvény. Az igy
kapott Boole fliggvényeket reprezentaljuk OBDD-kkel.

2. R-etugyancsak Boole fliggvényként fogjuk fel. Vegyik az x4, . ..
valtozok =i, ..

rendeljik hozza a

2n valtozos Boole fliggvényt. Ezutan R-hez rendeljik hozza a

Vo ops(a,

YR =

@s(T1y -y Tn) A (2, ..., 20)

(s,s')ER

S Zn) Ao (Tl .

!
<y Ty

s T

., xy, diszjunkt masolatait. Minden (s, s’) € R atmenethez

Boole fliggvényt. Az igy kapott ¢ r Boole fiiggvényt reprezentaljuk

OBDD-vel.

FULOP ZOLTAN
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Szimbolikus CTL modell ellen8rzés

Legyen M = (S, R, L) egy Kripke struktura és f egy CTL formula. A
szimbolikus modellvizsgalat Iényege, hogy mind S részhalmazait, mind R -et
OBDD-kkel reprezentaljuk. A modszer elénye

1. nagy allapotszam és atmenetszam esetén is viszonylag kisméretd
objektumokkal dolgozunk

2. [f] kiszamithaté az OBDD-kkel megismert algoritmusok alkalmazasaval

Jelolések

- Dg-rel jeldljik a pr-et (vagyis R-et) reprezentalé OBDD-t,

- tetszbleges T' C S-re Dr-vel jeldljik a pr-t (vagyis T-t) reprezentald
OBDD-t.

FULOP ZOLTAN
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Szimbolikus CTL modell ellendrzés
5. Az EGf formula.

Mivel [EGf] = vZ.(f NEX(Z)),
Digc ) a kdvetkezé, OBDD-kbdl &ll6 sorozat hatarértéke lesz:
(i) Do = az S-et reprezentalé OBDD;
(i) Dynt1 = Apply(Dy, Dy, A), ahol
D, = Exzists(Apply(Dg, Dy, A), ")
6. Az E(fUg) formula. Mivel [E(fUg)] = nZ.(g Vv (f NEX(Z))),
Dig(rug)) a kévetkez6, OBDD sorozat hatarértéke lesz:
(i) Do = az 0-t reprezentalé OBDD;

(“) Dn+1 = Apply(Dga Apply(Df7 D'Iru /\)7 \/), ahol
D!, = Exists(Apply(Dgr, Dy, ), z")

FULOP ZOLTAN

Szimbolikus CTL modell ellen6rzés
Adott f formula esetén Dy kiszamitasa:

1. Ha f € AP, akkor Dy az {s € S| f € L(s)} halmazt reprezental6
OBDD.

2. Dp-gp-et Ggy kapjuk Dpsp-bél, hogy benne a 0-t és 1-et felcseréljik.
3. Dyyvgy = Apply(Dysy, Digp, V)

4. Az EXf formula. Az [ f]-et reprezentald ;) OBDD-ben az x4, ..., 2,
valtozokat nevezziik at z/, . .., z),-re. Akkor

erExs] = 32 or((T, ') A pgs(a’))
igy
Diexy) = Ewists(Apply(Dr, Dsy, A), ')

Hasonloéan, tetszbleges Z C S esetén Dz-bdl meghatarozhat6 az

EX(Z)={seS|(3t)(sRtNte Z)}
halmazt reprezentalé Dgx () OBDD.

FULOP ZOLTAN

Korrekt szimbolikus CTL modell ellenérzés

Legyen M = (S, R, L, F) egy korrekt Kripke struktira, ahol F' = {gi1,...gn}
most CTL formulak halmaza.
Egy = utat korrektnek neveziink, ha minden 1 < i < n-re

inf(r)N{s€S|skEg}t#0,

vagyis a m Uton végtelen sok olyan s allapot van, melyre s = g;.

(A korrekt ut ekvivalens megfogalmazasa.)

A =r definiciéjat a korrekt Ut segitségével ugyanugy definialjuk, mint
korabban. Tetszéleges f formula esetén legyen

[flr={seS|Msr [}

FULOP ZOLTAN
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Korrekt szimbolikus CTL modell ellen6rzés

Ha f € AP, akkor [f]r = {s € [f] | van s-bdl kiinduld korrekt ut}, tovabba
- [-flr =5 = [flF,
- lfvalr=[flrUldlr
A tovabbiakban megadjuk [EG f]r, [EXf]F és [E(fUg)]r kiszamitasi
maodjat.
1. [EGf]r kiszdmitasa
[EG f]r alegbbvebb olyan Z C S halmaz, melyre teljesil, hogy
(i) mindense Z-res = f
(i) minden s € Z-bél indul ki olyan véges (n hosszusagu), Z-beli

elemekbdl all6 szakasz, melyen minden 1 < ¢ < n-re van olyan
allapot, mely kielégiti g;-t.

F= {913927937.94}

g1 g4, 92 g3
sSe—e e ——eo e o @

f f f f f f f

119
Korrekt szimbolikus CTL modell ellenérzés

b) [EG f]r tartalmazza az f A ( /n\ EX(E(fU(Z A gx)))) leképezés
k=1

barmely fixpontjat.
Legyen Z, egy tetszdleges fixpont. Akkor

s € Zy
— se fA(N EX(E(fU(Zo Agr))))
k=1
= van s = so, s1,...,5; = s szakasz, melyen minden g; teljesll valamely
pontban, melynek minden pontjaban teljesil f és melyre s’ € Z,

= ugyanezt folytatva s’-vel, kapjuk, hogy van olyan s-bél kiindul6 ut,
melyen minden g; végtelen sokszor teljesll, és melynek minden pontjan
teljesul f.

= sE [[EGfﬂF

FULOP ZOLTAN
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Korrekt szimbolikus CTL modell ellenérzés

[EG f]F fixpont jellemzése
Legyen E(fU(Z A gx)) : P(S) — P(S) a kbvetkezb:

E(fU(Z Agx)) ={s € S|vanolyan s = s, s1,..., s, = s’ szakasz, melyre
s'eZ s = grésminden0 < j < k-ras; = f}.

Tétel. [EG/f]r = vZ.f A ( A\ EX(E(fU(Z A gv))))
k=1
Bizonyitas.
a) [EGf]r az f A ( A EX(E(fU(Z A gv)))) leképezés fixpontja.
k=1
S € [[EGf]]F

<= vans = so,s1,...,5; = s szakasz, melyen minden g; teljesiil valamely

pontban, melynek minden pontjaban teljesil f és melyre s’ € [EG f] .

e scfA (k/i\ EX(E(fU([EGf]r A gr))))

FULOP ZOLTAN
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Korrekt szimbolikus CTL modell ellenérzés

[EG f]F kiszamitasa:

Nyilvanvalo, hogy f A ( /n\ EX(E(fU(Z A gr)))) monoton. Mivel S véges,
k=1

ezért
vZf A (N BX(B(FU(Z A gi)) =

A 1A (A EXEFU(S A gi))

i=1

A képletben szereplé CTL formulakat és S-et OBDD-kkel reprezentalva a
fixpont iteraciés moédszerrel meghatarozhat6. Mivel az [E(f1U f2)] alakd
részformula maga is fixpont (lasd korabban), ezért minden egyes iteracios
Iépésben kiszamolunk egy masik fixpontot.

FULOP ZOLTAN
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Korrekt szimbolikus CTL modell ellen6rzés

2. [EXf]r kiszamitasa:
Ismét bevezetjik a fair predikatumot, ahol
[fair]lr = [EGTrue |r Ezek utan [EX f]r = [EX(f A fair)],
ahol [EX(f A fair)] halmazt a mar megismert médon szamitjuk ki
szimbolikus modellvizsgalattal.

3. [E(fUg)]r kiszamitasa:
[E(fUg)lr = [E(fU(g A fair))],
ahol [E(fU(g A fair))] halmazt az ismert médon szamitjuk ki
szimbolikus modellvizsgalattal.

FULOP ZOLTAN
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p-kalkulus

Kissé modositjuk a Kripke struktura fogalmat, az atmeneteket nevekkel latjuk
el. AP feletti Kripke struktaran egy M = (S, T, L) harmast értiink, ahol

e S az allapotok halmaza
e T'C P(S x S) az atmenetek halmaza, tehat mindena € T-rea C S x S
o L:S—P(AP)

A tovabbi fogalmak, 6sszefliggések az M = (S, T, L) Kripke struktarara
vonatkoznak, (s,t) € a helyett s % t-t irunk.

FULOP ZOLTAN

p-kalkulus

A fixpontok hatékonyan hasznalhaték modellvizsgalatra, mivel egy formulat
kielégité allapotok halmaza gyakran eléall ugy, mint egy P(S) feletti
monoton leképezés valamilyen fixpontja. Példaul, mint lattuk
[EGflr =vZ. fA(N\ EX(E(fU(Z Agr))), ahol F = {g1,...,9=} @

k=1

korrektségi korlatozasok halmaza.

Ugyanakkor a fixpontképzés nem irhato le a CTL nyelvén. Ezért célszeri
egy olyan nyelvet kifejleszteni, amiben leirhato6 a fixpontképzés. Egy ilyen
nyelv a u-kalkulus.

FULOP ZOLTAN

p-kalkulus

Legyen Var = {Q1,Q2, ...} a részhalmazvaltozok halmaza (értékeiket
P(S)-bdl veszik fel).

Szintaxis

Ha p € AP akkor p formula.

Minden részhalmazvaltozé formula.

Ha f és g formulak, akkor —g, f A g, f V g is formulak.
Ha f formula és a € T akkor [a]f és (a) f formula.

Ha Q € Var, f pedig Q-ban szintaktikusan monoton formula, akkor
uQ.f és vQ.f is formulak. f szintaktikusan monoton @-ban, ha Q
minden f-beli eléforduldsa paros szamu (0, 2,4, ...) negacio
hataskorébe esik.

FULOP ZOLTAN
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p-kalkulus

Szabad és kotott valtozok. Ha az f-ben szerepld szabad valtozok

Q1,-..,Qn, akkor f(Q1,...,Qn)-et irunk.

Tetszbleges e : Var — P(S) kiértékelés, Q € Var, W € P(S) esetén

e[@ — W] kiértékelést a kdvetkezbképpen definialjuk:
, w ha@Q =@

el@ = WI(Q') = P
e(Q’) kuldnben.

Tetszbleges f, pu-kalkulusbeli formula és e kiértékelés esetén [ ] e-vel
(vagy roviden csak [ f]e-vel) jeldljlik azon S-beli allapotok halmazat, amelyek
kielégitik f-et.

FULOP ZOLTAN
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p-kalkulus

A legkisebb és legnagyobb fixpont létezését az biztositja, hogy a T
leképezés monoton lesz. Valdban, ha e C ¢’ akkor

[f Agle C [f Agle

[fVgle € [fVgle
[(a) fle C [(a) f]€’
[[a]f1e < [[alf]e’

Tovabba a formulakban a negacidk beviheték a valtozokig a De Morgan
szabalyokkal és a kovetkezd szabalyok alkalmazasaval:

[lalfle = [{a)=fle
[~(a) fle = [lal-fTe
[-1Q-F(@)]e = [vQ~f(Q)]e
[vQ.f(@)e = [rQ~f(Q)]e

Negaciomentes formulakat kapunk. FOLGP ZOLTAN

u-kalkulus
Szemantika ([ f]e definiciéja)

e Hape AP akkor [ple = {s|p € L(s)}

Ha Q € Var akkor [Q]e = e(Q)

[-fle=5—1[f]e

[f A gle=T[flen[gle

[fVgle=[flevgle

[{a)fle = {s | (3t)(s = t At € [fle)}

[lalfle = {s | (¥)(s = t = t € [f]e)}

[uQ.flea T : P(S) — P(S) leképezés legkisebb fixpontja, ahol
(W) = [£1(e[@ — W])

[vQ.fleaT:P(S) — P(S) leképezés legnagyobb fixpontja, ahol
(W) = [f1(elQ — W])
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p-kalkulus

Tehat minden fixpont operator paraméterében levé formula monoton lesz,
igy minden lehetséges T leképezés monoton lesz.

Mivel S véges, ezért a 7 leképezések U- és N-folytonosak is lesznek, tehat

[4Q-fle = U (@)

[+Q-fle = 07'(8)

ahol 7(W) = [f](e[]@ — W]).

FULOP ZOLTAN
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p-kalkulus

A CTL beagyazasa a pu-kalkulusba: minden f CTL formulahoz megadhato
egy vele szemantikailag ekvivalens Tr(f) u-kalkulusbeli formula.

CTL == u-kalkulus

e Tr(p)=p

o Tr(=f) =-Tr(f)

o Tr(f ng)=Tr(f) NTr(g)

o Tr(EXf) = (a)Tr(f)

o Tr(EGf) = vZ.(Tr(f) A (a)Z)

e Tr(E(fUg)) = pZ.(Tr(g) vV (Tr(f) A{a)Z2)

Tétel. Tetsz6leges M = (S, R, L) Kripke struktura és s € S esetén
M,sl f < se€[Tr(f)]m ahola = R.

FULOP ZOLTAN
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p-kalkulus

Fixpontok kiszamitasa
A naiv algoritmus.

function eval(f,e)

case

f=p:return {s|pe L(s)};

f=Q: return e(Q);

f=—g: return S — eval(g,e);

f=gAh: return eval(g,e) Neval(h,e);
f={a)g: return {s| (3t)(s =t At € eval(g,e))};

f=lalg: return {s| (Vt)(s >t =t € eval(g,e))};
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p-kalkulus
Példak.
1) Tr(EG(E(pUq)) = vY.(uZ.(qV (p A (0)2)) A (a)Y')
2) Korrekt modellvizsgalat az F' = {h} korrekiségi feltétel mellett.
[EGflr =vZ.f NEX(E(fU(Z A h)))

[E(fU(Z A )] = uY-((Z AR) V (f AEXY))
Tehat [EG f]r =

vZ.(f NEX(uY.(Z AR)V (f AEXY))) =

vZ.(f ANMa)(pY.((Z AR)V (f A {a)Y)))

FULOP ZOLTAN
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Fixpontok kiszamitasa

f=nQ.9(Q):
Qual = 0;
repeat
Qotd = Qual;
Qual = eval(g, e[Q +— Quall);
until Quar = Qota;
return Quq;

f=vQ9(Q):
Q'ual = S:

repeat

Qold = Qual;

Quar = eval(g,e[Q — Quall);
until Quar = Qoid;
return Q,qi;

endcase endfunction FULOP ZOLTAN
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p-kalkulus

Fixpontok kiszamitasa

A naiv algoritmus idébonyolultsaga.

- faformula és M = (S, T, L) a Kripke struktira

- egy fixpont kiszamitasahoz legfeljebb n l1épés sziikséges, ahol n = |S]|

- a legbelsé fixpontot kiszamitd program n*-szor fut le, ahol k a formula
fixpont mélysége: f = puQ1.91(... vQ2.92(. .. uQr.gr(...)...))

- minden egyes iteracios lépés idébonyolultsaga O(|M| - | f|), ahol
|M| =[S+ Xaer lal.

- tehat a teljes algoritmus idébonyolultsaga O(|M| - | f| - n*).

FULOP ZOLTAN
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p-kalkulus

Fixpontok kiszamitasa

Egy formulaban szerepl6 fixpontok kiszamitasa gyorsithaté abban az
esetben, amikor egy fixpont operator kozvetlen hataskorében egy
ugyanolyan tipusu fixpont szerepel.

Tekinstik példaul a kovetkez6 formulat: f = uQ1.91(Q1, uQ2.92(Q1, Q2)).

Tegylik fel, hogy egy formuldban a Q, ..., Qx részhalmazvéltozc’nk
szerepelnek (Q1 a legkils6, Q. a legbelsd). Akkor Q' -vel jeldljik a

minden 1 <[ < j-re. i; = w jel6li a Q;-re vonatkozo fixpontot.

Példaul Q3° a Q- fixpont nulladik approximéciéja (§ vagy S) a Q1 harmadik

Q1 harmadik approximaciojanak ismeretében.
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p-kalkulus
Fixpontok kiszamitasa
A naiv algoritmus gyorsithato.

Ehhez zziikségiink lesz arra a tényre, hogy egy legkisebb (legnagyobb)
fixpont kiszamitasa esetében az iteraciét barmely olyan halmazzal
kezdhetjiuk, amely része a legkisebb fixpontnak (tartalmazza a legnagyobb
fixpontot).

Lemma. Legyen 7 : P(S) — P(S), U-folytonos leképezés. Ha W C puZ.7(2)
akkor UTl(W) =upZ.7(2).

Bizonyitas

W CuZr(Z)=Vi: " (W) C1t(u2.7(2)) = uZ.7(2)

= UT’(W) Cuzr(2)

DCW=Vi:r'(0) S (W)= Ur(0) CUr (W) = pZr(Z) CUT (W)
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p-kalkulus
Fixpontok kiszamitasa

Példa. f = Q1.91(Q1, pQ2.92(Q1, Q2)). Legyen 7(Q1) = pQ2.92(Q1, Q2)

(monoton)

Q=0
Q1i-hez meg kell hatarozni: 7(QY) : Q3° = 0,Q%",...,Q5° Q1 = ¢1(QY, Q%)
Q3-hdz meg kell hatarozni: 7(Q1) : Q3°,Q3, ..., Q3

I?I

QY C Q1= 7(Q1) =@ C7(Q1) = Q2"

Tehat ? = Q5~, vagyis a 7(Q}) = Q% fixpont kiszamitasakor a Q% = (§
helyett elegendd a Q¥ = Q'™ kezddértékkel indulni.

Ezért [f]e kiszamitasa O(n?) lépés helyett O(n) lépésben elvégezhets,
ahol n = |S|.

FULOP ZOLTAN
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p-kalkulus

Fixpontok kiszamitasa

A gyorsabb algoritmus.

Definicié. Egy f formula legkiilsé v-részformuléja (u-részformulaja) f azon
vQ.g akaku (uQ.g akaku) részformulaja, amely semmilyen vQ’.g" (1Q'.g")
alaku részformulanak sem részformulaja.
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p-kalkulus
Fixpontok kiszamitasa
f=1Qig(Qi)
forall vQ;.¢'(Q;) legkilsé v-részformuldja g-nek
do A[j] = S; endforall
repeat
Qoia = Ali];
Afi] = eval(g, e[Q: — A[i]));
until A[Z} = Qold;
return A[i;
f=vQig(Qi):
forall pQ,;.¢'(Q;) legkilsé p-részformulaja g-nek
do A[j] = 0; endforall
repeat
Qotd = A[i];
Afi] = eval(g, e[Q: — A[il));
until Afi] = Qoia;

return Afi;

endcase endfunction FULGP ZOLTAN

p-kalkulus
Fixpontok kiszamitasa
A gyorsabb algoritmus.

A fixpontok megel6z6 kozelitését egy A[1..N] vektorban taroljuk, ahol N a
fixpontok szama. Kezdetben A[i] = 0, ha Q; legkisebb és A[i] = S, ha Q;
legnagyobb fixpont.

function eval(f,e)
case
f=p: return {s|pe L(s)};

f=Q : return ¢(Q);

f=-g: return S — eval(g, e);

f =g Ah: return eval(g,e) Neval(h,e);
f={a)g: return {s | (3t)(s >t At € eval(g,e))};

f=lalg: return {s| (Vt)(s >t =t € eval(g,e))};

p-kalkulus
Fixpontok kiszamitasa

Altalaban [f]e kiszamitasanak idébonyolultsdga a gyorsabb médszerrel
O((|f|n)%), ahol d az f formula alternalé mélysége.

Definicio.
e Minden AP-beli vagy Q-beli valtozo alternalé mélysége 0.
e —f, (a)f, [a]f alternalé mélysége ugyanaz, mint f alternalé mélysége.

e Vg, fAgalternald mélysége f és g alternalé mélységének
maximuma.
e 1@Q.f alternalé mélysége max{a, b, c}, ahol
a=1
b = f alternalé mélysége
c= 1+ (f vQ'.g alaka részformuldi alternalé mélységének

maximuma).

e v(Q.f alternalé mélysége analdg. FOLOP ZoLTAN
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p-kalkulus

Szimbolikus modell ellenérzés p-kalkulussal

Legyen M = (S, T, L) egy Kripke struktira (" C P(S x S)). Akkor S elemei,
részhalmazai, T elemei az ismert modon reprezentalhatok O B D D-kkel.
Legyen tetszdleges

e pc AP esetén Dy(z1,...,zn) @z {s € S| p € L(S)} halmazt
reprezentalé OBDD.

e acTesetén D, = Dy(x1,...,Tn, 1, ..,2),) az a-t reprezentald
OBDD.

e f p-kalkulus-formula és e : Var — P(S) leképezés esetén D(f,e) az
[f]e halmazt reprezental6 OBDD.

A cél D(f, e) meghatarozasa.
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p-kalkulus

Szimbolikus modell ellenérzés p-kalkulussal

function FIX(f,e, Dg)
result-bdd = Dg;
repeat
old-bdd = result-bdd;
result-bdd = D(f, e(Q < old-bdd));
until (old-bdd = result-bdd)
return (result-bdd);
endfunction
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p-kalkulus
Szimbolikus modell ellenérzés p-kalkulussal
e D(p,e) = Dy
* D(Q,e) = De(q)
o D(=f,e)=~-D(f.e)
e D(fVg.e)=D(fe)VD(g,e)
e D({a)f,e) = 32/ (Da(Z,2") A D(f,€)(z'))
o D([alf,e) = D(~(a)~f,e)
o D(pQ-fe) = FIX(f,e, Dy)
e D(vQ.f,e)=FIX(f, e, D)

ahol Dy (D;) az (-t (S-et) reprezentalé OB DD, tovabba alkalmaztuk a
D1V Dy = apply(D1, D2, V), stb. roviditéseket. F1X a kovetkezd eljaras:

FULOP ZOLTAN

Automataelméleti megkozelités
Véges automatak végtelen szavakon
Definiciok
1) Legyen X egy véges abécé. Akkor X a X-bol képezhetd végtelen
(w-hosszusagu) szavak halmaza.

vEXY &= v=apai...,aholVi:a; € 2

2) Véges (Buichi) automata B = (Q, X%, 4, I, F), ahol

Q egy véges halmaz, az allapotok halmaza;

3} az input abécé;
- 0 C Q x X x @ az atmenetek halmaza;
— I C Q a kezdballapotok halmaza;

— F C Q a végallapotok halmaza;

FULOP ZOLTAN
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Automataelméleti megkozelités

3) Legyen v = apa1 ... € X¥. B egy futasa v-n egy olyan
p:{0,1,...} — Q leképezés, melyre teljesll, hogy p(0) € I és minden
i > 0-ra (p(i),a:, p(i + 1)) € 6.

ag ay as

0 — @ @
I l I
p(0) p(1) p(2)

inf(p) = {q € Q | végtelen sok i-re p(i) = q}.

p elfogadd, ha inf(p) N F # 0.

4) v € L(B) <= B-nek van elfogado futasa v-n.
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Automataelméleti megkozelités

Az M = (Q, X, 4,1, F) Buchi automata determinisztikus, ha § : Q x ¥ — Q
egy leképezés.

Tétel. A determinisztikus Blchi automatakkal felismerhetd nyelvek osztalya
valodi része a nemdeterminisztikus Bilichi automatakkal felismerhet6é nyelvek
osztalyanak.

Bizonyitas.
ST

Afenti X = {a, b} feletti automata nemdeterminisztikus és pontosan azokat a
v € ¢ szavakat ismeri fel, ahol v-ben véges sok b szerepel.
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Automataelméleti megkozelités
Példak Buichi automatakkal felismerhet6 nyelvekre:

e végtelen sok b
a b

(3 ()
OSSN C)

e végtelen sok ba alaku rész-szé (végtelen sok ab alaku rész-szo)
a,b

e véges sok b

a,b a

Automataelméleti megkozelités

Belatjuk, hogy ez a nyelv nem ismerhet6 fel determinisztikus Blchi
automataval.

Tegylik fel, hogy van olyan B’ determinisztikus Blichi automata, amely ezt a
nyelvet ismeri fel.

Akkor vannak olyan n1, n2, ns, ... szamok, hogy az
a™, a"ba"?, a™ba"?ba"?, . ..

szavak a B’ automatat végallapotba viszik, kiilonben az
a”?, a"tba”, a"ba"?ba”,

szavakat nem ismerné fel. De akkor B’ felismeri az
a™ba?ba"? ...

sz6t is, ami ellentmondas.
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Kovetkezmény. A determinisztikus Blichi automatakkal felismerhetd nyelvek
osztalya nem zart a komplementer képzésre.

Bizonyitas. A X = {a,b} feletti
- végtelen b-t tartalmazo w-szavak halmaza felismerhetd determinisztikus

Biichi automataval (Id. példa)

- véges szamu b-t tartalmazo w-szavak halmaza nem ismerhet6 fel
determinisztikus Blichi automataval (Id. az el6z4 tételt).
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Tétel. A Biichi automatakkal felismerhetd nyelvek osztalya zart a metszetre.
Bizonyitas. Legyenek
By = (Q1,%,01,11, F1)
By = (Q2,%, 02, I, F»)
tetsz6leges Biichi automatak.
Legyen B = (Q1 x Q2 x {0,1,2},%,6, I x I x {0}, F) az a Blchi
automata, ahol
e ((p1,p2,i1),a,(q1,q2,12)) €6 =
= (p1,a,q1) € 61 €s (p2,a,q2) € 02
— haii =0ésq € F1, akkor iz =1
— hai; =1és g € Fy, akkor i, = 2
— hai; =2, akkoria =0
— i1 = 1o kllénben

o F:Q1XQ2><{2}

FULOP ZOLTAN

Automataelméleti megkozelités

Tétel. A Blchi automatakkal felismerhetd nyelvek osztalya zart a
komplementer képzésre.

Bizonyitas. Nagyon nehéz, 2°("1°s™) Zllapotra van szilkség. Lasd

A. P. Sistla, M, Y. Vardi, P. Wolper, The complementation problem for Blichi
automata with applications to temporal logic, Theoretical Computer Science
49: 161-177.
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Megjegyzés. F = Fy x F» nem jo: az F; és F»-beli allapotok kiilon-kilon
eléfordulhatnak végtelen sokszor ugy, hogy egyiitt csak véges sokszor
(esetleg 0-szor) fordulnak el6.

Megjegyzés. Ha F1 = Q1, akkor az egyszeriibb
B= (Ql X Q272>5711 X IQ7Q1 X F2)
automata is megfeleld, ahol

((p17p2)7a5 (q17q2)) € 0 = (p17aaq1) € 51 A (ana’ q2) € 52'
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Automataelméleti megkozelités

Altalénositott Biichi automaténak mondjuk azt a

B=(Q,%,8,1F)

rendszert, ahol

F:{Pl,Pk}ésV1§z§k-raPng

Tovabba minden v € X“ széra

v € L(B) <=
B-nek van olyan p futasa v-n, hogy V1 < i < k-rainf(p) N P; # 0

Tétel. Az altalanositott Blichi automatakkal felismerhet6é nyelvek osztalya

megegyezik a Blichi automatakkal felismerheté nyelvek osztalyaval.

Automataelméleti megkozelités

FULOP ZOLTAN

Tétel. Tetszbleges B = (Q, X, 0, I, F) Blichi automatara eldonthetd, hogy
L(B) = 0 teljesll-e.

Bizonyitas. Legyen v € 3“ egy végtelen sz6 és p egy futas v-n. Mivel Q
véges, van olyan i, hogy a p(io), p(io + 1), ... allapotok mindegyike
végtelen sokszor fordul elé a p(io), p(io + 1), ... sorozatban. Tehat a
p(io), p(io + 1), ... allapotok B egy er6sen 0sszefliggd komponensének
(SCC) részei. Tehat L(B) # 0 <= B elérhetd allapotainak van olyan

SCC-je, mely tartalmaz végallapotokat.

O—» 00—

p(0)

p(1)

O—»

(@]

o

ek

SCC
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Bizonyitas. Legyen B = (Q,%,4,1, F), ahol F = {Pi,..., P;}.
Konstrualjuk meg a
B =(Qx{0,1,...,k}, 2,8, 1T x{0},Q x {k})

automatat, ahol
((p.2),a,(q,y)) € 8" <=

e (p,a,q) €59,

e hage P, ANz =1i—1,akkory =i

e haz =k, akkory =0

e kilonben z =y

Ekkor teljestilni fog az L(B) = L(B’) egyenléség.
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Kovetkezmény. L(B) # () < B-nek van olyan elérhet6 ¢ € F' végallapota,
mely egy koron helyezkedik el.

O/—\

el

O
.~

Tétel. B ezen tulajdonsaga O(n?) lépésben elddnthet, ahol n = |Q|.
Bizonyitas. Tegyuk fel, hogy egy kezd6allapot van: I = {qo}.

Két Iépésben jarunk el: | és Il.
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I. Soroljuk fel a go-bol elérhetd végallapotokat postorder sorrendben.

1) A qo-bdl elindulva futtassuk a mélységi keresés (DFS) algoritmust B
atmenetgrafjara.

2) A DFS soran akkor adjunk az outputra egy elérhet6 f végallapotot, amikor
minden leszarmazottjat bejartuk (és nem amikor el6szor talalkozunk vele).

S\,
AN

4,3,1,5,2,0
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Il. Algoritmus
Input: A végallapotok egy ¢1, .. ., qx postorder felsorolasa.
for i =1to kdo

e DFS ¢;-bél

e ha a DFS eléri ¢;-t, akkor return “kor”

e haaDFSeléregy, aq,...,q—1-bdl végrehajtott DFS-ek altal megjeldlt
csucsot, akkor backtrack a DFS-ben (mert ¢; nem lehet korén).

e return “nincs kor”.

done
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Lemma. Legyenek ¢1, .. ., gx a go-bdl elérhetd végallapotok postorder
sorrendben. Ha van olyan 1 < i < j < k, hogy ¢;-bél Ut vezet ¢;-be, akkor ¢;
rajta van egy koron.

Bizonyitas.
- Tegylk fel, hogy ¢;-bdl vezet Ut g;-be.

- Az uton lévd csucsok kozil a DFS nem g;-t érte el, legelsének
(ktldnben ¢; megeld6zné ¢;-t a postorder sorrendben).

- Tehat az ut valamely p csucspontjat a DFS elébb érte el, mint ¢;-t.
- p nem elézheti meg ¢;-t a postorderben (kulonben ¢; is megelézné g;-t.)

- Tehat p a ¢; egyik 6se a DFS altal meghatarozott feszitéfaban: p-bél van
Ut ¢;-be B atmenetgrafjaban.

- Tehat ¢; és p egy koron helyezkednek el.
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Tétel. A 1. algoritmus akkor és csak akkor ad vissza “kor’-t, haa g1, ..., gk
allapotok valamelyike rajta van egy koron.

Bizonyitas. “=" Trivialis.

“n
- Legyen j a legkisebb olyan index, melyre ¢; rajta van egy = koron.
- Allitas. = egyik csticsa sem érhetd el egy olyan ¢;-b6l, melyre i < j.

Bizonyitas. Tegyik fel, hogy van ilyen i. Akkor a Lemma szerint van ¢;-n
atmend kor. Ellentmondas, mert j minimalis volt.

- Tehata qi,...,q;j—1-bol kiindul6 DFS-ek egyike sem jelolte meg =
egyetlen csucsat sem.

- Tehat a Il. algoritmusban a ¢;-b6l kiindulé DFS eléri ¢;-t és “kor” -t ad
vissza.
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Idébonyolultsag
- Elérhet6 végallapotok: O(n)

- Aq,...,q; allapotokbdl kiindul6 DFS-ek (egyuttvéve) minden allapotot
legfeljebb egyszer érnek el: O(n).

Tarigény
- Egy n mélységl verem a postorder részére

- Egy n hosszUsagu bitvektor az elérés nyilvantartasara
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LTL modell ellenérzés Blichi automatakkal
A visszavezetés.

Definicié. Tetsz6leges g LTL Utformulahoz és o € P(AP)“ sorozat
(szamitas) esetén definialjuk a o = g fogalmat (Kripke strukturatol
fliggetlenl).

e 0 =p(€ AP) <= p€ oy

e oFE—g = oy

e okEgiNgG < cEqésokEg

e s =EXg1 = o' lEgn

e 0 =Fg; <= vanolyani >0, hogy o* = ¢
e 0 = Ggi, 0 = g1 U g2 hasonléan.

Legyen models(g) = {c € P(AP)“ | o = g}.

FULOP ZOLTAN
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LTL modell ellenérzés Blichi automatakkal

A Buchi automatak a kovetkezd modellvizsgalati probléma megoldasaban
hasznalhatok.

Adott egy M = (5, So, R, L) Kripke struktura és egy f, LTL atformula.
Igaz-e, hogy minden m = so, s1,... (so € So) szamitasi Utra = |= f?

A problémat visszavezetjik annak eldontésére, hogy egy Blichi automata
altal felismert nyelv Ures-e.
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LTL modell ellenérzés Blichi automatakkal
A visszavezetés.

1)Az M = (S, So, R, L) Kripke strukturat egy olyan Bj; Biichi automatava
transzformaljuk, melyre

L(Bu) = {L(s0)L(s1) ... | 50,51, ... szamitasi Gt &s so € So}
(Tehat L(By) C P(AP)*.)

2) Az f formulat egy olyan By Blchi automatava transzformaljuk, melyre
L(By) = models(f).
V7 = S0,51,... (S0 € So), T E f
< L(B]\/[) - L(Bf)
<~ LBu)NL(By) =0
E— L(ij) N L(Bﬁf) = @
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LTL modell ellenérzés Blichi automatakkal

A visszavezetés.

e A Biichi automatakkal felismerhetd nyelvek osztalya effektiven zart a
komplementerképzésre és a metszetre. Akkor megkonstrualhaté olyan

B Biichi automata, amely az L(Bas) N L(By) nyelvet ismeri fel.
e B-rél eldénthetd, hogy az (-t ismeri-e fel.

o Id8bonyolultsag: O(|S| - 2°U#D),
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LTL modell ellenérzés Biichi automatakkal
Kripke struktira atalakitasa Biichi automatava.
Példa.

Kripke struktura

Biichi automata
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LTL modell ellenérzés Biichi automatakkal
1) Kripke struktura atalakitasa Bilichi automatava.

Legyen M = (S, R, Sy, L) egy kripke struktira. Konstrudljuk meg a
By = (2,SU{so},9,s0,S U{so}) Blichi automatat, ahol

- X =P(AP),
- (s,a,t) €6 <= (s,t) € RAa= L(t), minden s,t € S-re,
- (s0,a,8) €5 <= s € SoNa=L(s).

Nyilvanvalé, hogy

L(B]w) = {L(So)L(S1) . | S0, 81, - - szamitasi l:lt, So € So}.
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LTL modell ellenérzés Blichi automatakkal
2) Az f LTL datformula atalakitasa By Blichi automatava.
Definiciok.

e Az f utformula lezarasan a

Cl(f) = {g,—g | g az f részformulaja}

formulahalmazt értjik.
e Legyen o = ogo1... € P(AP)“ egy szamitas.
A o-hoz és f-hez tartozo (kielégitési) sorozaton a

satseq(o, f) = satseq(o, f,0)satseq(o, f, 1) ...

sorozatot értjik, ahol
satseq(o, f,i) = {g € CI(f) | 0" }= g}

Eszrevétel: o' |= f <= f € satseq(o, f,1).
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LTL modell ellenérzés Blichi automatakkal
LTL utformula atalakitasa Blichi automatava.

Cél: Olyan Biichi automata megkonstrualasa, melynek elfogadé futasai az
0sszes olyan

satseq(o, f,0) 2% satseq(o, f,1) = ...
alaku sorozatok, ahol f € satseq(o, f,0).

Probléma: a satseq(o, f,1) allapotok megadasa.
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LTL modell ellenérzés Blichi automataval
LTL formula atalakitasa Blichi automatava

Definicio. Az f formula egy pre-Hintikka-sorozata Hintikka-sorozat, ha
teljeslilnek a kovetkez6 feltételek:

e HaFf, € a; akkor van olyan j > i hogy f1 € «;

e Ha Gfi & «a; (vagy -G f1 € a;) akkor van olyan j > i hogy
fi & a; (vagy ~f1 € o)

e Ha f1Uf, € a; akkor van olyan j > i hogy f2 € a;

Definicio. Egy a = apa; ... pre-Hintikka-sorozat illeszkedik egy
o001 ... € P(AP)* szamitashoz, ha minden i-re o; C a; és
(Oci — O’i) NAP = 0.
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LTL modell ellenérzés Blichi automataval
LTL formula atalakitasa Blichi automatava

Definicio. Az f formula egy pre-Hintikka sorozata egy olyan
a = apai ... € P(CI(f))” sorozat, amely kielégiti a kovetkezd feltételeket:

e Ha f1 € CI(f), akkor —f1 € a; < f1 & .

e Ha fi A fo € CI(f), akkor fi A fo € a; <= fi1 € a; és fa € .
e Ha Xf, € Cl(f), akkor X f1 € a; <= f1 € it1.

e HaFf, € Cl(f),akkor Ffi € a; <= fi1 € a;vagy Ff1 € ait1.
e HaGf, € Ci(f),akkor Gf1 € o; <= f1 € a; s Gf1 € ait1.

e Ha f1Uf2 € CI(f), akkor f1Uf2 € a; <= f2 € a; vagy (f1 € a; és
f1Uf2 € Oli+1)-
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LTL modell ellenérzés Blichi automataval
LTL formula atalakitasa Blichi automatava

Tétel. satseq(o, f) az f formula egyetlen olyan Hintikka-sorozata, mely
illeszkedik o-hoz.

Bizonyitas. A satseq(o, f) definicidjabol kdvetkezik, hogy satseq(o, f) az f
Hintikka-sorozata.

Megmutatjuk, hogy ha « az f egy olyan Hintikka-sorozata, mely illeszkedik
o-hoz, akkor oo = satseq(o, f) : tetszbleges g € CI(f)-re és i > 0-ra
g € a; < g € satseq(o, f,1).

A bizonyitast g szerinti indukcioval végezzik.
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LTL modell ellenérzés Blichi automataval
LTL formula atalakitasa Blichi automatava
A bizonyitast g szerinti indukcioval végezzik.

(i) g=peset: p € a; <= («ailleszkedik o-hoz)
p € o, < p € satseq(o, f,1)

(i) g=g1 Ngaeset: g1 Ng2 € a;
<= (Hintikka-sorozat definicidja) g1 € a; és g2 € «;
<= (indukcio feltevés) g1 € satseq(o, f,i) €s g2 € satseq(o, f,1)
< (kielégit6 sorozat definicidja) g1 A g2 € satseq(o, f,1)
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LTL modell ellenérzés Blichi automataval
LTL formula atalakitasa Blichi automatava
Cél. (atfogalmazas): Készitslink olyan Biichi automatat, melynek

1) a0 B oy B ... egyfutdsa < a = apa ... az f-nek egy olyan
pre-Hintikka-sorozata, mely illeszkedik o-hoz.

2) egy oo B a1 B ... futdsa akkor és csak akkor elfogadd, ha
a=H(o,f)és f € H(o, f,0).

FULOP ZOLTAN
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LTL modell ellenérzés Blichi automataval

LTL formula atalakitasa Blichi automatava

(i) g = g1Ug2 eset: g1 Ugs € o
+= (Hintikka-sorozat definicio, indukcio) g» € a1 €s
g1 € Qi,...,qirk—1 Valamely k > 0-ra
<= (indukci6 feltevés) g» € satseq(o1, f,i+ k) és
g1 € satseq(o, f,1),...,satseq(c,g,i+k —1)
< (kielégitd sorozat definicidja) g1 Ugs € satseq(o, f,1)

Jeloljiik a satseq(o, f) sorozatot H (o, f) = H (o, f,0),H(o, f,1),.. .-fel.
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LTL modell ellenérzés Blichi automataval
LTL formula atalakitasa Blichi automatava

Konstrukeié. Az f LTL formuldhoz készitsik el a By = (Q, 3,4, I, F)
altalanositott Blichi automatat, ahol

o ¥ =P(AP)

Q a Cl(f) azon « részhalmazaibdl all, melyekre teljestiinek:

- fica = fida

—hafinfoeCl(f)akkor finfaca <= ficaés frca
I'={a|fea}

a % 3 egy atmenet ((a,a, 8) € &) akkor és csak akkor, ha
a={p € AP | p € a} és teljesliinek a kovetkezdk:
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LTL modell ellenérzés Blichi automataval
LTL formula atalakitasa Blichi automatava

Ha X f; € Ci(f), akkor Xf1 € a < f1 € 3,

HaFf € Cl(f), akkorFfi € a <= fi € avagy Ffi €3

Ha Gfi1 € Cl(f),akkorGfi € a <= fir€eaésGf €f

- Ha fiUf, € Ci(f), akkor fiUfs € a <= f2 € o, vagy (fi1 € a és
f[1Uf2 € B)

e F azon F, alaku allapothalmazokbdl all, ahol g az f egy F f1,-G f1
vagy f1U f» alaku részformuldja, F, pedig a kovetkez&képpen definialt
halmaz:
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LTL modell ellenérzés Blichi automataval
LTL formula atalakitasa Blichi automatava

Tétel. Legyen By = (Q,%, 0,1, F), az f-b6él megkonstrualt Biichi automata.

(1) a0 =% o 25 ... akkor és csak akkor futdsa Bs-nek, ha o az f egy
olyan pre-Hintikka sorozata, amely illeszkedik o-hoz.

(2) A By egy ap =% o 25 ... futésa akkor és csak akkor elfogadd, ha
a=H(o,f)és fe H(o,f,0).

Bizonyitas. (1) a definiciobol kdvetkezik
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LTL modell ellenérzés Blichi automataval
LTL formula atalakitasa Blichi automatava

- Ha g = F f1, akkor F;;, azon allapotokbdl all, melyek tartalmazzak f;-et
vagy —F fi-et

- Ha g = =G f1, akkor Fy azon llapotokbdl all, melyek tartalmazzak
- f1-et vagy G fi-et

- Ha g = f1U f2, akkor F;; azon allapotokbdl all, melyek tartalmazzak f-t
vagy =(f1U f2)-t.

FULOP ZOLTAN

180
Automataelméleti megkozelités

LTL modell ellenérzés Blichi automataval
LTL formula atalakitasa Blichi automatava

(2)=" Tegylik fel, hogy ap =% a1 =% ... elfogadé futas. Akkor (1) miatt
a = apas ... az f olyan pre-Hintikka sorozata, amely illeszkedik o-hoz.
Tegytk fel, hogy « nem Hintikka sorozat, a kdvetkez6 esetek lehetségesek:

e (I3L>0):Ff1 € a; és (Vj > i) ~f1 € a;. Mivel a pre-Hintikka, ezért
(Vj > i) Ff1 € a;. Tehat (V5 > i): o; € Fry,, vagyis a futds nem
elfogado, ami ellentmondas.

o (3i>0):-Gf1 € as és (Vj >1i): f1 € a;. Tovabba, az is teljesiil, hogy
(Vj > 14): =G f1 € «;. (Ellenkezd esetben, mivel o pre-Hintikka, azt
kapnank, hogy -G f1 € «;.) Tehat (Vj > i): o; & Fy,, vagyis a futas
nem elfogado, ami ellentmondas.
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LTL modell ellenérzés Blichi automataval
LTL formula atalakitasa Blichi automatava

e (Fi>0): fiUfy € a; és (Vj > 1): - f2 € .
Ekkor, mivel « pre-Hintikka, minden j > i esetén f1 U f2 € a;. Tehat
tetsz6leges j > i indexre fo € a; és =(f1Uf2) & ;.
Tehat minden j > i-re az «; allapot nincs benne az Fy, uy,
végallapothalmazban és igy a futas nem elfogadd, ami ellentmondas.
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LTL modell ellenérzés Blichi automataval
LTL formula atalakitasa Blichi automatava

e g = -Gy eset. Ekkor
- (V’L > ]) : f1,7Gfi € ai (F-ay, definicidja),
- (Vi > j) : Gf1 € satseq(o, f,4) (mivel H(o, ) = satseq(o, f)),
- =Gf1, Gf1 € satseq(o, f,j) (satseq definicioja).
Ellentmondas.
o g = f1Uf, eset. Ekkor
- (VZ > j) : — fa, (f1Uf2) SN} (Ff1Uf2 definicidja),
- (Fi>3): fo € a; (mivel H(o, f) = satseq(o, f), tovabba satseq
definicidja),
- (F24):fof2 €
Ellentmondas.
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LTL modell ellenérzés Blichi automataval
LTL formula atalakitasa Blichi automatava

(2)“«<" Tegylk fel, hogy o = H (o, f) és f € H(o, f,0). Akkor o a By egy
futédsa (1) és az f € H (o, f,0) feltétel miatt.
Tegylk fel, hogy « nem elfogado futas. Legyen Fy; egy elfogadd
allapothalmaz (g az f egy bizonyos részformulaja) és tegyiik fel, hogy van
olyan j > 0, hogy (Vi > j) : a; & Fy.
e g = Ff, eset. Ekkor
- (Vi >j): ~f1,Ffi € a; (Fry, definicigja),
- (Vi > 3):~f1,Ff1 € satseq(o, f,1) (mivel H(o, f) = satseq(o, f)),

- =Ffi1, Ffi € satseq(o, f, ) (satseq definicidja).
Ellentmondas.
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Automataelméleti megkozelités

LTL modell ellenérzés Blichi automataval
LTL formula atalakitasa Blichi automatava

Példa. f = G(p = Fq)

- Cl(f) ={G(p = Fq),p = Fq,p,Fq,q}
U ugyanezek negaltjai

- Néhany allapot
{G(p = Fq),p = Fq,—p,Fq,q}

{-G(p = Fq),p = Fq,p,Fq,~q}
{-G(p = Fq),~(p = Fq),p, " Fq, ¢}

- Példa atmenetre:
{0}
{G(p=Fq),p = Fq,~p,Fq,q} ~= {G(p = Fq),p = Fq,p,Fq,q}
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Modell ellendrzés

Vége...
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