" kezdettsl ‘fogva tehetségkutaténak gondoltak, tudva, hogy a

6‘ R ) k.' .‘ . ) : ,‘ “ 0

gma'temat'ikai verseny is. ‘(Lap-unk‘- drszégos ve-rse_nye.i;ezek‘ foly-
- tatasanak tekinthettk.) A felszabadulas utin ismét Szegeder -
-S8o00s Paula lelkes és 4ldozatkész faradozdsa hozoft létre. fel-

-adativeket, majd SURANVI Janossal meginditottak a KozEPISKOLAL
MATEMATIEAT LAPOK . 1 . sorvzatat. Az. els6 probalkozds méyg

sok nehézséggel kiizdstt és el is akadt. Népi demokrigiank-
nagy fejliédése azdta lehetdvé tette, hogy teljes erével fogjunk:

a kultira fejlesztéséhes is, gy ma a BdLvar JANOS MATEMA-
- 1IRAL - TARSULAT. lapjaként mar biztos alapokon indul a
tovabbi utjara. L . T SR
A Xkozépiskolai matematikai folyéiratokat pompésan ki-
egészitette & vele egyidében alapitott matematikai tanuléves-
“geny, melynek szintén igen nagy részé van a matematika fej

16désében Magyarorszdgon. 1894-ben ugyanis a Mathematikat &
és Physikai Tarsulat aklkori elndkét, bare EoTves Lérandol, & &
fizika hires professzorat ku'tuszminiszterré nevezték ki. HEnnek .

megiinnepléséiil a Tarsulat évenként megismétlsds matemati-

kai versenyt szervezett az azévben éretiségizett tanulék ssa- |
‘mara. Az ,Ebtvos-verseny” és a lapok remekiil egészitettél . .

ki egymast. A lapok feladatai nyajtottak a. legjobb el6készii-
- letet a versenyre, amelynek nyertesei altalaban a lapok leg

“szorgalmasabb feladat-megoldéi- Koziil keriiltek ki. SR
0 Yigzel a versenyszervezéssel is remekelt a magyar mate-
matiks, A mbegyetem kivals . tanarai: KOwie Gyula, Rapos
Gusztaiv. és KURSCHAKR Joézsef szervezték meg a versenyt oly

ragyszeriien,” hogy kii'foldon is felfigyeltek rd. A versenyt

matematikai tehelség mar igen ifju korban és ardnylag cee-
“kély' cléismerettel -is feltiimik. A feladatokat tehat ebben a
-szellemben valasziottak, A franecia ,,Concours général® tanul-
sagai szerint az eredmény igen nagy mértékben fiigg a felada--
tok érdekességsts’. Ezért sok o'yan feladatot tfiztek ki, melyek

megértheték . matematikai el6ismeretek nélkiil is. A verseny- | -
teladatok . kizott gyakran szerepeltek nagyjelentéséeli tételek ¢
elemi wton bizonyithaté részletei. Fzek széles perspektivat nyi- |
felttinden ki °

totlak, amint ez KURscHAK joliémert konyvében*
van emelve. KURSCHAK Jozsefrs]l nevezte most el a BOLYAI
JAnos MATEMATIRAT TARSULAT feltjitott versenyeit, melyet to-
vabbra is megrendez minden évben. ‘

Az eredmény nem maradt el. A nyerteselt soraban ott

talaljuk ismert matematikusaink nagy részét FEIER Lipéttal,

) * Kiirschik Jézsef: Matematikai versenytéfelek, Szeged, 1929, mely
az 1928-ig tatoit versenyek tételeit és a velilk kapecsolatos kérdéseket dol-:
gozza fel, ’

N

- nyabh wvolt.

folytatélagosan.
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Haar Alfréddal; Riesz Marcellel, Szimﬁ Gaborral az élen,

hogy csak néhany nevet emlifsiink. Erdemes ezt Osszehason-

“Ytani a szdz 6vnél régebben fennallé angel Mathematical

Tripos nevi versennyel, melynek nyertesei kozott CAYLEY az
egyetien elsérangd matematikus, hogy lassuk a mi versenye-
ink komoly jelentdségét. ' — ,
A taniigyi hatésagok is rendeztek évente orszagos kizép-

" igkolai tanulmanyi- versenyéket minden targybdl, igy mate-

matikabol is. EZekszinVonalg, azonban mar lfnyegesen alacso-
Kedves fiatal olvasé! Az elmondottakbel lathattad, hogy
az elszigetelten ~dolgoz6 magyar matematikusnak, Boryal

Parkasnak keserfi panasza, hogy magyar foldép nem terem -
‘meg ‘a matematika; mar rég a milté. Az ungart felszﬁn’cotté,k.,
o palanta megfogamzott, terebélyes fava nivekedelt - és termi

gyiimoleseit matematikusok, természettudésok, technikugok  és

" yajtuk keresztiil az egész magyarsig és a haladé népek szd-

mara. Rajtad all, hogy tovabb gyarapodjék és a magyar mate-
watika nagy multjat és szép jelenét a jové feliilmﬁl:ra.‘ ey
N o Oblith Richard.

‘Bizonyitsuk be Csebysev tételét!

Az ,elé'()' éirfolyambén eladatsorozatot inditottunk CsEBY-
sEv tételének bebizonyitisara, mely azonban a lappal egyiitt

‘abbamaradt. Tekintettel a tétel érdekességére és a bizonyitis
egyszerti voltAra, most wjra elinditjuk. Megoldéssal. kiiz;bl‘: :
 jiik agzt a néhany feladatot, melynek megoldasa mar az elsth

éviolyamban megjelent, a tébbieket pedig ajra ki fogjuk tiznd

c gk

' 'Hal'ottatok-e a vilaghirt PAF‘N‘IvJTII ‘Lvovics CSEBYSEV - ‘
orosz matematikus tételérsl? Arrél, amelyik azt mondja ki,
hogy barmely n egész szdm és kéiszerese, 20 kozitt van lega-

‘14bb egy primszam. (Pl 2 és 4 kozott a 3, 3 és 6 kozstt imz'.5,
4 6 8 koabtt az b is, a 7 is, b és 10 kozott a 7, 6 és 12 koestt -
‘a T is, a 11 is. Még akkor is igaz a tétel, ha n=71, feltéve, -

hogy a ,kozottet ugy értiiik, hogy 2n is be'eszamitson; ez
ungyanig n =1 esetén ‘2, tehat primszam, de ‘esak aiklmr:) Aki
hallott rola, 2z is ant gondolja. bizonyosan, hogy harzaszté nehéy

“1ehet ezt a tételt bebizonyitani, Taldn csak akkor lehet remé- .

nye az embernek, hogy valaha is megértheti a bizonyitasat, ha '

¥



o

érettségi utan matematikus-hallgatonak iratkozik be az egyo- -

lemre, vagy még akkor sem lehet. Pedig ill6, hogy legalabbis .
~ hazinkban minden, a matematika irént érdeklsds didk kon-

kinese legyen a Csepysev-tétel, mert BRDOS PAr, magyar ma-
tematikus, masodéves egyetemi hallgaté. korsban ‘olyan egy-
szerfl- bizonyitist adott ra, hogy 'valamennyien megérthetitel.
Nemesak, hogy megérthetitek, hanem egy kis iranyitassal ma-
gatok is rajshettek az § bizonyitdsara, Kitizok most és még
uéhany szdmban. egy-két feladatot; aki ezcket megoldja, vé-
- Sezetiil majd be tudja bizonyitani Csesysmy ‘tételdt, QI
ménye lesz a bizonyitas, amit egyhamar nem felejt el.

*

mindig egy egyenlet, egetleg egyenlstlenség, amelynek egyik olda-
 lanazismerstlen, egyelére még titokzatos primszamok szerepelnek,

‘A primszémokra vonatkozs tételek bizonyitdsanak kulesa

amasik oldalan pediga jélismert egész szamok, CsEBYSEV ilyen .

kules gyanant LEGENDRE egy azonossigat hasznalja, amely azt
mondja meg, hogyan lehet az elsé n (pozitiv) cgész szam. szor-
zatdt primtényezbive bontani. Bzt s szorzatot n!-sal (mondd:
n faktorialis) szokas jeldlni; tehat 11=1, 21=21,2=2, 3! —
=1.2.8=6,4!=1.2.3.4 =94, sth. Arrél nevezetes az n!, hogy
ennyiféleképpen lehet n didkot egy sorba allitani. De CseBysey
lem e miatt a tulajdonsaga miatt gondoly arra, hogy nl=sal
dolgozzék, hanem azért, mert definieiéjaban az egész szdmok
egyformén szerepelnek, tehst- varhaté, hogy n-nel szabd'yosan
nivekszik; de ugyanakkor ssorzaf, tehit varhaté, hogy kénnyi
lesz primtényezbire felbontani, mégpedig mindenféle, kevés -
© és S0k torzstényezébsl alle szdmoknak szorzata, tehat varhato,
hogy torzstényezés . felbontisaban is lesz valami szabalyossag.
lsmerkedjiink meg kozelebbrél -nl-sdl! o :
1. Bontsuk fel primtényezbkre 101-t és 20!, o nélki,
hogy elsbb elvégesndk v szorzdst. o :
Megoldas: ‘ & e

10!=1.2.8.4.5.6.7.8.9.10 = .
=2.8.20.5.(2.9).7.2.8. 2.5 — 2.3 5.7,

201=101.11.12.18.14.15.16.17.18.19. 90 = =
= (20.30.5°.7).11.(22.9) .13. (2.7).. (3.5) .2¢.17. (2.8%) .19. (2*.5) =
. | =235, 72.11,18.17. 19.

2, Hatdrozzuk meg 100! primtényezds felbontdsdban 2, 2
3 és T kitevdjet.

’

Megoldas: 100!-t mar nemhogy kiszdmitani, de még

yan o,

9

felirni gem volna tiivelmiink, Mégis el tudjuk képzelni, hogy ha
felirnék az elss 100 pozitiv egész szam szorzataként, akkor tigy kap-
hatnok meg primtényezss felbontasat, hogy minden egyes (Gssze-

- tett) tényezdje helyébe beirnék annak primtényesss felbontasat és

22,3,5,7satsbhi primszémok hatvinyait Gsszegyiijtve, kit@v_fj'i‘“
ket dsszeadnok. Igy példaul 2 kitevsje azon szamok szima 1-t6

100-ig, amelyekben a 2 az elsé hatvanyon szerepel, hozzaadva

azon szimok szdminak kétszeresét, amelyckben a 2 a masodik
hatvanyon szerepel, meg azon szamok haromszorosat, melyel’tf
ben a harmadik hatvanyon szerepel, sth. A 2 csak azon 8z8c
moknak a primtényezds felbontasaban szerepel, am‘el’yek pa-
-rogak; ilyen van 100-ig 50. De ezek koziil 25 oszthals 4-gyel, -
tehat csak a tobbi 25-ben szerepel az elsé batvanyon a 2. A 25

4-gyel oszthaté szam Lozl 12. ogzthatsd 8-eal is, tehat esak s

16bbi 13-han szerepel a méasoedik hatvanyon: a 2. A 12 8-cal oszt-
ezek kozitl 1 64-gyel is, agyhogy 6 o.lyaq szam van, a‘me%yik
a harmadik, 8 olyan, amelyik a negyedik, 2 Crlyan,_ ame yx’k
oz 6todik és 1 olyan (t i a 64), amelyik a hatodik hatva-
nyon tartalmazza primtényezds felbontasaban a 2-t. E szerint
2 kitevgje a 100! primtényezss . felbontasaban:

' 25--2.184+3.6-4-4.834+5.24+6.1=97.
Hasonléan, minthogy- 100-ig 33 3-mal oszthaté szam van, ezek
kbztil 11 osathaté 9-cel (tehat a tobbi 22 tartalmazza a 3-at
az elsé hatvinyon), 3 oszthaté 27-tel (tehat a ‘tobbi 8 ta.{fal:
mazza a mésodik havinyon), 1 oszhat6 8l-gyel (teliat a tobhi
2 tartalmazza a 3-al a harmadik, ez az 1 pedig a negyed1k

“hatvanyon), ezért 3 kitevéje 100! felbontasaban

92+4+2.84+8.24+4.1=48. .

' Minthogy 100-ig 20 5-tel oszthaté és exck kizstt 4 25-tel cent-

haté szam. van, {ehat 16 tartalmazza az 5-ot az elsd, 4 pechg
a mésodik hatvanyom, tovabba, minthogy 100-ig- 14 7-tel és -
ezek kozott 2 49-cel oszthaté szam wvan, tehat 12 tarﬂal.mxa.%z‘a
a 7-et az els6, 2 pedig a masodik hatvanyen, ezért '5 1§1tev051'e .
164-2.4=94, 7-& pedig 12—!—2.2:'_16 a 100! ”pl_nmtenye-zos
felbontasaban. T szerint ez a folbontds igy kezdédiks
' 1001 == 2°7. 318 .52+, 716,
. 8 Hdny 0-ra végzédile 100!? Hat 10001¢ . . :

oldas: - Minden szém. -annyi O-ra végz():‘dlki, ah;}-
nyadihl/‘:e ﬁatvﬁnys’wal még oszthaté a 10-nek. 10* primtényezds
felbontasa 2*.5% tehat egy szdm akkor 88 csakis gkl«ior (l)slz:i
haté vele, ha primtényezds feibontasaban 2 is, 5 is legalabb



T ges ‘szém primtényez6s felbontisabar a 2 és az 5 kitevije kozi}

" talmazza & 2-t az elsé, 2" — 2"-3 a-masodik, 27

T meg n! primiényezds felbontcisdban a p primszdm kilevijél.

‘a Icaadlk ha,tvémyon szerepel A legnagyobb 11yen Ic a kerde-

a - kisebbik “(ha  véletleniil egyenidk,: akkor kozos értékiik). =
‘Mivel 100! felbontssaban 2 kitevéie 97, 5-6 pe»dlg 24, ezért 100!
94 O-ra végzédik. 1000! primtényezds felbontasaban az 5 kite-
v6je 249, mert 1000-ig- 200 5- tel, 40 25-tel, 8 125-tel és 1 625:4el
. oszthat6 szam van, tehat 160 mr’failmazza, az 5-0f az elst, 3%
2 a mésodik, 7 a harmadik. e 1.a negyedik hatvanyon 68’ 160+, =
2,82 48 7+4 1==249. A 2 kitevbje nagyobb  enudl,  hi-
gzen 1000-ig 500 piros szam van .8 ezek mmdegylke legaJ
-’88 hatvanyon ’far‘ralmazza a 2—t Ezért 1000! 249 O-ra vé
zodik. :
. 4 Hatcimzzulc mey (2")‘ és (9”-— 1)' p?‘zmte-nyezos feé- '
o bontasaban a2 kitevijét, \ “ L
. Megoldas: Az 1,2,8,. 2" szamok kozott 2”‘ paros
. van, ezek koziil 22 4d-gyel o»szt]mtn 9n-9 8-qal, 2¢-* 16-tal,.
végiil egyetlen egy 2"nel oszthaté. Igy kiziilik r-1__gm-2 tar~
—2"* a har-
wadik, . .., végil 1 az nedik hatvanyon, E szerint & 2 knte .
véae 8 (2 " primtényezés felbontasaban. .

2n—-1 Zn—2 +2 (2n—~" zn 3) + 3 (’)n—a__zn-é) + + n 1 == :
Sz Pl gn? 4 2. on o Q=B L 3 2n—3 JUsis (n_ )r+ n==
,‘ - 2;;-.1 + 271-»2_'_ 27)-3 + ,,*__ 1 Jo—y 2n___ ] . .

“Minthogy (2—)1= (29! 2" azért prmltenyezos felbon‘ ’
. t4sgban- a 2 lutevcme n~nel kevesebb mmt (“”)'-eban, vagy:{a
M —1. .

5., Fejezziilc ki az algebra. nyelvén, hogyan hatdrozhatm}'g ‘

~ Megoldds: Az 1,2,8,..., n szamok kozétt annyi p-vel ’
* oszthato van, a,héJny egész—smer megvan a p 4z %-ben,  auan

*® 3 i ;
[—n- s ‘annyl p*tel ogzthaté, ahany egész—szel a p* meg,van 4z CE

.'n;ben, a29% [Zz], hasonléan p*-nel [p] szamu oszthabé &1 t P

o ‘v'égiil, ,'ha,';pk,__é_.n< p’\?-l-l’ akl;or pr-nal [%] szémﬁ ‘osZthaté, s

Y mag.mbb 'hatvaﬁyavaul .a,zoriban egy sem, I szerint-az 1,2, 3,

. . * Olv, ,.;’- egész resze ' Bz a legnagyobb olyan cgesz szamot ]elenh

]

, mely még ‘nem nagyobb —-—-nél Lisd . erre vonatkoz6lag a 85—89 felada—v
; tokat L évf 49-—-51 és 71—-—72 Iap

_ A .
bon‘réaa; tarta(lmazza‘ a p-t az elsé ha‘cvémyon» [l_'i] {

Ca mésodikch,{l’

& . . . n P
: : Szém p—-Vel OSZthaté de p _te]_ n(/m, aleO‘r &Z [p‘}"}_‘;'—}—‘—

7

. szé,mok: kozbtt [p] [n 1szamunak a primbényezds feL-

n}s:aamué
;.:

T emadikon s Lt |
) p_ szamue a harmadikon, s. 1. T o

szamié a k-adikon. Igy

p
'_[n ] szamue a (k —1)-ediken és

7 ) pnm‘fenyems felbontasaban a _p kltevone :

R

(ﬁw Gl
+3}7§ T +(;\ {2]4"[%}'*[5}*” |

ahol az 0sszeg az.[ 1} tagon tial is. folyta‘bhafto, h1szen a tobbi
o -
'tagna fagyis. ‘0. Az eredmenyx, utolag meég 1gy is 1gazolha.b3uk ,

[n} ;;elenh az 1 2,3 ey W szémok kozul a pve(l oszthaték
p L

.- {" _} a pitel, [ ]a pt-nel oszthaték szaméb’c s. 1t Ha, tehat egy -
A pi

A9,
p-

tagban, ha.
ssze ben csak egyszer vetlik sza,mba, 1.1, az elsd
~telgoszthato, de p®-nel mAr nem, akkor kétszer vetlik szamba,
t i. az els6 és mAsodik tagban; ha p*nel is oszthats, de p'-nei
nem, akkor haromszor velttik szdmba, t.1. az els6, meSOdlk és |

| t amnyiszor
~ harmadik "taghan, ég 1gy tovabb; minden szdmo |
vettiink szamba, amennyi a primtényezds fel‘bontas'aban atap .

" kitevéje, igy an sszeg o kifevik 0sszege, vagyis n! felbonté-

shban - ha,tva,nykltavbue

logn
Megjegyzések: A pH=n <P egyenlomenség WS g
f ——"'10g n<k+1 ‘alakban frhaté; tehat bz emlek eleget tevd

I log n
'Qgész-szam C = Tog p

\—— [# 1og n]

-
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Nﬁtﬁérikﬁéan adot-{-,_' n &5 p - esetén h célszertibb a syzé,mi:cést‘

{

gy baf~endezni: legyen [Z] 4:_77'1, [’;1];_,, fty, [—%}mng, s aklor
7l pri_nmtényezﬁs félbon;ta’tsé.bwan ap prim%ﬁm kitevéje: ny + ng -

"iV"n‘a +- -‘- +nk~v

o [0 - 2], 5B

-l a5

/s P

Az 5. feladat megoldésival a Legendre-féle

i IR BBl Sk

azonossighan (ahol a primszdmok persze n-ig mennek) olyan
kuleshoz jutottunk, amely a'kalmas egyes, a primszamokra
vonatkozd kérdések megoldésara, De vajjon hogyan forgassuk
ezt a kulesot, hogy a Csebysev-tétel nyitjat meghalaljuk? Mit
kezdjiink nl-sal, hogy éppen az n és 2n kizitti primszamokrsj
tudésitson benntinket? BRI : v :
CsEBYSEV eredeti bizonyitdsa egy nagyon ‘bonyolult, az n!
segitségével képezelt kifejezés vizsgaldtan alapul, Erpls (és

wAr el6tte az indus RAMANUIAN is) a Csebysev-fdle kifejezés ‘

helyett a sokkal egyszertibb

@ml_1.2 0@+ @+2)... 20 (141) (142)...2n
)T 1230012300 T 1.2.30.n

'kifejez.és_‘c hasi,né.lja. Bzt g ldfejezéét (Znn)-n'e,l (moaidd: 2n alabi
“n) szokds Selolnis altaldh, ’”) 1 ap—
) szokds jelslni: alta a,ban(n' ne azn’!((m‘—fn)!_

Ioljiik. Bz arrél nevezetes, hogy egy m tagi oszfé,lyb(yl-'éﬁny:}_‘.' :

féleképpen lehet kijelslni egy n tagn kﬁldéttéégef, igy(’;: csak

latszolag tért, valéjaban mindig egésy szdm az értéke. De En-

« ] ‘ [ 2n .
DOS sem azért gondolt arra, hogy ( n) segitségével fogjon
hozzé a Csebysev-tétel bizonyitasahoz, mert ha .egy 2n tagu

# Lasd 85, feladat, 1. évi, 49. 1,

4—2[ﬂ] értéke vagy 0, vagy 1.

kiféjezésb je-

13

,oszﬂélynak pontosan a felét visszitk kirandulni, akkor éppen

(2nn) féleképpen lehet kije‘lt‘ylni,‘hovgy kik jussanak a kirandmlék

13 .,

: k&zé. 'Hamem ‘azért, mert (2,171) = (n+1) (1+2) ... 2n

1.2.3...n Tneg
kell, hogy érezze, hogy = és 2n koziltt vaunak primszimok.
Hiszen ezekkel a primszamokkal minddel oszthaté, mert a szam-
lal6ja oszthaté velitk, de a nevezdje nem; azn-igterjeds prim-
szamok azonban a nevezbjében is e'6fordulnak, igy ezek koziil:
sok kiesik égyszerfisités komben. Varhaté hab, hogy ha felté-

, . : : 2ny -,

telezaiik, hogy n és 2n kozott nines primszam, akkor ( n )pmm-
tényezss felbontasabol sokkal kisebb értéket kapunk ( n) 8748~
méra, mint .amekkbm‘,valdjé,ban. Ismerkedjink meg hat ké-

zelebbrél a (Znn) -nel!l

6. Mutassuk meg, hogy ha « pdzitivv szam, akkor [2a]—

7. Mutassuk meg, hogy ( nn) mmdvlgv egész szdm.

S. Mutassuk meg, hogy (Znn) torastényezds felbontasaban

egyik primszam hatvanya sem lehet nagyobb 2n-nél. (A hat-
vanyrél van szo, nem a hatvanykitevsrsl!) -

9, Muﬁassuk' meg, hogy (2nn) primtényezés felbontasaban

a) 2nnél nagyobb primszamok legfeljebb elsé hatvanyon sze-

“repelnek . (azaz - vagy nem, szerepelnek, vagy csak els§ hatvi-

nyon).:

10. Mutassuk ‘'meg, hogy (2,1") nem oszthaté a —S-n és n ké-

zotti primszamokkal (n-et beleértve, ha primszém; —S—n-et akkor

. 5 n
gem értve bele, ha » oszthaté 3-mal és 3" p;'lmszé,m).
| | -  Kalmar Las2lé

s
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a=Db"'b,a> b mert b,a >b. Mivel ¢ szdmjegy, ez egyen-
16telenség b-re azt adja, hogy b2a < a=9 tehat b < 3.b=1
nem lehet, mert ez esetben egy egész sz&m: a egyenls lenne
egy torttel: 1,a;igy b=2. - o

© b+b,a egész szamot ad. Ez csak ugy iehet; hogy b- a oszt-
hat6 tizzel. Mivel b=2, a=5 kell legyen. Es val6ban: 5:2 = 2, 5,

- IL megoldas: Irjuk a feltételt ilyen, alakban:

a L a
5= %*1 |
00 - e 10b?
Innen 10 ¢ = 10b2 + ab és a-t kifejezve a = 10—=5"

Itt o egész széam és 10-nél kisebb. Utsbbibol 10— b > b? kell |
legyen, tehat b legfeljebb 2. Nem lehet b=1, mert akkor a-ra -

tortet kapnéank, tehat b=2, a=5.

Bizonyitsuk be Cseby‘éev tételét.

Emlékezziink, azért kezdtﬁhk (?)-nel foglalkozni, mert azt

reméltiik, ez a szdm megérzi, hogy vannak primszdmok n és

2n kozott; vagyis, ha feltételezziik, hogy n és 2n kozott nincs
primszam, | akkor (Enn) primtényezss felbontés’éﬁél, kisebb érték
adé6dik znn szdmdara, mint ’amekko;ra valéjdban. Nézzikk meg
hat most,' milyen egyenltlenség adédik (2nn)‘széméra a.9. ‘és“

10. feladatok megolddséval bizonyftott téteiek segitségével.
11, Tegytk fel, hogy n és 2n k6z6tt nincs primszdm.

Mutassuk meg, -hogy akkor (?;1") nem lehet nagyobb, mint 2n-

nek annyiadik hatvinya, ahany primszam van V?ﬁ—ig, még; o

szorozva a 2n/3-ig terjeds primszamok szorzatival

Ha az igy kapott egyenl8tlenséget sikeriil megcafolni, ak- -

- kor bebizonyitottuk, lehetelen, hogy ne Ilegyen m és 2n ké-

z6tt primszdm. Igen 4m, de a kapott egyenlétlenségben még két
ismeretlen valami szerepel: a primszdmok  szdma - V2n,-ei‘g S és

a primszamok . szdrzaia 2n/3-ig. ' Ezekre prébé&ljunk olyan
egyenlbtlenségeket megaFapitani, aminek segitségével a 11.. .

-

“szAmok,

" oszthatd 6-tal,
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feladatban szerepld egyenltlenséghbl - egyszeriibb (de még

-mindig megcafolhatt)- egyenl6tienséget kaphatunk.

-12. Mutassuk meg, hogy n = 14 esetén n-ig (n-et is bele-

értve, ha primszam) legfeljebb % — 1 szAmy. primszdm van. .

(Az 1 nem szamit primszdmnak.)

n
vesszilk igénybe. Hiszen ez oszthaté az n és 2n kozotti prim-
szamokkal; tehat azok szorzatival is.

13.- Mutassuk meg, hogy ha n legaldbb 5, akkor (,ﬂ
kisebb, mint 4. ’

14. Mutassuk meg, hogy ha egyéltalaban van n és 2n k&-
zOtt primszam, akkor az ilyen primszdmok szorzata Kkisebb,

. ‘ L . 2n
A primszadmok szorzatdnak vizsgilatira megint a ( )-et

~mint 47 (Itt az n=1 eset kivételével.)

15. Jeldljitk P,-el az n szamig terjedé primszdmok szor-
zatat. Mutassuk meg, hogy P, = 4~ : ‘

16. Tegyik fel ismét, hogy n és 2n kozott nines primszam.

VZT\ 2n .

2n L . .
‘Mutassuk meg, hogy akkor (n) nem lehet nagyobb mint
(2n) 7 43 feltéve, hogy n Z 100. |

Kalmar ' Laszlé

Uj feladatok.

(A sikgérbék fo_nalas S‘zefke»sztéséf(’il, a kdrsorokrél s_z6vl'6’,
a Csebysev-tételhez vezetd és a Simson-egyenesekre vonatkoz6

. .feladatokat l4sd a megfeleld cikkeknél.)

- 2 S(eny R (2m)
177. Milyen n értéktél lesz (,,)<4 ~m.(,,)<,4 ?

187. Melyek azok a szidmok, melyek felfrhaték legalabb 3
egymasutani természetes szdm dsszggeként? o
188. Legyenek a;, s, G, Q4. : ., Gz, Oy tgtszéileges egész-

Mutassuk meg, hogy . |
a0y 0, (G — 0344} — e+, Fal . — a3) ”

Molndr J.
7
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- Nem csak két fékusz , hanem hdrom és t6bb fokusk is szerepel—l

het kiilonbsz8 stlyokkal. A 3. 4bra utolsé fonalmenetérsl pl. leolvas-

hatjuk, bogy ott az F'| fokusz egyszeres stlytt, az F, 3-szoros és 1. 4,
tagokat!) . o :

Az emlitett gorbék mind olyan gérbék, melyen fekvé pontok-

nak az F;F, Fy... F, rogzitett pontoktél vals tédvolsdgaikat

- adott allandékkal szorozva dllandé Gsszeget kapunk, azaz melyekre

Q1PF1‘-‘|‘9:2PF2+'93F3+-~->“|"“.‘ZnP>Fn*k,_

ahol ¢y, ¢, 45, . .« ¢, és & adott 4llandék. Egy egyenesen fekvy

fokuszt ilyen gorbék fonalas szerkesztése a XVIL. szézad végén
TsortrEavs hollandi matematikusn#l taldlhatéd elszors, '

o Vizsgdljuk meg most; hogy milyen gorbéket kapunk, ha

pontok helyébe valamilyen gérbét tesziink. Keressiik azon pontok

. geometriai helyét, melyek tdvolsigainak Ssszege egy adott ponttdl

és egy adott kortél véve 4llandé (k). Ennek fonalas szerkesztése ig

hurokkal (5. 4bra). A fonal egyik végét
kossiik az Fy-hez, a masik végét pedig
a hurokhoz. A fonalat feszitsiik ki
- ceruzdnkkal és mozgassuk ngy, hogy a
- fonal kifeszitve maradjon. Megallapit-
hatjuk, hogy a gérbe vonal, amit kap-
tunk, egy ellipszis ive. Ugyanis egy

Osszege Fi-t6l és a kor F, kézéppont-

‘ alland6. Ha a fonal hossza nagyobb,
4. dbra. mint F . F, 4, akkor teljes ellipszist
v _ ...~ kapunk. ‘Ha azonban a fonal hosszdt
ennél a tdvolsign4l kisebbre vessziik, akkor az ellipszis csak a korig
fut. (Hogy folytatédik onnan?) A szerkesztést elvégezhetjiik agy is,
hogy hurok helyett F, koriil » sugérral kort rajzolunk, s az F, és
Fy-hoz rogritett fonal hosszdt + r-nek vesszilk, de az ellipszist
~ekkor csak pz elére lerajzolt korig rajzolhatjuk. . g
.. Még akkor is meg tudjuk szerkeszteni a gorbét, ha egy vagy
t6bb fokusz helyébe kér helyett-valamilyen més Tschirnhaus-féle

gorbét tesziink. Péld4ul megrajzolhatjuk azon. pontok mértani

helyét, melyek tdvolsgainak Ssszege egy ponttél és egy Descartes-

| ® Mive: ,Medicina mentis* (1695. Leipzig, els6 Iiadés: 1686, Amster-
gg.lin% A Jutatés mddszereit ‘vizsgilva példaképpen haszndlja ezeket ‘8 gor-"
et. : ST I . o

Tgy a gorbe egyenlete: PF, 4 8PF,-. .. = k. (Irjuk be a hidnyz6

- egyszerii. A kort helyettesithetjiik egy,

tetszéleges P pont  t4volsdgainak

jatol, ha » a kor sugara, k -7 és ez .

tehat
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féle ovalistél allandd. Ekkor az ovalist a szerkesztéshez fontebb
haszndlt fonalmenettel helyettesitjiik és a ceruza szdémdara szolgdld
hurokhoz, meg az adott ponthoz kétink adott hossztségt fonal-
darabot. - : ‘ ‘
Aki kivéncsi a keletkez8 girbékre, rajzolja meg 8ket. Ez bizo-
nyosan meg fogja konnyiteni a vélagst az aldbbi kérdésckre:

201. A cikkben nem témgyaltﬁk meg teljesen azon pontok geo-

- metriai helyét, melyek egy ponttél és egy kortél vett tdvolsdgainak

Osszege alland6. Adjuk a kérdés teljes tdrgyaldsat, minden lehetdsé-
get figyelembe. véve. o
202. Adva legyen két —. I/, F, kozépponttal rendelkezs =
K,, K, kor. Jeldljik egy tetszéleges pont tdvolsdgt a két kortsl
dq, ill. dy-vel. ‘
Mi a mértani helye azon pontoknak, melyekre d,:d, |

?
4lland6? Molnér Jézsef

Bizonyitjuk he Csebysev tételét (IIL)
Az alibbiakban kézoljik az 1. szdmban kitlizott feladatok

. megoldasat. - .

6. Mutassuk meg, hogy ha a pozitiv szdm, akkor [2a] — 2[@]
értéke vagy 0, vagy 1. ' :

Megoldis: Ha a egész szdm, akkor 2 [a] = 2 ¢ é8 [2a]= 2a,

tehét a vizsgdlandd kilénbség [2a] — 2 [a] = 0. o ;
Ha a nem egész szdm, legyen a benne foglalt legnagyobb
egész szdm: [a] = a,, 6s igy a.= a, + z,ahol 0 < ¥ < 1. 2 [4] értéke
" nem fiigg #-t61, hanem bérmely z-re 2 [a] = 2 @,. De [2 a] értékés

- madr befolydsolja x értéke, ugyanis

(2] = [2 (6 + 2] = [2a0+ 22] =200+ [22],

[2d] — 2[a] = 2a, + [22] —2a = [24].
Ha 2z <1, azaz x <3, akkor [22] = 0, ha 1‘_<_T2x< 2,

~ azaz 3 <w<1, akkor [2a] =1. -

7. Mutassuk meg, hogy (2nn) mindig egész sudm.

Megbldés: ‘Hatarozzuk Imeg. ggy,fp primszém kitevjét a
(2 "‘) B CROL kifejezés szamlaléjdban és nevez8jében. Ha az deriil
\n) . (n)? ' R S .
ki, hogy( a szédmlédléban minden p pnmsz@m magasabb, vagy

2%
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_.I'ega‘lé.bb aklcora kitevén szerepel, mint a nevezdben, akkor a nevezd
minden tényez6jével egyszersithetiink és igy (2 ”’) értékéiil egész

n
szamot kapunk,

A szémldléban (2 »)l-ban egy p primszém kitevéje az 5. feladat
megolddsdbol nyert Legendre-féle azZonossag szerint ,

20 2n ‘
8y = | ~—| v B i
’ [za]jL[?pz]F. o
A nevezSben (n!)*-ben minden p primszam kitevSje a kétszerese
az nl-ban szerepl§ kitevének, vagyis :

n,,=2F’—]-{—2[ﬁJ+
P »*

A szémléléba,n és nevez8ben levs kitevsk kiilénbsége

S G e RS

Ez a kifejezés az el6z6 feladatban szerepl [2a] — 2 [a] alaku kifeje-
zések Gsszege. Mivel ezeknek értéke 0 vagy 1, igy 6sszegiik nem lehet
negativ szdm. Tehét valéban a nevezdben 16v6 kitevs legfeljebb -
akkora, mint & szdml4léban 16vs. Rz viszont az elézéek alapjin

éppen azt jelenti, hogy (2n") egész szém.

8. Mutassuk meg, hogy (Znn) té'rzstényezds felbontds&bdﬂ eqyik

primszam hatvdnya sem lehet nagyobb 2 n-nél,

Megoldds: Nézzilk meg logfeliebb hanyadik hatvésyon
fordulhat el§ egy p primszdm. A kitev6ben szerepld végtelen sok

baghdl 4ll6 sszeg tagjai valahonnan kezdve mind 0-val egyenlSk,
Honnan? Biztosan eltlinnek a tagok: attél a. kitevétsl kerdve,
2n ‘

=] <L A két egyenlétlenséget Gsszevetve

kapjuk, hogy pr <25 < prt1. Tehét a fenti (1) kifejezésnek legfeljebb
r tagja j6n szdmitdsba. Ezek a tagok mind 0-val vagy l-gyel
egyenldk, tehat ¢sszegiik legfeljebb 7. Vagyis p legfeljebb r-edik

hatvinyon szerepel, - viszont pr a fenti egyenlbtlenség alapjsn
2n-nél kisebb, vagy vele egyenld, '

a,melyrei?p-:~Z 21 és

/
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9, Mutassuk meg, hogy (zn”) pm’mtényezé.’s felbontdsdban
Vé—ﬁ-nél nagyobb primszdmok legfeljebb elsé hatvdnyon szerepelnek.
‘ A Von mA 7. feladatban
egoldis: Hap >}2n, akkor mér p* >2n, a . ;
8 — ?zi-rglek csak egy tagja lehet, ez is vagy 0 vagy 1, tehit
(2 n) mér p2-tel sem oszthato.
n

2n

. 2m ..
10, Mutassuk meg, hogy ('n) nem oszthato ry és 'n, kd-

20t primszamokkal, ha n > 2.

Megoldas: Az 4llitds bizonyu’téséra azt kell igazolnunk, hogy
(2n) _ 2n)!
n

(n)?
tort szdmlaléjdban és nevezdjében ugyanazon a kitevén szerepel.

. .2n .
minden olyan p primszam, ami = és n kdzott van, a

' bb 22041
Legyen p egy ilyen primszédm, akkor 2p nagyok —?’——na )

, lpéghﬂ;ébb n-nél, tehdt n | tényezdi kéxt mir mem fordul eld.

orzsté 6i ko 4] i tehdt  (n!)%-ben
n!- torzstényezdi kozt p az elsé hatvinyon, )2-be
i[l%gsodﬂ: hatvanyon szerepel. (2n)l-ban p ugyancsak a mésodik

' is ha 22 tehas
. hatvanyon szerepel: ugyanis ha'?<p, akkor 3p> 2n, tehi

k ‘ Amlals is dg eléfordul, hiszen
erepel a szdmlaloban, viszont Z_Ql.meg’ elé ,

gpie;nnslz(z £)!—nek p-vel oszthatd tényezdi p és 2’29. Szorzatuéz_

2 2;)2 csak akkor lehet p-nek 2-nél magasabb hatvanydval oszthato,

2 , . . ,
ha p = 2'volna. Azonban p nagyobb -g—b-nal, s igy n = 3 folytin

p>2. n=2 esetén (;) =

6 oszthatd 2-vel, pedig eleget tesz
a kivént egyenldtlenségnek. :

] 16 egyenlétlenség

t mér csak a 16. feladatban szerepld '
megcé,l\f{)ciZsa van hatra; ha ez sikeriil, al’ikor,’ legalabb 213 nl g tlit?to
esetén, képtelenség, hogy ne legyen primszdm n és 2n kozdtt. .

. 2% .
Ezért mindenekelStt azt nézzitk meg, minél nem lehet a ( n ) kisebb.

2 i
17. Mutassuk meg, hogy (n“)i}zn
el i ' ¢ s 27 konoth.
ik fel ismét, hogy n > 100 és hogy n és 2 v
18. Tegyiik fel is g V2ns(2 n)% e

nines primszdm. Mutassuk meg, hogy akkor 2
legyen. ‘
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Ezt az egyenlStlenséget most mér nem- lesz nehéz meg-

cafolnunk. Ugyanis legalabb is valamilyen n-t61 kezdve, a baloldal

* nagyobb kell, hogy legyen, mint a jobboldal, hiszen # a baloldalon

(ha gydkjel alatt is, de mégis csak) a kitevSben szerepel, a jobb-
oldalon meg csak alapként. ' :

19, Mutassuk ‘meg, hogy:
@) ha u> 4 és u egbsz szam, akkor 24 > 3 (u + 1);
b) ha u > 4, akkor 2“> 3'u (akdr egész szdm az u, akér nem);
L © a) ha u > 12, akkor (megint, akér egész szdm az w, akér nem),
2 >3, : : : o -
. 20. Mutassuk meg, hogy n > 100 esetén a 18. feladatban
szerepl§ egyenlftlenség nem 4llhat,

, . 21. Mutassuk meg, hogy n és 2n kdzott (2 n-et beledrtve)
mindig van primszém; azaz: bizonyitsuk be Csebysev tételét.
No l4m, nem is volt nehéz! - '

' , S Kalmér Lészl6

Feladatmegoldasok.

a) Korsorokra vonatkdzé feladatok.

1. Bizonyitsdtok be, hogy ha eqy P pont nincs rajta két egymdst
metszé kor hatvdmywonaldn, akkor mds lesz a hatvdnya az egyik
és o mdsik korre nézve. : B

Megoldds: Ha a két kor metszi egymést, akkor legyen egyik |

metszéspontjuk 4. Mivel P nincs rajta a két kor kozos htirjan,

sem meghosszabitdsan, igy a PA egyenes metszi mindegyik kért

még egyszer két kiilonbsz8 B és C pontban. Bgyikiik 4-ba is eshet,
S : : ; hi PA érinti w7 egyik kort. Ha P
kiviil van a BC kozén, akkor PR
#PC és igy PA.PB#PA .PC.
Ha P a B és C pont kozt van,
akkor lehet PB == P(, de akkor P
elvilasztja példdul a  C pontot
A-t6l és B-t6l. Ekkor P az A4-n
és B-n édtmend korén kivil van,
az A-n és C-n dtmendnek viszont
~a belsejében. Egy belss és egy kiilss
pont hatvinyira viszont soha sem
szoktuk azt mondani, hogy egyenlék.

) vagy
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ilonboztetésiil a bels§ pont hatvényit szokés ‘.,r’lega,tiv elo;‘
?gfﬁgrlfélk is venni, annak jelzésére, hogy itt két", P-.l‘oo%, ellenkezd
irdnyba indul6 tévolsig szorzatarol van 826, mig kiils§ pont hat-
vanyst a ponttol egyirdnyba haladé tévolsigok szorzatajn ad]’a,.

E megoldés kapesan felvetddik a kovetkezs kérdés: M_'E’a, mér-
tani helye azoknak a pontoknak, melyeknellc’ két metszl korre
vonatkoz6 hatvanya ellenkezd eldjellel egyenls?

9. Bizonyitsdtok be, hogy az A és B pontokon c@t z’rhqté kdrsort
derékszbgben metszd k kor az A, B pontokhoz tartozd egyik Apollo-
naus “kor. ,

Megoldas: Tudjuk, hogy az 4 és B pqntokon é;tmex.l‘()’ kérsort
derékszogben metsz8 kor kozéppontja rajta van a korsor“ AB
hatvényvonalan, és megforditva, ha egy kor, _grpelym?k k“ozép-
pontja az AB egyenesen van,a korsor egy Lorét _d_ereksngben
metszi, alkkor derékszogben metszi az egész kbrsort. ffg‘yeleg azh
bizonyitanunk, hogy olyan kor, n}ell,yx}fal’c ’koze’ippont]a" az le
egyenesen van, és az AB mint 4tmérd fole’nrt kort (a korsor egg)
kisebb korét) derékszdghen metszi, az az Aés B pontokhoz‘t%rt?% :
egyik Apollonius-kor. Legyen az A 6 B ponton atmend 291'
kozéppontja O, és a T4 merdleges k kéré 0., ennek metszéspontja
a ket kor centraliséval O és D, a kéb :
kor egyik metszéspontja pedig M.
A k kort érinti az OM egyenes, igy

0M2=0C’.0D OM = AO,
tehéb " '

A0? =00 .0D,

vagy méskép frva:
A0 _ OD
oc 40

Ebbél kapjuk,'hogy‘ ‘ . '
. ‘A0+00’=0D+AO
A0 —0C 0D — A0
4s minthogy 40 = 0B :
R AO+OC’=0D+AO
. OB — 0C VOD-—OB"

AC _ AD

BC BD’





