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Uber die Axiomatisierbarkeit des Aussagenkalkiils.

Von Liszr6 KaLmAir in Szeged.

In dieser Arbeit werde ich fiir einen Satz der mathematischen
Logik einen neuen, einfachen Beweis geben. Da jener Satz dem
elementarsten Kapitel der mathematischen Logik, dem sogenannten
Aussagenkalkiil angehdrt, setze ich gar keine Vorkenntnisse aus
dieser Theorie voraus. Vielmehr werde ich nicht nur alles zum
Verstindnis des Beweises Notige entwickeln, sondern gebe ich in
1—3 eine kurze Darstellung der wichtigsten Tatsachen des Aus-
sagenkalkiils. Diese Darstellung ermoglicht die Beurteilung der
Rolle des in der Frage stehenden Satzes, sowie einen Vergleich
der Ideen meines Beweises mit denen der ibrigen Beweise auch
fiir einen Leser, der gar nichts aus der mathematischen Logik weil.

1 und 2 dienen zur Vorbereitung; in 3 gebe ich die Frage-
stellung an. In 4 werden die Grundideen der wichtigsten bisher
angewandten Beweismethoden angegeben. In 5—9 folgt der neue
Beweis; 10—13 beschaftigen sich mit anderen Wendungen des
Satzes.

1. Dem Aussagenkalkiil legt man eine Menge {#, +} von zwei
Elementen zugrunde, etwa in dhnlichem Sinn, wie der Arithmetik
die abzihlbar-unendliche Menge {1, 2,...} der natiirlichen Zahlen
zugrunde gelegt wird.") Die Elemente + und + jener Menge heifien

1) Die Auffassung des Aussagenkalkiils als Arithmetik einer Menge mit zwei
Elementen scheint zuerst von Lukasiewicz klar formuliert geworden zu sein;
vgl. J. Lukasiewicz und A. TARSKI, Untersuchungen iiber den Aussagenkalkiil,
Sprawozdania z posiedzeri Towarzystwa Naukowego Warszawskiego, Wydziat
111, 23 (1930), S. 30—50, insb. Definition 5, S. 34; vgl. auch FuBinote 9), S.
32—33. — Diese Auffassung wurde insbesondere im Werk : D. HiLBerT und
P. BernAYs, Grundlagen der Mathematik, erster Band (Berlin, 1934) beim
Aufbau des Aussagenkalkiils zugrunde gelegt. — Die ilteren Darstellungen
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die logischen Werte; + heilit ,wahr®, + heiBt ,falsch“. Sie vertreten
die gleichbenannten Wahrheitswerte der klassischen Logik; fiir
unsere Zwecke kommt es aber allein darauf an, dal} sie zwei ver-
schiedene Elemente sind. Durch grofie lateinische Buchstaben
werden wir meistens Verdnderliche bezeichnen, die die logischen
Werte anzunehmen fihig sind ; sie heiflen logische Variable. Das
Ubereinstimmen zweier logischen Werte bezeichnen wir durch das
Gleichheitszeichen.

Analog, wie die Grundoperationen in der Arithmetik, definiert
man im Aussagenkalkiil fiinf Operationen: Negation, Implikation,
Konjunktion, Disjunktion und Aquivalenz. Diese Operationen sind
Funktionen, deren Argumente logische Werte annehmen und deren
Funktionswerte ebenfalls logische Werte sind; und zwar ist die
Negation eine eingliedrige Operation, d. h. eine Funktion mit
einem Argument, die iibrigen vier aber zweigliedrige Operationen,
d. h. Funktionen zweier Argumente. Zur Definition geniigt es, die
Funktionswerte an simtlichen (bei der Negation zwei, bei den
iibrigen Operationen vier) Stellen anzugeben. Man definiert

die Negation A (,nicht A“) von A durch T =+, ¥=1;

die Implikation A~B (,A impliziert B“) von A, B durch
fod =4, A=+, ¥t =4 drv =1

die Konjunktion A&B (,A und B“) von A, B durch + &+ =14,
P&y =1, + &t =1, +&I=1;

die Disjunktion Av B (,A oder B¢) von A, B durch + v+ =1,
fVE=4H tVE=4, ¥VI=y;

die Aquivalenz A~B (,A 4quivalent B“) von A, B durch
b =4 A~y =1, t~t=1, ¥ ~¥=1

Man kiimmere sich nicht viel um die Benennungen der Ope-
rationen; dieselben weisen auf die (sprachlich teilweise durch
Bindeworter, teilweise aber durch Zeitworter ausgedriickten) Be-
griffe der klassischen Logik hin, die den Operationen des Aus-
sagenkalkiils entsprechen; wir haben aber mit diesem Entsprechen

des Aussagenkalkiils setzen den Begrift der Aussage voraus; dieser Begriff
wird meistens durch Beispiele wie ,der Schnee ist weil“ bzw. ,der Schnee
ist schwarz¢ erliutert und der Aussagenkalkiil (der iibrigens seinen Namen
dieser Behandlungsweise verdankt) als ein algebrenartiger Kalkiil mit solchen
Aussagen aufgebaut. Diese Auffassung hat den Anschein erweckt, als ob es
sich im Aussagenkalkiil um Philosophisches handle; dieser Umstand hat er-
fahrungsgemdB viele, philosophisch nicht interessierte, Mathematiker von dieser
schonen Disziplin der reinen Mathematik abgeschreckt.
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gar nichts zu tun, so dall wir auf die Frage, inwieweit dieses
(insbesondere bei der Disjunktion und Implikation) nur teilweise
besteht, nicht einzugehen brauchen. Man beachte aber, daB A=+
mit A=+, A=+ mit A=+ gleichbedeutend ist; ferner, dafl
A>B—+ ist fir A=+ und fiir B=+4, sonst aber (d. h. fiir
A—14, B=1) A~B=y ist; dai A&B dann und nur dann gleich
4 ist, falls A==+ und B=+ ist; daB Av B dann und nur dann
gleich + ist, falls A=y und B— ist; endlich, dafi A~ B dann
und nur dann gleich 4 ist, falls A=2B.

Einen Ausdruck, der aus logischen Variablen mit Hilfe un-
serer Operationen entsteht, wobei diese Operationen auch mehrmals,
in beliebiger Reihenfolge, aber natiirlich nur endlich viele Malen
angewendet werden konnen, nennen wir eine Formel. Der Aufbau
einer Formel wird iiblicherweise durch Klammern angedeutet.
Z.B.ist (A~(B&C))~((BVv A)~C) eine Formel. Wir bezeichnen
Formeln durch grofe deutsche Buchstaben.

Man bemerke, daB die obigen Operationen willkiirlich aus
der Menge aller moglichen Operationen ausgezeichnet wurden.
Historisch hingt dies jedenfalls mit dem oben erwahnten Entspre-
chen den Begriffen der klassischen Logik zusammen. Aber auch
ein sachlicher Grund spricht fiir diese Auszeichnung. In der Tat
kann man beweisen, daff sich alle iibrigen, beliebig vielgliedrigen,
Operationen des Aussagenkalkiils®) durch jene fiinf Operationen
ausdriicken, also als Formeln darstellen lassen. Da wir diesen
wichtigen Satz des Aussagenkalkiils nicht bendtigen werden, beweise
ich ihn hier nicht, sondern verweise ich auf den Werk von HiL-
BERT und BERNAYS, a. a. O. 1), S. 55—57.

In dieser Hinsicht ist aber die Einfiihrung aller fiinf Ope-
rationen nicht begriindet, da man auch mit Negation und Impli-
kation allein auskommt; in der Tat gilt fiir beliebige A, B

(1) A&B=A~B,
@) AvB=A~B,
3) A~B==(A>B)&(B-~A)=(A~B)~B~ 4,

so daB sich die Konjunktion, Disjunktion und Aquivalenz mit
Hilfe der Negation und Implikation ausdriicken 1d6t. Man beweist

?) d. h. Funktionen beliebig vieler Argumente, die auf der Menge {4, v}
definiert sind und deren Werte ebenfalls dieser Menge angehdren.
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die Gleichungen (1)—(3) durch Berechnung der linken und rechten
Seite fiir alle (vier) moglichen Wertverteilungen von A und B
mit Hilfe der Definitionen der Operationen. Ahnlich beweist man
die Gleichungen

4) AvB=A&B,
) A&B=AV B,
A>-B=A&B=AVB,

A~B=A&B&B&A=AVBv BV A,

die zeigen, daB auch die Konjunktion und Negation, oder die
Disjunktion und Negation zur Darstellung aller Operationen des
Aussagenkalkiils gentigen. Der Grund dafiir, warum man doch alle
fiinf Operationen zugleich betrachtet, besteht darin, dafl man sonst
einige Tatsachen des Aussagenkalkiils nur viel komplizierter aus-
driicken konnte.

2. Weitere wichtige Sitze des Aussagenkalkiils werden durch
die Gleichungen

(6) A&B=B&A,

(7) AvB=BV A,

(8) A&B&C)=(A&B) &C,

9) Av(BvC)=(AvB)VC(,

(10) (A&B)vC=(AvC)&(BVC),
(11) (AvB)&C=(A&C) v (B&C),
(12) A&B=AV B,

(13) AVB=A&B,

(14) A=A

(fiir beliebige Werte von A, B, C) ausgedriickt. Man beweist diese
Gleichungen ebenfalls durch Ausprobieren aller (hochstens 8)
Fillen; durch geeignete Zusammenfassung von Fallen kann man
die Anzahl der hierzu notigen Proben noch vermindern. (Die
Gleichungen (12) und (13) lassen sich auch leicht aus (4) und (5)
erhalten.) Die Gleichungen (6)—(10) weisen auf eine Analogie
zwischen Aussagenkalkiil und Algebra hin; sie besagen ndmlich,
daf Konjunktion und Disjunktion kommutative und assoziative
Operationen sind und die letztere gegeniiber der ersteren distri-
butiv ist. Vermoge der Assoziativitdt darf man mehrgliedrige Kon-
15



226 L. Kalmar

junktionen und Disjunktionen®) ohne Klammern schreiben ; allge-
mein kann man mit Konjunktion und Disjunktion ebenso rechnen,
wie mit Addition und Multiplikation in einem Ring.?) Gleichung
(11) zeigt, daB die Analogie auch im umgekehrten Sinne besteht,
da auch die Konjunktion gegeniiber der Disjunktion distributiv
ist; man kann daher die erstere der Multiplikation und die letztere
der Addition entsprechen lassen. Vermoge (12)—(14) konnen diese
Analogien dazu verwertet werden, jede Formel nach belieben als
Konjunktion von einfachen Disjunktionen oder als Disjunktion
von einfachen Konjunktionen zu schreiben; dabei heift eine Kon-
junktion oder Disjunktion einfach, falls ihre Glieder logische Va-
riable oder Negationen von solchen sind. Zu diesem Zwecke driicke
man vor allem die etwaigen Implikationen und Aquivalenzen durch
die iibrigen drei Operationen aus; dann wende man (12) und (13)
zur ,Ausfiihrung® der Negationen solange an, bis alle Negations-
striche iiber einzelnen Variablen stehen; die dabei eventuell auf-
tretenden mehrfachen Negationen beseitige man mit Hilfe von (14).
Endlich verwende man zum ,Ausmultiplizieren das Distributiv-
gesetz (10) oder (11), je nachdem die gegebene Formel als Kon-
junktion von einfachen Disjunktionen (konjunktive Normalform)
oder als Disjunktion von einfachen Konjunktionen (disjunktive
Normalform) darzustellen ist.

3. Eine Formel, deren Wert fiir jede Einsetzung von logischen
Werten fiir die Variablen + ausfdllt, nennen wir eine identisch
wahre Formel, oder Kiirzer eine Identitit. Die Theorie der lden-
titaten ist ein wichtiges Kapitel des Aussagenkalkils ; diese spielen
ja hier eine dhnliche Rolle, wie die allgemeingiiltigen Regeln in der
klassischen Logik. Ob eine vorgelegte Formel A eine Identitdt ist
oder nicht, 1aBt sich durch Berechnung des Wertes von A fiir
jede einzelne Einsetzung von logischen Werten fiir die in 2 figu-
rierenden Variablen entscheiden. Eine andere, meistens bequemere
Methode besteht darin, daB man 2 als eine konjunktive Normal-
form darstellt; in der Tat sieht man leicht ein, daf eine Konjunktion

3) Die Worter Negation, Implikation, Konjunktion, Disjunktion, Aquivalenz
wendet man auch zur Bezeichnung der Resultate der entsprechenden Ope-
rationen an; die Werte, worauf die Operationen anwendet werden, heifien
(unabhingig davon, um welche Operation es sich handelt,) Glieder.

4) Mit der wichtigen Ausnahme, daB es hier kein Analogon der Sub-

traktion gibt.
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dann und nur dann eine Identitdt ist, falls dies fiir jedes Glied
derselben zutrifft; ferner, daf eine einfache Disjunktion dann ureld
nur dann e%ne Identitdt ist, falls mindestens eine Variable darin
ic,;)g:rok{l hneglert 'wie Ennegiert als Disjunktionsglied auftritt: daher
sich von einer konjunkti ;
smptl i e junktiven Normalform sofort erkennen, ob
‘ Diese Moglichkeit, zu entscheiden, ob eine vorgelegte Formel
eine Identitdt ist, ist zweifellos eine der fundamentalsten Tatsachen
de.r Theorie der Identitdten. Diese Theorie ist aber dadurch noch
keineswegs erschopft, ebensowenig, wie etwa die Zahlentheorie
d}lrch die Moglichkeit, von einem vorgelegten, aus 1 durch die
v'1er Spezies zusammengesetzten Ausdruck (d. h. von einer nume-
risch gegebenen rationalen Zahl) zu entscheiden, ob derselbe eine
ganze Zahl repriasentiert. Man bedarf vielmehr, um eine Methode
zum Beweisen von Sitzen fiir beliebige Identititen zu gewinnen
eine analoge Entstehungsart der Identititen, wie der Aufbau de;
patﬁrlichen Zahlen aus 1 durch iterierte Addition von 1 — worauf
im Grunde die wichtigste Beweismethode der Zahlentheorie, die
vollstindige Induktion, beruht. Eine solche Entstehungsart’ der
Identititen gewinnt man aus den folgenden Uberlegungen.

Ist A eine Identitit und setzt man in U fiir eine Variable
U:berall, wo sie in 2 vorkommt, eine und dieselbe Formel ¥ (Iden-
titit oder nicht) ein, so entsteht offenbar wieder eine Identitit
Durch. diese Operation der Einsetzung konnen aus einer Identitéié
kompliziertere, sozusagen ldngere Identititen gebildet werden.

.Sind A und A->B zwei Identititen, so ist auch B eine
Identitdt. In der Tat, setzen wir fiir die in 8 figurierenden Vari-
ablen beliebige logische Werte ein. Kommt eine solche Variable
aucrf in A vor, so setze man fiir sie denselben logischen Wert in
A ein, wie in B; fiir die nur in A, nicht aber in B vorkommen-
den Variablen setze man etwa v ein. Nach dieser Einsetzung wird
!aut Voraussetzung A=+ und A->B=+; also auch B =14, da
ja +>+y=1 und nicht 4 ist. — Die Operation, die aus zwei I,:or-
meln A und A->J die Formel B erzeugt, nennt man Abtrennung;
durch diese Operation konnen wir aus einer Identitit A3 einé
kiirzere Identitit ¥ bilden (mit Hilfe einer anderen Identitit ).

Nun erhebt sich die Frage, o0b es endlich viele Identititen
gibt, aus denen sich jede Identitdt durch endlich viele Einsetzun-
gen und Abtrennungen gewinnen [dff. Die Antwort ist bejahend;

15*
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die durch dieselbe ausgedriickte Beschaffenheit der Identitdten ist
unter dem Namen Axiomatisierbarkeit des Aussagenkalkiils bekannt.
Ein System von endlich vielen Identitaten der verlangten Art heifit
ein Axiomensystem, jene ldentititen selbst Axiome des Aussagen-
kalkiils. Diese Benennungen weisen auf die Analogie hin, die
zwischen der fraglichen Entstehungsart der Identititen einerseits
und dem axiomatischen Aufbau einer mathematischen Theorie im
{iblichen Sinne andererseits besteht; dabei nehmen die Rolle der
logischen Schiubweisen die beiden Operationen: Einsetzung und
Abtrennung iiber, man nennt daher diese auch die Schlufregeln des
Aussagenkalkiils.

Durch den Satz von der Axiomatisierbarkeit des Aussagen-
kalkiils wird das obige Desideratum erfiillt: um einen Satz fiir
beliebige Identititen zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daf er fiir
die Axiome (eines Axiomensystems des Aussagenkalkiils) besteht
und falls er fiir eine Formel 2 bzw. fiir zwei Formeln 2 und
A~B giiltig ist, so gilt er auch fiir jede aus 9 durch Einsetzung
entstehende Formel bzw. fiir die aus A~ durch Abtrennung von
9 entstehende Formel 3.

4. Die meisten Beweise der Axiomatisierbarkeit des Aus-
sagenkalkiils beruhen auf der oben besprochenen, mit konjunktiven
Normalformen operierenden Methode der Entscheidung, ob eine
gegebene Formel eine Identitit ist. Bei diesen Beweisen®) werden
die Axiome derart gewdbhit, daB sich aus denselben zundchst alle
Disjunktionen, die eine Variable nebst ihrer Negation als Glieder
enthalten, mittels den Schlufiregeln gewinnen lassen; ferner, dafl
die Operation, die aus zwei Formeln ihre Konjunktion erzeugt,
mittels den Axiomen auf die Schlufiregeln zuriickgefiihrt werden
kann; endlich, daf dasselbe auch auf die Inversen jener Opera-

5) Man vgl. z. B. D. Hiserr und W. ACKERMANN, Grundziige der
theoretischen Logik '(Berlin, 1928), § 3—4 und 10—11. Diese Methode des
Axiomatisierbarkeitsbeweises beruht auf Ideen von ScurODER und wurde zu-
erst von Post exakt ausgefiihrt: E. L. Post, Introduction to a General Theory
of Elementary Propositions, American Journal of Math., 43 (1921), S. 163—185,
insb. Nr. 3. Die meisten Darstellungen des Aussagenkalkiils umgehen die
Frage dadurch, daB sie die Identititen als diejenigen Formeln definieren, die
aus gewissen angegebenen Axiomen durch gewisse angegebene SchluBregeln
abgeleitet werden konnen. Bei solchem Vorgehen taucht doch die Frage als
Problem der Vollstindigkeit (nebst dem der Widerspruchsfreiheit) des Axiomen-

systems auf.

e
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fioner? zutreffe, die zur Transformation einer Formel in eine kon-
1unkt3vﬂe Normalf(?rm anzuwenden sind. Dann ist, falls 9( eine
Identitdt und B eine konjunktive Normalform fiir 9 ist, aus den

Axiomen mit Hilfe d =
S ableitbar er Schlufiregeln zunichst B und daraus weiter

Eine 'interessante, auf vollig anderen Ideen beruhende Methode
zum Beweis der Axiomatisierbarkeit des Aussagenkalkiils ist von
LUK/.\SIEWICZG) gegeben worden. Er zeigt etwas r%ehr ndmlich, dafl
e?dllch viele Identititen als Axiome derart angeéeben we’rden
konpen, dafl es fiir jede Formel A eine der folgenden beiden Fille
vorliegt: entweder ist 2 aus den Axiomen mit Hilfe von Ein-
setzungen und Abtrennungen ableitbar, oder 148t sich jede Formel
aus A und den Axiomen mit Hilfe derselben Schlufiregeln ableiten
(Da, falls A eine Identitdt ist, aus A und den Axiomen durch di.
S.chluﬁregeln nur Identititen abgeleitet werden kdnnen, so foli
hlerags der Satz von der Axiomatisierbarkeit des Aussaéenkalkﬁflgs
in seiner urspriinglichen Form?).) — Die Methode von LUKASIEWICZ
b'esteht darin, daffi ein Verfahren angegeben wird, wodurch man
fu:r eine beliebige Formel 9, je nach der Form ders,elben entweder
direkt zeigen kann, daf} eine der genannten Fille vor’liegt oder
aber eine oder zwei kiirzere Formeln A’ bzw. A’ und A~ an’geben
kann, so dafi A" bzw. A und A’ mit A &dquivalent sind im

% J. Lukasiewicz, Ein Vollstindigkeitsbeweis d i i
sagenkalkﬁls, Sprawozdania z posiedzeri Tou%arzystwa Naukifve:r‘:i;/v;f;;ﬁigkguj
Wyd{lql 111, ?4 (1931), S. 1563—183. LukasiewIicz beschridnkt sich hierbei iu’f
Identitdten, die aus Variablen mittels Negationen und Disjunktionen hergestellt
werden (keine wesentliche Einschrinkung, da sich jede Operation degs Ae
sagenk.alkﬁls auf jene beiden zuriickfiihren 14Bt) ; dementsprechend wird dall:s-
der Einsetzungsregel eingeschrdnkt und die Abtrennungsregel abgeéindeftr
Ferner wendet Lukasiewicz eine von der hier beniitzten (in vorliegenden:
Form von !-hmim'r stammenden) abweichende Symbolik an. Dies kann hier nicht
als bloB eine AuBerlichkeit aufgefalt werden, da die Symbolik von Lukasiewicz
sozusagen zur Methode gehort. Uberhaupt ist diese Symbolik, deren wichtiger
Vorteil ist, daB sie keine Klammern (oder Ersatzmittel fiir Klammern) ge-
nutzt, zur Untersuchung von solchen Fragen sehr geeignet. Wir benutzen
doch die Hilbertsche Symbolik, da sie mehr verbreitet ist und fiir uns, die
uns dem Klammerngebrauch der Algebra angewdhnt haben, iibersichtliche’r zu
sein scheint.

) Umgekehrt folgt aus der urspriinglichen Formulierung der Axioma-
tisierbarkeit des Aussagenkalkiils die oben erwihnte Verschirfung; vgl. HiL-
BERT—ACKERMANN, a. a. O. 5), S. 33.
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Sinne, dab, wenn fiir ' bzw. A" und 9(” eine der genannten Falle

vorliegt, so gilt dasselbe auch fiir A ; e :
zc%ch werde nun eine dritte Mcthode entwickeln, die smhﬂdlrekt
an die Definition der Identitdt ankniipft und in der Ausfiihrung
einfacher ausfillt, als die bisherigen.
5. Es seien zundchst die Axiome angegeben.

Hilfsaxiome :
) (A+(B+C)_)+((A+B)+(A+C)),
() (A~ B)~((A~B)~B).
Axiom der Negation:
(110 A~ A.
Axiome der Implikation :
(V) B~ (A~B),
v A-(A-B)
(VD) A~ (B~A~B).
Axiome der Konjunktion:
(VID) A~ (B~ (A&B)),
(V) f_\_+ @,
(IX) B-~A&B.
Axiome der Disjunktion:
(X) A~(AV B),
(XT) B~ ({1_\/ B_),~_
(X11) A~ (B~AVB).
Axiome der Aquivalenz:
(XI11) A~ (B~(A~B)),
(X1V) A-~(B~ A:_B),
(XV) A-(@B~A~B)
(XVI) A~(B~(A~B)).

Die Rolle der Einteilung der Axiome®) \.vird aus dem Be-
weise der Axiomatisierbarkeit klar hervortreten ; insbesondere auch,

8) Eine dhnliche Einteilung findet man in HILBERT—BER?IAY.S, a.a. /?x;)):
S. 66; dort kommen aber keine Hilfsaxiome vor; al}ch sonst ist ]gngsmm“s
mensystem eleganter, als das unsere. In.der Tat,' bei HILBERT un R
gehoren zu jeder Operation je drei Ax10me;. dlfaselb(?n enthal_ten S e
fraglichen Operation nur die Implikation als einzige Hllfsoperatlin. mgn. 2o
den zweiten Absatz von 10.) — Die Axiome (III), (X) und (XI) kom

bei HiLBErT und BERNAYS VOI.
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warum (I) und (II) Hilfsaxiome und nicht Axiome der Implikation
heiien. Vorldufig deute ich nur an, daB die nach den Operationen
genannten Axiome in einem gewissen Sinn zur Formalisierung
der Definition der fraglichen Operationen dienen.

Ich nenne eine Formel A ableitbar, falls sie aus den Axiomen
durch eine endliche Kette von Einsetzungen und Abtrennungen
entsteht, falls es also eine endliche Folge

Dl s ik
von Formeln gibt, so daf jedes Glied ¥, der Folge entweder
mit einem der Axiome (I)—(XVI) identisch ist, oder aber aus einer
Formel 9, mit k<m durch Einsetzung, oder aus zwei Formeln
A, A, mit k, I<m durch Abtrennung entsteht, endlich U, mit A
identisch ist. Aufier diesem Begriff benttigen wir auch den Hilfs-
begriff der Ableitbarkeit aus Prdmissen. Es seien P,, By, ..., B,
beliebige Formeln; wir sagen, A sei aus den Primissen?)
B, Lo, ..., P, ableitbar, falls es eine endliche Folge

D b A B g Dy
von Formeln gibt, so dafl jedes Glied 9, desselben entweder
mit einem der Axiome (I)—(XVI), oder mit einem der Primissen
By, By, ..., B, identisch ist, oder aus einer Formel A, mit k< m
durch Einsetzung einer Formel fiir eine Variable entsteht, die in
keiner der Prdmissen ,, Ly, ..., B, vorkommt, oder aber aus zwei
Formeln A, A, mit k&, [<m durch Abtrennung hervorgeht, endlich
A, mit A identisch ist.

6. Nun zeige ich, daBl die Axiome (I)—(XVI) lauter Iden-
titditen sind. Man konnte dies auch mittels Durchprobieren aller
Félle fiir die Werte von A, B, C verifizieren; durch die folgende
Bemerkung geht es aber kiirzer. Um zu zeigen, dafl eine Formel
von der Form 2A~3B eine Identitdt ist, gentigt es nachzuweisen,
dafl fiir alle Werte der in derselben vorkommenden Variablen, fiir
die A=+ ist, auch B =+ ausféllt. In der Tat gilt dann A ->B =1
fiir beliebige Werle der Variablen, da, falls 2=y ist, sowieso
N->P =+ ausfillt. Analog sieht man ein, dali es zum Beweis, dafi
eine Formel ;> (A~>B) bzw. A~ Wy~ (Us>B)) eine Identitit
ist, geniigt zu zeigen, dal B =+ gilt fiir alle Werte der Variablen,
fiir welche A, = A, =+, bzw. A, = A, = A; =+ ausfillt. Mit Hilfe

9) Das Wort Prdmisse verwenden wir also in diesem Zusammenhang
als Synonyme des Wortes Formel.
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dieser Bemerkung verifiziert man den Identititscharakter der Axiome
(I)—(XVI) wie folgt.

(I). Falls A>(B~C)=A~B=A=1%, s0 gilt auf Grund
der Definition der Implikation B=1 (da namlich sonst A~B=
— 44 =4 wire) und ebenso B-»C=+, daher auch C=+4.

(Il). Falls A~B=A~B=1, so muff auch B=+1 sein. Sonst
wire B=1+, und da entweder A, oder A gleich + ist, entweder
A~>B, oder A~ B gleich t>v=1+.

(Il). Falls A=1, so gilt auf Grund der Definition der
Negation A=1.

(IV). Falls B=#, s0 gilt auf Grund der Definition der
Implikation, unabhéngig vom Wert von A, A>~B=1%.

(V). Falls A=1, also A=}, sO gilt auf Grund der Defi-
nition der Implikation, unabhdngig vom Wert von B, A>~B=*.

(V). Falls A=B==1, so gilt A="1, B —1, also auf Grund
der Definition der Implikation A+B—+, A~B=+.

(VII). Falls A=B=1, s0 gilt auf Grund der Definition der
Konjunktion A& B=*.

(VIII) und (IX). Falls A=14, d. h. A=}, oder aber B==14,
d. h. B=1+, so gilt auf Grund der Definition der Konjunktion
A&B=}4, also A&B=1.

(X) und (XI). Falls A=1, oder aber B=1, so gilt auf Grund
der Definition der Disjunktion Av B=*.

(XII). Falls A==B=1, d. h. A=B=}, 50 gilt auf Grund
der Definition der Disjunktion Av B=y, also AVvB=+t

(XII) und (XVI). Falls A=B=4, oder aber A=B=1,
d. h. A= B =1, so gilt nach Definition der Aquivalenz A~B=1.

(XIV) und (XV). Falls A—B=14, d. h. A=+, B=1, s0
gilt auf Grund der Definition der Aquivalenz A~B=+, also
A~B—+. Dasselbe gilt auch im Falle A=B=#4, d. h. A=+,
B=}4.

Aus dem somit verifizierten Identitatscharakter der Axiome
folgt nach einer obigen Bemerkung, daB auch alle ableitbaren
Formeln Identititen sind. Wir werden nun auch das Umgekehrte
und damit die Axiomatisierbarkeit des Aussagenkalkiils beweisen.

7. Zum Beweis benotigen wir einige Hilfssatze.
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. Hilfssatz 1.19) Es seien B,, ®,,..., P, beliebige Formeln
die die (in den Axiomen figurierenden) Variablen A, B, C nicht em‘:
halten. Es sei die Formel U aus den Prdmissen B,, Ry,..., B, ableit-

bar. Dann ist die Formel ‘B~ aus den Prdmissen ‘B,, ¥,,..., B,
ableitbar. (Fiir r=1 bedeutet dies: ableitbar schlechthin.)

; Wir beweisen die Behauptung a) fiir den Fall, da die Formel
A eine der Axiome (1) —(XVI) oder der Pramissen B, Py, ..., Pr-1
ist; b) fiir den Fall, daB U mit P, identisch ist; dann c) ange-
nommen, daf die Behauptung fiir eine Formel A giiltig ist, be-
weisen wir dieselbe fiir jede Formel 8, die aus 2 durch Einsetzung
einer Formel fiir eine in By, By, - - ., B nicht vorkommende Variable
entsteht; endlich d) angenommen, dafi die Behauptung fiir die
Formeln % und A-B gilt, beweisen wir sie fiir die Formel 3.
Aus der Definition der Ableitbarkeit aus Prdmissen ergibt sich,
daB dann die Behauptung fiir jede aus 9, B, . . ., P, als Pramissen
ableitbare Formel gilt.

a) Ist A ein Axiom, oder eine der Pramissen By, Bayonny Bz,
so erhdlt man aus dem Axiom (IV) durch zweimalige Einsetzung
(von B, fiir A und dann A fiir B)

A > (5B, ),
daraus durch Abtrennung des Axioms oder der Pramisse A
B, A
Die beiden dabei bendtigten Einsetzungen erfolgten fiir die Variab-
len A und B, also fiir solche, die in den Pramissen %, By e seBra
nicht vorkommen; also ist ,~% aus jenen Pramissen ableitbar.

b) Ist ¥ identisch mit B,, so handelt es sich um die Ableit-
barkeit von P,~%P, aus den Priamissen B, Bs, ..., Pr-1. Wir
zeigen sogar die Ableitbarkeit dieser Formel ohne Pramissen, wobei

aber nur fiir A, B, C Formeln eingesetzt werden. Man erhalt zu-
nichst aus Axiom (I) durch Einsetzung von A fiir C

(15) (A~ (B~A))~((A~B)~(A~A));

10) Vgl. zu der in diesem Hilfssatz ausgedriickten Idee a) A. TARSKI, Uber
einige fundamentalen Begriffe der Metamathematik, Sprawozdania z posiedzen
Towarzysiwa Naukowego Warszawskiego, Wydziat III, 23 (1930), S. 22—29,
insb. Axiom 8% S. 24; b) HiLBERT—BERNAYS, a. a. 0. 1), Begriff der regu-
liren Implikationsformel, S. 68, und Deduktionstheorem, S. 155; ¢) G. GENTZEN,
Untersuchungen iiber das logische SchlieBen I, Math. Zeitschrift, 39 (1934),
S. 176—210, insb. SchluBfiguren-Schema »FE“ S. 186.
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ferner aus dem Axiom (IV) durch Vertauschung von A mit B
(dies kommt auf eine dreimalige Einsetzung hinaus: man setzt
zundchst C fiir A, dann A fiir B, endlich B fiir C ein)
(16) A~ (B~ A);
durch Abtrennung dieser Formel von (15) gewinnt man
(A>B)~(A~A);
daraus durch Einsetzung von B~ A fiir B
(A~ (B~ A))~ (A~ A);
trennt man endlich (16) von der letzten Formel ab, so erhdlt man
die Formel
: A~ A,
woraus die verlangte Formel $,~ %, durch Einsetzung von P, filr
A entsteht.

c) Ist ®,~A aus den Pramissen Py, Py, ..., ®,-1 ableitbar
und entsteht B aus A durch Einsetzung einer Formel § fiir eine
Variable, die weder in %y, $s,. .., P--1, noch in P, vorkommt,
so entsteht durch Einsetzung von § fiir dieselbe Variable aus
9, A die Formel P,~B, die dann also ebenfalls aus den Pré-
missen By, P, . .., Pr-1 ableitbar ist.

d) Sind die Formeln B, ~ 2 und $, - (%~ B) aus den Priamissen
By, B, - . ., Br_1 ableitbar, so ist es auch P, B. In der Tat gewinnt
man aus dem Axiom (I) durch Einsetzung von ‘B, fiir A, dann
durch gleichzeitige Einsetzung!) von U fiir B und von 3 fiir C
die Formel

(B~ (A~ B)) > (B, ~ 1)~ (B,~3)),
woraus durch Abtrennung der aus den Pramissen B, ¥,, ..., $r-1
ableitbaren Formeln P, @Q>3B) und ¥, ->A die Formel B,~>B
entsteht. Damit ist der Hilfssatz 1 vollstindig bewiesen.

Man beachte, daB beim Beweis nur die Axiome (I) und (IV)
benutzt wurden ; der Hilfssatz gilt also auch fiir andere Axiomen-
systeme, falls nur (I) und (IV) Axiome (oder aber ableitbare For-
meln’?)) sind.

1) Eine gleichzeitige Einsetzung 146t sich leicht auf sukzessive Ein-
setzungen zuriickfiihren. Z. B. hat man im vorliegenden Fall zuerst fiir C eine
weder in %, noch in P;, ¥, ..., B, vorkommende Variable D einzusetzen ; dann
setze man ¥ fiir B und endlich 8 fiir D ein.

12) Falls eine der verlangten Formeln kein Axiom, nur eine ableitbare
Formel ist, so soll eine solche Ableitung fiir sie existieren, wobei fiir keine
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Hilfssatz 2. Enthalten die Formeln P, %, ..., B die Va-
riable A, B, C nicht, und ist eine Formel 3 sowohl aus den Prdmissen
By, Bayoeey Bro1, By, wie auch aus den Pramissen By, P, ..., Byr-1, Br
ableitbar, so ist I auch aus den Prdamissen P;, B, ..., B,.-1 allein
ableitbar.

In der Tat ist dann nach Hilfssatz 1 sowohl die Formel
®, A, wie auch B,-~A aus den Pramissen Py, Py, ..., Fro1 ab-
leitbar. Ferner gewinnt man aus dem Axiom (II) durch Einsetzung
von B, fiir A und dann ¥ fiir B die Formel

(B, 20~ ((E, > ) > ),
woraus durch zweimalige Abtrennung (von $,- und dann von
9, ~9A) die Formel 2 entsteht.

Beim Beweise wurde aufier Hilfssatz 1 nur das Axiom (II)
benutzt; daher gilt Hilfssatz 2 fiir jedes Axiomensystem, in welchem
(1), (I1) und (IV) Axiome (oder ableitbare Formeln, vgl. 1?)) sind.

8. Die wesentliche Beweisidee wird durch den folgenden
Hilfssatz ausgedriickt, wobei nunmehr auch die iibrigen Axiome
benutzt werden.

Hilfssatz 3. Es seien D,, D,,..., D, beliebige'®) von A,
B, C verschiedene Variable; es sei U eine Formel, die keine andere
Variablen enthilt als (hochstens) jene; wir bezeichnen daher U auch
durch % (Dy, Ds, ..., D,). Es seien Wy, W,, ..., W, beliebige ge-
gebene logische Werte; % (Wy, W, .. ., W,) bezeichne den logischen
Wert, die aus U durch Einsetzung von W, fiir D, W, fiir D, ..., W,
fiir D, und Berechnung des Wertes des so entstandenen Ausdruckes
mit Hilfe der Definitionen der Operationen entsteht. Es bezeichne
D, fiir s=1,2,...,r die Formel D, oder D, je nachdem W,= 1+
oder Wy=1. Ist nun A (Wy, Wa, ..., W,)=1, so ist A, ist aber
A (W, Wayeoo, Wy) =1+, so ist U aus den Primissen D, Dy, ..., D,
ableitbar.

Wir beweisen die Behauptung a) fiir den Fall, dal U eine
Variable ist; b) falls % die Negation einer Formel ¥ ist, fiir die

1m , B, vorkommende Variable eine Einsetzung erfolgt. Dies ist aber,
wie man z. B. mittels der Methode der ,Riickverlegung der Einsetzungen®
(vgl. z. B. HiLBERT—BERNAYS, a. a. O. 1), S. 225) leicht zeigen kann, stets
der Fall. (Natiirlich wird auch hier vorausgesetzt, daB Py, Ps,..., ¥, die in
den Axiomen figurierenden Variablen nicht enthalten.)

13) Sie sollen also nicht notwendig durch Dy, Ds,..., D, bezeichnet werden.
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die Behauptung bereits gilt; c) falls 9 die Implikation, oder d)
Konjunktion, oder e) Disjunktion, oder f) Aquivalenz zweier For-
meln 9B, © ist, fiir die die Behauptung gilt. Aus der Definition der
Formel folgt dann, daB die Behauptung fiir jede Formel giiltig ist.

a) Bezeichnet U die Variable Dii(s =212 odersr) §50
ist W (Wy, Wa, ..., W)= W,; fiir Wy=1ist Dy mit A, fir We=+
mit U identisch. Also ist im ersten Fall 9, im zweiten U eine der
Pramissen Dy, Dy, ..., Dr, daher ableitbar aus denselben.!)

b) Es gelte die Behauptung fiir die Formel B und A bezeichne
die Formel 8. Da A (Wi, Wa,..., Wo) =1+ mit B (W, Wy,..., Wi) =1,
AW, W, ..., Wo)=1 mit B(Wi, W, ..., W)=+ gleichbedeu-
tend ist, ist im ersten Fall ¥, d. h. A, im zweiten Fall B aus den
Primissen D,, D, . .., O, ableitbar. Aus B und der Formel

BB,
die aus dem Axiom (III) durch Einsetzung'®) entsteht, gewinnt man
dann weiter durch Abtrennung die Formel B, d. h. A

Es gelte nun die Behauptung fiir die Formeln B und C.

c) Es bezeichne % die Formel B~ C. Dann gilt AWy, We,
y..., W)=+ dann und nur dann, falls C(Wy, Way ..., W) =14,
oder B (W,, Wa, ..., W,)=1+; im ersten Fall ist G, im zweiten B
aus den Priamissen D,, D,..., D, ableitbar. Trennt man die so
erhaltene Formel von der (aus (IV) bzw. (V) durch Einsetzung
entstandenen) Formel

C>(B~>C)
bzw.

B> (B~C)
ab, so gewinnt man die Formel 38-€C, d. h A. Ist aber
AWy, Wy, ..., Wp) =1+, so gilt B(W, Ws, W) =it sund
(Wi, Wy, ..., W,)=1, also sind B und € aus den Primissen
D, D, ..., D, ableitbar, also auch A d. h. B~C, da sie durch
Abtrennung von 8 und € aus der (aus (VI) durch Einsetzung

19) Auf Grund der Definition gelten die Priamissen %y, Ps, - .-, P selbst
als aus den Primissen P;, %s,..., ¥, ableitbare Formeln.

15) Unter Einsetzung ist hier und im Folgenden stets eine Einsetzung
fiir eine Variable zu verstehen, die in den jeweiligen Pramissen nicht vorkommt,
bzw. eine Reihe von solchen Einsetzungen.
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entstandenen) Formel

B> (C€+>B~06)

entsteht.

d) Es bezeichne % die Formel 3 &G. Falls A (Wi, W, ..., W)=+
gilt, so ist (Wi, Wy,..., W)=+ und C (W, Wa,..., W,)=14;
daher sind nach Voraussetzung ¥ und € aus den Prdmissen
D, Dy, ..., D, ableitbar, also auch die Formel % d. h. B&E, da
sie aus (VI) durch Einsetzung und zweimalige Abtrennung
entsteht. Falls aber A (Wi, Wi, ..., W,)=y+, so ist entweder
B Wy, W, ..., W,)=1+, oder C(Wy, W,,..., W,) =y, also ist
entweder B, oder € aus den Primissen ®,, D,,..., D, ableitbar;
in beiden Fillen gilt dasselbe auch fiir 9, da diese Formel, d. h.
B &G, aus (VII) bzw. (IX) durch Einsetzung und Abtrennung von
B bzw. C entsteht.

e) Es sei ¥ die Formel 8v C. Ist AWy, Wa, ..., Wr)=1,
so ist einer der Werte B(Wy, W,,..., W,), C(Wy, Wa,..., W)
gleich +; also ist eine der Formeln B, € aus den Pramissen
D, D, ..., D, ableitbar, also auch A d. h. BvE, da diese Formel
aus (X) oder (XI) durch Einsetzung und Abtrennung entsteht. Ist
aber A(W;, W, ..., W)=+, so ist B(Wy, Wy, ..., W,)=C¢(W,,
Wa, ..., W)=+, also sind B und € aus den Pramissen D;, Dy,..., Dr
ableitbar, mithin auch ¥, d. h. 8 v 6, da diese Formel aus (XII)
durch Einsetzung und zweimalige Abtrennung entsteht.

f) Es sei endlich 9 die Formel 8~C. Ist A (W, Wy,..., Wi)=1,
so ist B(Wi, Wa,..., W,)=C (W, W,, ..., W;), d. h. entweder
beide gleich +, oder beide gleich y. Im ersten Fall sind 8 und G,
im zweiten Fall 8 und € aus den Primissen ®,, D,,..., D, ab-
leitbar. Im ersten Fall setze man in (XIII), im zweiten Fall in (XVI)
® fir A und C© fiir B ein; durch zweimalige Abtrennung erhalt
man jedesmal B~ €, d. h. A Ist aber AWy, Wy, ..., W)=+
so ist einer der Werte (Wi, Wy, ..., Wi), C(Wy, Wy, ..., W,)
gleich 4, der andere v; also sind entweder B und €, oder B und
G aus den Primissen Dy, D, ..., ®, ableitbar; durch Einsetzung
von B fiir A und € fur B in (XIV) oder (XV) und zweimalige

Abtrennung erhdlt man jedesmal B ~ €, d. h. A
9. Nun gehen wir zum Beweis des Satzes iiber, laut des-

sen jede Identitit eine ableitbare Formel ist. Es sei zundchst
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A=A(D,, Dy, ..., D) eine Identitdt, die die Variablen A, B, C
nicht, sondern nur die Variablen D,, D, ..., D, enthdlt. Da, fiir
beliebige Werte Wi, W, ..., W, AW, We, ..., W)=+ ausfallt,
so ist A nach Hilfssatz 3 aus den Prdmissen 3, D Dpab
leitbar, falls @, beliebig D, oder D,, D, beliebig D, oder Dy D,
beliebig D, oder D, bedeuten kann. Wihit man also D, Ds,..., Do
beliebig in diesem Sinn, so ist % sowohl aus D, Dy,..., Dr-1,
D,, wie auch aus D, Dy, ..., Dr-1, D, also, nach Hilfssatz 2,
auch aus D, Ds, ..., D1 als Pridmissen ableitbar. Wihlt man

hier ®,_; einmal D,_;, das anderemal D,_1, so folgt analogerweise,
daB A auch aus den Primissen D, Dy, .., ®,.» allein ableitbar
ist, u. s. w.: in dieser Weise gelangt man endlich zur Ableit-
barkeit von 9 ohne Prdmissen.

Enthilt aber 9 auch A, B, C, oder einige dieser Variablen,
so ersetze man sie provisorisch durch beliebige, in 9 urspriinglich
nicht vorkommende (und natiirlich von A, B, C verschiedene)
Variable. Dann ist die so entstandene Formel 3" laut Obigem
ableitbar; aus ' gelangt man aber durch Einsetzung wiederum
zu A zuriick.

10. Unser Axiomensystem (I)—(XVI) laft hinsichtlich Ein-
fachheit und anderen #sthetischen Gesichtspunkten viel zu wiin-
schen iibrig. So habe ich nicht untersucht, ob die Axiome von-
einander unabhingig sind, oder einige aus den {ibrigen durch
Einsetzungen und Abtrennungen abgeleitet werden konnen. Fiir
die Axiome (VI)—(XVI) trifft letzteres gewifl nicht zu; man kann
ja fiir jedes dieser Axiome eine von der iiblichen abweichende
Definition der entsprechenden Operation so angeben, daf das
fragliche Axiom keine Identitat bleibt, wohl aber alle tibrigen. Bei
den Axiomen (I)—(VI) versagt aber diese Methode, da die Ne-
gation und Implikation auch in den iibrigen Axiomen vorkommen.

Nun habe ich das Axiomensystem (I)— (XVI) blof zum Dienste
aufgestellt, um die Axiomatisierbarkeit des Aussagenkalkiils einfach
beweisen zu konnen. Hat man ein eleganteres Axiomensystem und
will man beweisen, dab dasselbe zur Ableitung aller Identitdten
mit Hilfe von Einsetzungen und Abtrennungen ausreicht, so ist
es bloB zu zeigen, dab die Formeln (I)—(XVI) in bezug auf jenes
Axiomensystem ableitbar sind, was im allgemeinen eine geringere
Miihe erfordert, als der direkte Beweis, dall das gleiche auf jede
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Identitdt zutrifft. Dies werde ich weiter unten an einem Beispiel
(al.lerdings bei einer gewissen Vereinfachung der Fragestellung)
zeigen.

11. Der obige Beweis der Axiomatisierbarkeit des Aussagen-
kalkiils zeigt, dal es zur Ableitung einer Identitdt 9 auller den
Hilfsaxiomen (I), (II) und dem Axiom (IV) nur Axiome derjenigen
Operationen nétig sind, die in % vorkommen; auch konnen alle
Zwischenformeln der Ableitung mit Hilfe von Negationen, Impli-
kationen und den in A vorkommenden Operationen aufgebaut
werden. Engt man also den Begriff der Formel (und damit den
Begriff der Identitat) derart ein, dab nur die aus logischen Vari-
ablen mit Hilfe von Negationen und Implikationen aufgebauten
Ausdriicke als Formeln gelten (wozu der Umstand Anlaf gibt,
daf jede, beliebig vielgliedrige, logische Operation sich als Formel
in diesem engeren Sinn darstellen 1d6t), so kann man behaupten,
daf jede Identitit aus den Identititen (I)—(VI) mit Hilfe einer
endlichen Kette von Einsetzungen und Abtrennungen abgeleitet
werden kann. Bei einer Einsetzung kann dabei natiirlich nur eine
Formel im engeren Sinn fiir eine Variable eingesetzt werden. Wir
werden von nun an die Worter Formel, Identitdt, Einsetzung im
angegebenen engeren Sinn gebrauchen.

Fiir dieses engere System der Identititen wurden mehrere,
recht elegante Axiomensysteme von verschiedenen Autoren auf-

gestellt. Als Beispiel betrachten wir das folgende Axiomensystem
von LUKASIEWICZ :1%)

(L) A~(B~A),
(Lo) (A>(B~>C))~>((A~B)~(A~()),
(Ls) (A~ B)~ (B~ A).

Man bemerke, dafi (L,) mit (I) identisch ist und (L,) sich von (IV)

16) Dieses Axiomensystem ist durch Vereinfachung eines von Frege
stammenden Axiomensystems entstanden. Vgl. LukAsIEWICZ—TARSK], a. a. O. 1)
FuBnote 9) auf S. 35. Ich habe dieses Axiomensystem statt dem noch e:le-, :
ganteren, ebenfalls von Lukasiewicz stammenden Axiomensystem

(A—>B)-> (B~ C) > (A~ C)),
(A A)~> A,
A-> (A~ B)
(vgl. ebendort, Satz 6) gewihlt, da das System (L;)—(L;) leichter mit unserem
zu vergleichen ist.
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nur in der Bezeichnung unterscheidet. Daraus folgt, daf diese
beiden Formeln Identititen sind; das gleiche gilt auch fiir (Ls).
Um dies zu beweisen, geniigt es nach einer fritheren Bemerkung
zu zeigen, daf A~B=B=+ nur im Fall A==+ moglich ist. Dies
folgt aber daraus, daB fir A==+, B=1+ A>B=1-y=/1 ausfillt.

Wir nennen eine Formel L-ableitbar, falls sie aus den Axio-
men (L;)—(Ls;) mit Hilfe einer endlicher Kette von Einsetzungen
und Abtrennungen entsteht. Analog nennen wir eine Formel L-ab-
leitbar aus gewissen Pramissen P,, P, ..., P,, falls sie aus den
Axiomen (L;)—(L;) und den Formeln By, By - - ., B, mit Hilfe
einer endlichen Kette von Abtrennungen und Einsetzungen fiir
solche Variable entsteht, die in den Pridmissen nichf vorkommen.
Nach Obigem sind alle L-ableitbare Formeln Identititen. Um den
das Umgekehrte aussprechenden Satz von LUKASIEWICZ zu be-
weisen, haben wir nur zu zeigen, daB die Formeln (I)—(VI) L-ab-
leitbar sind. Da (I) mit (L,) identisch ist und (IV) aus (L,) durch
Finsetzung entsteht, brauchen wir nur die Formeln (II), (III)
(V) und (VI) zu betrachten.

Nach der Bemerkung zum Beweis des Hilfssatzes 1 gilt jener
Hilfssatz auch fiir die L-Ableitbarkeit. Wir bendtigen einen wei-
teren Hilfssatz, der sozusagen die indirekte Beweismethode im
Axiomensystem (L,)—(Ls) formalisiert; um diesen Hilfssatz formu-
lieren zu konnen, filhren wir den folgenden Begriff ein. Es seien
B, By, ..., B, beliebige Formeln. Wir sagen, dafi die Pramissen
Bu, Bay . . ., B, widerspruchsvoll'?) sind, falls es eine Formel A gibt,
so daB sowohl A, wie auch 9 aus den Priamissen By, Po, ..., Pr
L-ableitbar sind. Enthalten die widerspruchsvollen Pramissen
R,, By, ..., B, die Variable A, B, C nicht'®), so ist eine beliebige
Formel B aus jenen Primissen L-ableitbar. In der Tat, aus (L.)
gewinnt man durch Einsetzung - (3 ), daraus durch Abtren-
nung von A die Formel B -3 ;ferner gewinnt man aus (Ls) durch
Einsetzung die Formel (3-)~(A~%B) und daraus durch Abtre:
nung von B A und dann von U die verlangte Formel B.

Schon diese einfache Bemerkung geniigt, um die L-ableit-

17) Konsequenter sollte man L-widerspruchsvoll sagen ; der Begriff hidngt

ja vom zugrunde gelegten Axiomensystem ab.
18) Wir benotigen den Begriff der widerspruchsvollen Primissen und

seine Eigenschaften nur in diesem Fall.
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barkeit der Formel (V) mit Hilfe des Hilfssatzes 1 zu zeigen. In

der Tat: die Pramissen D und D sind offenbar widerspruchsvoll:

?l?o ist die qumel E aus jenen L-ableitbar; nach Hilfssatz 1

o‘gt da_raus die L-Ableitbarkeit der Formel D—~E aus der Pri-

;nhllslse PD"' d.araus weiter die L-Ableitbarkeit der Formel D~ (D E)
e . Y

i liz:}r;ssen, aus der letzteren gewinnt man aber (V) durch

Ur?ser neuer Hilfssatz lautet nun, wie folgt :
o Iqull;s (i a nt,; z‘4, Es seien Ty, Bay ..., Br b.eliebige, die Vari-
. » b, L en{haltende Formeln.. a) .Smd die Prdmissen
ﬁ&mlfs,s.e .n.,%sr_l, B, wzdersprudzsvol{, so ist dze.Formel B, aus den
v B, ..., Boy L-ableitbar. b) Sind die Prdmissen
%};ﬁ;se n ;%%r—l, R w{derspradzqull, so ist die Formel 5}3 aus den
v Py .o, By L-ableitbar.

: Beweis, a) Es bezeichne U eine beliebige, aus den Pri-
mlfse'ﬂ Bi, Bo, ..., B, L-ableitbare Formel, etwa (L,). Sind die
Pramissen §,, 5, . . ., R,_;, B widerspruchsvoll, so ist nach obi-
ger Be.merkung die Formel 3 aus diesen Prdmissen L-ableitbar;
gz:;;rislst nach Hilfssatz 1 die Formel $,~% L-ableitbar aus den

sen P, P,, ..., P,_;. Trennt man nun diese Formel, und

danach die Formel A, von der aus (L;) durch Einsetzung entstan-
denen Formel

(B~ A) ~ (U~ Fr)
ab, so gewinnt man die Formel B,.

b) Wenden wir die eben bewiesene Hilfte a) des Hilfssatzes 4
ilf die offenbar widerspruchsvolle Pramissen $,, Py, ..., Bp1,
B, B an. Es folgt, daB die Formel P, L-ableitbar ist aus den
Pramissen §,, ,, ..., Pr-1, Br. Sind also die Pramissen P, B,
yoo vy Bro1, B, widerspruchsvoll, so 1aBt sich aus P, aus Py, Ly,
y+++ Br_1 und aus den Axiomen (L,)—(Ls) durch endlich viele wei-
tere Abtrennungen und Einsetzungen fiirin P, Bs,..., Br-1, B, nicht
vorkommende Variable eine gewisse Formel nebst ihrer Negation
gewinnen ; also sind dann auch die Pramissen $,, Po,. .., Br-1, Br
widerspruchsvoll. Eine nochmalige Anwendung der Halfte a) des
Hilfssatzes 4 ergibt die L-Ableitbarkeit von R, aus den Primissen

SBI; %32; oy SﬂEr—l-
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12. Nun konnen wir die L-Ableitbarkeit der Formeln (II),
(Ill) und (VI) beweisen. Offenbar geniigt es die Formeln

ar) (D~E)~((D~E)~E),
(11’) D~ D,
(V1) D-~(E~D~E),

aus denen die Formeln (II), (Ill) und (VI) durch Einsetzung
entstehen, als L-ableitbar nachzuweisen. Dies konnen wir allein
durch Anwendung der Hilfssdtze 1 und 4 (und des Abtrennungs-
regels)!®) wie folgt erbringen.

(I'). Die Primissen D~E, D~E, E und D sind offenbar
widerspruchsvoll (aus der zweiten entsteht ja durch Abtrennung
der letzten die Formel E). Daher ist, nach Hilfssatz 4, D aus den

Primissen D~ E, D~E, E L-ableitbar. Also sind auch diese Pri-
missen widerspruchsvoll; durch Abtrennung von D gewinnt man
ndmlich aus der ersten Pramisse D-E die Formel E. Eine noch-
malige Anwendung des Hilfssatzes 4 zeigt also die L-Ableitbarkeit

von E aus den Primissen D - E, D E; hieraus folgt aber durch
zweimalige Anwendung des Hilfssatzes 1, dafi die Formel (II)
L-ableitbar (ohne Prdmissen) ist.

(11). Die Pramissen D und D sind offenbar widerspruchsvoll;

also ist nach Hilfssatz 4 die Formel D aus der Primisse D, daher
nach Hilfssatz 1 die Formel (1II’) ohne Prdmissen L-ableitbar.

_ (VI'). Betrachten wir die Formeln D, E und D~E als Pra-
missen. Durch Abtrennung erhdlt man E, also sind die genannten
Pramissen widerspruchsvoll. Daraus ergibt sich nach Hilfssatz 4,

19) Daraus folgt, daB die Formeln (1), (Ill) und (VI) in jedem Axiomen-
system ableitbar sind, fiir welches die Hilfssitze 1 und 4 giiltig sind und
deren SchluBregeln die Einsetzung und die Abtrennung sind. Durch analoge
Betrachtungen erhilt man, daB dasselbe auch fiir die Formeln (I), (IV) und
(V) zutrifft. Man kann sogar die Hilfssdtze 1 und 4 als Schiufiregeln deuten
in einem Axiomensystem, wobei keine Axiome vorhanden sind, sondern man
aus beliebigen Prdamissen ausgehen darf; diese Schlufregeln dienen zur Eli-
mination einer Prdmisse. Auf diese Weise gelangt man zu einer Formulierung
der Axiomatisierbarkeit des Aussagenkalkiils — bei Beschridnkung auf Formeln,
die mittels Negationen und Implikationen aufgebaut sind —, die man, bei
Zugrundelegung des allgemeinen Formelbegriffs und sogar auch den sogenann-
ten engeren Funktionenkalkiil einbezogen, GExTzEN verdankt. (Vgl. GENTZEN,
a. a. 0. 19))
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daB D> E aus den Pramissen D, E, also nach Hilfssatz 1, daf§
(VI) ohne Pridmissen L-ableitbar ist.

Damit haben wir gezeigt, daf die Formeln (I)—(VI) und
damit alle Identititen L-ableitbar sind. .

13. Die hier dargelegte Methode des Axiomatisierbarkeits-
beweises 148t mehrere Anwendungen zu. So kann man mit ihrer
Hilfe auch die Axiomatisierbarkeit derjenigen (von LUKASIEWKEZ
stammenden und von WAJSBERG und LINDENBAUM als axiomat{-
sierbar erkannten®)) Verallgemeinerung des gewohnlichen (ZYVCI-
wertigen) Aussagenkalkiils beweisen, bei der die Rolle der pelden
logischen Werte durch mehrere (aber endlich viele) versch.led'ene
Werte tibernommen wird. Ferner 148t sich die Methode (mit einer
geringen Modifikation) auch zum Beweis der Axiomatisierba}rkelt
gewisser fragmentarischer Systeme des (zwei- oder mehrwertigen)
Aussagenkalkiils anwenden, die die Negation nicht enthalten. Auf
diese Anwendungen werde ich noch zuriickkommen.

(Eingegangen am 21. Mdrz 1935.)

— e

20) Vgl. Lukasiewicz—TARskI, a. a. O. 1), Satz 22, S. 40. 6
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