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A Bolya1 héten tartott tobb el6adés megemlékezett a’ Bolyal—Loba-
csevszkij-féle geometria hatdsdrél a matematika kiilénb6z6 teriileteinek fej-
16désere. Ebben az el8addsban arrél a hatdsrol lesz sz6, amit a Bolyai—Loba-
csevsqu féle geometria a matematika sajtos modszerének, az axidmatikus
modszernek fejlédésére gyakorolt. Igaz, hogy Bolyai Jdnos és Lobacsevszkij
korszakalkotd kutatasaikat nem azért végezték, hogy a matematikit modszerei
szempontjabol is, crazdagxtsak hanem azért, hogy a matematikat megtisztitsak -
az tnkényes feltevésekté] és alkalmasabba tegyék az objektiv valosdg lefra-
sdra; az is igaz, hogy felfedezéstik nem els6sorban médszertani szempontbol
-jelentls; mégis csonka volna a Magyar Tudomanyos Akadémia megemlékezése
Bolyai Jdnos sziletésének 150 éves évfordul6jardl, ha nem beszélnénk Bolyai
€s zsenidlis kortdrsa, Lobacsevszkij kutatisainak hatdsarol az axiématikus
.modszer fejlodésére is.

- A Bolyai—Lobacsevszkij-féle- geometria létre]otte fordulépont az axié-
matikuis modszer torténetében. A Bolyai Jdnos és Lobacsevszkij geometriai
vizsgalataival lezdrultak azok az évezredes axiGmatikus kutatdsok, amelyek a -
a yparalellik problémédjanak® megolddsara irdnyultak, vagyis a pa’uhuzamossag ‘
euklideszi axiomdjanak bizonyitdsara az.euklideszi geometria tSbbi axiomaja
alapjan. Ezek a vizsgélatok ugyanakkor egész sordt nyitottak meg- az axio-
matikus mddszerrel kapcsolatos modern kutatdsoknak.

Bolyai Jdnos mar az Appendix cimében kifejezte azt a meggyéz(ﬂdéset
hogy az a kérdés, érvényes-e a péarhuzamossag euklideszi axiémaja 4 valo-
- sdgos térben, vagyis abban a térben, amely az anyag mozgdsanak szinhelye,
vagy nem, ,a priori 'soha el nem donthet6“, tehat csak tapasztalati tton
eldonthetd kérdés. Lobacsevszkij is meg volt arrél gybzbdve, hogy ez a kérdés
a tudomany fejlsdése soran kisérleti titon dél majd el. .

Az, hogy a parhuzamossdg axidmajanak érvényessége a valdsagos térben
logikai tton nem donthet6 el, azt jelenti, hogy logikailag az euklideszi geo-
metria és a Bolyai—Lobacsevszkij-féle geometria egyarint lehétségesek. Pon-
tosabban kifejezve: ha az euklideszi geometria axiGmarendszere ellentmondés-
talan, akkor a Bolyai—Lobacsevszkij-féle geometridé is az és viszont, ha a
Bolyai—Lobacsevszkij-féle geometria axiémarendszere ellentmondéstalan, akkor
az euklideszi geometria axiémarendszere is az. Ezt az allitdst Bolyai is, Loba-
csevsZkij is empirikus Gton tdmasztottdk ald a hiperbolikus geometria, részletes

16+



- KALMAR LASZLO
236 .

. kifejtésével. Ennek folyamén sorra targyaltdk mindazokat a kér.dések'et,' ame~ -
lyeket az euklideszi geometridban targyalni szoktdk, mégsem jutottak ellent- -

mondasra. L : . o
Akarmilyen nyomoés. is ez az empirikus érv, mégsem teljesen kielégitd.

Hiszen el lehetne képzeln, hogy " a Bolyai—Lobacsevszkij-féle geometria |

tovabbi. kifejtése sordn, vagyis a geometria axiéméibél val’é toyell')bi kﬁvetke:z-
' tetések folyaman jutunk ellentmondasra. llyen ellentmondds a parhuzam’ossgg
- euklideszi axiéméjariak indirekt bizonyitdsat adna. Tel‘méSZ(.itQSGU,a ff)x'cl'ltgtt]at '
“is el lehethe képzelni, t.i. azt, hogy az eukli‘deszi geometria toyabbl kifejtése
sordn  jutunk majd -egyszer ellentmondasra. liyen ellentmondas -a parhuza-
mossag euklideszi axiémajnak céfolatdt adnd.

Bolyai Jdnos geometriai vizsgalataibol kovetkezik, hogy az utobbi eset .

" nem fordulhat eld; feltéve, hogy az abszolut, geometria .axiém_éi, vagyi:?' az
_ euklideszi geometria axiomai a parhuzamossag axiomajanak elhagyaséval,
. ellentmondastalan rendszert alkotnak. Bolyai ugyanis megmutatta, hogy ha az
" euklideszi geometria axiéméiban a sik fogalma helytf:be ;1'1111de1}t1tt F-feliilet
(vagyis paraszférat), az egyenes fogalma helyébe .ped}g nnnden’utt L-—vo’n‘ala’t
. (vagyis paraciklust) tesztink, akkor ezekbtl az axiémakbol, bc'eleertve{ a parhu-
zamossig axidméajat is, csupa olyan tétel lesz, amelyek a hiperbolikus geo-.
metridban - bebizonyithaték. Ebbol kovetkezik. hogy ezzel a transzform‘éc@yal
nemcsak az euklideszi geometria axioméibél, hanem az azok alapjan Deblzc?-
| nyitott tételekbo! is elyan tételeket kapunk, amelyeket a hiperbolikus geometria
axiomai alapjan be lehet bizonyitani. - -

Ezt a gondolatot a kévetkezéképpen‘fqgalmazha’cjuk meg_éltalanosan:
Legyen A és B két axidmarendszer. Legyen hozzarendelve az A a‘u'(lémarendszer
minden alapfogalméhoz egy-egy, a B axiémarendszerben definialhaté fogalom

' (es'etleg alapfogalom). Rendeljiik hozz4 minden olyan 7’ allités,lloz., amelyben a
logikai fogalmakon kiviil mas fogalom nem szerepel, mint:az A axiomarendszer
alapfogalmai, azt a T allitést, amely ugy keletkezik belénle, h{)gy T-ben az A

. axidmarendszer minden alapfogalmat a hozzérendelt, a B ax1én1arend_sze1‘})§n
definialhato fogalommal pétoljuk. Tegylik fel, hogy ez a-T— T’ transzformacio

az axiémarendszer ‘minden axioméjit a B axiémarendszerben bebizonyithatd

" téteibel (esetleg a B axiomarendszer axiémajiba) viszi at. Ebben az esetben
azt mondjuk, hogy az emlitett hozzarendelés, amely az- A axiémarendszer
" minden alapfogalméhoz egy-egy, a B axiémarendszerben definialhaté fogalmat
rendel, az A axiémarendszer modellje a B axiémarendszerben; a T— 71"

transzforméci6it ¢ modell alkalmazdsdnak nevezzik. Mar most a modell alkal- -
mazdsa riemcsak az A axidmarendszer axiomdit, hanem az A (zxt‘émarendszerl.)en;' ‘
bebizonyithatd tételeket is a B axidmarendszerben bebizonylthato téfelekbe viszi

dt. Valdban, legyen T egy tetszbleges az A axiémarendszerbeq bebi_zgnyit—v
hato tétel és legyen D a T tétel egy tetszbleges bizonyitdsa az A axioma-

rendszerben. D tehat olyan Ty, T, ..., Ty allitasoknak sorozata, amelyek mind-
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egyike vagy az A axidmarendszer valamelyik axiéméja, vagy pedig e soro-
zatban 6t megeléz6 allitasok logikai kovetkezménye, T, ‘p"edig maga a T tétel. .
Jeloljiik £==1,2,..., m esetén Ty-vel azt az 4llitast, amelyet 73-bdl -a modell
alkalmazaséval kapunk. Megmutatjuk, hogy a 7% a B axiémarendszerben
bebizonyithat6 -tétel.. Ez a feltevés szerint érvényes azokra a & értékekre, ka_me—‘
lyekre 73 az A axiomarendszer axiémaja, uigy tobbek kozott k= 1-re is (mert T
nem lehet a D-ben 6t megelézd Aallitdsok logikai kovetkezménye,- mert nem -
elézi meg egy dllitds sem, tehdt 7: csak az 4 axiomarendszer axiémaja lehet),
Tegytik fel mar 'most, hogy éllitdsunk minden, f-ndl kisebb indexre érvényes; -
‘megmutatjuk, -hogy akkor k-ra is igaz. Ezt megint csak abban az esetben kell |
megmutatnunk, ha 7, nem axiémaja az A axiomaréndszernek, tehat a :
Ti, Tsy vy Tiet él]itésok kozill egyeseknek logikai kovetkezménye. Akkor Tj
is logikai kovetkezménye a TY, T%,..., Ti. Allitisok kezill a megfelel6knek, -
mert hiszen a modell alkalmazésaval nem szfinik meg az allitdsok" kozotti -
logikai kapcsolat. A 7%, T3, ..., T%.1 dllitasok azonban a feltevés szerint a B .
~axidmarendszerben bebizonyithatd tételek, ennélfogva T is az, hiszen a B
" axidmarendszerben bebizonyithat6 tételek minden logikai kovetkezménye szintén
“bebizonyithaté & B axiomarendszerben. Igy tobbek kozott Ty, vagyis a T
allitdsbol a modell ‘alkalmazdsaval keletkezé éllitds is a B axidmarendszerben
‘bebizonyithatd tétel. B S
_ EbbOI kovetkezik, hogy ha az A axidmarendszernek van modellie a B
axiémarendszerben €és a "B axidmarendszer ellentmonddstalan, akkor az A
axidmarendszer is az. Valdban, ha az A axiémarendszer ellentmondasos
volna, vagyis volna két olyan allitds, 7 és T, amelyek mindketten az A axiéma-
rendszerben Dbebizonyithat | tételek és amelyek koziil 7 a T allitds tagadasa
-(vagyis azt allitja, hogy T nem igaz), akkor beldliik a modell alkalmazdsaval -
olyan T’ és T’ allitisokat kapnank, amelyek mindketten a B axiémarend- °
szerben Dbebizonyithatd tételek volndnak és-amelyek kozill 77 a 77 4llitds |
tagaddsa volna (mert a modell alkalmazasival nefn sziinik meg. az Allitasok
" kozotti az a kapcsolat sem, hogy az egyik a mésiknak .tagaddsa). Ebben az
esetben azonban a B axiémarendszer. is ellentmonddsos volna. Mas széval, ha
sikeriil az A axiémarendszernek megadni egy modelljét a B axiémarendszerben,
- akkor ezzel visszavezettik az A axiémarendszer ellentmonddstalahsiganak
kérdését a. B axidmdrendszer -ellentmondastalansdganak kérdésére. Ezt még
nigy is ki szokds fejezni, hogy ebben az esetben bebizonyitottuk az A axiéma-
rendszer relativ ellentmondastalansigit a B axiémarendszerre nézve.
fgy abbdl a ténybdl, hogy Bolyai Jdnos modellt konstrudlt az euklideszi
~.geometria axiémarendszerére a Bolyai—Lobacsevszkij-féle geometria axi6ma-
rendszerében, kovetkezik, hogy ha -a Bolyai—Lobacsevszkij-féle geometria
axiomarendszere ellentmonddstalan, akkor az euklideszi geometria axioma-
rendszere is az. Bolyai nem ebbdl a célbdl konstrudlt’ modellt az euklideszi .
" geometria axiémarendszerére a Bolyai—~Lobacsevszkij-féle geometria axiéma-
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rendszérében, hiézen abban az idében_ még fel sem mer}'ilt?.z al gopdolati
hogy az euklideszi geometria- ellentmondasos’ lehet.; hal}elln azért, 10gy ezze1
meggyorsitsa a Bolyai—Lobacsevszkij-féle: geometria feleplté§ét. Ugyamscezkz.('a
a médszerrel egy csapasra egy - sereg tételet kapta a Bolyai—Lobacsevszkij-~

féle geometridnak, t.i. mindazokat a tételeket, amelyek az euklideszi geometria

valamelyik- tételéb8] azdltal adédnak, hogy ben.ne a"si‘k é; az egyelllgi,aiii?algﬁ
az F-feltilet, ill. az L-vonal fogalmaval potoljuk. Kétségt‘elen eI,}i hatatla
érdeme Bolyainak azonban, hogy ¢ adta a modell—mdc.i:sze'l elsd a al? z tt._
Ez a médszer vezetett a Bolyai (és Lq.b_ac:seyszktj) al.’cal n.yltva‘ 1e:jgyo‘,

- emlitett problémanak: ELBolyai-—Lobacsevszklj—f‘_ale ggometrla ax1c?ma;1entsz§l1:
* ellentmondastalansagnak az euklideszi geo'r.n'etrla axuf)mar’en'dszm;eZ ¢l .e11tn:]em
déstalansigéara valé visszavezetése problém.a]anak m.egoldasahoz. lyefgé? nem
kellett mast tenni, mint modellt konstrualni a Bo_lyal—jl',obe%csevsz (1]1; e ﬁ -
metria axiomarendszerére az euklideszi geo,m'etr;a_ ax19111a1e11§s%?ieken16 y11

" modellt Cayley és Felix Klein, valamint Kdnig Gyula konstrudltak elfszor.

Kiilsnosen érdekes. Kdnig Gyula kevéssé - ismeretes modellje. Ez a modell”

azon alapszik, hogy a négydimenziés euklideszi tér axi()ma’u'end.szerépc-:ré1 kdm}?{it
. modellt konstrualni a Bolyai—Lobacsevszkij-féle .geometrla ax161'na1eg'szerext<'a,‘
“evégett nemn kell mést tenni, mint a négydimenzids térben egy allan o_n’ctegq iv
gorbiileti haromdimenziés alakzatot tekinteni, ennek ‘pontjait helyettesi 1en'i a
‘Bolyai—Lobacsevszkij-féle geometria pontjai lllelytébe, geode‘nk‘us vqgaa: a
Bolyai—Lobacsevszkij-féle geometria egyenesei helyébe é.s ké:tc_iu.ngnzl S ?_..,eo—
detikus alakzatait a Bolyai—Lobacsevszkij-féle geon1e?t1'1a. sikjai llgely'rebe, az
- illeszkedés, rendezés és egybevigbsdg fogalmai Onmagukbe'l Il]El]l:lek at. Mas-
részt annak felhaszndlasdval, hogy a  ter egyengsei 'rlégydlmfanz@.& alakzaztc')t
~alkotnak, kénny{i modelit konstrualni a n'égydimenzms: euk'hdeszr georr}fabr1a
axiomarendszerére ‘a hiromdimenzids euklideszi geometrla'ax1prqa1'enc1.sz§1e en
(e modellben a négydimenzids geometria pontjainak a haromdimenzios geo-

metria egyenesei felelnek” meg). A kettd egybevetésével kap Kdnig Gyula

olyan modellt a Bolyai—Lobacsevszkij-féle geometria axié.rnarendszerére,'a'z
euklideszi geomettia axiémarendszerében, amelyben a.Bolya1—fLobacse.\/szk;]1—
féle geometria ‘pontjainak az euklideszi geometria bizonjos egyenesel felel-

nek’ meg, t. i.-azok, amelyek egy egyenl6oldalu hiperbola pontjait egy masik

) 1 hipert rgatdsay ¢ isttt hiperboloid pont--

- egyenléoldald’ hiperbola forgatdsdval keletkezett egypalds perbol
o jagi)\;al kotik ossze. Akdr a Cayley—Klein-féle modell, akar a Konig Gyula-
- féle modell mutatja, hogy ha az euklideszi geometria axiéfnarexgdszere ellent—‘
‘mondéstalan, akkor a Bolyai—Lobacsevszkij-féle. geometria axidmarendszere

is az. ‘ ‘

Az a tény, hogy ily médon sikeriilt a Bolyai—Lobacsevszkij-féle geo-

metria axiémarendszerének ellentmonddstalansagat visszavezetni az eqkl?desq
geometria axiémarendszerének ellentmondéstalansagdra, felvetette az.euklideszi

‘geometfia ellentmondastalansagdnak kérdését. Ezt a kérdést Hilbertnek sikertilt
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visszavezetnie a valds szamok aritmetikdja axiémarendszerének ellentmondds-"
talansagdra, mégpedig ugyancsak a modell-médszerrel. Evégett modellt kellett'
konstrudlnia az euklideszi geometria axidmarendszerére a valés . szdmok arit-
metikdjanak axiémarendszerében. Ez az analitikus geometria Descartes-féle

alapgondolatanak felhasznélasaval konnyen lehetséges volt. Az euklideszi geo-
metria pontjainak valés szamokbdl 4ll6 szimharmasokat feleltetett meg, az -
euklideszi geometria sikjainak hdromismeretienes linearis egyenleteket (ponto-
sabban valamely haromismeretlenes linedris egyenletb8! konstanssal vald szor-
zassal keletkez8 egyenletek Osszességét), az euklideszi geometria egyeneseinek
két hdromismeretlenes linedris egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszereket (pontosab-
ban azon egyenletek Osszessegét, amelyek két egymasnak ellent nem mondo
haromismeretlenes linedris egyenletbdl konstansokkal valé szorzéssal és Gssze--
adassal keletkeznek); az illeszkedésnek azt a reldciét, hogy' egy szdmharmas

kielégit egy haromismeretlenes linearis egyenletet, ill,, hogy egy haromisme-

retlenes linedris egyenlet két héromismeretlenes linedris egyenletbd] konstan-

~"sokkal valé szorzassal és.osszeaddssal keletkezik; a rendezés fogalmanak és

szakaszok egybevagdsiganak azokat az aritmetikai relacidkat; amelyek az
analitikus geometridban ezeket a geometriai fogalmakat kifejezik, ,
‘A’ geometria axiémarendszere elIéntmondéstaleinségénak visszavezetése a
valés ‘szdmok aritmetikdja “axiémarendszerének ellentmonddstalansagara -fel-
vetette a val6s.szdmok aritmetikdja axidmarendszerérek ellentmonddstalansiga
kérdeését. Ennek a kérdésnek megolddsdra mar nenr alkalmas 2 modell-méd-
szer, mert az . csak relativ eIIentmondéstalanség-bizonyitétst szolgditathat, itt
pedig mar nem ilyenr8l “van sz6. Hogy egy axidmarendszer ellentmondds-
talansdganak: »abszolit értelemben” valé bizonyitisa elvben lehetséges, azt
Hilbert mutatta meg. Ehhez mindenesetre .szilkséges, hogy pontosan meg-
fogalmazzuk, mit értiink 4llitdsan, tovabbd, hogy mit értiink bizonyitison és
ellentmondason, amihez viszont az sziikséges, Hogy szabatosan definialjuk,
mikor mondjuk egy allitdsrol, hogy mas allitasoknak logikai ktvetkezménye, ill.
hogy egy misik allits tagadasa. E fogalmak szabatos deﬁhiciéja,a matema-
tikai logika segédeszkozeinek felhaszndldsdval sikeriilt. Sziikség volt tovabba
ehhez arra is, hogy figyelembe ' vegyiink azon transzformacion kivil, ame-
lyet egy modell alkalmazdsinak neveziink, més olyan transzformdciokat is,
amelyek valamely bizonyitdst ismét bizonyitdsba visznek 4t (esetleg ugyanazon
axiomarendszerbeli bizonyitdsba). Hilbert egy égész elméletet dolgozott ki
axiomarendszerek ellentmondéstalansaganak abszolut bizonyitdsdra; ezt az
elméletet Hilbert-féle bizonyitdselméletnek nevezziik. Ennek felhasznaldsdval
egyméstol [fuggetlenitl Novikovnak és Gentzennek sikeriilt bebizonyitaniok a
természetes szdmok axidmarendszerének ellentmondastalansigat; a racionalis,

‘vagy az algebrai szdmok axidmarendszerének ellentmonddstalansagat, tovabba

az euklideszi, vagy a Bolyai—Lobacsevszkij-féle geometria axiémarendszerének
ellentmondéstalanségat is vissza lehet vezetni a természetes szémok axiéma-
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1endszerenek ellentmondastalansaaana, ha a oreometrla axxomalendszerébm

elhagyjuk a folytonossdg Dedekind-féle axioméjat és azt egyenesek és korsk

metszéspont]anak/Iétezesele vonatkozo, ‘az euklideszi értelemben. vett szer-
kesztéseket lehetévé tevd axiémakkal pétoljuk A valds szamok aritmetikdja
ellentmonddstalansagénak blzonyltasa‘rél azonban még messze vagyunk.

A modell-médszernek egyébként ax1c5marendszexek ellentmondas‘ralansa—
gala valé alkalmazdsain kiviil még szamos maés alkalmazdsa ismeretes. Sok
ésetben a. modell-konstrukci6 definicid formajat oltotte. Tipikus példa erre a

valds szamok Dedekind-féle (vagy Weierstrass-féle, vagy Cantor-féle) defini--.

- cioja. Itt tulajdonképpen a kovetkezér6l van s$206. Az analizis félépitéséhez a

valés szamoknak - azokra -a tulajdonsdgaira van sziikség, amelyek a valds

-szamok - 0sszességét, mint a Dedekind- féle értelemben folytonos, archimedesien
elrendezett testet jellemzik. Ezek a tulajdonsagok egy -axiomarendszert alkot
nak. A valés szdmok definiciéja Dedekind-féle szeletalkotdssal nem mds, mint
modell szerkesztése erre az axiémarendszerre a. raciondlis szamok aritmetika-

" jénak és halmaze]méletének axiémarendszerében (ahol” tehdt. mds halmazok:

[étezését nem k1ch]uk meg, mint olyanokét,. amelyeknek elemei racionalis
- szdmok).

A modell médszer tijabb- alkalmazdsai koziil megemhtem még Godel ’

. blz@nyltasat arra, hogy ha a halmazelmélet axiomarendszere ellentmondéstalan,
akkor nem lehet benne ‘megcafolni a kontinuum-probléméra vonatkozé Cantor-
féle sejtést. Ezt Godel tigy bizonyitja be,” hogy a halmazelmélet 'axidmarend-

' szérében modellt konstrudl arra az axiémarendszerre, amely ugy keletkezik, hogy
-a Cantor-féle sejtést hozzvesszitk. Ez a modell abban 4ll, hogy a halmaz

- fogalma helyében a (bizonyos pontosan definialt értelemben, matematikai log1ka1
‘és halmazelméleti médszerekkel) konstrudlhato /zalmaz focralmaz‘ teszi; a tar-
talmazas reldci6ja 6nmagaba megy 4t. ‘

A Bolya1—Lobacsevszk1]~fele geometria azonban més tekmtetben is hatott
az-axiomatikus mddszer fejlédésére, nemcsak a modell-médszeren keresztiil.

Az, hogy az euklideszi geometria és a Bolyai—Lobacsevszkij-féle geometria

egyidejtileg ellentmondéstalan, tigy is megfogalmazhato, hogy a parhuzamosséag
~ euklideszi axxémaja sem be nem bxzonylthaté e két geometria kozos axiomai
alapjan,  sem meg nem cafolhats. Ezt gy szokas kifejezni, "hogy a pér-
. huzamossag euklideszi axiémaja ftzggetlen az euklideszi. geometria tobbi axi6-

_ méitel.. Altalaban, valamely P axiomat ftiggetlennek nevezziik valamely A -
- axiémarendszer axiomaitél, ha sem P, sem tagaddsa P, nem bizonyithaté be . -
az A axidmarendszerben. A pdrhuzamossdg euklideszi axiémdjanak fiiggetlen- ° ;

sége az eukhdesz1 geometria tobbi axidmaité] volt az elsé nem trivialis példa
~valamely axiémarendszer egyik axioméjdnak a tobbitsl vals fliggetiénségére. A
fliggetlenség ‘bizonyitdsdnak itt szerepl§ modszere pedig 'a kovetkez6képpen
- fogalmazhaté meg alfalinos alakban: egy ellentmonddstalan A axidmarendszer

valamely P axzomdja akkor. és csukis akkor fizgcrez‘len az A rzxzommendsze/ -
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 {obbi axzomazz‘ol ha az'az ax tomarendszet is. ellenz‘mondasz‘alan, amely agy ke[ez‘-

kezik A-bol, hogy a P axiémdt P-sal potoljuk “benne. Ezt a kérdést pedig a
modell-médszerrel  vizsgalhatjuk meg, -mert a fliggetlenségi vizsgdlatokban
rendszerint feltételezziik a szdbanforgo axiémarendszer ‘ellentmondéstalanséagat.
A palhuzamossaig euklideszi axioméjanak a geometria tobbi axiémajitsl valo
fiiggetlenségére vonatkoz6 felfedezés a fliggetleriségi v1zsgalatok egész sorat
indftotta meg. Ezek a vizsgalatok olyan fontos fogalmakhoz vezettek, mint pl.

. az algebrdban a nem-archimedeszi test, vagy a p karakterisztikdjd test fogalma

Vegul -azt is mutatja - a parhuzamossdg axidméjdnak fiiggetlensége a

- geometria tobbi axi6majatol, hogy ha az euklideszi geometria axiomarendsze-

reb6l elhagyjuk. a pdrhuzamossag axiomajat, akkor olyan axiémarendszert

~ kapunk, amely nem feljes. Még. pedig kétféle ‘értelemben nem teljes. Egyrészt

van olyan, a geometria ax1(5ma1endsz.,rének - alapfogalmai segitségével meg-
fogalmazhat6- dllits, t. i, maga a parhuzamossag axiéméja, amely  sem’ maga,
sem tagadasa nem Dbizonyithaté be-a kérdéses axiémarendszerben. Masrészt .-

. van ‘az euklideszi geometria ax1omarendsze1éb(51 a parhuzamosséag axiomajinak

elhagyasaval - keletkez6 axiomarendszernek két olyan modellje (pl. a valos

~ szdmok aritmetikajdnak ax16marendszereben), amelyek egy bizonyos pontosan

definidlhaté értelemben nem izomorfok (az egyiket az euklideszi, a misikat a
hiperbolikus .analitikus geometria médjan lehet konstrudlni).” Azt a kovetel-

~ményt, hogy valamely A -axidmarendszerben barmely, az axiémarendszer alap-

fogalmain és a logikai- fogalmakon kiviil més - fogalhat nem tartalmazé 7
allitds vagy -maga, vagy tagadasa, T, bebizotyithaté legyen az A axioma-

‘rendszerben, mds széval, hogy az A axiémarendszerben ne legyen ,eldont-

hetetlen® allitas, az A axiomarendszer kategoricitdsdnak nevezzik. Az a kdve-
telmény pedig, hogy valamely A axiomarendszer bérmely két (pl. aritmetikai)
modellje izomorf legyen egymassal az A axmmalendszer monomorﬁzmzzsanak
,kt&vetelmenye ' :

‘Az a felfedezés, hogy az. euklldeszl geometna ax1éma1endsze1e a par-

‘huzamossag axiomaja.nélkil nem teljes (holott, amig azt remélték, hogy be
'~ lehet benne bizonyitani a parhuzamosség euklideszi axiomajat, teljesnek vél-

ték), pontosabban, hogy se nem monomorf, se nem kategorikus, megidditotta -

kiilonféle axiémerendszerek- teljességére (monomorflzmusara és kategoricitd- .. -
. séra) vonatkozd v1zsga1atokat Eleinte ezekben a vizsgalatokban is relativ tel-

jességet bizonyitottak be, vagyis feltételezték mas axidmarendszerek teljésségét.

" Az ilyen. vizegélatok latszdlag pozitiv e1edménnye1 jartak; pl. Hilbert bebizo-

‘nyitotta, hogy a geometria axiémarendszere monomorf, ha a valés szdmok
aritmetikdjinak axiomarendszere az. Amint "azonban elkezdték vizsgalni az
sabszolit teljesség kérdésct, negativ eredmiényre vezettek a vizsgdlatok. Igy .
Skolem bebizonyitotta,  hogy azok .az axiomarendszerek, amelyek nem-meg-
szémlalhatd Ysszességek jellemzésére hivatottak (pl. a valds szdmok aritmeti~
kdjanak, a geometridnak, a halmazelméletnek. axiomarendszere), amennyiben,
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ellentmondastalanok, - nem - monomorfok, mert akkor van olyéﬁ modelljl'jk is
amelyben az dltaluk jellemzett Bsszességek elemeinek ’szerepét természétes;
szamok veszik 4t, tehdt ,megszamldlhat6“ _mddelljiik is. Ez a Skolem-féle
ert?dmény, amely Ldwenheim egy matematikai logikai tételének alkalmazésa
meg nem zédrja ki azt, hogy olyan - axiémarendszerek, amelyek megszémlz’u:

hat6 Gsszességek jellemzésére hivatottak, monomorfok legyenek. Azonban -azt

is 'm.egmutatta S/colem, hogy a természetes szdmok aritmetikajénak sincs (véges
szamu, vagy megszdmldlhatéan végtelen sok axiémabél 4ll6) monomorf axi-
Omarendszere, amennyiben minden-ilyen axiémarendszerhez lehet olyan modellt

. konstrualni, amelyben a természetes szamok szerepét Dbizonyos - szdmelméleti

fuggvények veszik at, amelyek nem o tipus szerint vannak rendezve.

Hasonléan negativ-eredményre vezettek az axidmarendszerek kategorici~

tasara vyonatl;ogé vizsgalatok 1s Gidel megmutatta, hogy ha egy axiémarend-
szer elég kifejezé - ahhoz, hogy  bizonyos aritmetikai- fogalmakat definialni
lehessen Dbenne, s-emellett elég szabélyos is ahhoz, hogy bizonyos értelemben

aritmetikailag lehessen :benne jellemezni, -hogy egy 4llitas mikor logikai kovet- .

kezménye mds allitdsoknak, tovabb ellentmondéstalan, akkor nem lehet kate-
gorikus, | . o o N
Ezek a vizsgdlatok arra a felismerésre véze‘ttek,.hogy az axiérnatikus

" médszer nem alkalmas az alapfogalmaknak izomorfizmustél eltekintye egy- =

ertelmit jellemzésére; sem pedig arra, Nogy.egyszer s mindenkorra megadott
- axibmik segitségével valamely nem trividlis targykdr minden probléméjat el
tudjuk dorteni. Mds széval a valésagot helyesen titkrozé fogalmak teljes jel-
lemzéséhez mddszereink, axidmarendszeriink ' szakadatlan fejlesztésére. van

sziikség és az-a kovetelmény is megkivinja ezt a szakadatlan fejlesztést, hogy :

minden, a val6sigra vonatkozd problémat meg akarunk -oldani, mert a valo-
sagot fokrdl-fokra teljesen meg akarjuk ismerni. A dialektikus materializius.
'szemszBgébll ez természetesnek latszik, mégis nagy jelentGségty, .h‘og'y ehhez a
felismeréshez minden filozéfiai feltevés nélkiil, matematikai tton is el lehetett

_jutni. (Végeredményben ez, is természetes, mert a dialektikus materializmus nem = .
kiilon fgltevésekl'e' alapozza megéllapitdsait, hanem a szaktudomdnyok eredmé- - -
,I}yélje épit) Bolyai Jdnos és Nyikolaj [vanovics Lobacsevszkij hervadhatatlan -
erdeme, hogy a geometria axidmarendszerével, tehat tulajdonképpen egy specidlis

axiémarendszerrel kapcsolatos vizsgalataik végill is erre, az axidmatikus mdd—
szerre vonatkozo dltaldnos felismerésre vezettek.. A ‘
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beliil kielégiti'a

'DIFFERENCIALHATO SOKASAGOKON ERTELMEZETT
TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK BIZONYOS OSZTALYAINAK

SAJATSAGAI ES ALKALMAZASUK VARIACIOS FELADATOKRA.

, SZ. M. NYIKOLJSZKI]
Elbadta az iinnepi iilésszak 1952. december 18-iki iilésén

[ Azzal kezdjﬁk,v hogy megvizsglljuk a legegyszeriibb Dirichlet-féle -

. feladatot. :

‘Megkeresend6 az u(x, y) fliggvény, amely valamely adott G tartomanyon

R S R |
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egyenletet és amely a tartomdny I” keriiletén egy adott f(s) fiiggvénnyel egyenls
kertileti értékeket vesz fel, ahol s a I" Keriilet ivhossza. . L o
Annak idején még Riemann hozta javaslatba e feladat varidcids meg-

~olddsat, amely abbél &ll, hogy a keresett harmonikus fiiggvényt, mint azt

a fiiggvényt keressiik meg, amely minimumma teszi a :

N R N

G ’

Dirichlet-féle integralt, valamennyi lehetséges (megengedhett), a G tartomanyon
értelmezett F(x, y) fiiggvény kozott, amelyeknek a G-n négyzeteikkel egyiitt

~ integrdlhatd parcidlis derivaltjai vannak. és amelyek kielégitik az adott «

. | : Flo=f(s) - - c 3>
hatérfeltételeket. : , T S
Kés8bb, mint ismeretes, ezt a modszert Weierstrass kritizalta. Weier-
strass példaként idézett egy a keriileten folytonos f(s) fiiggvényt, amelyhez
tartoz6 u harmonikus fliggvény, D [u] Dirichlet-féle integralja végtelen és
amelyre nézve kovetkezésképpen a feladatnak varidciés modszerrel vald meg-
oldasa lehetetlen. - S . ,
Fzzel kapcsolatosan egy bizonyos id6n 4t nem volt viligos, mely esetek—
ben alkalmazhatd a varidciés elv a kertileti feladatok megolddsanal és mely

" esetekben nem. A helyzetb6l kiutat mar csak a mi szdzadunkban talaltak,

nevezetesen megallapitottak, hogy ha csak az adott hatarfeltételek megengedik
a G tartomanyon legaldbb egy oly F(x,y) fiiggvény létezését, amely kielégiti
ezeket a hatarfeltételeket &s amelynek véges D[F] integrdlja van, (egy ilyen
filggvényt nevezziink szdmbavehetd fiiggvénynek) gy a fefadat varidciés mod-
szerrel megoldhaté és ebben az esetben mindenkor létezik egy oly u fiigg-





