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Ekkor V3BP,j2 = P,Q,= Q,R,+ P,R,= PP+ PPy/2,
hasonléan J3CP,/2=PP,+ PPy/2 és J3APy/2=PP,+PPR/2.
Ezeket 0sszeadva :

(V3/2) (BP,+CP,+AP;))=PP:+ PPy+ PP+ (PP,+ PPy+-PPy)[2

— 2 (PPA+PP,APPY =@ (32 &

vagyis BP,+CP,+ AP3=—‘3—a. (3 pont.)
Gacsdlyi Sdndor (Debreceni gyak, gimfi, VIIL o.)

Megoldo®ta: Fried E.

Egyenletekkel oldotta meg (2 pont): Baumann F., Bernath K.,
Koranyi A., Marko J., Réthy Eszter, Salamon A., Tamas H. Vigh
Magda. -

Trigonometriai megoldds (2 pont): Czibere T. és Nagy F.,
Parkany M. i

A szémok hatvanyainak 8sszegérfl.
(A VL fejezet végén felvetett kérdésekre érkezett valaszok meg-
beszélése.)

VIL
a) Az els6 n szdm kibének Osszegezésére induljunk ki a
(k4 1) = k8 -3k + 3k -+ 1 képletbdl (k+ 1)-gyel valé ,beszor-
zdssal“ kaphato
(k +1)t =Kt +4K% 6K 4 4Kk +1
azonossagbdl. Ezt k3-re megoldva

g (2 sV i P E P L
k i 3 zk k 7
k helyébe O-t, 1-et, 2-t, 3-at,..., n-et téve:
14 : 1
8 __ L A
0 4 4
24 14 3 1
b oo o el S el A fiazn g §oveeiiint
1= 4 4 2° =1 4
34 2t 3 1
§ BRI el R e s g peieywiny
iy e e R e
na——g.l__%_lx.—-%f—-—g—_n’—n——-
Osszeadva
4
]a+28+33+...+n8=————(n§1> ——g.(l’+2’+3’+...+n’)-

n+

.]—
e

—(1+243+...+0)—
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_(n1 §_n(rz+1)(2n+1)_n(n+l)__n+1 R
o A 6 2 4
__(n+l)‘f—-n(rz+1)(2n+l)——2n (n+1)—(n+1) _
= 4
(=)@ — (D@D
— 2 :
AN — @) et D) ()
s 4
(D (1 —@nD)
— i —
_(n41) rz“_(n (n+1))’ ‘
iy 4 T g ' (2 pont.)
Gésy Sdndor (Oroshazi ev. gimfi. VIIL o.)
Altaldnos rekurziv képletbsl (1. ¢)) hoztdk le ugyanezt-az ered-
ményt (1 pont): Fried E., Gacsalyi S., Horvath G.
a kovetkezé alakban is irhatd:

Megjegyzés: Az eredmény
1“—}—2“+33.—{-...+n3=(1—}—2—{-3—{~...-}—n)2

Ezt az érdekes Osszefiiggést Fried E. és Horvéth G. is észreveszi,
Buzi K. pedig tapasztalati tton jon ra (1—1 pont).
5. feladat: hogyan lehetne ezt kozvetleniil, geometriailag

vagy masképpen bebizonyitani ?
b) Az elsé n szdm negyedik hatvdnydnak Oszegezésére ,S20-

)
rozzuk be* a (k+ 1)t =kt +4k* + 6k + 4k +1 képletet (k4 1)-gyel
és oldjuk meg a kapott
(k+1)5=k5+5k4+10k3+10k2+5k+1
azonossagot ki-re nézve. Az igy keletkezd
(k1> K Scy AL
5 2k3—2k—k 5

azonossdgban k helyébe O-t, 1-ef, 2¢t, 3-at,..., n-et téve és Uszze-

gezve, azt kapjuk, hogy
14244344, +nt=

ii*-;)ili—z(xa+23+3°+...+n')—
~2(1*+2=+32+...+n2)—(1+2+3+...+ﬁ)— L

A=l

(1 (A _n@D@EnE) _n@tD) ntd
e sl e 6 3 5

amibdl a szokott algebrai Aatalakitdsokkal (kozbs nevezbre hozds,

beszorzds, 0sszevonas)
51150441002 —n
pastpdg,, pum=CE RO 8,

(2 pont.)
Gosy Sdhdor (Oroshazi ev. gimn, VIIL 0.)
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Ataldnos re iv ké 5 :
ményt (1 PO‘I)Ii)! k(lilz;ils:l},'cf plﬁtbd o) fodae Rl ernd:
’ Megijegyzés: Akir mennyire belénk rozs

ll::)zg(;rn};i(l); l,l,:lz(cl;lg;)t: algebra'i éta!akitésok“, semr;)(;g:;)i?lt(zggiix: kréa
el AT azell;eétve is m’mdig azokat végezzfik, gondolkodés’
S s I37 Szam negyedik hatvanydnak §ssze ét
Headit harmadik’he ég keserves szamitds volna 37-et 6t6dgik
s és’ Lty satvanyr'a emelni, e hatvdnyokat rendre 6—tal,
S kl'J”g(-jzgrozm, a szorzatokat Osszeadni, 6sszegijkb6;
i e 'ﬁgyesebb'n sléget :’fO-cal elosztani, Aki kevésbbé ,szo-
s algebrai atalakitdsokkal (n+1) kiemelés

sag alkalmazési én e 1)42"44‘4”"4-6129+4n+1 azonoe’
e Sicilibes saazslit;)lis?t ta]ggal v.alé Gsszevonds utdn n kiem::
1416 tényezdkre bonté”sa stl()).) :lzg s et ot

420 30 e t(R+1) 2n41) (3n (n+1)—1)
80 e mmm

eredményt kapja, sokkal célsz

: g erlibb eljarishoz i 2
;zlefyleiilk38 hatvinya ®sszegének kiszf'imités(:iia],m Iflz ~el]156 n szim
g e ’n(n+l)=37-38=1406,2n+1=75 3[‘1 a II=37:_
=J, l406—1=4217, tehat ) (fl+1)—l=-_

14244344 . 3T 1406 . 75 . 4217

. . iy
) Az elsé n szdm 6l6dik hatvdnydnak hasonlo modszerrel

- vald dsszegezésére mar nem futotta egyik olvasdnk tiirelme s
em,

" = .
sAé ;ﬁf;:atnogl;ené megfogalmaztak ezt a modszert dltalinosan, Sziik
(k+l)4=k4—:f1k? (k+21) =K 2k4-1, (lc+l)3=k3+3k2+'3k‘+ 1-
1541 képletek ;rﬁ{f L, (k1 =45k 1088 1 1040
B i l;{)Ciée 1 ILalanosiFasara tetszGleges kitevore, Konnyfi 1atni
s a\;a”)l, 0gy mmde‘n kitevGre van ilyenféle azonossétm
szerint rendezhetG m(lgsdencf(‘;)l:ll(gt‘;degisazt ?éki{me”e“ : hatvénygi'
4 sl 8, vanyok szerint
fk -_{*—-;I)I-kg ng}’fi‘)leslz(ezdodxl:). Hfl ugyanis ez valamilyen r;fi(riszgﬁ,
G },s é“orozva és Osszevonva, latjuk, hogy m helyet;
{ kmeﬂ(eya t (s a legmagasabb fokii tag k™ k= g1 |og
vonésébélzk laﬁ pedeg az mk™= . k=mkr és gm | ==jm ascz: :
e Szerinte et ez"6 (m"-’i— ’l)k""). A (k-+1)" illyen, csokkend ha;va-
A mend. elGallitisdban (u. n. binomidlis kifejtéséb )
gylitthatokat (az u. n. binomilis egyttthatokat) ;orra e:;

() (5)-+ -+ (5) setekkel (eftsa: m atatt 0, alatt 1
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(M4s kapcsolatban talalkoz-

m alatt 2,...,m alatt m) jeldljtik.
55. feladat. 123. o.). PL

tunk velik Csebysev tétele kapcsan. 6|

(3)=(1)=n ()= (3)=2 (3)= (8)=2(3)=>
- (3)=(3)=10 (3)=5 ()=1 @ datinosan (B)=1,

(T) = R (Z) =1;az ut6bbi miért ?) Vagyis (k4 1) binomi-
alis kifejtése igy szol:

(k+ 1)»'=km+(’ﬂ ko=t (’g)km-2+ i .+(m’f_,)k+ 1.

Az elsd n szdm m-edik hatvanyanak Osszegezésehez (k1)
binomialis kifejtésére : ‘
(k+1)“*‘=km+1+(”’fl)km+("”{1)k'"-‘+. A e
van sziikség, amit k™-re megoldva igy is irhatunk :

s iots Nk 1 (m+1]km-1-—...-—

=TT mEl mElL2
e

Ha ebben helyettesitiink k helyébe sorra 0-t, 1-et, 2-t, 3-at,...,
n-et és a kapott egyenleteket osszeadjuk, kapjuk, hogy

1n+2~+3"'+...+nm=m,1*_1[(n+l)m+l'—
_(’"?z”](1»--41+2m—1+3m-1+.-—+ﬁ’"“)~

m

—-(m;,*;l)(l+2+3+...+n)——(n+l)].
Ez u. n. rekurziv képletet szolgaltat 1"4-2m4-3%...+n" szdmdra;
ha 14+1434...+n, 1’+22+3’+...n’,13+23+33+...+n’,
1""‘+2"“1+3""“‘+...+n"'"1 szadmdara mar van a ‘fentiekhez
nk 1™ 427 +3" 4. ..+ n" szd-

| —-...—(mf})(12+2ﬂ+3=+.;.+¢“)—

hasonl6 képletilnk, innét kaphatu
(3 pont.)

mara is.
: Kévdri Tamds (Bp. ev. gimn. VIIL 0.)

Ugyanezt a rekurziv képletet kaptdk: Buzi K., Fried E., Ga-
csalyi S., Horvath G. ’

Gésy S. csak az alapgondolatat emliti (1 pont).
Gacslyi S. a fenti rekurziv képletb6l m helyébe 5-6t téve

& a (3)=15,(3) =20, (6 =15, (3) =, ertéeket behelyetie
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sitve (ezekhez persze gy i
A ])_fy]utunk.,- hogy (k + 1) binomidlis kifejtését
gyel), a kovetkezo osszegképlethez jut-]

1825 - 38 s +1)6— +24 +
+ +...+r;5——6[(n 1)%—15, (14424 3. +n¥)
-—20.(1'+23+33+...+n3)—-15.(l2+22+3’+ + n?)—
cevtn
—6.(1+2+3+...+n)—(n +1)]=
1 l + + +1)—
(418 n(n+41)2n 1)@Bn(n+41
6 2 : =

—51(n++1)" —

_5(n+1) @nt1) 3n
AT oweE eI (n 1Y — (n I]
ahonnan a ,szokott algebrai dtalakitisokkal“ az v

18254304 g g 210 604 5nt — e
12

képletet kapj ’
p apja (még 1 pont). Ki tudni ezt ligyesebb alakra hozni P

Megjegyzés: m=1,2,3, 4, 5 eset /
gaftj-‘;llil) ’f;g;;z;\; ié;z)’lnetbglm teljes indukciévi?egltzlzgn?:;a: Zit:“i“k (s
nomjaként fhaté T+ . +...+n"az n-nek (m + 1)~edfokﬁgaf;;!'
17 on 4 3m 1. : egyixk. fel, hogy valamely m-re mar s'kp 2

+++Fn"et ilyen modon elGallitanunk : e

1~m+2m 3”. m
-+ 4. +nm = a,nmt +alnm+ a,nm+1 o +an

(ahol a,, a, a ~
» @y ..., 4, nem sziikségképpe

tag nem szerepelhet, miért ?). Akkor ffun_*_ezgfff _ﬁz:;?.?? i; Gl

L +nm+1

szdmd ( i i
o ra fl deﬁtkedeépen is sikeriil hasonlé el6allitast kap
+2m +3m+1._*_'..+nm+1_1m+2m+3ml_ e nunk :
== Tooon"”

+2m+3m+,_.+nm+
+3m+,_.+ﬂm+
+o0 0+

G+ nm=

=(n ] m m (]
(n+ Y( 42243 +...+n"‘)—+(1'"+(l'"+2"')+(1"’+2"'+3"‘)+
=(n+1) (1742w 3m sl e i i
=(n+1) (1"4-271.3 +...+nm)—(ao.1m+1+al.1~+a2.it~1l+n+)¢3 3
+Q,. 2"'“+al.2"+az.2"‘"+: . -+a~ : :12:

m+1 m ’ i s
:a?.B +a,.3 3.3+, 4q,.3+
5 . . . . «
=-ao(1'n+1+2~+1+3m+1+ -+n tao.n el i 7.
m = ces " )+ n— " o n.n i
+Il )—ag(l"‘ 1+2m-1+3m-1+,,,,-I-nm—(l)—a.1.+—-13(éli;-:;:—*-.”+
—a, «oofn),

Ezt az egyenletet ;
1m+l + 2m+l + 3m+l+
s + nm+1_re me
goldva (meg
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elyb6l 1m+1 427+ +
i ; miért ?) olyan képletet kapunk, amelyd 3
jJeheted \cant n‘:ffif )is Zikertﬂ a fenti alakra hgzmémh_?_ 1+it"‘-:-t
+3m +--{+12+22+32‘+ R nz-et,. s l~+2 +fentl ';'(épleteket
_}'.,,,+n-t(i}, salyi ezen a mddon is lehozzaaa 253t b
sl:‘eﬁ]2ta°+3ic-x— Gons, 142043040, 10120 T
1 + soe ’
: t). gy 1m+2"4+3"+...+n"
szaméga lgil;)c(l):t): Ha mér  tudjuk, ho.%-ya 1n :;aibjn:ac:;k 8o, O3
s m LY s p e it ii
el&élhthatésgg';;tg{gtl nne—ln; i;merj\'ik (vagy mar elfelejtettiik), vajjon
Qg,. o ap

hogyan hatdrozhatjuk meg ket konnyen?,

VIIL

4 kér‘désekre csak ketten kiildtek feleletet'féGer?rfi‘y;

A_Z R i6k: Horvath Szabolcs az?t}ban‘ o
Sl S ]etri,ai okoskodésokat ford.lt]a le" alge g . 1;
S geoi?:(et (Kedves ‘humordt, sajnos, nem’tzxf ]1u..
o végere'dmé:;yazni.; Nem akarok e hasdbokon leyelfizes 33;-
ponfszémm‘;l 's;tla ezért csak a 2. kérdés megoldasat kokzéo(x;ésg;{ i
:?)tl;g Ghz.tcl?a }:;ésc,)k is kedvet kapnak téleaz 1., 3. és 4. kér ;

s foglalkozni.
; v kltuZOk feladainak, : . s A k
qnevey ezeén ,lels ujig;' sz6lt: Persze abbil is "_1/01" nahzzs%:d
A..2 2 5 hogy hdrom piramist 0ssze Iehet"rakm'o 2 o sza’m)’
négyzelolcss::iel:ialdi van még a jobboldali felsd I7. aircnie:
amelyne

el

e aggebgdgllférdésre kt’mnilﬁ a vilasz. A hirom piramis kobtar-
z els

/ : 1, amelynek élei n,

= 16 egy olyan hasabévt? ’ : ;

| talménak O5Se  smyiakc, meg még a cfrasag kobtartalmval, vagyis
n+l éS n., 2

1=
32434 A=+ 1) +] 2434t

n(n-+1) (21+1)
,(n+1)+"(—5——;1)=‘=n(n+1><n+1/2>= e :
=1 :
ahonnan Cna(eEnEetl)
e R o o e ey o

; is eljutott ; kap érte két pontot.) Ez azon-
(Iddig Horvéth.szazzﬁsetsaf ucl)llt((z)tstl;ogéls), csal'c a végét szﬁrcleteltléﬁ
D {m“dlg : elejétdl végeig algebral' ’Qkosyodés- egtyis
i algebrau'l. k ?gyalgebréra a piramisok forditdsat is, megh azélbo,t
lljle‘me’h.'f’l(r)r:;jalltlsumegfele16en forgatva, a cifrasdggal diszitett has
ogy _
adjak. : S
Az eredeti helyzetli- piramis
mitott k-adik emeletén k* kocka van.

alsé 17. abrat!) feliilrol sza-
Hany kis kocka van az oldalra

Igaz, hogy ez nem szészerinti forditas
gondolasnak, amely mutatja, hogy a
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forditott piramisok (I. felsé 17,
bal fels6 17. 4brar6l kis fantz
piramisnak (amelynek alapja a has4

adik emeletén k+(k+l)+(k+2)+...+n
kis kocka van (az n-ediken n kis kocka). A jobb felsg 17, abra

pedig mutatja, hogy ugyanannyi kis kocka van a masik piramisnak
egyes emeletein is (amelynek alapja a hasab eliilsé lapja). Az tehat,

hogy az oldalra forditott piramisok is ugyanannyi kockabdl &llnak,
mint az eredeti, algebrul igy sz61;

PH2+3t.=142431 , tpr
+2+34...4n4

+34... +nt
+- . -+
-+ n.

A forditdssal meg lehetiink elégedve, mert e képlet helyessége
algebraul is éppoly nyilvdnvald, mint a megfelel6 geometriaj tényé
volt. (Es ugyanugy latjuk is be: az €gy-egy oszlopba irt szamok
Osszege sorra: 1=1, 24+2=2.2=20 3+3+3=3.3=32, stb.,
ami megfelel annak, hogy az oldalra forditott piramisban is sorra
13, 22 3? stb. kis kocka van az alapjéval parhuzamos rétegekben,
— Gacsdlyi (bevallottan) ennek az azonossdgnak altaldnositdsaként
jott rd a c¢) alatti megjegyzésében hasznalt azonossigdra. —

Azt pedig, hogy a hdrom kiildnbszs helyzetli piramis egyiitt

a cifrdzott hasdbot adja, algebraul igy mondhatjuk (egy-egy sorba
frva az egy-egy emeleten levs kockak szdmét):

P42, (142434, 4n)+ A=n(n+1)+14

+ 274 2.Q+3+...4n)+ +n(n+41)424
+ 3+ 2.@+...4n)+ tTn(n+1)+34
chirnd e R T B S
+n*+ 2.n= +n(n+1)+n;

ez meg algebrdul vigy l4thaté be, hogy é&ltaldban

bebizonyitjuk,
hogy baloldalt a k-adik sorban n (1) +k ai;

B2 Mt D+ (et Dokt 2 D (s

=k (n+k) (n—k+1)=k+ (n+k) (M=) +ntr=
=k2+n2—k2+n+k=n”+n+k—_:n(n+ 1)+ £

a.annak a geometriaj meg-
haromféle helyzetfi piramis
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k-adik emelete a hasib k-adik emeletébdl épp annyival 108 ki,
amennyi a cifrasag k-adik emelete (1. 54.4brat). Annak a k- k+1D+
+(k+2)+...+n szamtani sor masfajta, komplikdltabb, bsszege-
zése felelne meg, t. 1. szintén kétszer irndk fel, de egyik példanyat
(a 90°%-os elforgatisnak megfelelden) ,atrendezve“. Azonban nem
érdemes a szoszerinti forditashoz ragaszkodni, kiilonosen, ha mar
csak egy azonossig belatdsardl van szo, hiszen erreaz algebrénak
kezelhetsbb modszerei vannak, mint a geometridnak. Az egész
okoskodas tehat igy szol algebraul. Mint lattuk,

k“+2-(k+(k+1)+(k+2)+---+n)=n(n+1)+k;
itt k helyébe sorra 1-et, 93¢, 3<aty ..., n-et téve,
12+2.(1+2+3+...+n)=rz(n+l)+],
214 2.(2+3+...+n)=n(n+1)+2,
3+ 2.(3+...+n)-——-n(n+1)+3,
'n’—.*- B 2.n=n({+1)+n
Osszegezve

1“+22+3’+...+n’+2.(1+2.2+3.3+...+n.n)=:
=n.n(n+)+14+24+...+0
azaz

3.(1*+22+3=+...+n*)=n’(n+1)+'———'(";')="("+1)2(2"+1).

tehat

12+22+3’+...+n=="("+,])6(2"+1).

Gacsalyi ezt mondja el lényegtelen valtoztatassal (nem a vizszintes

emeleteken, hanem az oldallapokkal parhuzamos rétegekben levl

kockak szamat irja fel, jobbrol balra) ; 4 pontot kap érte.
Nos, olvassatok el ujra a szamok hatvanyainak Osszegérdl

52616 cikk elejét is (3—10. s 39—47. 1) és oldjatok meg minel

tobben az 1., 3., 4., 5. €s 6 feladatot !
: Kalmar Laszl6

Gyertek bizonyitsuk be Csebysev tételét! (III)
A 4. szamban kitfizott feladatok megoldasa.
1. Bontsuk fel primtényezdkre 101~ és 20 !-t, anélkiil, hogy
elobb elvégezndk a szorzdst.
Megoldas:

_ 101=1.2.3.4.5.6.7.8.9.10=2.3.2%.5.(2.3).7.2.3".2.5) =
—28.3¢.5.1,



