A «FACTORISATIO NUMERORUM» PROBLEMAJAROL.

Bevezeltés.

Az additiv szdmelmélet egyik nevezetes, «partitio numerorum»
néven! ismert problémakére valamely n természetes szimnak
tetszésszerinti szaml pozitiv egész szam dsszegeként valo elo-
allitasainak szdimossdgira vonatkozik. E szdmossig Eurer ota
szamos vizsgalat targyiat alkotta; Harpy és Ramanusan 2 aszimp-
totikus képletet is adtak ri. Ezzel szemben a megfelelé mui-
tiplikativ szdmelméleti problémit, amely valamely n természe-
tes szamnak tetszésszerinti szimi, 1-nél nagyobb egész szim
szorzataként valo elGillitasainak szimossigdra vonatkozik, tudo-
midsom szerint eddig még nem targyaltdk.®

1 Sziikebb értelmében hasznialva e kifejezést; tagabb értelemben a
partitio numerorum problémakére felolel minden additiv szamelméleti
kérdést.

2 . H. Haepy és S. RAMANUIAN: Asymptotic Formulae in Combina-
tory Analysis, Proceedings of the London Math. Society, (2) XVII (1918),
75—115. oldal, vagy Collected Papers of SRINIVASA RAMANUJAN (Cambridge,
1927), 36. cikk, 276—309. oldal. A szobanforgo aszimptotikus képlet egy-
szeriihb bebizonyitasira nézve 1. KoNraD KNoPP : Asymptotische Formeln der
additiven Zahlentheorie, Schriften der Konigsberger Gelehrten Gesellschaft,
naturwissenschaftliche Klasse, 2 (1925), 45—74. oldal.

¥ Ezzel szemben annak az (egyszeriibb) additiv szamelméleti problé-
manak, amely valamely 7 természetes szaimnak adott % sZimu egész szam
Osszegeként valo eldallitasainak szamossagira vonatkozik, multiplikaliv
szamelméleti analogonjaval «PiLrz-féle osztoprobléma» néven szamos munka
foglalkozik ; 1. pl. G. H. Harby és J. E. LirtLEwoop: The Approximate
Functional Equation in the Theory of the Zeta-function, with Applications
to the Divisor-Problems of DIRICHLET and PiLrz, Proceedings of the Lon-
don Math, Society, (2) XXI (1923), 39—T74. oldal.
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A szobanforgd szamossdgok pontos definiciojahoz azt is meg
kell mondanunk, hogy két eldallitis kiilonbozének szdmit-e, ha
csak a tagok, illetdleg a tényezdk sorremdjében térnek el egy-
mastol. Az additiv eléallitisok esetén esak az a definicio vezet
problémdhoz, amelynél a tagok Kkiilonb6zo sorrendjével felirt
felbontasok nem tekintenddék kiillonbozéknek, mert a masik
definicio mellett, tehat ha a tagok <sorrendjére tekintettel va-
gyunk, a felbontdsok szdma® — mint teljes indukecioval min-
den nehézség nélkill adodik — 271 A multiplikativ elallita-
sok esetében azonban az eléallitasok szimdnak egyik definicigja
sem vezet trividlis szamelméleti fiiggvényhez. Jelen dolgozatban
tekintettel vagyok a tényezok sorrendjére is, tehit a kovetkezd-
képpen definidlt f(n) szamelméleti fiiggvényt — n «factorisatioi-
nak» szimat — vizsgalom: f(n) jelenti az n szdmnak

N=nMn, N 6]
alakt eldallitasainak szamdt, ahol k = 0, 1,° 2,...; 7y, Ngy.v., Ny
1-nél nagyobb egész szamok; végiil az (1) és az
elaﬁllitésok akkor és csakis akkor tekintend6k azonosnak, ha

’
k=1Fk'; n,=mn}, n,=mn,,..., m=ny.

Minthogy f (ny valtozasa szabalytalan (pl. valahdnyszor 7 torzs-
szam, [ (n) = 1, mig kiilonben f(n) tetszés szerint nagy értéke-
ket is felvesz), ezért nem f (n)-re magira, hanem az

FO+F@)+--+fm

n

%4 Beleértve az «egy tag Osszegére» valod nem-tulajdonképpeni felbon-
tast is.

5 O-tényezés szorzat jelentése 1; ez tehat csak n — 1 esetén lép fel:
[ (1) =1.

6 E szerint a nem-tulajdonképpeni, «egy tényezé szorzatira» valy fel-
bontas is szamitando.
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kozépértékre fogok aszimptotikus képletet adni: bebizonyi-
tom, hogy

(O+{ @+ tfm 1, %
n ol

ahol ¢ a {(s) = 2 egyenletnek ? egyetlen 1-nél nagyobb valés

gyoke,® R értéke pedig

co

i logmv iz vy
.R~2 e ¢' (o).

n=9

A (2) aszimptotikus képlet abbol a ténybol fog kévetkezni,
hogy az f(n) szémelméleti fiiggvény generator DiricuHLET-sora
1

B e aZaZ
2=£ ()

: @ , 10 ) el
f(1)+—9-3—+—38-+“'+?+'“—m (3)

(. 1. szakasz); ez az egyenlet akkor érvényes, ha az s=o+it
komplex viltozo valoés komponense, >0 ; maskiilonben a bal-
oldalon all6 sor széttarto. E generatorfiiggvény a ¢ >p félsikon
reguliris; a o=¢ egyenesen egyediili szinguliris helye az s=¢
polus. Bonr-nak a Riemann-féle {-fiiggvény értékkészletére vo-
natkozé vizsgilataibol ® kovetkezik, hogy a o — 0 egyenes bar-
milyen kis (baloldali) kérnyezetéhen vannak a $(s) =2 egyen-

7 Itt § (s) az s komplex valtozo oly értékeinél, melyeknek valos dssze-

tevéje 1-nél nagyobb, a

1 1 1
E(s)_1+§’«+§;—+---~}—?+---
sorral értelmezett RiEManN-féle C-fiiggvény, ahol #* az e’ '® " transzcendens
egész fiiggvényt jelenti.

8 Ilyen gyck valéban egy és csakis egy van; ugyanis & (s) 1-nél na-
gyobb valés s értékeknél csokkend valos folytonos fiiggvény, azs—1 hely-
hez (jobbrol) kozeledve minden hataron tul no, mig s—oo esetén 1 a
hatarértéke.

9 H. Bour: Uber das Verhalten von ¢ (s) in der Halbebene ¢ > 1,
Nachrichten der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttin-
gen, mathematisch-physikalische Klasse, 1911, 409—428. oldal.

1*
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letnek gyékei, tehat a szobanforg6 generdatorfiiggvénynek polusai.
Ebbél kozvetleniil kovetkezik, hogy a (2) aszimptotikus képlet

r+r (2)n+---+ [ % e ()

maradéktagjara nézve nem all fenn O (n®) alakt megbecslés,
ahol a<p—1; Bour modszerét részleteiben kovetve e maradék-
tagra még élesebb alulrdl vald megbecsléshez lehet jutni. Ugy-
szolvan azt az esetet illusztralja az f (») szdmelméleti fiiggvény,
ami a torzsszdmok eloszlisdnak problémdjinal el6allna, ha a
Riemann-féle {-fiiggvénynek — a nevezetes Riemann-féle sejtéssel
ellentétben — a o =1 egyenes bdrmilyen kis baloldali kérnye-
zetében volnanak zérushelyei. Jelen dolgozatban nem foglalkozom
ezekkel, a (3) fiiggvény mélyebb fiiggvénytani tulajdonsdgaibol
folyo eredményekkel ; minddssze az emlitett (2) aszimptotikus kép-
letet fogom bebizonyitani. K kézben a komplex viltozos fiiggvény-
tannak csak a legelemibb fogalmait és tételeit fogom alkal-
mazni ; ezeknek teljes elkeriilése nem iitkznék ugyan akadalyba,
azonban az el6alld szamitisbeli tébblet miatt nem volna ér-
demes. A (4) maradéktagnak emlitett alulrol valo megbecslésére,
tovabbd ugyane maradéktagnak a diophantikus approximdciok
elmélete segitségével torténé felilrl vald megbecslésére mas
helyen sziandékozom visszatérni.

1. Az f(n) szimelméleti fiiggvényhez tartozé DiricuLeT-sor

N[O _ 0 @) (O [ )

— _f(1)+_F+—3s—+m+_n§—+“" (5)
ahol s =¢ + it komplex viltozo. Ha s valds isszetevdje, o, na-
gyobb, mint a {(s) =2 egyenlet egyetlen 1-nél nagyobb valds
qyoke, o, akkor e sor dsszetartd és dsszege

N
w . 9-C(s) (6)

n=1
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Ugyanis ¢ > p esetén
1 1
26 1—(®-1)
=14+ (O = 1)+ —1)P++ (CE — 14,

mert ekkor
Svm !
AT —_— = — 1= 1.
= ] 107 = ne <) —1

n=92 n=2

1
n
n=2

Itt, ha ¢ > 1,

n N1=2 ne=2

¢8) —1] =

s a jobboldalon &ll6 k-szoros végtelen sor feltétleniil oOssze-
tarto; egyszeri DiricHLET-sorra atrendezve
' fi (0
(@ -1p= Y10, @)
n
n=1
ahol fi(n) az n pozitiv egész szimnak k-tényezés
N =NN,...N, _
szorzat alakjiban valo el6allitisainak szdama, hol Ny Ngyeooy Ny
1-nél nagyobb egész szimok és két elgallitdas akkor és csakis
akkor szamit azonosnak, ha a tényezok, sorrendre mnézve is,
megegyeznek.'® (7) érvényes k = 0 esetén is, ha fo (1) jelentése 1,
kiillonben (vagyis, ha n>1)) fo () = 0. Eszerint, ha o > o,
ol
2—C(s) ns
k=0 n=1

10 A 3. labjegyzetben emlitett Piirz-féle osztoprobléma az

o) +(§) s 0+ () a0 o (B) 0

szimelméleti figgvényre vonatkozik, amelynek kozvetlen jelentése az n
szimnak n=n,n,. .. n; alaku elgallitisainak szima, ahol k adott természe-
tes szdm, két, egymastél a tényezok sorrendjében eltérs eléallitas kilon-
bozbnek szamit és n,, Mg, .., My POzitiv egész szimok, megengedve az 1-et is.
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E kétszeres végtelen sor o>p esetén ismét- feltétleniil Gssze-
tarto (mert barmely tagjanak abszolit értéke nem egyéb, mint
ugyane sornak megfelelé tagja az s=o helyen), s igy egyszerti

DiricuiLer-sorrd dtrendezve is Osszetartd és osszege 2—;¢(s);
szoval (minthogy f(n) = f,(n) +f, @) +---+ fie ) +---11) az (5) sor
Osszetartd és Osszegét (6) adja. :

2. Az [ (n) szamelméleti fiiggvény kézepes nagysigrendjének

megbecsléséhez haszndlni fogok egy, az figgvénynek

2—¢(s)
a g=p egyenes jobboldali kérnyezetében valo viselkedésére vo-
natkozo egyenldtlenséget. Ennek bebizonyitisa a kovetkez6
segédtételen fog alapulni:

Legyen t letszésszerinti pozitiv szdm. Az n pozitiv egész
szdamnal; adhato végtelen sok kilonbizd

Ve iAo ®)

érték, amelynél —21'—— log n-nek a legkozelebbi egész szdmitsl vals

tdvolsdga legaldbb 3; a (8) szdmok vdlaszthatdl: ugy, hogy

2ak
e t

< ——— ©)

legyen. ‘
Bebizonyitas: Ha g valamely egész szim és az n egész szam
teljesiti az
e%’i (g+3) S eQTﬂ (g+%)

egyenlotlenséget, akkor
t
gti=g-logn=<g+3

tehat n-nek megvan a kivant tulajdonsdga. Ha

11 | végtelen sor csak latszolagos’, mert, ha k& nagyobb, mint » torzs-
tényezGinek szama (tobbszorosségikkel szamlalva dket), akkor fj (n) = 0.
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a2
e t — e t

%

1,
akkor biztosan van ilyen 7 egész szam; ez pedig teljestil, amint

eT (+3) 9 1 ’ (10)

1—¢™F
tehit g-nek minden elég nagy értékénél. Legyen ¢, a leg-
nagyobb egész szim, amely a (10) egyenléséget nem teljesiti.
Akkor

2n
eT (Go+3) < 1

TR : (11)
1—e ©
de
Gte+d 1
T R e

ha k=1, 2, 3,...; a (8) pozitiv egész szamokat gy vilasztva, hogy

- @o+ k) 2, (go+k+3)
v = €

(A

legyen, ezek a kivant tulajdonsiggal fognak birni és (11) miatt
a (9) egyenldtlenségnek is megfelelnek. ‘

3. Ha ¢ > 1, akkor

' 1 i‘ 1 m‘\ —ym—ti
Clo)—¢ s>~\ e D\
e N n no
n=1

n=1 n=1

1@ =2 = REE) — ¢6) = 21 cos(tlonn)

t
A jobboldalon egy tag sem negativ; ha n olyan, hogy —— log n-

nek a legkézelebbi egész szimtol vald tavolsiga ]e"alabb o ak-
kor a ¢ log n szog vagy a masodik, vagy a harmadik negyed-
ben van, tehit cos (tlog n) < 0. gy a megel6z6 szakaszban
bebizonyitott segedtétel szerint
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L) — €O = 2 Z %,;--

.o
(i) _ s (e*"z'-—l)"
To7 Vo Beoy 5 O U s
et \1—e ‘) 1—e ¢

tehat, a minden valés a helyen érvényes e* =1+ 2 egyenl6t-
lenség miatt,

L) %) qo—1 _ Bro
[€ ()~ iC(a) | =8t wifli maamimiag — e e P D% (19)
t

4. Minthogy

@ =—4< 2,
ezért 1<p<2.'? Legyen p<oc<2, t=1; akkor (12) folytin

-1
[$(@)— 6| = e~87f1—0 = ¢ f1-o,

ahol ¢, (mint alibb ¢,, ¢g..., ¢4 is) pozitiv allandot jelent. To-
vibb4, minthogy o > 1 esetén ¢ (o) csokkend konvex fiiggvény,**
ezért

0=2-{(0)=¢() —¢0) =(e—0) ¢ (@) = R(c—0),
ahol R, mint a bevezetésben, —¢' (p)-t jeloli. Ennélfogva

124 =[¢(0)— L) |—(2-¢0@) = et ~"—R(c—0),

12 J, P. Gram: Tafeln fir die RieMANNsche Zetafunktion, Det kongelige
Danske Videnskabernes Selkabs Skrifter, naturvidenskabelig og matematisk
Afdeling, (VIII) 10 (1926), 313—325. oldal szerint

£ (1°7) = 205498 87568 . . .,
£ (1-8) = 188292 96181 . . .,

(320. oldal); tehat 17 <<p<<1'8.
13 Ugyanis

i log n : Y log?n
g (0) =— Z iR <0, g=) £ >0

n=92 n=2
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tehiat, ha
(4

: ¢
c=0 Ro—p)<ict 2 és l_"'>_T)" (13)

akkor (minthogy ekkor o <1+ % <92)

0
|12—¢(8)| =3¢t 2

e
(13) 4ll, ha t=1¢és o <o <o+t 2 hacsak ¢, elég kiesi;

ugyanis ekkor

R g 1 (: C
(6—@) < Reyt 2 <%t ha Cy éﬂ
e
l—a>1—-0—cyt Sz R ———29—, ha (fz§1~%

Ennélfogva ekkor
1 250

FD) -

viszont, ha £ > 1 és or-c 52 < o <2, akkor, ¢ (o) konvexsége

miatt,
1 _INYV £ \' TGP § ]
l 2—¢(8) I—";: = n° " 2—C(o) i

n=1

1 )

< S S |
=)' () —el' @t —¢' (2)

Eszerint p <0 <2, t > 1 esetén
(14)

’\Ot

'( )
9. Az s=p hely a 2—{(s) fiiggvénynek elsérendd*® zérus-
helye, tehit reciprok értékének elsorendi polusa
$—p 1 1

li M ]l = — - —_—

LR ore e CO—C@. @ R

8=p ~

reziduummal ; ezért a

1t () <0
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1 G |
2—L(8) R s—p

o (s)=

fiiggvény, és elsé differencidlhanyadosa is, a p<o<2, 0<i<1

téglalapon — regularis lévén — korlatos:
le ()] < ¢ (15)
l'(8)] < ¢s. (16)
Masrészt, (14) miatt, p <o <2, £ >1 esetén,
1 1 1 Qi
lp ()] = lml it T op= Colt 3t op a7

(s) 1
®"@c®f*H@eﬁ
1

1 2
I|C(S)|+ﬁ‘s—_aiéﬂcste+-ﬁ"

(18)
<

l C( )
(15), (16), (17) és (18) szerint, ha p<o<2, =0, akkor, ¢t <|s]|,
1<e<]|s| miatt,

o @ < et + o= alsld (19)

lo' (®)| = Rejt® + & F¢5 < ¢, s (20)

_E
¢(3)=¢(s) és ¢'(3) = ¢ () miatt érvényesek a (19) és (20)
egyenlétlenségek ¢ <o <2, t <O esetén is, szoval p <o <2
esetén mindig.

6. Mint ismeretes,® ha ¢ >0, > 0 és k pozitiv egész szam,
akkor (s=a + it)

+ oo

k! xs loghx, ha x=>1,

il (e it = 9
o7 f ght+1 (4 { 0, ha x<1, al)

—_ 0

15 L. példaul E. LaNpAu: Handbuch der Lehre von der Verteilung
der Primzahlen, I. kotet, 266. oldal, ahol 6=2, ez azonban a bizonyitishoz
nem lényeges; vagy E. LANDAU: Sobre los numeros primos en progresion
aritmética, Revista Matemdtica Hispano-Americana, 5 (1923), teorema
62 (5. oldal), ahol a (21) képlet k=1 specialis esete van — elemi titon —
bebizonyitva, amelyb6l az altalanos k— 1-szeres parcidlis integralassal
adodik.
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tovabba 16 22 > 1 esetén

—1— (22)
O

— o

Ennélfogva, ha o >, az

L . \'f®)
2—¢(s) _Zﬂ R

végtelen sornak feltétlen és f-ben egyenletes Gsszetartdsa 17 miatt

‘f%fz 30) Z’"g'f )d'

(23)

ahol az Osszegezés jele alatt n =« azt jelzi, hogy n az a-nél
nem nagyobb pozitiv egész szamokat futja at; megfelel6 mo-
don értelmezenddk alibb is a hasonlo jelolések.

7. Itt

+ o + oo

il o 208
J s 2—L(s) fll o oy R fs Bi(Rt g)

A szokdsos eljdrassal (részlettortekre bontis) adodik, hogy

1A R S L S

3 —_—— e

s%(s—o) 0’ (s—o) 0% 0°s

16 E képlet a (21) képlet k& ﬁl, x>1 esetéb6l parcialis integracioval
adodik ; egysbként megtalalhato példaul a 15. labjegyzetben idézett helye-
ken is, a 344, illetsleg 1. oldalon (teorema 60).

70 lf,(:) = f(n) é Z It a osszetar?b.
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tehat,  >1, o> p esetén, (21) és (22) miatt,

+ oo +

s dt e e xo—g+zt xs
fs“(s-—g) o8 ja g—i—zt [
1 x j‘xs ( e 1: 5 log. logﬂx)
ol i i (et it Syt (208, 7
2 (t 3 92 20
Igy, (23) szerint, |
Zw i,
D7 og 7 = .
ngx
(24)

i f s(p(s) dt + 22¢—2—2log x—g*log® x
o°R

8. Itt, parcidlisan integralva,

f+x8 2O gy L (arvio L) _ oo ploin))
S

i log « (c+1iw)? (c—iw)®

—w

+w

s lo; x j .xs ( ¢s(‘°'8) )’dt’

-w

tehat, minthogy @ — oo esetén, (19) miatt,

p(oLio) 5
(o +iw)®

¢ (c+iw)
(c+iw)®

: . 1€ g
potiw < e’ |otiw |27 -0,

ezért

JoePunri [o(s20 - 28)u

— 00

Ennélfogva, a (19) és (20) egyenlbtlenségeket alkalmazva,
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T ’
lf a2 o e )
xo el
e A o sl <

a

j lo+it|* 2 di=c, lx (25)

logx og &

mert —g~ —4<<po— 3<O, a legutolso lnte”ml (s igy a tobbi is)

konvergenS, mert ¢ — 3 < —1. (25) mindig érvényes, ha o > ¢;
ezért, o-t p-hoz kozelitve,

‘j s(,a( dt| <

+ o
f a8 I—— ¢ (s — 0.
g8

Tehat, figyelemmel ("4)-re, adodik, hogy @ — oo esetén

/I/"
‘s log z

s igy, ha & — oo,

@ 2 ’
f(n)l o} R (26)

9. Legyen 2> 1; tovibbd, réviditésképpen,

2 A2 N | ;
) :Z./ (n)log"/n ‘Z/ (n) log? lnc

n<ite n<iw n<e

(26) miatt & — oo esetén

xed, (1) —

32“ (2% — 24e +1). @7)
Misrészt azonban
= \—‘ g ?_)‘2_‘23_ s A% % Z‘)
(01(33)—41]‘(72)(10{; G —-Qlog ——n—+10g ‘E +
ngx
2, Y .

r<n<ie le<n<ite
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Itt
2 s A% x
o2 325 Rt o2 0 —
log 2 log + log o
; 2 @ @
— _— 2 o — i Els o oY —
(log - + 2log l) 2(10g 3 + log ) + log? =
= 2 log?® 2,
s innét
2
log*® — 2log® % = 2log*2,

tovibbia @ <m < Ax esetén

1z 2z Az ( . A )2
o2 g1 19} Y Jor sy Lkt e, 0O —) —
log % 2log = log % 2 log el v

22z , A2x?

= log®

Ar <n < 2*x esetén pedig

0

= log*2 < 2log? A

0 < log?
FEzért
Y
2 log? 2 Z [ ) < @ (x) < 2log®2 Zf(n),
ngw néi.“.r
azaz

(‘)gi)_ (p‘( 2T, ()
% 2

Melogir =7 = 2 Tog® 2

Ha x— oo, (27) folytin ezek az x‘QZf (n)-re talalt korlitok

rendre az PEs
1 A2e—9e+1 ‘s 1 2%e—2%e4-1
o°’R 2% log?] e 0°R log® A

hatarértékekhez kozelednek ; ennélfogva x—¢ Z f (n) minden st-
ngw
riisodési helye ezek kozé esik. Ez igaz minden 1-nél nagyobb

A-ra; minthogy 2—1, azaz log A = h—0 esetén
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129__219_*_1 4 62"£'——261'9-+-1 e a2 (CUG’) ol

log® 2 X3 h? T b ey SN

s igy egyuttal
Ae—2%e -1 g
1%¢ log? 2 03

ezért x — oo esetén

L3 il
Z ‘Z“’”"W(’ SR

n<a

aminek a bevezetésben kimondott (2) aszimptotikus képlet
evidens kovetkezménye.

Szeged, 1930. mdjus 25. :
Kalimdr Ldsz16.

UBER DAS PROBLEM
DER «FACTORISATIO NUMERORUM>.

In der vorliegenden Arbeit wird der asymptotische Verlauf der zahlen-
theoretischen Funktion f(n) untersucht, welche als die Anzahl der Dar-
stellungen von » in der Form

n=nmn,...n; (1)
definiert wird, wobei k=0, 1,2,..., ferner Ny, N,. . ., Ny beliebige ganze
Zahlen >1 sind. Dabei bedeutet das Produkt (i) im Falle k=0 Eins ;
ferner sind zwei Darstellungen (1) auch dann als verschieden zu be-
trachten, wenn sie sich bloss in der Reihenfolge der Faktoren unter-
scheiden. Die zahlentheoretische Funktion f(n)ist ein multiplikativ-
zahlentheoretisches Analogon der Anzahl der unbeschrimkten Partitio-
nen von .

Es wird fir f(n) die asymptotische Formel
ne

[+ 1@+ ek f ) > — s

hergeleitet, wobei ¢ durch =1, {(¢) = 2 definiert ist.
Laszl6 Kalmar.





