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Eléadia az 1955. december 16-dn tartott felolvaso iilésen

1. Eldéntésprobléman ebben a dolgozatban a sziikebb logikai fiiggvény--
kalkulus elddntésproblémajat® értem. Ez a probléma olyan eljards keresésében
all, amelynek segitségével barmely adott (a szitkebb logikai fiiggvénykalkulus
értelmében vett) logikai formuldr6l® véges szdmi lépésben el lehet donteni,
vajon kielégithet6-e.

A logikai formuldk halmaza, mint ismeretes és kénnyen lathato, meg—
szamlalhaté. Tekintsiik a logikai formulak valamely

® | Aoy Auy oo Ay
megszamlalasat Minden ilyen megszamlalashoz hozzaxendelhet]uk a kovetkez0- -

képpen definidlt aritmetikai fiiggvényt, amelyet az elddntésproblémanak a
kérdéses megszamldlashoz tartoz6 karakterisztikus fliggvényének nevezhettink:

0, ha az A, formula kielégithetd,

2=\ 1 pa az A, formula nem elégithetd ki.

‘ 'Vilégos, hogy annak eldtntése, hogy az A, formula kielégitheté-e, ekvivalens

a y(») filggvényérték Kkiszamitasaval, ennélfogva, amennyiben az (1) meg-
szdmlalds - effektiv, vagyis olyan, hogy béarmely A logikai formuldhoz véges

szamn lépésben meg tudjuk taldlni azt a » smszamot amelyre A=A, és

1 1954 november 22-én a berlini Humboldt-Egyetem matematikai kollokviuman tartott
el8adéas részletes kidolgozasa. Német nyelvil vdltozata a berlini Zeitschrift fiir mathematische
Logik und Grundlagen. der Mathematik c. folyiratban jelenik meg.

2 Az eldontésprobléma mibenlétére és jelent8ségére nézve ldsd pl. a szerzd [1] dob-
gozatinak bevezetd részét (163--169. oldal), vagy SurAwvi JAnos [1] dolgozaténak 1—3.
fejezetét (180—186.. oldal); ezekbol a jelen dolgozathan felhaszndlt matematikai logikai fogal-
makat is meg lehet ismerhi. (A nevek utdn szogletes 7éuéle1be tett szdmok a jelen dolgozat
végén taldlhaté irodalomra utalnak.)

) % Logikai formulan ebben a dolgozatban mindig a szitkebb logikai fuggvunykdlkulus
értelmében vett formulat értiink ; megengedjiik, hogy -az '1zonoqs€1g-relac1o is eléforduljon
a formulaban.

4 Aritmetikai fiiggvényen olyan fiiggvényt értiink, amelynek fiiggetlen valtozdja (vagy

" ha tobbvaltozés filggvényrdl van sz, mindegyik fliggetlen véltozoja) a természetes szamo-

kon fut 4t és értékei is természetes szdmok. Természetes szdmon ebben a dolgozathan
nemnegativ egész szdmot értlink.

1 I Osztdly Kizleményei VU1
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viszont, barmely » természetes szdmhoz meg tudjuk taldlni az A, formulat,
akkor az eldontésprobléma ekvivalens olyan eljards keresésével, amelynek segit-
ségével a y fliggvény értékét barmely adott helyen véges szamu lépésben ki
lehet szdmijtani.

- Az olyan arltmetlkal fﬁggvényeket amelyekhez van olyan eljards, amely-
- nek segitségével a fliggvény -értékét barmely adott helyen véges szami lépés—
‘ben ki lehet szamitani, kiszdmithato fiiggvényeknek nevezziik. Egy CHURCH-
féle hipotézis szerint® a kiszdmithat6 fliggvények osztilya azonos az altalanos:
“rekurziv fliggvények osztdlyaval®. Ez a hipotézis — amennylben az ,eljaras”
fogalmédt a legaltalanosabb, tehat nem  valamilyen matematikai definicié segit-
ségével - szabatosan. elhatarolt. és egyben- lesziikitett értelemben értjiik” —

ismeretelméleti jellegli. Itt nem megyek bele annak a kérdésnek a targyala-
saba, mennyiben fogadhaté el CHURCH e hipotézise; csak megemlitem, hogy

vele szemben alapos (természetesen filozéfiai) érveket lehet felhozni®.

Maér most CHURCH bebizonyitotta®, hogy az eldéntésprobléménak a logikai
formulak szokésos (effektiv) megszamlédlasahoz tarfozé karakterisztikus fiigg-
vénye nem -tartozik az &ltaldnos rekurziv fiiggvények osztalyaba. CHURCH .e
tételét gyakran Gigy fogalmazzak, hogy az elddntésprobléma megoldhatatlan,
E fogalmazis az emlitett CHURCH-féle hlpoté21ser1 alapul; maga a tétel azon-
ban fiiggetlen a CHURCH-féle hipotézistél, és azt mondja ki, hogy az eldontés-

5 CHURCH [1], 356. oldal — . CHURcH defmicné alakjaba Oltozteti ezt a lupotéz1st

azonban mdr az a tény is, hogy felveti azt a kérdést, mennyiben fedi definiciéja a - defi-
nialt ‘togalom (a kiszAmithaté figgvény fogalma) Hintuitive tartalmat, mutatja, hogy valdla—

ban hipotézisr&l van -szd, -
8 Az &ltaldnos rekurziv fiiggvény- fogalmat illetben lasd Kueene [1] dolgozatét vagy
magyarul Peter Rézsa [1] miivének 130—i31. oldalat, vagy pedig a szerz8 [2] dolgozatanak

1. pontjat-(103—113. oldal). Maga az altalanos rekurziv fiiggvény . definicidja 2 jelen dolgd-

zatban is el fog fordulni..

7 Az eljards (algoritmus), nevezetesen valamely aritmetikai fhggvenynek (ter mésm--
tes szamokbdl All6 sorozatnak) barmely adott helyen felvett értékének (adott indexii tagja-
nak) kiszdmitasdra szolgdlo eljards fogalmdnak  szabatos elhatdroldsdra szidmos definiciot
javasoltak (Idsd pl. Cuurcy [1], 356358, oldal; Turwa [1], 232—233. oldal; Markov [1]);
ha a kiszamithat6 fiiggvény fogalmaban eljarason e definicik barmelyike Altal szabatosan

- elhatérolt eljaras-fogalmat értjiik, akkor CHurcH lupotéztse bebizonyithatd tétellé valik (lasd

Kieene [2], Turivg 2], ill. Gyerrovsz [1]). Azonban az eljirds ilyenféle elhatarolt fogalma
esetén mar nem evidens (hanem ismét csak ismeretelméleti jellegii hipotézis), hogy az eldén-
tésprobléma. ekvivalens olyan, az elhatdrolt érielemben vett eljaras keresésével, amelynek

segitségével az elddntésproblémanak a logikai formuldk valamely . effektiv megszémléléséhoz"

" tartozd karakterisztikus fiiggvényének értékét barmely adott helyen véges szdmi lépésben
ki lehet szdmitani.
8 Lasd a szerzd [2] dolgozatémak 125 nlclalén a ¥ jegyzetet. Erre a kérdésre még
m4shol .vissza szdndékozom térni.
9 CrurcH [2] és [3].
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probléma bizonyos fajta eljarassal nem oldhato meg, ti. olyannal, amely a
kovetkez6 alaku (vagy ilyen alakra hozhatd). - Adva van egy egyvéltozds ¢
altalanos rekurziv fiiggvény; és az eljrdsnak valamely A, logikai formuldra -
val6 alkalmazdsa abban 4ll (vagy azzal ekvivalens), hogy kiszdmitjuk a ¢ .

fliggvény értékét-a » helyen. Ha azt talaljuk, hogy ¢(¥)==0, akkor az elja-

ras arra az eredményre vezet, hogy az A, formula kielégithetd; ha pedig

(1/).1*0 akkor az eljirds arra az eredményre vezet, hogy az A, formula
nem elégithets ki. Az ilyen eljardst dlfaldnos rekurziv algoritmusnak nevez-
ziik; eszerint CHURCH tétele azt mondja ki, hogy az elddntésprobléma nem

. oldhaté meg altalanos rekurziv algoritmussal. CHURCH tételének jelentbségét

az mutatja, hogy mindazok az eljarasok, amelyek segitségével az eldontés-
probléma bizonyos specmlm eseteit sikeriilt megoldam “altaldnos rekurziv
algoritmusnak bizonyulnak. o -
CHURCH tételének eddig kt)zzetett bizonyitésai“, tudomdasom szerint,
valamennyien a kovetkezd alakiiak. Mindenekeltt egy mdsik P probléma-
seregr6l ¥ mutatjuk meg, hogy nem oldhaté meg A4ltaldnos rekurziv algorit-
mussal ¥;'majd a P problémasereget ,dltalanos rekurziv.médon®, vagyis olyan

redukci6s el]alas segitségével vezetjik vissza az eldOntésproblémara, amely.

azt mutatja, hogy ha az. eldontésprobléma megoldhaté éltalanos rekurziv algo-
ritmussal, akkor a P problémasereg is megoldhaté volna ilyen algoritmussal.

Eppen ezért ezeknek a bizonyitasoknak megértéséhez nemcsak a sziikebb logikai

fiiggvénykalkulusnak, valamint az dltaldnos rekurziv fiiggvények elméletének
alapfogalmait. kell ismerni, amelyekm mér a- CHURCH-tétel kimondasahoz is
szitkség .van, hanem,- legalabbxs részben, azt a diszeiplinat is, .amelyhez -

10 Altalénosabbau, legyen adva egy megszamlalhato pr oblémasereg, vagyis egy, meg-.

-szamldlhaté sok értéket felvevs; paramétertsl fiiggd olyan problémik dsszessége, amelyek

mindegyikére ,igen” vagy ,nem® valaszt varunk. (Ilyen megszdmlilhaté problémasereg az
eldontésprobléma is; a paraméter.az a logikai formula, amelyrél ¢l akarjuk donteni, kielé-

~ githet6-e, vagy nem.) Az altalinossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, Hogy a palamétel
- a természetes szamokon fut at; tehat a problémasereg pmblémél -egy

PO’ P],Po,..‘.

sorozatot alkotnak. Mérmost ¢ problémasereg megolddsara szolgald altalénoq rekurziv
algoritmuson olyan eljardst értiink, amely a kovetkez6 alakd (vagy xlyen alakra hozhaté).
Adva van egy egyviltozés ¢ dltaldnos rekurziv fiiggvény; az eljards a P, problémara asze-
rint adja azt a vilaszt, hogy ,igen* vagy ,nem“, hogy a ¢(») fugqvényélték O-g, vagy |
0-t61 kiilonbozé szam-e. Konnyen lathaté, hogy .a problémasereg akkor és csak akkor old-'
haté meg altaldnos rekurziv algoritmussal, ha karakterisztikus filggvénye, vagyis a kovet-
kezbképpen definialt aritmetikai fiiggveny altalanos rekurziy fliggvény:

0, ha a P, problémira a helyes valasz: ,igen®,

1, ha a P, problémédra a helyes vélasz: ,nem®.

1 Lasd Cuuren [2), [3]; Turing [1], kulonosen 259—263. oldal, tovabba [31.
12 Lasd a 10 jegyzetet,

1*
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a kérdéses P problémasereg problémai tartoznak. A jelen dolgozatban kozvet-
len, vagyis olyan bizonyitdsét adom az elddntésproblémanak dltalanos rekurziv
algoritmussal valé megoldhatatlansigéra vonatkozé CHURCH-féle tételnek, amely
elkeriili az ilyen P problémaseregen at vezetd keriild utat s ennélfogva a sziikebb
logikai fﬂguvénykalkulusnak és az altalanos rekurziv fiiggvények elméletének
elemein kiviil tovébbi eldismeretet nem tételez fel™. Ezenkivill még az az
elénye is megvan a jelen dolgozatban adott bizonyitasnak, hogy vildgosabban

megmutatja azoknak, a logikai formulak (1) megszamlalasara .vonatkozo,

feltételeknek pontos - alakjt, amelyek elegendtk a tétel érvényességéhez .

- 2. A CHURcH-tétel bizonyitiséhoz természetesen sziikségiink lesz az 4lta-
lanos rekurziv fliggvény fogalmam valamint bizonyos, e fogalom definicio-
jahoz felhaszndlt fogalmakra. E fogalmak definiciéja megtaldlhatd a szerzs [2]
dolgozatinak 1. pontjdban (103—113. oldal). E dolgozat emlitett részét ismertnek
teszem fel; azonban a CHURCH-tétel Dbizonyitasa szempontjadbol célszerli lesz
e dolgozat' jeltléseit némileg megvaltoztatm és bizonyos, ott nem tel]esen
rogzitett jeloléseket rogziteni.

Az egyik véltoztatis az, hogy az altalanos rekurziv. tﬁggvenyek defini-
ciojaul szolgdlo egyenletrendszerek felirdsdra csupa felkdvér Detiit és egyéb
jelet (zardjelet, vessz6t, O szimjegyet, egyenldség-jelet) hasznalunk. Ezaltal,
~ valamint annak folytin, hogy természetes szdmokat egyébként mindig csak
- gorog kisbettivel jeldliink™, a kozonséges (sovany) kurziv. latin kisbetik fel-
- szabadulnak a kifejezések  (vagy madsféle  jelsorozatok) jelolésére (eszerint a
 kifejezéseket nem jeldljiik kurziv nagybetlivel, mint az emlitett dolgozatban).
‘ 1 A feltételezett eldismeretel megtalalhaték pl. a szerzd [1] dolgozatanak bevezetd

részében (163—169. oldal), valamint [2] dolgozatanak 1. pontjdban (103—113. oldal).
14 Az, hogy egy problémasereg megoldhaté-e altaldnos rekurziv algoritmussal vagy
" nem, fiigg attol, milyen sorrendben rendezziik a hozzatartoz6é problémdkat; igy az is, hogy
- az eldéntésprobléma megoldhaté-e altalanos rekurziv algoritmussal, fiigg a logikai formuldk
(1) megszamlaldsatél. fgy pl, ha a logikai formuldkat tgy szamldljuk meg, hogy péaros
indexet kapjanak a kielégithetd; paratlant a ki nem elégithetd formulak, akkor az A, for-
mula akkor és csak akkor elégithetd ki, ha .p(»)==0, ahol a ¢ fiiggvény, amely a kt')vet~

kezttképpen van definialva: :
) : s 0, ha » péros,

(p(w)"{ 1, ha» ‘paratlan,

mmt konnyen lathato, 4ltalinos rekurziv fiiggvény. Azonban ilyen effe/ctzv mcgszamhlabt —
-Jegaldbb is addig, amig meg nem oldjuk az eldéntésproblémit — nem tudunk megadni. —

A Cuurcn-tétel pontos kimondasaban valéjaban nem az Osszes, hanem csak a zart, azaz

szabad valtozét nem tartalmazd logikai formulak megszdmlalasara vonatkozd feltétel szere-

pel majd; ugyams az eldont’éspxobléma, mint ismeretes és kénnyen lathato, ekvivalens olyan

eljaras keresésgvel, amelynek caz:gitsee:evel barmely adott zdrt fmmulalél el lehet dénteni,
vajon kielégithett-e,

5 Gordg Kisbetitkkel, mégpedig a {, », 1} g x, F) betukl\Ll jeldliink ma]d bizo-

* nyos matematikai fliggvényeket is (aritmetikai fiiggvényeket, vagy olyan fliggvényeket, ame-
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Ez azért célszerli, mert a kifejezések kesﬁbb majd egy [/ md1v1duumta1tomany
elemeiként szerepelnek; marpedig az individuumtartomdny elemeit kurziv latin
kisbetlikkel szokds jeltini. Hasonldan, kurziv latin kisbetlikkel ]6101]111( ma]d
egy masik /' individuumtartomany elemeit is™.

A mésik véltoztatds az, hogy ebben a dolgozatban. azt a (rekurziv mgg— ‘

-vények elméletében Kkitlintetett) fliggvényt is funktorral, nevezetesen az f, funk-
" forral jeloljtik, amely a tetszéleges » helyen a »-1 értéket veszi fel (v a

7

természetes szdmokon fut at). Ily médon a * jelSlés, amely a szerzé [2] dol-.
gozatdban e fliggvényt jelolte, felszabadul a szokdsos (megkiilonboztets jelként
vald) haszndlatra és a kifejezés fogalmanak definicidja is egyontetiibben
mondhatd ki (a szerz6 [2] dolgozatiban a ’ jellel is, funktorokkal is képeztiink
kifejezés(ek)bol. 1ij kifejezést); ez az elény karpdtol benntinket azért a hétra- .
nyért, hogy egyenletrendszerekben 0,0,07,0",... helyett a nehézkesebb
0, £,(0), £, (1,(0)), £. (f.(£,(0))), . . kifejezéseket kell a 0,1, 2,3, ;.. természetes
szdmok jelolésére hasznalnunk. , ' |
A harmadik véltoztatds az, hogy szigoriibban rbgzitjikk, mely betiiket

“haszndlunk szamvaltozoként vagy funktorként. Valamely 4ltalanos rekurziv

fiiggvény definicidjaul szolgdld egyenletrendszerben szerepld szamvéltozoként
mindig'a vy, ..., Ve, funktorként pedig mindig az fi,..., fs betliket hasznal-
juk. Itt tehat « és @ egyenletrendszerrl egyenletrendszerre“véltozé természetes
szdmok (az egyenletrendszerben szereplé szadmvéltozok, ill. funktorok szdma, -
de valaszthatunk ezeknél nagyobb szamokat is « és g ‘gyanant, hiszen nem
kotjiik ki, hogy vy, ...,V és fi,...,f; mind szerepeljenek az egyenletrend-
szetben). Mint mondtuk, az f, funktor mindig az f,(»)=v--1 fiiggvényt
jeloli; az f, funktort pedig mmdrg az egyenletrendszer ‘dltal definidland¢ 4lta-

lanos rekurzw fuggveny jelblésére hasznal]ukl'

»

lyeknek (mindegyik) fiiggetlen valtozdja természetes szamokon fut at ugyan és értékei is
természetes szdmok, de amelyek nincsenek minden helyen értelmezve; tovabba olyan fiigg-

‘ vényeket amelyeknek (mindegyik) fiiggetlen valtozoja valamelyik individuumtartomany ele-

mein fut.at és értékei is ezen, vagy masik individuumtartomany elemei). A t6bbi gordg
kisbettivel -mindig természetes szdmot feldliink. (Amikor arrdl beszéliink, milyen fogalmak
jelolésére haszndlunk valamilyen betfit, ezt mindig tigy értjiik, hogy akar index nélkiil, akar
indexszel, egy vagy tobb vesszOvel szerépel, mindig ilyen fogalmat jeltliink vele.)

1 Az I vagy I' halmazon értelmezett logikai fiiggvényeket gordg nagybetlikkel jelsl-
jiik; egyes latin nagybetiiket, nevezetesen az F, G, H ¢és T betitket logikai fiiggvényvalto-
z0k, vagyis olyan viltozdk jelolésére hasznaljuk, amelyek (az I vagy az I’ halmazon értel-
mezett) logikai fiigavényeken fuinak 4t. A tobbi latin nagybettiket kiilonbdzé fogalmak
jeldlésére hasznaljuk; pl. J, mint' mar - mondottuk, 1nchv1duun1ta1tom{myt jeldl; P—vel pedig
fentebb valamely problémasereget jeloltiink.

17 Bz a jel6lésrigzités nem jelenti -az &ltalinossig 111egszoxita9ét hiszen szukség
esetén jeldlésvaltoztatdssal ‘mindig ele1heto hogy az egyenletrendszer Aaltal definidlt fiigg- .

-vényt jelljiik az f, funktorlal . !
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Egy-egy egyenletrendszer felirdsa esetén rogziteni kell a benne szereplod
fi, ..., fp funktorok argumentumszdmat, vagyis az dltaluk jelolt aritmetikai
fiiggvények fiiggetl’en‘ valtozoinak szamat is; legyenek ezek.rendre ¢, ..., ¢p.
1tt ¢, mindig 1, hiszen 1, egyvéltozos fliggvényt jeldl; g, azonban egyenlet-
rendszerr6! egyenletrendszerre véltozik, hiszen mindig az egyenletrendszerrel
definidlt dltalinos rekurziv fiiggvény fiiggetlen véltozéinak szdmaval egyenls.
Hasonléan, azt is megengedjiik, hogy o,, .. .,p/; is egyenletrendszerrl egyen-
letrendszerre valtozzanak. ‘ o

- Aza kortilmeny, hogy ¢.,...,9, nem egyszer s mindenkorra rogzitett
szamok, - véltozast tesz szitkségessé a kifejezés fogalmdanak definici6jdban,

hiszen pl.' £:(0, 0) nyilvdn akkor és csak akkor kifejezés, ha ¢,==2. Vilagos
e példabdl, hogy az, hogy milyen jelsorozatokat neveziink kifejezéseknek, fligg
a 0y ...,¢, szamok vdlasztdsatol. Ez a korilmény nem okoz ‘nehézséget,
hiszen  amikor valamely adott E egyenletrendszerrdl beszéliink, a o, .. 0
‘szdmokat is adottaknak tekinthetjiik ™. ‘ B

- Célszerli lesz némileg modositani a trividlis- kovetkezmény fogalmat is.
“Ahelyett, hogy valamely « szamviltozd (azaz a' vi,..., Ve jelek valamelyike) -

~ helyébe tetsz8leges szdmnak (pontosabban: a 0, 1,.(0), £,(£,(0)), ... kifejezések
barmelyikének) helyettesitését engedndk meg (ezt a miiveletet neveztiik a szerzo
[2] dolgozatdban specializalasnak), mindossze kétféle helyettesitést engediink

14 Eszerint az, amit a jelen dolgozatban kifejezésnek neveziink, nem fedi pontosan
a szerz6 [2] dolgozataban szerepld kifejezés-fogalmat, hanem az olyan kifejezés fogalmanak
felel meg, amelyben nem szerepel sem més szamvaltozd, sem pedig més funktor, mint az
adott E egyenletrendszerben szerepls v, ..., Vv, szdmvéltozok és sorra ¢;==1, g4, ..., %
argumentumszamd f;, f,, ..., f, funktorok. (Ez a fogalom, és vele egyiitt az egyenletnek és
- egyenletrendszernek a jelen dolgozatban hasznalt fogalma is, filgg az «, 4, gs, -. .,'gp szamok
- valasztasatol) Ez a jrelativ® kifejezés-fogalom elegendd. akkor is, ha az E egyenletrend-
szernek a szerzd a [2]-dolgozatdban’ definialt értelemben vett trividlis kiivetkezményeit vizs-
galjuk, hiszen ezekben sem szerepelhet mas szamvaltozd, mint Vis -1, Vg, Sem pedig mas

funktor, mint §,, ..., f5. Ugyanis azok a mijveletek’ (a ,specializdlas® és az . ,alkalmazas®),

. amelyek ismételt végrehajtisa segitségével az E egyenletrendszer egyenleteibél az E egyen-

letrendszer trividlis kovetkezményeit megkaphatjuk, olyanok, hogy egyikiik sem vezet olyan

: egyen]ethez, amely (i szamvaltozét, vagy %, §,~t81 kiilonbozé funktort tartalmaz,

Az a koriilmény, hogy az egyenletrendszer fogalma fligg az «, 4, ¢a, ..., ¢p szamok

vilasztasatél, ezek pedig attol az egyenletrendszertsl, amelyet (irividlis kovetkezményeivel
egyiitt) vizsglni akarunk, csak litszélag jelent circulus vitiosust. Valéjéban az a helyzet,
hogy ha egy, a szerzd [2] dolgozata értelmében vett, E egyenletrendszert akarunk vizsgélni,
akkor az @, g, g4, -, 05 szamokat gy kell vélasztanunk, hogy E, megfeleld jelélésvaltozas

" outan, egyenletrendszer legyen a jelen dolgozatban hasznalt, az o, 8, gq, . . ., ¢p szamok e vi-

lasztésdhoz tartozo, érielemben. (Pl « gyanint az E cgyenletrendszerben szerepld szam-
valtozok szdmét, 4 gyanint a benne szerepld funktorok szamat vélaszthatjuk (a " jelet is
beleértve), g., ..., s gyandnt pedig sorra e funktoroknak az E egyenletrendszerbét leolvas-
hatd argumentumszamat.) : .

\

i

_.mdnak hevezziik.

AZ ELDONTESPROBLEMA ALTALANOS REKURZIV MEGOLDHATATLANSAGA - ) 7

meg: v helyébe a 0, vagy az f,(v) kifejezés helyettesitését. Konnyen lathato,
hogy ez az, egyébkeént KLEENE(Sl' szarmazo™ mddositis valtozatlanul hagyja

az altaldnos rekurziv fliggvény fogalmdt™

3. Hogy az emlitett jelolésvaltozdsok és a velik kapcsolatos. tovabbi

‘médositésok‘ ne nehezitsék meg a jelen dolgozat olvasdsat, roviden elismétlem

— e modositdsokat alkalmazva — az dltalanos rekuiziv fiiggvény fogalmanak
definici6jat, a hozzd szitkséges fogalmak definici6javal egyiitt™, Ez utébbiak
kozétt olyan fogalmak is szerepelnek, a megfeleld jelolésekkel egyfitt, amelyek
a szerz0 [2] dolgozataban nem fordulnak el6, de amelyek megkonnyitik az
dltalanos rekurziv fiiggvény fogalmanak definiciojat és majd a tovdbbiak szem-
pontjabol is celszeriinek bizonyulnak; ezeket a fogalmakat kdnnyebb értheté-

_ség kedvéért példdkkal illusztralom.

Legyenek «, 8, tovdbba g¢,,,.., o adott pozitiv egész szamok; a jelen’

3. pontban -definidland6 fogalmak, az 4ltaldnos rekwrziv fiiggvény fogalmat

kivéve, mind e szamok valasztasato! fiiggnek. Legyen tovdbba g,=1.

Jelsorozaton olyan véges sorozatot értlink, amelynek minden tagja az
alabbi jelek egyike?: ' '

(@).a O konstans;

(b) a vy, ..., V. Szdmvdltozok,

(c) az ..., %, funktorok; ' :

(d) az (, ) és , irdsjelek (kezdOzdrdjel, végzdrdjel és vesszo):

(e) az = egyenldség-jel. ' '

A g (=1),..., 05 szdmokat sorra az f., ..., Ts funktorok argumentumszd-

A jelsorozatokat tigy adjuk meg, hogy"’cagjaikat egymasutdn irjuk. Pl. az
1,(0) jelsorozat elst tagja az f, funktor, médsodik tagja a kezd6zardjel, har-

- madik tagja' a 0 konstans, negyedik tagja a végzarojel; a (vi, Vs, Vy) jelsorozat

tagjai sorra a kezd6zardjel, a v, szdmvallozd, a vessz6, a v, szdmvaltozo, a

-vesszB, a v, szdmvaitozé és a végzardjel (nem pedig a vy, v, és v, szamval-

tozok). Az egytag jelsorozatokat azonosaknak tekintjiik egyetleniagjukkal.

 Lasd Kieene 1], 731. oldal (utolsé két bekezdés).

# Ez a tény azon alapul, hogy valamely v szdmvaltoz6 helyébe pl. az. 1 (1,(£,(0)))
kifejezést helyettesiteni tigy is lehet, hogy » helyébe eldbb haromszor egymasutin az £, (v)
kifejezést helyettesitjiik (ezaltal eloszor az f;(v), majd az f, (£, (%)), majd az £ (fE©))
kifejezés keriil mindénhova, ahol eredetileg » allott), majd végiil a 0 kifejezést helyettesitjik
v helyébe ; és hasonlo 4ll az £,(0), f,(f,(0)), ... kifejezések barmelyikére. S

2 A rovidséghez az is hozzafartozik, hogy nem ijsmétlem el azokat a megjegyzése-
ket, amelyek az egyes fogalmak jelentésének megvildgitisira szolghlnak; ezek megtalalhaték
a szerzd [2] dolgozatdban.. - . ’ / C

22 Az alabbi felsoroldsban délt {rassal megadjuk azokat a neveket, amiken az egyes
Jeleket vagy jelfajtdkat a tovabbiakban emliteni fogjuk. ‘
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Tetszoleges jelsorozatokat kurziv' latin kisbetitvel jel6link. Néha ugy
adiunk meg egy jelsorozatot, hogy vegyesen irunk egymasutan jelsorozatokat
jelold latin kisbetfiket és a fenti jelek koziil egyeseket. Ilyenkor természetesen
azt a jelsorozatot értjiik, amely tigy jon létre, hogy a latin kisbetitket azokkal
a jelsorozatokkal pétoljuk, amelyeket jelslnek. Pl ha k az £(0), ! pedig az
H(f.(0)) jelsorozatot jeloli, akkor f,(k, [)-en az fg(fl(O),_fl(fl(O))) jelsorozatot
értjiik. ' : . o

Bizonyos jelsorozatokat kifejezéseknek neveziink; mégpedig

(a) a 0 konstans kifejezés; ‘ o ‘

(b) a vi, ..., V. szamvéltozok kifejezések; .

() hai=1,..., tovibba %, . -+, kg, kifejezések, akkor az fa(k,, .. ., ko)

jelsorozat™® is kifejezés;
© - (d) més jelsorozat nem kifejezés .

Vildgos, hogy a 0, £,(0), f,(£,(0)), f, (fl(fl(O))), ..« jelsorozatok mind kife~

.jezések; ezeket a kifejezéseket szdmkifejezéseknek nevezziik és sorra So=val,

si-gyel, s;-vel, s-mal, ... is jeldljik. : . ' |

" - Egyenlefen tetszbleges k=1 alaku jelsorozatot érttink, ahol k és I kife-

jezések; egyenletrendszeren -pedig olyan véges halmazt, amelynek -elemei
- egyenletek. ' ‘ o

Legyen k& és I két kifejezés, » pedig egy szamvéltozé. Azt a jelsoroza-

tot, amely ugy keletkezik & k jelsorozatb6l, hogy minden olyan tagja helyébe,

amely v-vel azonos, az I jelsorozatot helyettesitjtik, igy jelsljiik: /(z/l). Kony-
nyll 1atni, hogy k(v/l) is mindig kifejezés. Pl ha k=fy(v,, 0, f,(v;)) (ahol -

on==23), akkor k(vi/f,(0))="1.(£.(0), 0, f,(£,(0))).

Egy [ kifejezést valamely k kifejezés részének nevezziik, ha a k jelsoro-
zat bizonyos Kozvetleniil egymasutdn kovetkezd tagjai sorra az I jelsorozat
tagjaival azonosak. Pl. az f;(f,(0)) szdmkifejezés része az f,(f,(f(0))) szam-

kifejezésnek, mert ez utdbbinak harmadik, negyedik, . o6tédik, hatodik, hetedik,

nyolcadik és kilencedik tagja sorra azonos az elébbinek egymdsutin kovet-
kez6 tagjaival. | o |

Ha az [ kifejezés része a & kifejezésnek, akkor a & jelsorozat tetszéleges
olyan, kozvetleniil egymésutan kovetkez tagjainak sorozatat, amelyek sorra azo-
‘nosak az [ jelsorozat tagjaival, azt is beleértve, hogy a k& jelsorozat mely tagjai
alkotjdk ezt a sorozatot, az [ kifejezés egy eldforduldsdnak nevezzik a k kife-

% Vagyis ¢, =1 esetén az f,(ky), ¢, =2 esetén az f,(ky, k), 0, == 3 esetén az
£, (k5 ks, K3} jelsorozat stb.

* Mas szoval a kifejezések halmaza ‘mindazon jelsorozathalmaZok metszete, ame-
lyeknek a 0 konstans ésa vy, ..., v, szamvéltozok elemei, tovabbd amelyeknek A == yeen, 8
esetén a ky, ..., ke, jelsorozatokkal egyiitt az £, (&, ..., kg,) ijelsorozat is eleme. A defi-
nicié fenti fogalmazésira nézve lasd a szerzd [2] dolgozatanak 105. oldalan a ¢ jegyzetet.
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' jezésben.kPl. az f,(,(0)) kifejezésnek csak egy eléforduldsa van az fl(fl(ﬂ(ﬂ))) |
kifejezésben (csak egyszer fordul el ‘benne); az fi(f.(f,(0)), 0, £, (5, (£.(0))))

——

kifejezésben (ahol ¢x==3) azonban két el8fordulisa van (kétszer fordul elé

benne, ti. az alahdzott helyeken). - : o :
Legyen &, -, m hirom kifejezés. Azoknak a jelsorozatoknak a halma—

zat, amelyek a k jelsorozatbdl ugy keletkeznek, hogy kijel6ljiik az [ kifejezés-

‘nek tetszBleges szdmu el6forduldsit a k kifejezésben (esetleg egyet sem, eset—

leg mindet, 4ltaldban azonban csak nemelyiket), majd a kijelolt el6fordutisok
mindegyikét az m kifejezéssel pétoljuk, a tobbi esetleges el6forduldsit pedig:
valtozatlanul hagyjuk, igy jeloljiik: k(///m). Pl. ha % — f2(1.(0, 0), 0, f,(£.(0, 0)))
{(ahol @1==3, 0, =2), | =£.(0,0), m=1,(0), akkor a k(l//m) halmaz a kovet-
kez6 négy elembdl all: f,.(£.(0, 0), 0, 1.(.(0, 0))) (vagyis & maga; tgy kelet-
kezik k-bol, hogy [-nek egyik eldforduldsdt .sem pétoljuk m-mel); f.(f;(0), 0,

. 1.(f.(0,0))) (tgy keletkezik A-bdl, hogy I-nek elsé eldforduldsdt pétoljuk
m-mel); §.(f.(0, 0), 0, f.(f.(0))) (tgy Kkeletkezik k-DO1, hogy I-nek mdsodikc

eldforduldsdt pétoljuk m-mel); végiil ,(f,(0), 0, £.(£.(0))) (ugy keletkezik £-bol,
hogy [-nek mindkét eléforduldsdt m-mel potoljuk). Maga & mindig eleme a
k(l//m) halmaznak; ha [ nem része k-nak, akkor a k(l//m) halmaz egyedil
a k elembdl all. Ha {==m, akkor a k(l//m) halmaz szintén egyediil a  elem-

~ b0l all (mert [ akdrhany el6forduldsat pétoljuk m-mel, vagyis [-lel, k mindig
- valtozatlanul marad); ha azonban /==m, akkor, mint konnyti 1atni, a &(l//m)

halmaz glemeinek szdma 2", ahol » az [ kifejezés el6fordulisainak szdma-
k-ban. Azt is kbnnyii latni, hogy a k(l//m) halmaz' elemei mindig valameny-
nyien kifejezések *. - _ ‘ :

Legyen mdrmost adva egy E egyenletrendszer. Bizonyos egyenleteket az

~ E egyenletrendszer (trividlis %) kovetkezményeinek neveziink, mégpedig

(@) az E egyenletrendszer egyenletei kbvetkezményei E-nek;

(b) valahdnyszor a k=1 egyenlet kovetkezménye az E egyenlietrend-
szernek (k és [ kifejezések), tovabbd v valamely szdmvaltoz6, mindannyiszor

- ak@/0)=1(»/0) é k(v/f1(v))=1(v/f.(v)) egyenletek is kovetkezményei E-nek; . .

% A k(v/l) jelsorozatot és a k(l//my) jelsorozat-halmazt (a jelsorozat részének, valamint
az [ jelsorozatnak a k jelsorozatban valé eldforduldsanak fogalmdval egyiitt) tetszileges i
€s L il k, 1 és m jelsorozatok (nemcsak kifejezések) esetén lehet definidlni; ebben az
dltalanos esetben természetesen k(v/1) nem mindig kifejezés és k(l//m) eclemei sem min-
dig azok. (A k(l//m) halmaz definici6jdban némi bonyodalmat okoz az, hogy ebben az Alta-
lanos esetben ! egyes el&forduldsai t-ban »egymasba nyilhatnak®, ami olyankor, amikor k
és | kifejezések, mint kénnyen lathaté, nem lehetséges.) Azonban erre: az 4ltaldnositdsra
nem lesz sziikségiink. , ' :

% A szerzd [2] dolgozatdban azért volt sziikség a frividlis jelzbre, mert az egyenlet-
renidszer mds, altaldnosabb értelemben vett kovetkezményeirél is szd volt; a jelen dolgo-

. zatban azonban elhagyjuk ezt a jelzit, mert masféle kévetkezményrdl nem lesz sz,
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(c) -valahdnyszor a k=1 ¢&s k’=l’ egyenletek kovetkezményel az E

egyenletrendszemek (k, 1, k¥ és U 'kifejezések), tovabba k" €k(K'//l') &s -

el )y, mindannyiszor a K'=1" egyenlet is kovetkezménye E-nek;
(d) més: egyenlet nem kovetkezmcnye E-nek™.

Egy E egyenletrendszert (az 1 funktmra nézve™) dllaldnos leszzv‘

definfcignak nevezlink, ha tetszOleges »,, ..., %, természetes szdmokhoz egy és
. csak egy olyan » természetes szam van, amelyre EVR ¥ O Svg,) =Sv egyenlet
kovetkezménye E-nek. Ha. E altaldnos rekurziv definicio, akkor azt a g,

.véaltoz6s ¢ aritmetikai fliggvényt, amelynek a (n,...,7%,) helyen felvett

P(M5 ..., Vg,) Crtéke, tetszbleges »,. .., 7, természetes szdmok esetén, ezzel
az egyértelmiien meghatarozott » szammal egyenld, az E alz‘alanos rekurziv
definicié dltal definidlt fiiggvénynek nevezztk.

Egy ¢ aritmetikai fiiggvényt ditaldnos rekuraiv juggvenynek nevezunk
ha:az e, B, 0,,...,0p pozitiv egész szdmok alkalmas vilasztisa esetén van

" olyan E éltalanos rekutziv definicio, hogy ¢ az E altal definidlt figgvény;

| ‘minden 1lyen E egyenletrendsze1t a fliggvény dltaldnos iekurz[v definicidjdnak
nevezunk :

4. A tovabblakban az «, (04 ..., 08 ‘pozitiv egész szamokat adottaknak
gondoljuk, tehat nem mondjuk meg mindig. kiilon, ha valami figg t6liik;

meégpedig (a “7 1egyzetben szerepld E‘, eqyenletrendszex kwételével) legyen”

‘mindig ¢,=
. A CHURCH—tételnek a. jelen dolgozatban adandd bizonyitidsa a kovetkezd
segédtételen alapul. :

. SEGEDTETEL. Bdrmely E egyenletrehdsz’e‘rlzez meg lehet adni olyan
(az & B, 0y,. ..,0p S2dmokon kiviil csak E-tdl fiiggd) B==B(E) zdrt logikai

Sformuldt, tovdbbd bdrmely T természetes szdmhoz meg lehet adni olyan (csak
T-16l fziggo *“) C= C(t) zdrt logikai formuldt, hogy az (E-t6l és ©-tdl fiiggd)

n Méls szbval az E cgyenletundszu kovetkezményeinek ha]mua mindazon egyenlet-
halmazok ‘metszete, amelyeknek E minden egyenlete eleme, tovabbd birmely k=1 egyen-
lettel egyiitt minden A (u/0) = I(v/0) és k(v/Ty(v))==I(v/f;(v)) alakit egyenlet is eleme, ahol

o tetszBleges szdmvaltozd, végil. barmely két k==1I és k' =1 egyenlettel egyiitt minden
alyan k" =1" egyenlet is eleme, ahol k" €k(k'/il) és I"E€L(K'//). (Lasd a ** jegyzetet)
. ®8 Hasonléan lehetne definidlni az f,, ..., f5 funktorok valamelyikére nézve altaldnos
rekurziv definicid fogalmat; azonban erre nem lesz szitkségiink (hiszen az E egyenletrend-
szer Altal definidlandé fiiggvény jel6lésére, mint mondtuk, mindig az f, funktort hasznaljuk).
A szerz8 [2] dolgozatiban az a kikdtés is szerepelt, hogy az E egyenletrendszer

- nemcsak az f,, hanem a benne szerepld tobbi (f~t8l killonb6z6) funktorra nézve is dltala--

nos rekurziv definicié legyen (lasd a megelozo jegyzetet), Azonban uuyanabb'm a dolqomt—
ban (a.115. oldalon) meg;egyeﬂhk houy ez a kikdtés nem lényeges.
A C() formwla még az «, 6, ¢, .. ,pﬂ szamok véh%tﬁsétol sem fiigg.

- kifejezések balmelylke

sor rendben) az
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A== A(E, T)—-B(E)&C(’L) logikai formula akkor és csak akkor (vagyz.s az
E egyenletrendszer és a v természetes szdm_ azon és csak azon vdlasztdsai
esetén) elégithetd ki, ha az f,(s.)=0 egyenlet nem kovetkezménye az E egyenlet-
rendszernek. Mégpedig C(t) gyandnt vdlaszthatjuk az aldbbi (23) formuldt.

BizonviTas: Jeldljiik I-vel a kifejezések halmazat. Vilagos, hogy 1 meg—'
szamldlhat6 halmaz, s6t, az is, hogy van olyan (ismétlés nélkili) i, i, ...
megszamldldsa, hogy - . ’

(a) l(i—'_O ll “""vl’ . ,l[g'_“v-“’ .
(b) az fulks, ..., k) kifejezés (2= 1 e By Ky, Ky, tetszOleges kife- -

jezések) késébb fordul elo az I, i, ... megszémlélésban, mint a k..., k&,

Rogzitsitk az [ halmaz egy ilyen i, ... megszdmlalasat. Akkor i,

Cue=sa1,a-F2, .. esetén, valamely f(k, .. /co,) alakt kifejezés, ahol a 4

index is, tovdbbad a ki, ..., k&, kifejezések és igy ezek sorszidmai is az
I, Iy, ... megszamlaldsban, amelyek (b) folytdn mind kisebbek, mint i, egy-
értelmiien meg vannak. hatirozva ¢ meégadasa altal. Mas széval van olyan &
egyvaltozos fiiggvény, amely az e-ndl nagyobb természetes szimok halmazan

. van értelmezve és értékei f-ndl nem nagyobb pozitiv ‘egész szamok, tovabba .

van olyan 7 kétvéltozds filggvény, amely akkor van értelmezve a (v, 0) he-
lyen, ha @ valamely «-ndl nagyobb természetes szam, ¢ pedig valamely

. Q¢qn-nél nem nagyobb pozitiv egész szam, és értékei tcrmészetes szamok

hogy u__a—}—l «-2,... esetén
(2) l,(, ) fg(,L) (lg](y, NIF RS l‘”(‘";('fl'.“)))’
tovabbd w=- -1, a+2,..; 0=1,...,04y esetén

Bt I ) ‘ n(u, 0) < u.

Legyen adva egy E Lgyenletnendszel elemei legyenek (mmdf.gy, mllyen
v l":’l '—‘l()u :

I.'yﬂ'= l'dll'

egyenletek Legyen tovabba

== max(yy, dy, . .., Yor Oo):
- Definidljuk az £, fﬁ,, ey Dg, B, Wy, W, b5 B logikai‘fﬁggvényeket az
! halmazon a kovetkez&képpen ™.

\" 1, ha x=0,

9 X)) ==
(x) { } kiilonben; -
It Xy ux, ..., Xgy az [ halmaz tetszulegeq elemei, vagyis tetszdleges. kltcy.-

;esek; + az. ,igazf, ¥ a ,,hamm“ logikai érték jele, .
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A=1,..., 7 esetén
, \ 1, ha xt<f~'f;‘(x1,--~:xm)’ ‘

| kiilénben; o

: av; o jhihayawv.,ve szamvdltozok egyike és 2= x()0),
Do, ¥, 2) || kiilsnben; '

Pi(x, 9, Z)::%l kiilonben; SO—— ),
o < |1, hamex(y/lz),
Polx, 3, 2, u)=’ | ‘kiilonben;

o {1, ha az x=y egyenlet az E egyenletrendszer kévétkczménye-,
O, y)‘""'z,‘t kitlonben. I o L
Akkor ‘az aldbbi (4)—(22) formuldk x%==1,...,a; % ==1,...,¢, de # ==x;

‘ Z:I,...,ﬂ;v,ur:a—{—-l, w8 v=1,..., 0 esetén az 1 logikai értéket veszik
fel, ha az 1, .., u. szabad individuumvaltozok helyébe sorra az iy, ...,
. kifejezéseket, a H, F,, ..., Fs, Gy, Gy; G, és T logikai figgvényvaltozdk he-
lyébe sorra az R, @, ..., Pg, &, L., P, és O logikai fiiggvényeket helyette-

- sitjtik, a kvantorokat pedig ugy értjiik, hogy véltozdik az [ individuumtarto- "

manyon futnak &t. Minden egyes formula utdn megadjuk annak rdvid indo-
kolasat, miért van ez igy™ _ ' ‘

&) | H(w). | o
Valdban, az &2 logikai fiiggvény definicidja folytan £2(i,) == £2(0)= 1.
3) Fy Unu 1y -+ -5 Uy, Q(u))? Uy).

Valoban, .a '(I)gm_. logikai fiiggvény definicidja folytan, (2) miatt, DPguy(ing 1y,
R esr ) =1. T : :
‘ (6) ' (%) - (%) (EX)Fo(xy, . .+, X, 5 X).
Valdban, a & logikai fliggvény definiciéja folytan tetsz8leges x,, . . ., xg, kifejezé-
- sekhez van olyan x kifejezés, t. x=fi(x, ..., Xp,), hogy @a(x,,. .., X, X)==1.

M @) o) QO (B - Xy D &Ko, - Ty 9)) = X =3).

2 Az indokoldshél latszik, hogy a (4) és (5) formulak bizonyos értelemben az

o, &y, - .. Sorozat képzésmodjaf, a (6) és (7) formuldk a kifejezéseknek egymdsbol valé |

képzésmodijat, a (8)—(11) formuldk a O kifejezés helyettesitését valamely v. szamvaltozd
helyébe, a (12)—(15) formuldk az f,(vx) kifejezés helyettesitését vi helyébe, a (16)—(18)
formulak valamely egyenlet ,alkalmazdsdt® (baloldaldnak egy masik egyenlet bal- és jobb-
oldalén vald bizonyos szdmit eléforduldsanak jobboldaldval valé pétlasat), a (199—(22) for-
muldk pedig az E egyenletrendszer kovetkezményeinek képzésmodjat ,axidmatizaljake. Az

. indokolas egyelére csak azt mutatja, hogy az ,axiémakat® kielégiti az »alapfogalmak® (ti. a
benniik eléfordulé logikai fiiggvényvaltozok) e vélasztisa; a bizonyitas mdsodik fele azt is
mutatja majd, hogy ezek az ,axiémak* bizonyos értelemben ,teljes axiémarendszert® alkot-
nak. — A (7) formuldban x -y természetesen az azonossdg-relaciot. jelsli,

1, hayav,..., v, szamvaltozok egyike s 2= x(y/H(¥)),
. . : . ! .
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Val(').ban, ha Du(x, ..., X, X) = Do(xy, ..., X ) =1 (x,...; Xop» X €S.Y
kifejezések), akkor a @, logikai filggvény definici6ja folytan x = f, (x, ... s Xg)==7.
(8)- - ! G, (11, Uy, ).

~Valoban, a &, logikai fiiggvény definiciéja folytan By, by )==1, mert

by ==V, szamvaltozod és I (ix/0) = 0(V,/0) == 0 = i,

9 Go(ty, W, ). )

Valdban, -a &, logikai fiiggvény definicicja folytan Wy (i, by B) == 1, mert
fv==V, szdmValtoz6 €s 7,(x/0) =V, (V,/0) =0 == ;. . '
(10) -  Goluw, u, uy). , ‘ o
Valéban,,a W, logikai fiiggvény . definicisia folytan  &y(i.s, iy, ) =1, mert =
b=V, $zAmvéltozd €s iy (i,/0) =V (V,/0) =V, =i, . '
AN @)L ) B ) - P D) (Falxi, -, Xy, 1) &

o

&gaﬂ(xo: Uy, y@)&Fl_(yn <oy Yoy y))_"’ Gov(x: Ijlm J/)) )

Valoban ™, ha  ®u(xi, ..., Xy, X)== Du(¥1s o Vo, =1 és o=1,..., o
-eséten Wy(xp,.ix, Vo) = 1 (%15« vy Xop5 Xy V1, ooy Vo, €8 y kifejezések), akkor a
D, és W, logikai fiiggvények _ definici6ja  folytdn —x=*fu(x, .. 'y Xp),
=080 »¥) € o0==1,...,00 esetén Ve ==%Xp(ix/0) = X, (v,/0); tehat
X(8/0) = X (V) 0) = F1 (s (Vaf0), . . ., X, (VafO)=F1(31, . .., Vo) =, Tigy hogy
a @, logikai-fiiggvény definici6ja folytan #,(x, i, y)==1. : :
(1zy - L - Gi(u; , uy). '

Valéban, a %, logikai ,fi;‘ggvény definiciéja folytdn (i, i, i) == t, mert
o=V, szamvaltoz& €s i,(Lu/f () = O(Va/fy(V.)) =0 — . ' '
(13) (%) (Fu(tte; X) = Gyt i, X)) .

Valdban, ha @i(i,, x) =1 (x kifejezés), akkor a @, logikai fiiggvény defini-
c}(‘)]a folytén x==fi(i) = 1,(v,), tehat a &, logikai fiiggvény definici6ja foly-
tan &y (i, i, X) =1, mert i,==v, szamvaltozd és Le(la/ 1 (0)) == Ve (Vi /£, (V) ) ==
=f1(V,‘)=x. ; . » . ‘ '

(14) M | ' Gi(tte, 1, ).

. A T jellel a (11); (15), (18) és (23) formuldkban a megfelel6 tagok konjunkciojat
roviditjiik. Ha egy konjunkeids tag sincs (ha a (23) formuldban r=0), akkor a JJ jellet

. r. * » 2
roviditett konjunkei6 ( ]Il Fy(x,.q, x,)J elmarad; ha csak egy konjunkcids tag van (ol ha a
o

* (11) formulaban g, == 1), akkor a J7T jellel" roviditett. konjunkcié természetesen ezt az egy

tagot jelenti.
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Val6ban, a &, logikéi ftiggvény definicidja folytan flf, (i,g‘, fay k) == 1, mert
Ix=V, szdmvaltozd és i,‘l(i,,/f,(in))::vx:(v,,/f1(vx))=-~vy,rr:-z,,«.. '

(18) ()G DO P V(s -, Xy %) &

&.ﬂGI(xos Uy, Vo) & Fa(1 -« o5 Vous ¥)) = GulX, 11, ).
. g=1

Valébari, ha Dy(xy, ..., Sc%, X)=Dp(Y1, : -3 Yoy, ¥) = 'T 'és o==1,..., 0, esetén
W, (xo, s, o) =} (ryi ey Xegs X, Vison Vg € p kifejezések), akkor a @,
& W, logikai fiiggvények definicioja folytin x=Fi(x;,..., %), ¥==

== fa(Phy o Ve)és 0==1,.. ., or esetén ¥, = X, (i/F (7)) = X, (V./£1(v) ); tehat

: ,‘c(i,,/fl () =x(V,/ £, (v.)) ) =120, (V./ £, (V) ces Xgp (Vi/f, (V) = fx.( Vis - 3 Vo) =
==Y, ugy, hogy a ¥, logikai fiiggvény definicidja folytin &, (x, ix, y) ==1.
(16). MG, 2,%). |

Valéban, a ¥, logikai fﬁgg{rény definicidja folytdn tetszéleges x,y, és z kife-
jezések ‘esetén Ly(x,y,2, x)=1, mert x € x(y//2) (ti. ha az x kifej‘ezésben. az
¥ kifejezés egyik el6forduldsat sem potoljuk a z kifejezéssel, akkor az x kife-
jezés valtozatlan marad). ' '

am - @D0)Gx ).

Valéban, a ¥, log\ikai' fiiggvény definiciéja folytan tetszbleges x és y kifeje~

- zesek esetén &y(x, x,9,y)=1, mert y€x(x//y) (ti. ha az x kifejezésben. az
x kifejezés egyetlen el6fordulasit az yp kifejezéssel pdtoljuk,‘ akkor az y kife-
jezés keletkezik beldle). o .

(18)  (5). .. e D@D W) ) - F) ) ((Falss - o3 ey ) &
L 03, .
' . & L_{ G2(xo: zZ, W, y(l) &Fl(yl, sy qu: .V) - Gﬁ!(x: ‘Z, w’ y))

Val()bah, ha ®i(x,, ey Xggo X) == ,(Dx(y,,'...,ym,y)mT és p==1,..., 0 esetén

Bo(xg, 2, W, yo) =1 (X1,.., Xgp, X, Vi, oees Voro ¥y 2 €s w. kifejezések), akkor .

a O, é %, logikai fliggvények definiciéja folytin ;c=fx(x1, o ,_xm),‘
V=0t V) € 0==1,..., 01 esetén y, € x,(z//W), vagyis az y, kifejezés

ugy keletkezik az x, kifejezésbol;, hogy benne a z kifejezés bizonyqs eléfor-
duldsait (esetleg egyet sem, esetleg mindet) a w kifejezéssel potoljuk. A z
kifejezés  ugyanezen eléforduldsait potolva az x==T(x,...s Xp) Kkifejezésben
a w kifejezéssel{ az fi.(y,, ..., ¥,) ==y kifejezés keletkezik; tehat y¢€x(z//w)

és igy a @, logikai fiiggvény definiciéja folyt?in ZIfg(x, 2, W, ¥) =1,
| . (]g) . l . ' T(H'Vrp’ ud_").
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' Valoban, a @ logikai fiiggvény definiciéja folytin O(iy,, is,) =1, mert az
/ l'v»,,=i6,, egyenlet az E egyenletrendszer eleme,; tehat kbvetkezménye az E-

egyenletrendszernek. ' :

Q0 (O) QW) (75 ) & G, 1, 2) & Gy, 1 W) — T ).

Valoban, ha @(x, y) = #y(x, &, 2) = By(y, b, W) =1 (x,y,2 és W kifejezések),
akkor a @ és &, logikai - fliggvények definici6ja folytin egyrészt az x = y
egyenlet Kkdvetkezménye az E egyenletrendszernek, mésrészt 2= x(1,/0) =
=x(V,/0) és W=p((,/0) = ¥(v+/0); tehdt a z==w egyenlet is kovetkezménye
az E egyenletrendszernek és igy, a @ logikai fiiggvény definiciéja folytan,
O(z, w)=1. ‘ )

@) O 0T &0 12 & Gul3, s W) T, 1)),

Valéban, ha @ (x, y) == T(x, iy, 2) = P,(, i s W)==1 (x, 3, z és w kifejezések),
akkor a @ és %, logikai fitggvények definicija folytan egyrészt az X==y
egyenlet kdvetkezménye az E egyenletrendszernek, masrészt 2= X(lu/F, (1)) =
=xX(Vu/f1(V.)) €5 w=y(i,/Ei (i) = Y(vi/fi(v.)); tehat a z==w egyenlet is

- kovetkezménye az E egyenletrendszernek és igy, a @ logikai fiiggvény defini-

cija folytan, @(z, w)=1.

(22) . (9O RO @ W) (T, 1) & T(z, H & Cux, 2,1, 1) &

R &G gt W) T(u, w)).
Valéban, ha @ (x, y)= @(z, D= L(x, 2, t, u) ==Wy(y, 2, Lwy=1 (x, 9, 2 t,.
u és w kifejezések), akkor a @ és &, logikai fliggvények definiciéja folytan
egyrészt az x==y és a z==f egyenletek ktvetkezményei az £ egyenletrend--
szernek, mdsrészt u € x(z//t) és w¢ Y(2//f); tehdt az u==w egyenlet is kovet--
kezménye az E egyenletrendszernek és igy, a @ logikai fiiggvény definicidja
folytan, @(u, w)=1. o = : _

Legyen . marmost adva egy olyan = természetes szam, amelyre az .
fa(s)) =0 egyenlet nem kivetkezménye az E egyenletrendszernek. Akkor a .

(23) (X0) «. . (%) () ((H (o) & £ :[Fi (x,'- 1, %) & F‘“_’ (-"‘Cn y)) ~T(, x(,))

formula is az -1 logikai értéket veszi fel, ha a H, F,, F, & T logikai fiigg-

- vényvaltozék helyébe sorra az R, D, D, és O logikai fiiggvényeket helyette-
~ sitjtik. Valoban, ha 2 (x;) = ®,(x., y) =1 ést=1,..., 7 esetén D (x, 1, x) =1

(X0, 000y X: €5 ¥ kifejezések), akkor az @, P, és D, logikai fliggvények defi-

nici6ja folytan %=0, y=f(x) és 1=1,...,7 esetén X, == fi(x,-1); tehat

Xy =Sy, X == 1, (%) = £,(0) = sy, X = f,() =f, ) =355 ..., %= £, (xp-1) =
=Tfi(Sr-1) = 5. €5 y = f(x) == 1, (s.). Ennélfogva az y=x, egyenlet nem kovet-
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kezménye az E egyenletrendszernek, tigy, hogy a @ logikai fiiggvény definici6ja
folytdn @(y, x)==| és igy @(y, x)=1.

- Jeloljuk marmost B-vel azt a zart logikai formulat, amely Gigy keletke-
zik, hogy az (5) formulaban w helyébe az «--1,...,¢ szamokat, a (6), (7)
es (18) formuldkban 2 helyébe az 1,...,# szimokat, a (8), (9), (12), (13),
 {20) és (21) formuldkban » helyébe az 1,..., @ szdmokat, a (10) és (14) for-
~ muldkat % és x’ helyébe az 1, ..., @ szdmokat, de % és »' helyébe kiilonbdzo
szdmokat, a (11) €8 (15) formulakban x helyébe az 1, ..., , 2 helyébe pedig
az 1,..., ¢ szamokat, a (19) formuldban » helyébe az 1,...,0 szdmokat
helyettesitjtik, majd az igy keletkez6 logikai formulaknak, valamint a (4), (16),
(17) és (22) formulaknak (valamilyen sorrendben) a konjunkcidjat képezzitk,
végiil a kapott logikai formuldban az u,,..., 1, szabad valtoz6kat (a formula
elejére irt és. a formula egész tovibbi részére vonatkozd) (Eu)...(Eu,)
' exisztencialis kvantorok segitségével lekotjiikk. Ez a B formula (az e, 8,
- 93, ...,0p szamok valasztdsdn kiviil) nyilvin csak az E egyenletrendszert6l
fligg ™. Jeloljik tovdbba C-vel a (23) zart logikai formuldt; ez pedig nyilvan
csak a 7 természetes szamidl fiigg. Az ‘eddigiekb6l latszik, hogy ha az
. Ta(s) =0 egyenlet nem kovetkezménye az E egyenletrendszernek, akkor az
- A=B&C logikai formula kielégithets, hiszen az / individuumtartomanyon
kielégtil, ha a H, F, ..., Fp, Go, Gy, Gy €s T logikai fiiggvényvaltozok helyébe
sorra az 2, @, ..., Dy, B, ¥y, ¥, és O logikai figgvényeket helyettesitjiik.
5., Eszerint a®segédtétel bizonyitdsahoz azt kell még csak megmutatnunk,
hogy forditva, ha az A logikai formula kielégithets, akkor az f.(s)=0

egyenlet nem. kdvetkezménye az E egyenletrendszernek. - .
' - Tegytik fel tehat, hogy az A formula kielégithets, mégpedig legyen /'’
olyan halmaz, tovibba &, &1, ..., @p, &y, Wy, T3 é&s. @ olyan, az /' halma-
zon értelmezett logikai fiiggvények, hogy az A formula kielégiil az I’ indivi-
duumtartomanyon, ha a H, F,, ..., Fp, Go, Gy, Gy €s T logikai fliggvényvalto-
z6k helyébe sorra az @', @i, ..., D}, Wy, Pi, W3 és @ logikai fiiggvényeket
helyettesitjtik, a kvantorokat pedig ugy értjiik, hogy valtozéik az I’ indivi-
duumtartomanyon futnak &t*. Akkor a’ (4)—(22) formuldk s == oo @

¥=1...,¢ de %' =Ex; A=1,...,8 v=a+1,...,8 v=1,..., 0 esetén

- az 1 logikai értéket veszik fel, ha az Uy, ..., U, szabad individuumvaltozék

helyébe sorra az [’ halmaz alkalmas i, ...,1, elemeit,  a H F,...,Fp
Gy, Gy, Gs és T logikai fiiggvényvaltozdk helyébe pedig sorra az &', 1, ..., @y,
Ly, Pt W3 és @ logikai fiiggvényeket helyettesitjiik.

14t, hiszen a yy, 94, ..., ¥,, 0, szdmok az E egyenletrendszertsl fliggnek.

% A kvantorok ebben és a kévetkezd pontban mindig igy értendtk, anélkiil, hogy ezt
mindig kiilén megmondanok. . . . .

* Az E egyenletrendszer a (19) kbnjmkcié‘stagon at befolyasolja a B logikai formu-
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(6) és (7) miatt™ vannak olyan, az J” halmazon értelmezett, sorra o,, .. s 0p
véaltozés @y, ..., ¢ matematikai fiiggvények, hogy A= | PN HIE TR
xgl' esetén Di(xy,..., X, x) logikai értéke akkor és csak akkor 1, ha
x=@.(x,, ..., Xp). Ennélfogva (5) miatt m=c-1,..., & esetén.

9 . - fe == Pea e, 1+ -5 B, ggup)-

Definidljuk az / halmaznak az /' halmazba vald o (egyértelmii) leképe~ ) -
z€sét a kovetkezOképpen ™. Legyen : '

(@25) B 2 (0) == i},

tovabbd x=1,..., « esetén ‘

6 B (V) =i},

ha végiil a & kifejezés fulk, ..., ky,) alakt (T==1,...,8; &,,..., k, kifejesé-

sek), akkor legyen ’ '

e e =0k, ... ky))=g@p(ok),. - @ (k).

A kifejezés fogalmanak definicidja alapjin (kitlonsen (d) figyelembevételével,

lisd a 8. oldalon) vilagos, hogy (25), (26) és (27) &ltal w(k) minden  kife-

jezésre értelmezve van és mindig 7’ eleme. = ~
Megmutatjuk, hogy n=0,1,.. .,s‘esetén ,

(28) : ' ® (i) == 1. o .

Valoban, ez i,=0,i=v,, ..., .=V, folytan- (25) és (26) miatt all, ha

u==0,1,...,e. Ha pedig w==c+1, ..., & €s feltessziik, hogy (28) u helyett

minden u-nél kisebb természetes szamra 4ll, akkor (2) és (27) miatt -

™ (lﬂ) = (ff({'x) (g, 0y ey Ly, Qﬁ(p)))) = @ew (O (yu ), . . 0 (o <’§(m)));

itt (3) miatt, az indukei6s feltevés folytin o=1,.’., oz esetén

, S 0 (g 0) == g,
tehat (24) miatt

) ([‘u) == (/)L:(‘Il) (l‘;‘(y L1y o a0y i:‘(!(, (,g(#))): l‘[’; ¥

© amivel (28)-at us=a+1,...,¢ esetén is bebizonyitottuk.

M Vagyis amiatt, hogy a (6) és (7) formuldk: 4 =1, ot ., # esetén az logikai ‘értéket

- Veszik fel, ha benniik az F, logikai fiiggvényvaltozé helyébe a @; logikai fliggvényt helyet-

tesitjiik. Hasonloan értend8k a tovabbiak sordn is a (#)—(23) formulakra valo ilyen utala-
sok. (Az olyan formuldk esetén, amelyekben az u, ..., e szabad valtozék egy része is
szerepel, tigy érfendd az ilyen utalds, hogy czek helyébe sorra az I hatmaz 7, ..., i ele-
meit helyettesitjiik.) ' , . : ; R

% Lasd a megeldzd jegyzotet (utolso, zargjelbe tett mondatdval egyiitt)..

™ Az w tehdt olyan egyvaltozés fiiggvény, amely a kifejezések J halmazan van értel-
mezve és-értékei az I' halmaz elemei. Az w leképezés nem sziikségképpen kdlcsindsen

egyértelmli és nem sziikségképpen az egész I' halmazra képezi le az I halmazt.

2 1L Osztaly K_f}ileményci VIl
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" (28) folytan nem okoz felreeltést ha valamely & kiféjezésnek az o leké-
pezés szolgdltatta w(k) képét rovidség kedvéért dltaldban k’-vel is jeloljtik.
Ezt a jelolést haszndljuk, valahanyszor a k kifejezés egyetlen jelbdl all, vagy

ha egyetlen (esetleg indexes) betfivel jeloljiik; més esetben megmaradunk - az‘

w(k) ]eldlés mellett, Eszerint (25) és (26) igy is 11hato
(25) ' ‘ : .- 0 = i6,
(26" - S V=1, (e==1,..., @);

(27)-et pedig igyis kimondhatjuk: ha k=F.(k;,.., kg;v) =1,
kii .o ke, Kifejezések), akkor k' ==qu.(ki,.. o k).

6. Legyen @ az Q, @, ..., g, &, ¥, ¥,, O lomkal fiiggvények vala-
melyike, sv pedig a @ logikai fliggvény fliggetlen véltozdinak szama (tehat
D=2 esetén c>==l; D= D, esetén w=g, (1=1,...,8); P=, és
D ==, esetén x=3; D=, esetén ;v=4; végll @ =0 esetén w==2).
Jeloljik @'-vel D= esetén az &', O =D, esetén (A=1,...,5) a @},
D=, esetén (r==0,1,2) a P¥,, végil @ =0 esetén a @ logikai fiigg-
- .vényt. Megmutatjuk, hogy valahdnyszor ki, ..., k. olyan kifejezések, amelyekre
D(ky, ..., ka) logikai értéke 1, mindannyiszor D' (ki, ..., ky) logikai értéke is 1.

Ez az allitds @ == esetén igaz, mert akkor ®D(k,) logikai értéke, az

£2 logikai fiiggvény definicidja folytdn, (akkor és) csak akkor 1, ha k-=0;
mar pedlg ekkor (25" és (4) miatt

- O =2(0)= 53’(10)2_:.“

Ha ®=, (l=1,...,8), akkor @(ks, ..., ky, ko) logikai értéke,
a @ logikai fiiggvény -definicidja folytdn, (akkor és) csak akkor f, ha

o1 =falky, . . .y kgp); ekkor (27) (mdr emlitett atfogalmazasa) folytdn kg1 =
=k, ... kp,) tehdt a g matematlkal fuggvény bevezetésekor emlitett
tula]donsaga miatt

(I),(k], . koh, ko;-}-l) — ([)A(kl) . 0}', /{0}:}”]) -——T,
tehat allitdsunk ekkor is igaz.

Ha ®=,, akkor P(k,, k, k;) logikai értéke, a &, log1ka1 fliggvény
definicidja folytan, (akkor és) csak akkor f, ha k, a szdmvaltozék egyike,
mondjuk K=V, (x=1,...,@) é k=Fk(k/0)= Kk (v,/0). Ebben az eset-
ben, (26’) folytan, o ' ‘

@' (ks k3, ki) =Bk, Vi, ki) == (s, i, )
azt Kell tehat megmutatnunk, hogy. ha ky==k,(v./0), akkor &j(k;, iz, k3) ==

Fz all, ha & ==0, mert akkor k, —fO(v,,/O)——O tehdt (25) folytdn, k== k=
c=0'=10), mar pedig (8) miatt (@, i, i)==1. Ha k=v,, akkor

fey == vx(vxIO) ----- -0, tehat, (26) és (25") folytan ki -v,, == Iy, ki == 0'==if}; ennél~
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fogméllitésunk ekkor is ‘igaz, mert (9) miatt gy, ir, )= 1. Ha kz=v, -
('=1,...,a, de x'==x), akkor ky=v, (V,,/O)——«Vx » tehat, (26") folytin,
ki = ki ==V =i, ennélfogva allitasunk ekkor is igaz, mert (10) miatt
Wity Ty By = 1. Legyen marmost k& =f(l,..., L) A==1,...,3; by ooyl
kifejezések) és tegyiik fel, hogy. allitasunk igaz ki helyett az I, ..., I, kifeje-
zésekre vagyis, hogy ha my=10,(v./0) (¢ =1, ..., oa), akkor & (ly, iL, mp) =1.

A D, logikai fiiggveny definicitja folytan egyreszt Di(ly, iy by, ki) =1, mis-

réSZt k "'—f?h (ll (vx/o)’ l@},(v%/ 0)) f?u (nzl $ecry mgl) mlatt q)l (’711 ,’.. ey nl()x ] k;): .

==1; tehat, alhtasunknak a D=, esetre. vonatkozd, mar bebizonyitott

-része miatt, Di(l, ..., [y, k)= Di(mi, ..., mg,, ki)=1. Ennélfogva, (11)

miatt, LGk, iy, k)= T, ezzel alhtasunkat a D=1, esetben tetszbleges k,
kifejezésre ‘bebizonyitottuk *.

Ha @ =, akkor D (ky, k., ks) loglkax értéke, a &, loglkal fliggvény -
definiciéja folytan, (akkor ¢s) csak akkor f, ha £, a szdmvdltozék egyike, -
mondjuk ky=v, (x=1,...,«) és k kl(kn/f (k) = kl(v,,/ 1(v,)) Ebben az
esetben, (26") folytdn, «

D' (i, s, K5) == LKL, Vi, bf) = - (ks i, k)3

 azt kell tehat megmutatnunk, hogy ha &z == ki (v,./f1(V..)), akk01 Wi (ki, zﬁ,kg) =1

Ez all, ha & =0, mert akkor ky==0(v./f;(v.)) =0, tehat, (25°) folytan,

Ji ==k =0 == i}, mar pedig (12) miatt Py (i, iL, i) —QT Ha fky==v,, akkor

Ky =V (Vi1 (V) == £1(v,), tehat, a @, logikai fiiggvény definicidja folytn,

: D,(Vo, k) == 1 -és igy, éllltasunknak a @= @, esetre vonatkozd, mér bebi-

zonyitott része, valamint (26') miatt, (Dl(vx, ki) = Di(f,, ki) =1 ; ennélfogva-
(13) miatt P{(it, s, ki) =1, ami azt jelenti, hogy- alhtasunk ebben az eset-
ben is igaz, hiszen (26°) folytdn ki —=v,==i;. Ha hy=ve ('=1,...,, de
* == %), akkor Ky == V. (V./f;(V.)) == v, tehat, (26") folytan, k= k;—-v,‘ =1y}

ennélfogva allitasunk ekkor is igaz, mert (14) miatt i@, iy, i#)==1.Legyen . -
-marmost k=l ..., L) A=1,...,8; l,, ..., I, kifejezések) és tegyiik fel, -

hogy allitisunk igaz k1 helyett az [, ..., [, kifejezésekre; vagyis, hogy ha
my=IL(vi,/f,(v.)) (e==1,..., @), akkor P{(l;, ir,' mp)==1. A &, logikai fiigg-
vény definicibja folytin egyrészt Du(l, ... L, k)=1, mdsrészt; ky==
==Fu (L (V/ 81 (V) )y« Ly (Vo EL (V) )) = F0 (a5 ., 1g,) miiatt, s (imy ..., Mgy, Ks) =1

: ‘tehat alhtasunknak a ®==0@, esetre vonatkozd, mar bebizonyitott része

miatt, .(I){(l{,-...; Loy Ki) = DL, ..., miy, k) ==1. Ennélfogva, (15) miatt,

WA bnzouyltas azon. alapu] hogy ha egy allifas lgaz al vy, ..., ’ v, kifejezésekre és.

 valahdnyszor blzonyos I, . ., Lo, Kifejezésekre igaz, mindannyiszor i 1gaz az fallyy «..y loy) ki-

fejezésre is (4 = o B), akkor ez az allitds minden kifejezésre igaz. Ez nyllvanvaléan
adddik - a kxfe]ezes—fogalom defm1c1o1ébél (lasd a 8. oldalon; kiilonisen a - definicio (d)
pontjat). E madon késobb is fogunk bizonyos allitas okat vahmennyl ktfe]wésne bebizonyitani.

o
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Pi(ki, Ix, i) = 1; ezzel dllitdsunkat a @ =%, esetben is bebizonyitottuk
tetszBleges K, kifejezésre.

Ha ®=1,, akkor ([)(kl,k),k},k) IOglkdl ettéke a ?lfn loglkal tuggvény
definicidja folytdn, (akkor és) csak akkor 1, ha ki € ky(ky/[ky); azt kell meg- -
mutatiunk, hogy ebben az esetben @'(ki, k3, ky, ki) = ?[lj(khkg,kg,h) 10g1ka1
értéke is 1. Ez all, ha k== ki, tehat ki= - ki és igy (16) miatt Wikt ks, K, ka) ==
o 2If’(k1, k;,kl) — f.; tovabba akkor is, ha ke==k; &s ky== ki,, tehat
k,-—f ki és ki==rhy ¢és'igy (17) miatt PY(ki, kb, K, ki) = P(ki, ka, kS, k) =1..
Ennélfogva allitasunk. a k=0, vi,..., Ve esetben mindenesetre igaz, hiszen

ekkor a k,(ky//k;) halmaz K==k, esetén egyedil a k, kifejezésb6l, ko= 1F, .

esetén pedig a k, és k, klfe]ezesekb6 all. Legyen marmost k, = s ley)

(A=1,..,8 L, .. l(,,_ kifejezések) és tegytik fel, hogy allitisunk . igaz &, ‘
“helyett az 1, . .'.,l(.;' kifejezésekre; vagyis, hogy valahdnyszor p=1,..., ¢ ese~

tén .m, € L,(ko//ks), mindannyiszor WL (L, kS, kij mp) = 1. Akkor a ko(kof[Rs)
halmaz k, =k, esetén az bsszes olyan h(ml, vy Mgy) kifejezésekbsl all, ahol
0=1,..., 0, esetén m, € l,(ko//ks) (niert ekkor a k, kifejezésnek csak olyan
-elsfordulasa - lehetséges a k, kifejezésben, amely’ az k..., [, klfe]ezések
valamelyikéhez ‘tartozik); k,==k, esetén pedig a k és k kifejezésekbél all.
Minthogy a k= k,, tovabbd a ky==k, és k,==k, eset mar-el van intézve,
elég azt az esetet ‘tekinteniink még, amikor ki==fi(m,,...,my), ahol
o=1,..., 0 esetén m, € [,(ky//ks). Ekkor a @, ogxkal fliggvény definicidja .
folytdn - Di(my, ..., mg,, k) == Du(li, ..., (,,“,'kl) 1, tehdt, Allitdsunknak a
=P, esetre vonatkozo mar beblzonyltottlesze mlatt GJh(m;, Mgy, ki) ==

e Dyl o k)= 1. Ennelfogva, (18) miatt, W5(ki, ki, ki, ki) == 1; ezzel .

, élll’tésunkat a B = W, esetben is beblzonyltottuk tetszblegeq K, (és k), k;, k)
~ kifejezésre.
Ha végiil & =0, akkox (I)(kl,k) logikai értéke, a () logxkal fuggveny

* definici6ja folytan, (akkor és) csak akkor t, ha a k ==k, egyenlet kovetkez- -

ménye az E egyenletrendszernek; azt Kell megmutatnunk, hogy. ebben az
esetben @' (ki, ki) == O’ (ki, k3) logikai értéke is 1. Ez ll, ha a ki ==k, egyenlet
az E egyenletrendszer egyenleteinek. valamely1ke mondJuk - --zY és. ky==1s,
(r - ., 0), mert akkor (19) miatt ‘ :
' O'(ki, k8) = O (83, i5,) == 1.

Tegyuk fel, hogy allltasunk bizonyos k, €s k klfe]ezu:ekxe all; megmutdt]uk
hogy akkor, z=1,...,« esetén, az [ ==k (v./0) és ly==k:(v./0), tovdbba az
m,__kl(v,,/fl(v,‘)) s my=- = ky(vi/f1(v.)) kifejezésekre is &ll, vagyis, hogy '

@' (Ii, 5) = @' (m{, m5) = 1. Valdban, a ¥, és ¥, logikai fiiggvények definicidja

folytan, Wylk;, Vs, I) == &, (k,,v,,,lo)~- €3 &\ (ky, Vu, ) == Wy (Ko, Viey 1) == 1
és igy allitdsunknak a (D == &5 (D == I, esetre vonatkozo, mar bebxzonyxtott
része, valamint (26') miatt, <1’ (lxl,vd,l) PRkt Ty ) = 1, PR, v, 1) =
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== WS, In, L )) -t s Wkt Vi, m) == Pk, in, mi) == 1, P(ks, Vi, my) =

= PY(KS, I, m) = t; ennélfogva (20) és (21) miatt, valéban @'(/, )= 1 és

"'()’(ml,m>)-T Tegyiik fel madsrészt, hogy allitisunk bizonyos. ke és Ky,

valamint* [, és [, kifejezésekre, amelyekre a by ==k, és I, =1, egyenletek kovet-
kezményei az E egyenletrendszernek, &ll, vagyis. O'(ki, k)= O"({, l5)—=1;
megmutatjuk, hogy .akkor 4ll tetszbleges olyan m, és m, kifejezésekre is,

~amelyekre m, € ky(L//L) és -m, € ka(1//L), vagyis, hogy tetszéleges ilyen m; és

m, kifejezésekre” @' (mi, mi)=1. Valoban, -a %, logikai fiiggvény defini-

- cidja folytdn, flf,(kl,ll,l,&ml)——?]f (kay by by, M) == 1 és igy, dllltasunknak a

@ = P; esetre  vonatkozd, mdr bebizonyitott része miatt, Py(ki, 1, b5, mi) ==
= g (&, 11, 5, m3) = 1; ennélfogva, (22) miatt, valéban ()’(ml,m:) = 1.
Ezzel allitdsunkat a- @ == () esetben IS beblzonyltottuk az E egyenletrendszer'

tetqzoleges =k, kovetkezményére '
Eszerint annak. bizonyitdsdhoz, hogy valamely k]—~k, egyenlet mnem

_ kovetkezménye az E. egyenletrendszernek, . elegendd.azt megmutatnunk, hogy

@' (ki, k8)=|.  Alkalmazzuk ezt a k =1f.(s), k=0 esetre. - Minthogy
ve==1,2, 00 esetén s, == fi(s,-1), azért, a D¢ logikai fiiggvény definicioja folytan,, '
(I)l(s,,l,sﬁ):% 4, tehat, a most bebizonyitott 4llitds (d)wfl)l esete) miatt,
Di(si-1, 8)) = 1; ez tobbek kozott ¢—=1,2,..., v esetén is all: Tovabba, a @,
logikai  ftiggvény definicidja folytdn, (s, ki) == 1, tehat, ugyanazon allitas -
(D == D, esete) miatt, Di(s:, ki)==1. .Minthogy vegul az & logikai 1‘u gavény -

. ‘defmlc16]a és s, == 0 folytan, £(s,) = 1, tehat, ugyanazon allitas (P = esete)
miatt, £'(s6) =1, azért, (23) és $y==0==k, miatt, O (ki, si) = O’(k 2)

tehat O’(k;,k') = |; ennélfogvaa ky=k, vagyis az fa(s;)==0 egyenlet'valé— ,
ban nem kovetkezmenye az E etryenletrendszemek Ezzel a %egédtete]t bebi-
zonyitottuk.

7. A segédtétel felhasznalasaval malmost bebuonyxthat]uk az eldbutes—
probléménak dltalinos rekurziv algoritmussal valé megoldhatatlansagara vonat-
kozo CHURCH-féIe tételt a kivetkezd, szabatosan megfogalmazott alakban",‘

0 ]t tehat I, és [, nem feltetlenul a70kat a ki (er()) és ko(Vr’O) klfqezéseket jelolik,

mint az elébb. '
1A bizonyitas azon alapu] hogy ha egy. allitas igaz valamely E cgyt.nletlendszex
minden egyes egyenletere, tovabbé valahanyszor valamely # ==k, egyenletre igaz, mind-
annyiszor igaz = —=1,..., « esetén a ky(v,/0) =Fky(v,/0) és a ki (v 5 (¥, ))._.kj(v,‘/‘r‘1 v,))
egyenletekre- is, vegul valahénysmx bizonyos kym=ks és li==1; egyenletekre igaz, mindannyi-

* szor igaz minden olyan my ==, egyenletre, ahol m, € k,(l,/1l) . s -my € ko(ly/ /1), dkkorez '

az-allitds az E egyenletrendszer minden kévetkezményére igaz. Ez nyilvanvaloan adédik a
kovetkezmeny-fogalom definici6jabol (lasd a 9—10- oldalon, kiiléngsen a-definicié (d) pontjat).

#2 A Cuurch-tétel itt kimondott alakja nemcsak abban kiilonbozik a bevezets 1. pont-
ban vazolt alakjatdl, hogy azokat, a logikai formuldk (1) megszdmlaidsdra vonatkozo felfé-

“teleket, amelyek mellett bebizonyitjuk a téfelt, most szabatosan megfogalmazzuk (mig ott

a ,szokasos* 111egszamla1ésokrél heszéltiink), tovabba, hogy az Osszes logikai formulik
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TETEL. Leg')"en Yoo by e ee CSUpa kitlonbozd természetes szdmokbol dllo

végtelen sorozat; legyen Ay, Ay, ... az dsszes zdrt formuldk egy olyan meg-
‘szdmozdsa a vy, vy, - .. - indexekkel ™, amely -eleget tesz a kijvetkezs feltételek-
nek. Létezzék olyan egyvdltozds € ¢s olyan kétvdltozds & dlfaldnos rekurziv
filiggvény, hogy ' | ‘

(@) v-=0,1;... esefén C_('z:) == Ao, ahol C(r).a (23) logikal  formuldt ™

Jelenti®; : .

helyett csak a zart logikai formulakrd! van szo (lasd a ¥ jegyzet (tolsd mondatit); hanem
.abban is, hogy megszdmidlds, vagyis az Osszes természetes szdmokkal mint indexekkel
valé” megszdmozas helyett tetszéleges (csupa kiilonbdz8) »,, »(, .+. természetes szamokkal
mint indexekkel vald megszdmozdsrdl van sz (a kdzonséges megszamialds az ilyen meg-
szamozisnak az a specidlis esete, amikor 2,==0; =1, ,..). Ennek a modositisnak nem

az a célja, hogy altaldnosabban mondjuk ki a-tételt, hanem az, liogy konnyebben lehessen
~ alkalmazni. ‘Ugyanis magénak a. (zart) logikai formuldk halmazanak legkdnnyebb tigy

megadri egy effektlv megszdmlaldsat, hogy mindenekel6tt az olyan jelekbdl képezett tsszes .

véges sorozatok lalmazdt szjmlaljuk meg, amelyek segitségével minden logikai formulat
. (alkalmas . jeldléssel) fel lehet irni (ilyen jelek gyandnt valaszthatjuk pl. a kivetkeziiket:
T (negdcid jele), &, V, -, <>, (; ), B, (Vessz0), tovabbd az individuumvaltozdk és a logi-
kai fliggyényvaltozok gyandnt haszodlt, pl. X, ¥, 2, & 1, ¢, W, X, Yur 2oy toy Uy oy Wy
X Yo R b e Wy LA FO G H, TRy, Gy, Hy, Toy Fyy Gy, Hy, Ty, betliket;
- egyébként ‘a negacid- jelét célszerli mdsképp vélasztani, pl. A helyett mindig ]A-t irni (ha
szitkséges, A-t zdrGjelbe téve), hogy minden logikai formulat ¢ jelekbdl alkotott véges,
linedris sorozatként irhassunk). Az e jelekb6! képezett véges sorozatok kozbtt természete-
sen nemcsak zart logikai formulak vannak, hanem szabad valtozot tartalmazé logikal for-
mulak is, sét olyanok is, amelyek nem logikai formuldk, hanem jelek értelmetlen cgymas-
utanjdbol alinak, pl. ))x -~ F.- A zart logikai formuldk mégszamlalisihoz e sorozatok meg-
. szamlalasabol gy juthatunk, hogy az ilyen értelmetlen képzédményeket, tovdbba a szabad
véltoz6t tartalmazé logikai formuldkat utélag elhagyjuk. Marmost azt, hogy egy adott zdrt
logikai formula milyen sorszdmot kap e megszamlédlasban, korillményes megallapitani, hiszen
e sorszam attol fiigg, hany értelmetlen képzécimény, valamint: szabad valtozot tartaimazo
logikai formula eldzte meg az adott zart logikai formuldt az emlitett jelekbil képezett viges
sorozatok megszamlaldsaban, Ezért nehézkes annak ellendrzése is, vajon eleget tesz-e egy
igy kapott megszamlalds a tétel feltételeinek. Egyszeriibb tigy eljarni, hogy az értelmetlen
képzddmények, valamint a szabad véltozot tartalmazd logikai formuldk elhagydsa utan. is
megtartjuk a zdrt logikai formuldk eredefi sorszdmait; csakhogy akkor ¢ sorszamok nem
lesznek az dsszes természetes szamok. A zért logikai formulak ilymédon keletkezé meg-
szamozasairl mar rendszerint konriyebb niegmutatni, hogy eleget tesznék a tétel feltételeinek.
4 Nem kotjtik ki, hogy az Au,, Ay, ... zért logikai formulik kiilonbdz6ek legyenek,
csak azt, hogy minden zart logikai formula legaldbb egyszer eléforduljon kdztilk. Eszerint
a zart logikai formulik megszamozasai nem egyebek, mint a természetes szamok halmaza
valamely részhalmazanak (a {2, »;,...) indexhalmaznak) egyértelmil, de riem sziikség-
‘képpen kolestndsen egyértelmii leképezései a zart logikai formuldk halmazdra., i
H Vagy barmely mas olyan formulit, amely (minden cgyes E egyenletrendszerhez)
alkalmasan vélasztott B(E) formulaval egyiitt rendelkezik a B(E) ¢s C(r) formulaknak
a segédtételben kimondott tulajdonsigaval,
¥ Ebbe természetesen az is beleéttendd, hogy a ¢ fiiggveény csak olyan értckeket
‘vesz fel, amely a », »;, ... szamok valamelyike, :

AZ ELDONTESPROBLEMA ALTALANOS REKURZIV MEGOLDHATATLANSAGA 23
(D) g, 1 ==,r, ... esetén

Akkor nincs olyan egyvdltozo's @ dltaldnos rekurziv filiggvény, /zogJ.) az
A, logikai fohnizla Ve, Yy, ... ESeten akkor és csak akkor elégithetd ki, ha
@ (1)y==0. ‘ . - .
| BlZONﬂTAS. Tegyiik fel, van ilyen ¢ altalanos rekurziv‘fﬁggvény;’akko’r
tehat az A, logikai formula »==w,n,... é ¢@(»)==0 esetén kielégithetd,

(7)) ==0 esetén nem. Megmutatjuk, hogy ez lehetetlen, mégpedig Ugy, hogy

megadunk egy ellenpéldat, vagyis olyan » ‘szamot a ¥y, ¥y, - 'szérr'{ok.kézﬁl,
amelyre vagy ¢(¥)=0 és az A, logikai formula mégsem t':legxthetq 1;1, vagy
'pedig ¢(1)==0 és az A, logikai formula mégis kielégithetd.

! ()= ‘P:(f"(’iﬁ (@)  (=01,..)

“egyenlettel definialt + aritmetikai fiiggvény altalanos rekurziv figgvény *.

Legyen E a v fliggvény valamely dltalanos rekurziv  definiciéja 'és’ legye‘xx_
B==B(E) a-segédtétel értelmében az E egyenlet.rendszerhe'z tartozd zgrt logi-
kai formula®. Legyen = a. B(E) formula (valamelyik *) sorszdma az Ay A,,,', =
megszamozasban, vagyis legyen B(E)=A; (v a wl,_...'_szamok ‘ergylke).
Akkor az A==B(E)&C(t) logikai formula a segédtétel s%ermt akkor és csak
akkor elégithetd ki, ha az f,(s;) ==0 egyenlet nem k(’jvetkezmenye"az E egy'enle't-
rendszernek. Minthogy masrészt az E egyenletrendszer a v fiiggvény altala-
nos rekurziv definicioja, azért az fu(s))==0, vagyis az £,(s))==s5, egyenlet

1 retes j Jeértendd ‘ tiggvé lyan (@, #) helyen,.
it Ebbe természetesen az is beleértendd, hogy a @ ftfggv(.ny olys ’ yen, .
ahol w is, » is a vy, »y, ... szamok valamelyike, csak olyan értéket veszfel, a?nely szintén
a vy, v , ... szamok valamelyike, ' ' o o
A vy, q,_:v Valéban, legyen Ej, Es ¢s Ey a §, 4 ill. ¢ fiiggvények egy-egy iltalénos rekurz.;;/
definiciéja, E;, Es és Eq pedig olyan egyenletrendszerek, amelyek tigy keletliez'neliaf Ey, By, i ;
By egyenletrends-zerbél, hogy megvaltoztatjuk a benniik szerepld, f;-t6l Ikult/m}mzo/ funkto;:t—
jeloléseit, mégpedig tgy, hogy két olyan egyenletben, arlnelye‘}'c az E;, E3 és E,b "eg"yefzrl:nk‘
rendszerek kozill két killdnbdzdhoz tartoznak, ne szerepgl;en kozc’)s, fll-tol k}:lon ozlot e
tor, tovabba, hogy az f, funktor egyaltaldban ne szerepeljen. az E_], }22 _é§ E; egyen e ;rlen [
sze,rekben. Legyen f,, f, ¢s f, az a harom funktor, amely e jeldlésvaltoztatas sscmn. Z .
Ei, E,, ill. Ey egycnfetrendszérben szerepld f, funktor helyébe lép. (Az 1, funlfgor az d'l
eg;rellléfl'endsierben a {, az E, egyenletrendszerben a &, dz Ej egyenlgtrendszkel eﬁna ?ggxgg
elolésére hasznaltuk; ! By, i 4 letrendszerben ezekn -
a o figovény jeldlésére hasznaltuk; az Ej, By, ill. Bg egyen z n_eze
: Véﬁyekﬁgek jglﬁllésére az f,, §, ill. f, funktort hasznaljuk.) Akkor kom:jyvt'x ]atm,' hé)égy az az
egyenletrendszer, amely az Ef, Ey €s E! egyenletrendszerek egyenleteibdl, tovdbba az
£y (vy) = Fu (B (V1) £2(V1))) ‘ .
. ol all, altald rekurzi inici6. ¢és az Altala definialt fiiggvény éppen 2.
letbal 4ll, altalanos rekurziv definicio, es az al ; £ en 4.
e 18 Vagyis olyan’ zart logikai formula, amely a tételben ‘szereplo C(c). loglk'ax follmula_
val egyiitt (l4sd a jegyzetet) rendelkezik a segédtételben kimondott tttlajfionsa}gga. e
4 A B(E) formula iébbszﬁy is eldfordulhat az Aw,, Asy, ... Mmegszamozas av ( ‘
a ¥ jegyzetet), tehat tobb sorszamot_is kaphat, - ,
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akkor és csak akkor kovetkezménye az E egyenletrendszernek, ha Ww(t)=0,
tehat akkor és csak akkor nem. kévetkezménye, ha +4(7)==0. Eszerint az A

Jogikai formula akkor és csak akkor elégithets ki, ha W(r)==0. Azonban’

a vy fliggvény definicidja szerint . . '

| PO = (@ i) =), A
ahol »==Y(t, 5(r)); masrészt a tételben szerepld (a) €s (b) feltételek, tovabba
- B(E)= A, folytan

A==B(E) & C(t) = Ar & Ay = Asgr iy Au-.

Eszerint, ha p(r)=1(t)==0, akkor az A, logikai formula nem elé‘githetdki,.’
ha pedig ¢(v) = (7)==0, akkor kielégithet6; tehdt a » =9 (v, {(7)) szdm

valéban ellenpélda™ a ¢ fliggvény feltételezett tulajdonsdgira. Ezzel a tételt
bebizonyitottuk. '

Konnyen l4thatd, hogy a zart logikai formuldk »520kas0s8“ megszadmo-
zasai, pl. a GODEL-féle megszdmozds™ és a lexikografikus megszamozds *,
eleget tesznek a tétel feltételeinek; igy tehat a tetel tobbek kozott ezekre

a megszdmozéasokra is érvényes, - : o
A v="=0(z {(r)) szdm a { és ¢ fliggvényeknek a ¥ &s 4 jegyzetben emlitett tulaj-
donsdga folytin a », », ... szdmok valamelyike, ‘ : PR :
.. 8 A zart logikai formuldk Gopei-féle megszamozasahoz ‘a kovetkezd mddon jutunk.
" Mindenekel6tt megszamozzuk a pozitiv egész szamokkal valamilyen médon azokat a jeleket,
amelyeket a logikai formuldk felirasahoz haszndlunk; pl, az 1,2,... szdmokhoz. sotra a
T &: V, o, e () E, (vesszd), X, y, z, &, u, v, w, F, G, H, T, X, Yor Zor By, Uy, Vg, Wos
Fo, Go, Hy, Toy 24, 31, 21, B, g, v, Wy, Fi, Gy, Hy,. Ty, ... jeleket rendeljiik. Majd min-
©den we=nal. ., nga pozitiv egész szdmhoz, ahol my==2, @ =3, ny==5, ... a primszamok
" ndvekvd sorozata, hozzarendeljiik -azt a fenti jelekbdl képezett véges sorozatot, amely sorra
azokbdl a jelekbdl 4ll, amelyek a fent emlitett megszdmozésban a u, . .., &, sOrszamot
kaptak. (Ha w,, ..., g valamelyike 0, akkor ez elhagyandd.) Ilymodon tobbek kozdtt min-
den-egyes zart logikai formulat is: hozzarendeltlink valamilyen pozitiv egész szdmlioz,

a formula n. Gopew-szimahoz. PL a (xy(F(x) > G(x)) formula Géper-szamaként .

263105770 1117130 1710197234 2018 3(1371 417437 (vagy pl. 2631057 1161317 176 1910237 314411843,
" -4710537597) valaszthato. ' ‘ o ‘ '

" " A zart logikai formulak lexikografikus megszamozasahoz a kivetkezd modon jutunk:
Mindenekelétt megszamlaljuk valamilyen (pl. a megeléz6 jegyzetben szerepl$) sorrendben
azokat a jeleket, amelyeket a logikai formuldk felirdsahoz hasznalunk; majd az-e jelekbdl
képezett véges sorozatokat a kévetkezdképpen rendezziik. Két kiilonbdz6 hosszisagn véges
sorozat koziil az jon elobb, amelyik rovidebb; két egyenld hossziisdgi sorozat koziil pedig
vagy az, amelyiknek a jelek megszamlalisaban legkéssbb eldforduld jele e megszamlalas-

ban megelézi a mésik sorozatnak a jelek megszdmldlasdban -legkésdbb eldforduld jelét;

vagy pedig, ha a két sorozat olyan, hogy a jelek megszdmlalisaban legkésébb eléforduld
jelitk ugyanaz, akkor az j6n elShb, ‘amelynek az elsd olyan jele, amelyik kiilonbdzik a masik
sorozat ugyanannyadik jelétSl, a jelek megszamldlasaban megeldzi a masik sorozat ugyan-
annyiadik jelét. Marmost minden » természetes 'szamhoz ‘hozzérendeljik azt az emlitett
jelekbd! képezett véges sorozatot, amely ebben az elrendezésben a » -+ I-edik helyre keriilt;

ilymddon tobbek kdzétt a zdrt logikai formulakat is hozzarendeltiik bizonyos természetes
szdmokhoz, ‘ - ‘

“
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