Megjegyzés a halmazelmélet Gédel-féle
axiomarendszeréhez' 1.

i

HajnaL ANDrAs és KaumAr LAszLo

1. Jelen dolgozat a halmazelmélet GODEL-féle axiomarend-

szerének” egyszeriisitésével foglalkozik ; ugyanis megmutatjuk, hogy

ennek az axiémarendszerének egyik axiomaja felesleges, mert a
tobbi axioma segitségével bebizonyithato. Bevezetésiil ismertetjijk
a halmazelmélet GODEL-féle axiomarendszerét és viszonyat a hal-
mazelmélet tobbi axiomarendszeréhez.
A halmazelmélet axiématizalasat azok a logikai ellentmondy -
sok, tn. antinémiak® tették sziikségessé, amelyek a halmazelmgle
eredeti, tn. naiv felépitése sordn felléptek. A naiv halmazelmélet.
ben magat6l értetddonek tartjuk azt az elvet, hogy minden 7 tulaj-
donsaghoz létezik olyan halmaz, amely azokbol és csak azokbg,
az elemekbdl dll, amelyeknek megvan a 7 tulajdonsdguk. Ha pl
7 gyanant azt a tulajdonsagot valasztjuk, amely akkor ¢s csak
akkor van meg egy x dolognak (elemnek), ha x olyan halmaz
amely a sajat elemei kozott nem szerepel, akkor az Snmagukat
nem tartalmazé halmazok halmazéhoz jutunk, amely az ismert mg-
don az 1un. RusseLL-féle antindmidhoz” vezet.
A l)almazelmélet torténetileg elsé, ZERMELO-féle axidmarend-
szerében” ennek az elvnek az un. részhalmazaxioma® felel meg,
! Ez a dolgozat Hajnal Anpris késziild kandidatusi disszertéciéjém
megbeszélése sordn keletkezett. Kaimir Liszio eldadta 1955. szeptember 21-én
a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat balatonvildgosi szamelméleti és kombina-
torikai kollokviuman ,Egy kombinatorikus okoskodas az axiématikus halmaz-
elméletben* cimmel. Angol véltozata, kissé mas beallitisban, a Publicationes
Mathematicae-ben jelenik meg.
? Lasd Gooew [1], 3—6. oldal. (A nevek utin szdgletes zarojelbe tett
szamok a dolgozat végén talalhatd irodalomra utalnak.)
., " A halmazelmélet itt felhasznalt fogalmai, valamint a halmazelmélet
antmén}nél megismerhetSk pl. Fraenkel [5]-bol, vagy Kaimar [1]-bol.
RusseLL [1], 101—107. oldal ; lasd még Fraener [5], 3. kiadas, 210—213.
oldal, vagy Kawmir (1], 242—246. oldal.
;’ ZermeLo [1], 262—267. oldal.
' Zermelonal (és Fraenkelnél) : Aussonderungsaxiom.
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amely szerint tetszoleges A halmazhoz és tetszoleges, H elemeire
értelmezett 7 tulajdonsaghoz’ van olyan A’ halmaz, amely a H
halmaznak azokbdl és csak azokbol az elemeibdl &ll, amelyeknek
megvan a 7 tulajdonsdguk. Ez az axidma sok tekintetben pdtolja
az emlitett elvet, azonban (legaldbb is ahhoz_ hasonlé médon) nem
vezet a halmazelmélet (ismert) antinémidihoz®. Ugyanis pl. avégett,
hogy ennek az axidmanak segitségével az onmagukat nem tartal-
mazé halmazok halmazahoz jussunk, el6bb egy olyan ,majordns“
H halmazra volna. sziikségiink, amely minden 6nmagat nem tartal-
maz6 halmazt eleme gyanant tartalmaz, pl. az Osszes dolgok, vagy
az osszes halmazok halmazira; mar pedig a ZERMELO-féle axio-
mék egyike sem allitja ilyen halmaz létezését, és nem ‘is latszik
semmiféle méd, ahogyan ilyen halmaz létezése kovetkeznék beldliik.
Hasonléan, a BuURALI-FORrTI-féle antinomiat’ azdltal keriili el a
ZERMELO-féle axiomarendszer, hogy nem tartalmaz olyan axiomat,
amely az Osszes rendszamok halmazanak létezését dllitand és Ggy
litszik, hogy e halmaz létezése kozvetett titon sem kovetkezik
beldliik.

A ZERMELO-féle axiomarendszernek szamos fogyatékossaga
van. Mindenekel6tt hasznalja a (definit) tulajdonsag fogalmat, pedig
ez a fogalom nem tartozik az axiémarendszer alapfogalmai kozé
és ZERMELO nem is definidlja ezt a fogaimat azok segitségével™.
Tovabba a ZERMELO-féle axiomarendszer nem alkalmas bizonyos

nagy, pl. ¢ 4 2° 2%+ ... szamossagu halmazok létezésének bebizo-
nyitasara, ahol ¢ a kontinuum szamossaga. Végiil az a koriilmény,
hogy a halmazelmélet ZERMELO-féle axiomatikus felépitésében mas-
féle vsszességekrsl nem lehet beszélni, mint halmazokrdl, mar pedig
az>axiomak nem kivanjak meg az Osszes halmazok, vagy az 0Osz-
szes rendszamok halmazanak létezését (hacsak nem Iép fel a RUSSELL-
féle ill. a BurRALI-FORTI-féle antinomia mégis csak a ZERMELO-
féle axiomatikus halmazelméletben), nehézkessé teszi a halmaz-
elmélet felépitését a ZErRMELO-féle axiomak alapjan, hiszen e fel-

© Zermero definit tulajdonsagrol beszél, azonban nem mondja meg vila-
gosan, mit jelent ez a jelzd (lasd a 10. jegyzetet is). :

8 Az a kérdés, hogy a Zermero-féle, vagy valamely masik, a halmazel-
mélet felépitésére alkalmas axiémarendszer mds dton sem vezethet-e az ismert
antinomiak valamelyikéhez, vagy pedig 1j antinémidhoz, mas széval, hogy
ellentmondastalan-e, még nincs ‘eldontve.

9 Burau-Forti [1]; lasd még Fraenker [5], 3. kiadas, 210—213. oldal,
vagy Kawmar [1], 250. oldal.

10 Zermero kovetkezo6 szavai: Eine Frage oder Aussage E iiber deren
Giiltigkeit oder Ungiiltigkeit die Grundbeziehungen des Bereiches vermoge der
Axiome und der allgemeingiiltigen lo%ischen Gesetze ohne Willkiir entscheiden,

heiBt ,definit, nem tekinthetdk a definit tulajdonsig (kérdés, allitas) szabatos
definiciojanak.
s/
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1. Jelen dolgozat a halmazelmélet GODEL-féle axiomarend- :
szerének® egyszerisitésével foglalkozik; ugyanis megmutatjuk, hogy

ennek az axidmarendszerének egyik axiomaja felesleges, mert a
tobbi axioma segitségével bebizonyithato. Bevezetésiil ismertetjlik
a halmazelmélet GODEL-féle axiomarendszerét és viszonyat a hal-
mazelmélet tobbi axidmarendszeréhez.

A halmazelmélet axiomatizalasat azok a logikai ellentmonda-
sok, tin. antinomiak® tették sziikségessé, amelyek a halmazelmélet
eredeti, an. naiv felépitése soran felléptek. A naiv halmazelmélet-
ben magatél értetdddnek tartjuk azt az elvet, hogy minden 7 tulaj-
donsaghoz létezik olyan halmaz, amely azokbol és csak azokbol

az elemekbol all, amelyeknek megvan a 7 tulajdonsaguk. Ha pl.

T gyanant azt a tulajdonsidgot valasztjuk, amely akkor és csak
akkor van meg egy x dolognak (elemnek), ha x olyan halmaz,
amely a sajat elemei kozott nem szerepel, akkor az dnmagukat
nem tartalmazé halmazok halmazahoz jutunk, amely az ismert mo-
don az tn. RusseLL-féle antindmidhoz® vezet.

A halmazelmélet torténetileg elsd, ZERMELO-féle axiomarend-
szerében® ennek az elvnek az un. részhalmazaxioma® felel meg,

! Ez a dolgozat HajNaL Anpris késziild kandidatusi disszertaciéjanak
megbeszélése soran keletkezett. Kaimir LAszLo elbadta 1955. szeptember 21-én
a Bolyai Janos Matematikai Térsulat balatonvilagosi szamelméleti és kombina-
torikai kollokviuman ,Egy kombinatorikus okoskodas az axiomatikus halmaz-
elméletben* cimmel. Angol valtozata, kissé mas beallitisban, a Publicationes
Mathematicae-ben jelenik meg.

2 Lasd Gooer [1], 3—6. oldal. (A nevek utan szogletes zarojelbe tett
szamok a dolgozat végén talalhat6 irodalomra utalnak.)

3 A halmazelmélet itt felhasznalt fogalmai, valamint a halmazelmélet
antinémidi megismerhetdk pl. Fraenker [5]-bol, vagy Kaimir [1]-bol.

4 RusseLL [1], 101—107. oldal ; 1asd még Fraenkew [5], 3. kiadas, 210—213,
oldal, vagy Kaumir [1], 242—246. oldal. :

5 ZErMeLO [1], 262—267. oldal.

# Zermelonal (és Fraenkelnél): Aussonderungsaxiom.
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amely szerint tetszoleges H halmazhoz és tetszbleges, H elemeire
értelmezett 7 tulajdonsdghoz’ van olyan H’ halmaz, amely a H
halmaznak azokbol €és csak azokbdl az elemeibd! all, amelyeknek
megvan a 7 tulajdonsdguk. Ez az axiébma sok tekintetben potolja
az emlitett elvet, azonban (legalabb is ahhoz_hasonlé mddon) nem
vezet a halmazelmélet (ismert) antinémidihoz®. Ugyanis pl. avégett,
hogy ennek az axidmanak segitségével az onmagukat nem tartal-
mazé halmazok halmazdhoz jussunk, el6bb egy olyan ,majordns“
H halmazra volna- sziikségiink, amely minden 6nmagat nem tartal-
maz6 halmazt eleme gyandnt tartalmaz, pl. az Osszes dolgok, vagy
az osszes halmazok halmazdra; mar pedig a ZERMELO-féle axio-
médk egyike sem allitja ilyen halmaz létezését, és nem is latszik
semmiféle mod, ahogyan ilyen halmaz létezése kovetkeznék beldliik.
Hasonloan, a BuURALI-FORTI-féle antinémiat’ azdltal kertili el a
ZERMELO-féle axiomarendszer, hogy nem tartalmaz olyan axiomat,
amely az Osszes rendszamok halmazanak létezését allitand és ugy
latszik, hogy e halmaz létezése kozvetett Gton sem kovetkezik
beldliik.

A ZERMELO-féle axiomarendszernek szamos fogyatékossaga
van. Mindenekel6tt hasznalja a (definit) tulajdonsdg fogalmat, pedig
ez a fogalom nem tartozik az axiomarendszer alapfogalmai kozé
és ZERMELO nem is definidlja ezt a fogaimat azok segitségével™.
Tovabba a ZERMELO-féle axiomarendszer nem alkalmas bizonyos

nagy, pl. ¢+ 2 -2+ --- szamossagui halmazok létezésének bebizo-
nyitasara, ahol ¢ a kontinuum szamossaga. Végiil az a koriilmény,
hogy a halmazelmélet ZERMELO-féle axiomatikus felépitésében mas-
féle Osszességekrdl nem lehet beszélni, mint halmazokrol, mar pedig
az>axiomak nem kivdnjak meg az Osszes halmazok, vagy az 0sz-
szes rendszamok halmazanak létezését (hacsak nem Iép fel a RUSSELL-
féle ill. a BurRALI-FORTI-féle antindmia mégis csak a ZERMELO-
féle axiomatikus halmazelméletben), nehézkessé teszi a halmaz-
elmélet felépitését a ZERMELO-féle axiémak alapjan, hiszen e fel-

© Zermero definit tulajdonsagrol beszél, azonban nem mondja meg vila-
gosan, mit jelent ez a jelz6 (lasd a 10. jegyzetet is). ;

8 Az a kérdés, hogy a Zermero-féle, vagy valamely masik, a halmazel-
mélet felépitésére alkalmas axiomarendszer mds dtfon sem vezethet-e az ismert
antinomidk valamelyikéhez, vagy pedig 10j antindmidhoz, mas széval, hogy
ellentmondastalan-e, még nincs ‘eldontve.

0 Buraui-Forti [1]; lasd még Fraenkee [5], 3. kiadas, 210—213, oldal,
vagy Kawmir [1], 250. oldal.

10 Zermero kovetkezo szavai: Eine Frage oder Aussage E iiber deren
Giiltigkeit oder Ungiiltigkeit die Grundbeziehungen des Bereiches vermdge der
Axiome und der allgemeingiiltigen logischen Gesetze ohne Willkiir entscheiden
heiBt ,definit“, nem tekinthetdk a definit tulajdonsag (kérdés, allitas) szabatos
definici(')jénak/.
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HajNaL Anpris €s KaimAr LAszio

1. Jelen dolgozat a halmazelmélet GODEL-féle axiomarend-
szerének? egyszeriisitésével foglalkozik ; ugyanis megmutatjuk, hogy
ennek az axiomarendszerének egyik axiomdja felesleges, mert a
tobbi axioma segitségével bebizonyithatd. Bevezetésiil ismertetjiik
a ‘halmazelmélet GODEL-féle axiémarendszerét és viszonyat a hal-
mazelmélet tobbi axiomarendszeréhez.

A halmazelmélet axiématizalasat azok a logikai ellentmonda-
sok, tn. antinomiak® tették szitkségessé, amelyek a halmazelmélet
eredeti, tin. naiv felépitése soran felléptek. A naiv halmazelmélet-
ben magatél értetéddnek tartjuk azt az elvet, hogy minden T tulaj-
donsaghoz létezik olyan halmaz, amely azokbol és csak azokbol
az elemekbodl all, amelyeknek megvan a T tulajdonsaguk. Ha pl.
T gyanant azt a tulajdonsigot valasztjuk, amely akkor és csak
akkor van meg egy x dolognak (elemnek), ha x olyan halmaz,
amely a sajat elemei kozott nem szerepel, akkor az onmagukat
nem tartalmazo halmazok halmazahoz jutunk, amely az ismert mo-
don az un. RUSSELL-féle antindmidhoz® vezet.

A halmazelmélet torténetileg elsd, ZERMELO-féle axidmarend-
szerében® ennek az elvnek az n. részhalmazaxioma® felel mi‘g,

1 Ez a dolgozat HajnaL Anpris késziild kandidatusi disszertaciéjanak
megbeszélése soran keletkezett. Kaimir LAszLo eloadta 1955. szeptember 21-én
a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat balatonvilagosi szamelméleti és kombina-
torikai kollokviuman ,Egy kombinatorikus okoskodas az axiomatikus halmaz-
elméletben® cimmel. Angol valtozata, kissé mas beallitasban, a Publicationes
Mathematicae-ben jelenik meg.

2 Lasd Gopet [1], 3—6. oldal. (A nevek utdn szogletes zarojelbe tett
szamok a dolgozat végén talalhato irodalomra utalnak.)

3 A halmazelmélet itt felhasznalt fogalmai, valamint a halmazelmélet
antinémiai megismerhetk pl. FraenkeL [5]-bol, vagy Kamar [1]-bOl.

4 RusseLL [1], 101—107. oldal ; 1asd még Fraenkew [3], 3. kiadas, 210—213.
oldal, vagy Kaumir [1], 242—246. oldal.

5 Zermero [1], 262—267. oldal.

o Zermelonal (és Fraenkelnél) : Aussonderungsaxiom.
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amely szerint tetszoleges A halmazhoz és tetszoleges, H elemeire
€rtelmezett 7 tulajdonsdghoz’ van olyan H’ halmaz, amely a H
halmaznak azokbol és csak azokbol az elemeibd! all, amelyeknek
megvan a 7 tulajdonsaguk. Ez az axidma sok tekintetben potolja
az emlitett elvet, azonban (legaldbb is ahhoz hasonl6 médon) nem
vezet a halmazelmélet (ismert) antinomidihoz®. Ugyanis pl. avégett,
hogy ennek az axiomanak segitségével az onmagukat nem tartal-
mazé halmazok halmazdhoz jussunk, elébb egy olyan ,majorans®
H halmazra volna. sziikségiink, amely minden 6nmagat nem tartal-
mazé halmazt eleme gyanant tartalmaz, pl. az Osszes dolgok, vagy
az Osszes halmazok halmazara; mar pedig a ZERMELO-féle axi6-
mék egyike sem Aallitja ilyen halmaz létezését, és nemis latszik
semmiféle mod, ahogyan ilyen halmaz létezése kovetkeznék bel6liik.
Hasonloan, a BuraLi-FoRTI-féle antinomiat’ azaltal keriili el a
ZERMELO-féle axiomarendszer, hogy nem tartalmaz olyan axiomat,
amely az Osszes rendszamok halmazanak létezését allitand és agy
litszik, hogy e halmaz létezése kozvetett tton sem kovetkezik
bel6liik.

A ZERMELO-féle axiomarendszernek szamos fogyatékossaga
van. Mindenekel6tt hasznalja a (definit) tulajdonsag fogalmat, pedig
€z a fogalom nem tartozik az axiOmarendszer alapfogalmai kozé
€s ZERMELO nem is definidlja ezt a fogaimat azok segitségével .
Tovabba a ZERMELO-féle axiomarendszer nem alkalmas bizonyos
nagy, pl. ¢+2°+-2* + .- szdmossagu halmazok létezésének bebizo-
Nyitasara, ahol ¢ a kontinuum szamossaga. Végiil az a koriilmény,
hogy a halmazelmélet ZERMELO-féle axiOmatikus felépitésében mas-
félg Osszességekrol nem lehet beszélni, mint halmazokrol, mar pedig
az’axiomak nem kivdnjdk meg az 0sszes halmazok, vagy az 0sz-
Szes rendszamok halmazanak letezését (hacsak nem lép fel a RUSSELL-
féle ill. a BuraLI-FoRrTI-féle antindmia mégis csak a ZERMELO-
féle axidmatikus halmazelméletben), nehézkessé teszi a halmaz-

‘EImé]et felépitését a ZERMELO-féle axiomdk alapjan, hiszen e fel-

7 ZermeLo definit tulajdonsagrol beszél, azonban nem mondja meg vila-
gosan, mit jelent ez a jelzd (lasd a 10. jegyzetet is). ;

., 5 Az a kérdés, hogy a ZermerLo-féle, vagy valamely masik, a halmazel-
melet felépitésére alkalmas axiomarendszer mas aton sem vezethet-e az ismert
antindmiak valamelyikéhez, vagy pedig 1j antindmidhoz, mas szoéval, hogy
ellentmondastalan-e, még nincs ‘eldontve.

9 Buraui-Forti [1]; lasd még Fraenke [5], 3. kiadas, 210—213. oldal,
Vagy Kawmir [1], 250. oldal.

... 10 Zermero kovetkezd szavai: Eine Frage oder Aussage E iiber deren
Gu_ltxgkeit oder Ungiiltigkeit die Grundbeziehungen des Bereiches vermoge der

xiome und der allgemeingiiltigen logischen Gesetze ohne Willkiir entscheiden,
hel_Bt Hdefinit, nem tekinthetdk a definit tulajdonsag (kérdés, allitas) szabatos
definiciojanak.

s
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épitésben nem szabad a halmazok, vagy a rendszamok 0sszessé-
gérol beszélni.

Az elsd két fogyatékossig kikiiszobolése végett FRAENKEL
modositotta a ZERMELO-féle axiomarendszert”, Ami a (definit) tulaj-
donsag fogalmat illeti, FRAENKEL észrevette, hogy a halmazelmélet
axiomatikus felépitéséhez elég a részhalmaz-axiomat abban az eset-
‘ben alkalmazni, amikor a H halmaz valamely tetszbleges x elemé-
nek 7 tulajdonsaga abban all, hogy valamely x-t6l fliggd F(x)
halmaz eleme valamely x-t6l fiiggd G(x) halmaznak, vagy abban,
hogy F(x) nem eleme G(x)-nek, vagy abban, hogy F(x) ugyanaz

a halmaz, mint G(x), vagy pedig abban, hogy F(x) nem ugyanaz,

mint G(x), és a részhalmaz-axiomat csak ilyen tulajdonsagokra
mondta ki. Ezzel ujabb nehézség lépett fel: definialni kellett, mit
értiink egy H halmaz valamely tetszbleges x elemétol fiiggd F(x)
halmazon, mas szdval, a H halmazon értelmezett, halmazelméleti
értelemben vett fliggvényen™. Ezt a nehézséget FRAENKEL azzal
kiizdotte le, hogy a fiiggvény fogalmat rekurziv modon definialta.””
Nem vilagos eleve, hogy az ilyen definicio jogos'; azonban mate-
matikai logikai meggondoldsok mutatjak, hogy ha nem is olyan
értelemben jogos, mintha a fiiggvény fogalmanak a halmazelmelet
alapfogalmai segitségével torténo, halmazelméleti definicioja volna,
de olyan értelemben elfogadhatd, hogy annak a definiciojahoz tar-

11 FraenkeL [4], tovabba [5], 3. kiadas, 285—288. oldal; [6], 253—255.
és 271. oldal; [7], 103—115. oldal. A részhalmaz-axioma Fraenker altal sza-
batosan kimondott alakja mar FraenkeL [3]-ban, a potlas axiomaja pedig mar
FraenkeL [2]-ben (specidlisabb alakban mar Fraexker [1]-ben) szerepel.

Annak a kérdésnek targyaldsaba, hogy mi a célja FRAENKEL azon tovabbi
valtoztatasanak, amely abban all, hogy ZERMELO egyik axiomajanak, a megha-
tarozottsag axiomajanak modositasaval kizarja olyan elemek létezését, amelyek
nem halmazok, és hogy helyeselheté-e ez a cél, most nem megyek bele.

12 Minthogy a Fraenker-féle axiomarendszerben nincs (és nem is lehet)
sz6 mas elemrdl, mint halmazr6l (lasd az elozd jegyzetet), magatol értetddik,
hogy a fiiggvények értékei is halmazok.

13 A fiiggvény fogalmanak az a (nem rekurziv, halmazelméleti) defini-
cidja, amely szerint fiiggvényen olyan halmazt értiink, amelynek minden eleme
rendezett par és nincs két olyan eleme, amelynek masodik komponense koz0s,
els6 komponense azonban nem (e definicio az F fiiggvénynek az 0sszes
¢ F(x), x> alaku rendezett parok halmazaval valé azonositasan alapul, ahol x
atfutja az F fiiggvény értelmezési tartomanyat), nem bizonyul e célra ele-
gendonek, mert a halmazelmélet Fraenkel-féle axiomai nem biztositjak a rész-
halmaz-axioma sziikséges alkalmazasainak megfeleld valamennyi, ilyen érte-
lemben vett fiiggvény létezését. Pl annak a fiiggvénynek, amely mindeniitt
értelmezve van 6s értéke az x helyen x-szel egyenld, az Osszes <X, X > alak
rendezett parok Osszessége felelne meg; azonban ez az Osszesség, hasonlo
médon, mint az ésszes halmazok Osszessége, ellentmondasra vezetne.

14 A rekurziv definicio jogossaganak halmazelméleti bizonyitdsahoz sziik-
ség van a részhalmaz-axiomara. :
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tozik, hogy’ mik a halmazelmélet axiomai. E felfogasban a rész-
halmaz-axioma nem egy, hanem végtelen sok axioma: barmely két
(a@ott sorrendben megadott) F és G fiiggvényhez négy részhalmaz-
axiéma tartozik. Eszerint a halmazelmélet FRAENKEL-féle axioma-
rendszere végtelen sok axiomabol all™.

. Amia 242+ ... és nagyobb szamossagu halmazokat
lllc’ep’, FRAENKEL ezek létezését egy uj axiomanak, a potlas axio-
Majanak a ZerMELO-féle axiomarendszerhez csatoldsdval biztositja.
Ez az axiéma azt mondja ki, hogy minden A halmazhoz és min-
den, H elemeire értelmezett F fiiggvényhez létezik olyan K hal-
Mmaz, amely ugy keletkezik, hogy H minden egyes x elemét a még—
fele‘lo, x-tol fiiggd F(x) elemmel potoljuk. Ez az axidma szintén
a fiiggvény fogalman alapul, tehat ismét voltaképpen végtelen sok
(minden egyes F fiiggvényhez mas és mas) axioma. NEUMANN
ramutatott, hogy ezek az axiomdak csak akkor nem bizonyithatok be
mind a tobbi axiomak alapjan, ha a fiiggvényfogalom rekurziv
de'fll}lClO]é'lt is moddositjuk; azonban megfeleld6 modositas utan a
Potlas (végtelen sok) axiomaja segitségével nemcsak az eredeti célt,
4 nagy szamossagl halmazok létezésének bizonyitasat lehet elérni,
ha{lem a rendszamok és a szamossagok elméletét is fel lehet
€piteni ', : '

A harmadik fogyatékossag az axidmarendszer FRAENKEL-féle
{_nédosu,as'a ellenére is megmarad: a halmazok, vagy a rendszamok
Osszességér0l a FRAENKEL-féle axiOmarendszerben sem lehet be-
Sz€lni. Pl a transzfinit indukcidval valo bizonyitds jogossagat
vagyis azt, hogy ha valamely, tetszOleges « rendszamra vonatkozé
allitas igaz a O rendszamra és valahanyszor igaz minden olyan
rendszdmra, amely kisebb valamely « rendszamnal, mindannyiszor
ﬁ—ra is igaz, akkor ez az allitis minden « rendszamra igaz, a
aalq}azelme;let FRAEr\iKEL-féIe axiomatikus felépitésében nem lehet
k ko'vetkez'o egyszerii, a naiv halmazelméletbdl ismert médon indo-
_10]'11'1. Tekintsiik azon rendszamok Osszességet, amelyre a kérdéses
allitds nem igaz. Ha ez az 0sszesség nem volna iires, akkor, mint

_aZ Osszes rendszamok nagysag szerint jolrendezett Osszessége rész-

15 Hasonld értelemben végtelen sok axiomabol all pl. az aritmeti
lz)EA»;o-fele axiomarendszere, hiszen a teljes indukcié axi(’)n?éja, az r,l,a':]l]lfl':tz’:ls“‘3
al'igtzgtziilr(]:'kfgm}t altallimhqg az a;lt(imetika alapfogalmai segitségével definialhaté

tn i fogalomnak hijan, minden egyes (teljes indukcio i i
litasra kiilon-kiilon axioma. it 1 ey

16 Neumann [3]; a rendszamok (és a szamossdgok) elméletének ilyen

felépit¢sehez hasznalt alapgondolat méar Neumann [1]-ben is szerepel (a naiv

almazelmélet nyelvén). FRAenkeL mé i

I elvén). g azt gondolta, hogy a (rendszamok és

SZRT::KSEsag[(I);\' elméletének felépitéséhez tovéabbi axiémé%,a v:fm sziikség ; lz'xsa(}
NKEL . :
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halmazanak, volna legkisebb eleme, vagyis volna legkisebb olyan
«, rendszam, amelyre a kérdéses allitais nem igaz. Ez azonban
lehetetlen, mert «, nem lehet sem 0, hiszen a kérdéses allitas igaz
a 0-ra; de O-tol kiilonbozb rendszam sem lehet, mert akkor vol-
nanak nala kisebb rendszamok, ezekre mindre igaz a kérdéses
allitas (mert «, a legkisebb olyan rendszam, amelyre nem igaz),
tehat a feltevés szerint @,ra is igaz. Ehelyett a halmazelmélet axio-
matikus felépitése soran, ha a FRAENKEL-féle axiomakbol indulunk
ki, igy kell okoskodnunk. Ha a kérdéses allitdis pl. valamely «;
rendszamra nem volna igaz, akkor tekintsiik az «,-nél kisebb rend-
szamok H halmazat (ennek létezése, a potlas axiomdjanak felhasz-
nalasaval, kovetkezik a FRAENKEL-féle axiomakbol). A részhalmaz-
axiomabol kovetkezik olyan H’ halmaz létezése, amelynek elemei
H-nak azok és csak azok az elemei, tehat azok és csak azok az
«,-nél kisebb rendszamok, amelyekre a kérdéses allitas nem igaz.
Ez a H’ halmaz nem lehet iires, sem azért nem, mert H iires,
hiszen akkor ¢, =0 volna, mar pedig a O rendszamra igaz a kér-
déses allitas; sem azért nem, mert az «,-nél kisebb rendszamokra
mindre igaz a kérdéses allitas, mert akkor a feltevés szerint «,-re
is igaz volna. A FRAENKEL-féle axiomakbol kovetkezik, hogy min-
den olyan (létez8) halmaz, amelynek minden eleme rendszam, jol-
rendezett, ha elemeit nagysag szerint rendezziik ; tehat H’ is az és
igy van legkisebb eleme. Legyen €z . Akkor «,-ra sem igaz a
kérdéses allitas, de az e,nal kisebb olyan rendszamok halmaza,
amelyekre nem igaz, mar iires, hiszen ezek mind kisebbek «;-nél
is, tehat elemei H'-nek is; mar pedig. H’-nek nincs «,-nal
kisebb eleme. Ez azonban éppugy lehetetlensegre vezet, mint az
elébb az a feltevés, hogy az «,-nél Kisebb olyan rendszamok H’
halmaza, amelyre a kérdéses allitds nem igaz, iires, de «,-re meg-
sem igaz a kérdéses allitds™.

17 E halmaz létezése szintén a részhalmaz-axiomabol kovetkezik.

18 A fenti meggondolast valamivel egyszeriibb alakban is el lehetne mon-
dani, ez azonban nem valtoztat azon a tényen, hogy a rendszamok tetszoleges
osszességeinek elkeriilése csak nehézkesen lehetséges. — A fenti meggondo-
last elvileg minden allitdsra, amelyet transzfinit indukciéval be akarunk bizo-
nyitani, kiilon-kiilon el kellene végezni, mert az allitds altalanos fogalma nem
halmazelméleti fogalom, ennélfogva a transzfinit indukciéval valo bizonyitas
jogossagat nem lehet altalanos halmazelméleti tételként kimondani. Az olyan
tételeket, amelyek nem mondhatok ki a halmazelmélet, vagy valamely mas
axiomatizalt diszciplina altalanos tételeként, de amelyek bizonyitasa modot ad
arra, hogy a kérdeses diszciplina végtelen sok tételét kozos modon bebizo-
nyitsuk, metatételeknek szokas nevezni; ilyen értelemben a transzfinit induk-
ciéval valé bizonyitas jogossaga is metatétel. Sokszor altalanosabban minden
olyan tételt -metatételnek neveznek, amely valamely axiomatizalt diszciplina
tételeinek Osszességérdl allit valamit; ilyen értelemben az a tétel is metatétel,
amely a kérdéses diszciplina ellentmondastalansagat mondja ki.
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o NEUMANN e fogyatékossag kikiiszobolése végett teljesen uj
modon axiomatizdlta a halmazelméletet™. Abbol a megjegyzésbél
lsndult' ki, hogy.nqnl az okozza az antindmiakat, hogy olyan 0sz-
Szességeket tekintiink, mint pl. a halmazok, vagy a rendszamok
Usszessége, hanem az, hogy ezeket mas Osszesegek elemeinek tekint-
{]u'k. Ennélfogva (val6sziniileg) ugy is ki lehet kiiszobolni az anti-
60mlakiz}t, hogy nem minden Osszességrél kivanjuk meg, hogy mas
]iSszegs'qg eleme lehessen, hanem csak az Osszességek egy specia-
zskfa]ta]arol. ,{\z ilyen specialis fajta Osszességeket nevezi halma-
! nq nak; tetszbleges Osszességek szamara az osztdly kifejezést hasz-
,_oal]a. Eszerint minden halmaz osztaly, de forditva nem; pl. az
Esszes halmazok, vagy az Osszes rendszamok osztalya nem halmaz.
Lgy osztaly tehat csak akkor lehet valamely osztaly eleme, ha
almaz. :
NEUMANN azonban egyittal ki akarta kiiszobolni a fiiggvény-
flogalognmal kapcsolatos nehézségeket is, amelyek miatt Fxgagenkg;-
S:k végtelen sok axiomara volt sziiksége. Evégett sem a halmaz,
S M az osztaly fogalmat nem tekinti alapfogalomnak, hanem visz-
Zavezeti Oket a fiiggvény fogalmara, amennyiben az osztalyokat
Siilralk’terlsztlkus fiiggvényiikkel azonositja®. Persze a fiiggvények
Iem lehetnek mindannyian valamely osztaly elemei; azokat, ame-
g}'(;ill(( lelletnek, valamint . a nem fiiggvény-jellegii elemeket, ,I-dol-
asna}(‘ nevezi, a ,fiiggvény“ helyett pedig a ,lI-dolog* kifejezést
5 znalja. Azok a ll-dolgok, amelyek nem tartoznak az I-dolgok
tehz'e' fliggvény értelmezési tartomanyanak sem lehetnek elemei;
at a Il-dolgok az I-dolgok Osszességén értelmezett fliggvények.
v;?om_al nem halmazok és osztalyok, hanem ilyen fiiggvények,
3 f«'ﬁmmt I-dolgok 1étezését mondjak ki. NEUMANN axiomarendszere
4 tiggvényfogalommal kapcsolatos nehézségek kikiiszobolése foly-
N mar véges szamu axiomabol all.
. Azonban NEUMANN axidmarendszere is bonyolult €s nagy-
mértEkben. eltér a halmazelmélet szokasos axigmarendszerei%gl.
ORNAYS jegyezte meg, hogy ez az eltéreés felesleges, hiszen azaltal,
agy_ olyan osz’:talyokat is megengediink, amelyek nem halmazok,
gekga’lt]ql megszq_nnek' a fﬁggvépyfogalommal kapcsolatos nehézsé-
2its iszen a fliggvény fogalmat az osztdly fogalmara mar kielé-
A modon vissza lehet vezetni a 13. jegyzetben emlitett modon,
halmaz helyett osztilyt mondunk. (Pl. az 0sszes <x, x> alaku

":J] Neumann [2]; lasd még Neumann [4]-et is.

* Minthogy a 0 és lv(szamosség vagy rendszam) definicioja csak késobb *

ggvemmék alapjan) lehetséges, NEUMANN olyan fiiggvényt-ért karakterisztikus

és g yen, amely 0 és | helyett csak az A és B ertékeket veszi fel, ahol A
szintén alapfogalmak Neumann axiémarendszerében. ’

(ﬁz ax
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“vendezett parok osztdlya nem vezet ellentmondasra és reprezentalja
az y = x fiiggvényt, ha nem kivanjuk, hogy halmaz legyen.) Ezért
BERNAYS, NEUMANN gondolatait felhasznalva, ugy axiomatizilta a
halmazelméletet®, hogy (az elemként tartalmazas relaciojan kiviil,
amely Zermelonal és Fraenkelnél is szerepel az alapfogalmak kozott™,)
az osztaly és a halmaz fogalmat hasznalta alapfogalom gyanant.
Bernaysnal még felesleges bonyodalom, hogy a halmazokat nem
tekinti osztalyoknak, hanem minden halmazhoz hozzdrendel egy-egy
~osztalyt, azt, amelynek ugyanazok az elemei, mint a kérdéses hal-
" maznak; ezt a felesleges megkettdzést GODEL sziintette meg, egy-
uttal néhany tovabbi apré modositast is végrehajtva a BERNAYs-fele
axiomarendszeren. ;

2. A halmazelmélet igy keletkezett GODEL-féle axiomarend-
szere a kovetkezd™.

Alapfogalmak: osztaly, halmaz, tartalmazas.

Tetsz6leges osztalyokat latin nagy betiivel, tetszdleges halma-
zokat latin kis betiivel jeloliink; 'az e célra haszndlt betiiket osz-
talyvaltozoknak ill. halmazvaltozoknak nevezziik. Azt, hogy a B
osztaly tartalmazza az A osztalyt, igy jeloljik: A€ B, és ugy is
mondjuk, hogy az A osztdly eleme a B osztalynak. :

Axiomak (és a rovidebb kimondasukhoz sziikséges defi-
niciok): ~

Al. Minden halmaz osztaly.

A2. Minden olyan osztaly, amely valamely osztaly eleme,
halmaz.

A3. (A meghatirozottsdg axioméja.) Ha az A és B osztalyok-
nak ugyanazok a halmazok az elemeik, akkor A=—=B (vagyis A
ugyanaz az osztaly, mint B).

A4. (Par-axioma.) Barmely két x és y halmazhoz van olyan
P l}almaz, hogy x€p és y€p, de p-nek nincs mds eleme, mint
x és y.

21 Bernavs |1]; 1asd még Bernavs [2], 31, [4], [5], [6] és [T] dolgozatait is-

22 Neumannal ehelyett az a relacié szerepel alapfogalom gyanant, amely
?gy Fhﬁiggvény (ll-dolog), egy x I-dolog és egy y li-dolog kozott ~akkor all
enn, ha y=F(x). : :

23 Goper [1], 3—6. oldal. GopeL ezt az axiomarendszert arra hasznalja,
hogy bebizonyitsa, hogy amennyiben ebbd! az axiomarendszerbdl a kivalasztas
axiomajat elhagyva ellentmondastalan axiomarendszert kapunk, akkor nemcsak
akkor kapunk ellentmondastalan axiomarendszert beldle, ha ismét hozzavessziik
a kivalasztas axiémajat, hanem még akkor is, ha ezenkiviil az altalanositott
Canror-féle sejtést is hozzavessziik axioma gyanant, amely szerint minden ¢
rendszamra 2%« — Nai+1. GopeL bizonyitasmédja azonban alkalmazhaté a Zer-
MmELo—FRAENKEL-féle, a NEUMANN-féle €s a Bernavs-féle axiomarendszerre is.

Definicio. llyen halmaz az Al és A3 axiomak folyta

an
gs?(k egy van; ezt a halmazt az x és y (vagy az y és x) hal)rlnal-
{2 bol képezett (rendezetlen) pdrnak nevezziik és igy jeloljiik:
a’lrjr;}az(t‘)lglg}l,( {y,x}). Ha x=yp, akkor a {x,y} = {x, x; part az x
itk ) épezett egyelemii /zalmgznak nevezziik és igy jelol-

Definicid. A'{x} egyelemii halmazbodl és a {x, y} parbo
: ’ ' {x, y} parbdl
:;:pezett Ux) A v} part az x ¢€s y halmazokbol képezetrt Bende-
mzett pdrnak nevezziik® és roviden igy jeloljikk: <x, y>. Az x hal-

azt a {x, y> rendezett par elsé komponensének, az y halmazt
Pedig mdsodik komponensének nevezziik. ~

Definicidé. Az x halmazbol és a ( g irbd
i y, 2> rendezett parbol
?;ﬁotott (x, <y, 2> rendezett part az x,y és z halmazokbélpalko-
A rendezet! hdrmasnak nevezziik és roviden igy jeloljiik: <{x, y, 2>.
; h:lr:ll:lrtnazt a <Z',' li)’ ;> rendezett harmas elsé komponensének, az
7 halmazt a mdsodik komponensének®, a z halmazt pedi -
Madik komponensének nevezziik. pRE

Definicié. Az olyan osztalyt, amelynek minden
ree,rlldgzett par, relacionak nevezziik. yAzon, g’ogy egy ; r:ll?g‘}g
eherllall az x ¢s y halmazok kozott, azt értjiik, hogy (x, WER;
ame?'ett roviden azt is irjuk, hogy xRy. Az olyan [ relacidt,
ame]yre kabb.él, hogy y Fx és y'Fx, kovetkezik, hogy y=1y" (tehat
. Gzégnz nincs két olyan eleme, amelyeknek masodik komponense
Mosat, e els6 komponense nem), fiiggvénynek nevezzik; Aaltala-
oy ban az olyan F osztalyrol, amelyre abbol, hogy <y, x> € Fés
ez che> € F, kovetkezik, hogy y= ¥, azt mondjuk, hogy egyértelmii
létés'tZESt Ietest't. (Eszerint mllnden fliggvény egyértelmii leképezést
14 It, de forditva nem; egyértelmil leképezést ugyanis olyan osz-
Zet}t, Is 1étesithet, flmelynek oly’an eleme is van, amely nem rende-
b ha{)ar.) Ha F fiiggvény, tovdbba valamely x halmazhoz van olyan

maz, hogy y Fx, akkor azt mondjuk, hogy az F fiiggvény

Togar . A rendezett par fogalmanak ez a visszavezetése a halmazelmél -
,atglf;ganra Kuratowskitol szarmazik; lasd Kurarowskr [1], 171. ozlgéfel?énﬂ;gn
2 najy ,hhogy az igy definialt fogalomnak megvan az a két tulajdonsaga, amit
Y elemp almazelmélet megKivan a rendezett par fogalmatol: barmely két x és
€S cal ez (azaz, a GopeL-féle axiomatikus halmazelméletben, halmazhoz) egy
kompon egy olyan rendezett par van, amelynek x az els6 és y a masodik
kompo ense, tovabba két rendezett par (akkor és) csak akkor azonos, ha elsd
gf'erllissuk !s,t masodik komponensiik is megegyezik. 4
Teng zerint a <X, y, 2> ==<x, <y, 2>> halmaz masodik kompo
ltgkinejzﬁe}t(t glé(lll;l(l)llasanzik tekmtjﬁ(lj(, al:f(or az y halmaz, ha pedig rendgz:&n;g’rngﬁ
lighai'S, akkor a <y, z) rendezett par. Ez nem okoz félreerte 't a jelo-
bg| mindig latszik, minek tekintj(‘i)k. Zrlseren e Ay

N
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érelmezve van az x helyen; ebben az esetben azt, a fiiggvény-
fogalom definici6ja folytan egyértelmiien meghatarozott halmazt,.
amelyre yFx, az F fliggvény altal az X helyen felvett értéknek
nevezziik és igy jeloljik: F(x). (GODEL ehelyett a WHITEHEAD—
RUSSELL-féle Fx jelolést haszndlja.) Altalanosabban, ha F olyan
osztaly, amely egyértelmil leképezést létesit, akkor azon, hogy az
F osztaly altal létesitett leképezés valamely x halmazhoz az y hal-
mazt rendeli hozza, azt értjiik, hogy s xpelb

B1. (A tartalmazas relciojanak axiomaja.) Van olyan osztaly,
amelynek valamely <x, > rendezett par akkor és csak akkor eleme,
ha x €y”.

B2. (Metszet-axioma.)
olyan osztaly, amely azokat
mazza amelyek A-nak is, B-nek is eleme

B3. (A komplementer osztaly axiomaja.) Béarmely A osztaly-
hoz van olyan osztaly, amely azokat és csak azokat a halmazokat
tartalmazza, amelyek A-nak nem elemei”.

B4. (Az érfelmezési tartomany axiomaja®.) Barmely A osz-
talyhoz van olyan osztaly, amely azokat és csak azokat az X
halmazokat' tarfalmazza, amelyekhez van olyan y halmaz, hogy
{y, x> € A. .

B5. (A direkt szorzat axiomaja®.) Barmely A osztalyhoz van
olyan osztaly, amelynek valamely (y,x> rendezett par akkor és
csak akkor eleme, ha X € A.

Barmely két A és B osztalyhoz van

és csak azokat a halmazokat tartal-
i 2

2% Ez az osztaly nem szitkségképpen relacio, hiszen nem kotottiik ki,
hogy ne legyen olyan eleme, amely nem rendezett par. Azonban a Bl axio-
mab6l (a tobbi axioma felhasznalasaval) kovetkezik olyan E reldcio 1étezése,
amelyre x Ey akkor 6s csak akkor all, ha az x halmaz eleme az y halmaz-
nak; ezt (a meghatéarozottsag axiomaja és a relacio-fogalom definicija folytan
egyértelmilen meghatarozott) E relaciét a (halmazok kozotti) tartalmazds reld-
cidjdnak nevezhetjiik. (Az x halmaz és az A osztaly kozotti x€A relacio”
nyilvin nem relacio az imént definialt értelemben!)

27 [lyen osztaly a meghatarozottsag axiomaja folytan csak egy van;
az osztalyt az A és B osztalyok metszetének nevezziik és AB-vel jeloljik.

28 Jlyen osztaly a meghatarozottsag axiomaja folytan csak egy van; ez
az osztalyt az A osztaly komplementerjének nevezziik és — A-val jeldljik.

20 'Ha A fiiggvény, akkor a B4 axioma altal posztulalt és a meghatéaro-
zottsag axiomaja folytan egyértelmiien meghatarozott osztaly azokat és csak
azokat az x halmazokat tartalmazza, amely x helyeken az A fiiggvény értel-

ezt

mezve van; ezt az osztilyt az A fiiggvény értelmezési tartomdnydnak nevezhet- .

jiik. Azonban lényeges, hogy a B4 axiomat ne csak fiiggvenyekre, hanem tet-

sz0leges osztalyokra megkivanjuk.

2 A B5 axiomabol (a tobbi axioma felhasznalasaval) kozetkezik, hogy
barmely két A és B osztalyhoz van olyan C osztaly, amelynek elemei azok aZ
¢x, y> rendezett parok, amelyekre x €A £s y€B és csak ezek (tehat C-nek
nincs olyan eleme, amely nem rendezett par, vagyis C relacid); ez a C osz”

taly a meghatarozottsag axiomaja folytan egyértelmfien meg van hataroz~
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B6. (A konverzio axiomaja’.) Barmely A osztalyh ‘
Osztaly, amelynek valamely <x S rend o e
’ ) t 3
LA x>€/)1,. €N ezett par akkor és csak
i B7. (A ciklikus permutacid axiémaja.) Barmely A osztalyhoz
i ol){an osztaly, amelynek valamely <x,y, 2> rendezett harmas
i %r( és csak akkor eleme, ha a (beldle ciklikus permutacioval
e g.%o)(f\y, z,xy rendezett harmas eleme A-nak®.
_B8. (Az inverzio axiéméja.) Barmely A osztalyh
e yhoz van olyan
c::}t(dly, amelynek valamely <X, y, 2> rendezett harmas akkoryés
o akkprr eleme, ha a (beldle inverzidval, ti. utolsd két elemének
serélésével keletkezd) <x, z, y> rendezett harmas eleme A-nak.

Ay ADé e fé ni cti'(l'). ﬁZtA osztalyt iiresnek nevezziik, ha nincs eleme®
' s B osztalyokat egymdstol idegeneknek nevezzii incs
4 J zlik

0z0s elemiik. 4 AR

Definicio. Az A osztalyt a B osztaly részé ]

b : y részének (vagy rész-
‘Z)isiifalyanak, abban az esetben, ha halmaz, részhalmazdrgak)b}tllevei—
Os\zt’aha az A osztily minden eleme a B osztilynak is eleme. A B
’észogtg?]%mily ,]/} lreszosztz’dyét a B osztaly valdai részének (valodi
2k s ,:J\)‘;}Zan ill. ha halmaz, akkor valddi részhalmazdnak) nevez-

CI. (A végtelen halmaz axiémaja.) Van olyan a halmaz, amely

nem tir r ,
es és amel 8 B T
eleménol ynek\ barmely eleme valodi része a egy magk

Va. Ezt a C 3 . . .
B osztalyt az A és B osztalyok direkt (vagy Descartes-féle) szor td
egZSUIt(’ és igy jeloljiik : AXB. A B5 axiéma kozvetleniil a{ 6)sszeszga(llr,rll‘zlil-c
Szes hz]alya és az A osztaly direkt szorzatdnak létezését posztuldlja. (Az 6sz-
den , :ﬁ nT:zZOl; osztalyanak, vagyis olyan oszt.z'glyqa_xk létezése, amelynek min-
boj kﬁ‘)‘letkez?ke.:)me’ a komplementer osztaly axxoma;ébélv és a metszet-axioma-
o 1 A B6 axioma altal 14l aly nincs ¢ i 3
Mert B6 axiom: posztuldlt osztaly nincs egyértelmiien meghatar
vagyisne;n kotottyk_ 'kl, hogy ne legyen olyan eleme, amely nem rengdezettogg?"
Nilisay ;ogy_ relaci6 legyen. Azonban a B6 axiomabol (a tobbi axiéma felhasz-
osak aki( ) kovetkezik olyan B reldcio 16tezése is, amelyre <x, y> € B akkor és
Tozva Hor all, ha <y, x> €A; ez a relacio mar egyértelmiien meg van hata-
CSakig l? A is relaci6 (amit nem kotottiink ki), akkor tehdt x By akkor és
Ve Zénez kor all, ha y Ax. Az ilyen tulajdonsagu B relaciot az A relacié kon-
4 Eevezzuk. (Ha A is, B is fiiggvény, akkor B az A inverz fiiggvénye.)
}Zlggy 5 lefgy zgl %s]z;{;ly lnmcs egyelrtel_muen m(ojaghatérowa, mert nem kotottiik ki
eleme, amely nem re t iegy-
S ér‘ﬁnXEi o 8y g eme, y rendezett harmas. Hasonl6 ‘meg]egy-
kezil omplementer osztaly axidmajabol és a metszet-axiomabol ko
y T ’ 3 y .- e 3 VEt-
egy Va}:l(.)gy van iires osztaly ; a meghatarozottsag axiomajabol pedig, hogy csak

iy’ 4 H %t e . ;
Cidja {eurisztikusan (és a végtelen halmaz fogalmanak megfelel6 defini-
Végtelzlna_ma" szabatosan is) konnyen be lehet !atni, hogy ez gaz a hah:;gz

3=
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C2. (Az bsszeghalmaz axiomaja.) Barmely x halmazhoz van. 0

olyan halmaz, amelynek minden olyan halmaz eleme, amely az X

halmaz valamely elemének eleme™.

C3. (A hatvanyhalmaz axiéméja.) Barmely x halmazhoz van
olyan halmaz, amely az x halmaz minden részhalmazat tartalmazza™.

C4. (A potlas axiomaja”™.) Barmely x halmazhoz és barmely
olyan A osztalyhoz, amely egyértelmii leképezést letesit, van olyan
halmaz, amelynek azok és csak azok a halmazok az elemei, ame-
lyeket az A osztaly altal 1étesitett leképezés az x halmaz valamely
eleméhez rendel hozza.

D. (A fundaltsag axioméja.) Minden olyan A osztalynak, amely
nem iires, van olyan eleme, amely idegen az A osztalytol ™.

E. (A kivalasztas axidmaja.) Van olyan A osztaly, amely egy-
értelmii leképezést létesit, mégpedig olyant, amely minden nem
iires x halmazhoz hozzarendeli x valamely elemét.

3. A tovabbiakban a GODEL-féle axiomarendszer B1—B8 axio-

maival foglalkozunk™. Ezeknek az axiomaknak az a szerepe a hal-

% Ez a halmaz nincs egyértelmiien meghatarozva, mert nem kotottiik ki,
hogy ne legyen olyan eleme, amely az x halmaz egyetlen egy elemének sem
eleme. Azonban a C2 axiémabol (a tobbi axiéma felhasznalasaval) kovetkeziK
olyan halmaz létezése is, amely az x halmaz elemeinek elemeit és csak azoka
tartalmazza; ezt, a meghatarozottsag axiomaja (és az Al axiéma) folytan egy-
értelmiien meghatarozott halmazt az x halmaz dsszeghalmazdnak, vagy az *

halmaz elemei osszegének nevezziik.

36 Ez a halmaz nincs egyértelmiien meghatarozva, mert nem kotottiik ki,
hogy ne legyen olyan eleme, amely nem részhalmaza az x halmaznak. Azon-
ban a C3 axiémabol (a tobbi axidma felhasznalasaval) kovetkezik olyan halmaz
létezése is, amely az x halmaz részhalmazait és csak azokat tartalmazza; €zt
a meghatarozottsag axiomaja (és az Al axiéma) folytan egyértelmiien megha-
tarozott halmazt az x halmaz hatvinyhalmazdnak nevezziik,

37 Fz az axioma nemcsak a FraenkeL-féle axi6marendszer potlas-axioma-
janak szerepét veszi at, hanem bizonyos tekintetben a részhalmaz-axiéma sze-
repét is. Ugyanis nem kotottik ki, hogy az x halmaz minden v eleméhe?
legyen egy olyan u halmaz, hogy <u,vy€A; igy lehetséges, hogy a C4 axioma
altal posztuldlt halmaz nem az x halmaznak, hanem egy részhalmazanak vala-
mely egyértelmii leképezés altal létesitett képe.

™ Ez az axiéma kizdrja olyan A osztaly létezését, amelynek mindes
eleme tartalmazza az A osztaly valamelyik elemet. Ha volna ilyen osztalys
akkor annak egy x; elemét valasztva, majd x;-nek olyan x, elemét, amely £
nak is eleme, majd annak ismét olyan x; clemét, amely A-nak is eleme, €5

igy tovabb, A olyan X, X X3,... elemeihez jutnank, amelyek ’,,cgymésb@

vannak skatulyazva“ (azaz Xs €EXy, X3 € Xy, ..), de amelynek ,mélyén nincs
semmi; az ilyen osztaly nem volna _fundalva“ (megalapozva). 2

3 Ezek az axiomak, B2 és B3 kivételével, felhasznaljak a rendezett par
és a rendezett harmas fogalmat, ezek a fogalmak pedig a rendezetlen par fo
galman alapulnak; a rendezetlen par fogalmat viszont olyan definicioval vezet®
tiik be, amelynek jogosuitsagat az Al, A3 és A4 axioma segitségével lattuk be
llyen értelemben a B1—B8 axiomak feltételezik az Al, A3 és Ad axiomakat 15
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Mazelmélet GODEL-féle axiomatikus felépitésé
i ccin EL-féle axion elépitésében, hogy ezek
Z(’)\;]Or]}:akpak segitségével tudjuk bizonyos osztalyok l%%lezésétng‘(;:baif
hﬁzar;x. Mégpedig, mint latni fogjuk, ezek az axiomak elegenddk
A hogy — amennyiben a tulajdonsag-fogalmat egy bizonyos
Séneksal'] elhatarolt, dg' azért a halmazelmélet axiomatikus felépi-
3 Céljaira elegendd tag értelemben értjiik, — bebizonyitsuk
Val‘?’yo;nmden f'lyen elhatarolt értelemben vett T tulajdonséghoz’
e yan osztaly, amelynek elemei azok és csak azok a halmazok
géyelknek' megvan a 7 tulajdonsdguk®. A C1—C4 axiéomak segit—’
min(;lae izt'an ezeknek az osztilyoknak egy részérél, mégpedig
e]ép“go' l;ol, amelyekre sziikség van a halmazelmélet axiématikus
el ls()e ez, be lehet bizonyitani, hogy halmazok (de azokrol
azo)lf(e ggk halmaz—vqlta antinomidhoz vezetne, pl. az 0sszes hal:
: ném“ )s:zes rendszamok, vagy az 0sszes szamossdgok osztalya-
Béir az a koriilmény, hogy a B1—BS8 axiéma itségé
:  koriilmeny, K — k segitségé
e];])f%resvszamz'z axioma segitségevel sikeriilt tetszc")legges ga(‘j,gi,t
iy itett el!la_tarolt eértelemben vett) tulajdonsdgt halmazok osz-
nak létezését bebizonyitani, magaban véve nagy teljesitmény,*

tehat
{iz

40 “. 1 AnQ .
0 Majorans halmazra most nincs sziiksé
.lya“ o incs sziikség, mert nem olyan halmaz, csak

taly létezését allitj :
leme; 2tdly éset allitjuk, amelynek azok és csak azok
]a.n i;g’ laéltxzaili)l,(ekl?i:l;e]r?iﬁ‘ilsger? g;ht]l]l;ajdo]nséguk. (Egyébként mz:xjo};:ilr:gazggtdz};
g osiezil. : z eleme az 0Osszes halmazok osztalyanak
Bt |- jegyzetet) Hogy az ilyen osztily létezése nem vezet anti oYSiAra,
Shuo Bkénnyebben a Russevi-féle antindmia példaj i o o
e it ia példajan lathatjuk. A T tulajdon-
tula, tva, hogy egy halmaznak akkor -és csak akkor le
tarty n%g;)gs;’lg?, ha nem eleme onmaganak, bebizonyithatjuk az iin1ng:ilglll]l(arx‘tleﬁgenil
bf‘flnel ]za mazok osztdlydnak, vagyis olyan R osztdlynak létezését, amel
lelziik thulalmaz esetén, akkor és csak akkor &ll r€R, ha ré¢r Ha feltZtr 3
akkor g, oc,.,s); kRall:ﬁ{)ma;l'l a}l(ko;\; GRkEt valasztva r gyanant, adodik ‘nOgy REeIE
r all, ha , ami az ismert mod 11 onda
e X ' on ellentmondas
:;erin?n:él,?, T:l?le(t aezl:a nr;:;ntszgr]g, T}fg;gy R ?ﬁm halmaz és ennélfogva alzd?érz;i(:ﬁzrﬁg
%0nig, e mmiféle osztilynak sem, igy 6nmaganak sem. Ebbol
Onmg nem adodik a szokott médon ellentmondas, hisz bakze
4 ondas, hiszen R csak az Osszes
“-‘Zta'zgu nem tartalmazo halmazok, nem pedig az o1 ke ]
koy Yok osztalya ; tehat abbol, | 'R o H A ans psty s
Cticer, ; , hogy R dnmagat nem tartalmazo osztdl
targg) zik, hogy eleme R-nek (mint ahogy ko : Atk g
il Aoy @ gy kovetkeznék, ha R Onmagit nem
in almaz volna, vagy ha R, az A2 i :
a 5 axiomaval ell
talmaizlukat nem tartalmazo halmazokat, hanem- azokat gzeg;?ltlggfkgf nr]]csal; P
: h Olészthlyokgrn; 1sdtartalmazné, amelyek nem halmazok) e
vel o ugy értend6, hogy nem ismeretes olyan méd, ar i :
Ki“ beC|]eh‘$4, vagy akar az A1—A4, B1—BS, Cyl——C4, D Zglel%ygg(éri?ﬂtz?ge-
Az 4, él!ié ne bizonyitani pl. az dsszes rendszamok osztalyanak halmaz-volt t_
Yitafian é]ﬁ;éhogy nincs is ilyen bizonyitas, ekvivalens azzal a még bebizo-
: . Ez' ssal, hogy a C'I(')DEL-’fC]e axiomarendszer ellentmondastalan
t"of“tariénakat tlf_l]esmgeny lényegében Neumanntol szarmazik; de mar az is
lig e Ie inthetd, hogy Fraenkelnek véges szamii lépésben sikeriilt ol‘an
galmat definidlnia, hogy a részhalmaz-axioma azon fogalmazz:{sa
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mégis feltiing, hogy Godelnek ehhez két olyan jellegii axiomard
van sziiksége, mint B7 és B8. GODEL maga megemliti, hogy BERNAYS
azért tudja a BT és B8 axiomakat egyetlen axiomaval potolni®,
mert kiildn axioméaban megkivinja az 0sszes egyelemii, azaz {x}
alakt halmazok osztalydnak létezését. EbboI latszik, hogy GODEL
nem gondolt arra, hogy — mint ebben a dolgozatban megmutat-
juk — a B8 axidma nélkiilozhets, amennyiben a Godel-féte axio-
marendszer tobbi axiomdja (nevezetesen az Al, A3 és A4, valamint
a B1—BT axiémdk) alapjdn bebizonyithato. Hogy erre eddig nem

gondoltak, az abbol is lathat6, hogy MARKOV bebizonyitotta*', hogy

a B6 axioma nélkiilozhetd, amennyiben bebizonyithato a B4, B
és B8 axiomak alapjan, de 6 sem tesz emlitést a B8 axidma nél-
kiilozhetdségéro!®.

4. A B8 axiéma azt mondja ki, hogy barmely A osztalyho?
van olyan B osztaly, amelynek valamely {x, y, 2> rendezett harmas
akkor és csak akkor eleme, ha komponensei, X,y €s 2, eleget tesz-

~nek a {x,z, €A feltételnek. A rendezett harmas, majd a rende-
zett par fogalmanak definicioja szerint ]
1

: <X, 2 y>= <X, <Z! y>> T {{X}, {X, <Zr }’>}} oS {{X}, {x7 {{Z}’ ’{Z! y}}}
tehat a (x,z,y> € A feltétel igy is irhato : .
{{x}, {x, {{z), {2 ) € A
Jeloljik sorra a {x}, {2}, {z, ¥}, H{zh (&) =& ») {x {zh

hogy barmely H halmazhoz és barmely két F és G fiiggvényhez létezik négy
olyan halmaz, amelynek elemei sorra a H halmaznak azok és csak azok az
elemei, amelyekre F(x)€G(x), F(x) & G(x), F(x)=G(x) ill. F(x)= G(¥)
e fiiggvényfogalom alkalmazasa esetén elegendd a halmazelmélet axiomatiku®
felépitéséhez. %

13 Bernavs azon c(3) axiomaja, amely az 0 axiomarendszerében a GODEY
féle BT és B8 axiomak szerepét atveszi, ugy sz0l, hogy barmely olyan A 0s%
talyhoz, amelynek elemei mind <a,<b,c>> alaki rendezett parok (azaz, a re";
dezett harmas fogalmanak fenti, Goper-fele definicigjat alkalmazva, rendeze
harmasok), van olyan osztaly, amelynek elemei azok és csak azok az <<{a, 0,6
alakii rendezett parok, ahol ‘@, b és ¢ olyan halmazok, amelyekre <a, <b, ¢>> A

4 Markov [1].

15 Markov eredményébd! és a jelen dolgozat eredményébdl korants
kovetkezik, hogy a B6 és B8 axiomak egyidejileg nélkiilozhetok, mert Mark0
felhasznalja a B8 axiomat a B6 axioma bebizonyitasahoz, mi viszont felhas?’
naljuk a B6 axiomit a B8 axioma bebizonyitasahoz. — A B8 axioma nélk
lozhetdséget sejteni lehet abbol, hogy, mint Bervavs utolag bebizonyito i
(Bernavs [7], 94. oldal), az osszes egyelemii halmazok osztalyanak 16tezes”
kimondé b(1) axidmaja nélkiilozhetd az O axiomarendszerében. (Ebbd! az0%
ban, a GopeL-féle axiomarendszer eltérései miatt a Bernays-féle axiémare“le
szertdl, nem adodik kozvetleniil a B8 axioma nélkiilozhetosége a Goper-fé

axiomarendszerben.)

el
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il - ;
i S B s
p=1{xj,
q=1{z},
L {Z’ )

§== \{Z}, \’Z’ y}} b {q! I'},
t={x, {{z}, {2 y}}} ={x, s},
U= {{x}y {xr {{Z}l {ZJ y}}}} SiE {p’ t}'

Az egyelemii halmaz és a rendezetlen pa 3 i

g az ¢ ' par fogalmanak definicioj
al:sg]ap| (az Al axiomanak ¢s a meghatérozottsgég axiomajanak fe]le—1
mazna aséaval) konnyen adédik, hogy pl. p az egyetlen olyan hal-
e amely eleget tesz annak a feltételnek, hogy x € p és hogy
ol rs olyan » halmaz, amely eleme p-nek ¢és kiilonboz6 x-t6l, €s
hes ﬁlz egyetlen olyan halmaz, amely eleget tesz annak a feltétel-
’-nék ogy z€r és y €r és hogy nincs olyan v halmaz, amely eleme
‘Ogik' tt)es kuloanzo 2-10l is, y-tol is. Ez a feltétel a matematikai
Olyama”ant ‘ halsznalatos & (és), — (nem igaz, hogy) €s (Ev) (van
5 r('ivtiae l1).1)“;)ny:an + halmaz, hogy) jelolések segitségével* igy irhatd

flll)' XEP&(Ev) (v € p&v==X),

g). z€r&y€er&(Ev)(v€r&v=2&v=y).
~ Hasonlg ; " ELAc ;
egyg;t]tl}?r?]%’ei f], s, t ¢s fz halmazokat a kovetkezd feltételek jellemzik
8) ze€q&n(Ev)(veq&uv=k2),

(5§ geES&res&(Ev)(vé€s&v==q&v=r),

i XEt&set&(Ev)(vet&v=x&v=s),

(6) pEu&fEll.&ﬂ(Ev)('l'Ell&’(;-_;:p&r:l.:t).

A pdraxic Byiciads
-Paraxioma szerint léteznek ilyen ; : ; mé
pe yen p,q,r,s, t és 1 hailmazok; még-
dig 4 a (x, 2, y> halmaz. Ennélfogva a <(x, z, y> € A feltétel akk%r

nélkii ;zA matematikai logika jeleit csak rovidség kedvéért hasznaljuk; ezek

len egyes feltgételeket tobb oldalas mondatban kellene ki i -
je]ek'}l(g]teglagll:(an 'gog]nktaiktétﬁlre sem hivatkozunk ; sot, még ;Zlogdgnégg(ﬁztz)
Nicias miiveleteknek a matematikai logik AS0S Sz s defi

Cidjat ol0 Sy i logikdban szokasos szabatos defi-
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és csak akkor teljesiil, ha vannak olyan p,q, 1,5t és u halmazok,
amelyek az (1)—(6) feltételen Kkivil még az u € A feltételnek is
eleget tesznek, vagyis, ha az x,y €s 2 halmazok eleget tesznek a

kovetkezo feltételnek” :
(1) (Ep)(Eq)(EN(Es)(EN) (Eu)(x€p&~(En(r€p&rx)&

_ &zeq&(Ev)(v€q&v2)&
&zer&ycr&n(Ev)(vér&vsz&vy) &
&qes&res&(Ev)(ves& vEq&uvE=r) &
&xct&sect&(Er)(wet&v=Fx&v=Fs)&
&peu&tc u&~(Ev)(veu&v=Fp&u=i)&u € A).

A (7) feltételben a tartalmazas fogalman kiviil halmazok kiilon-
bozbségének fogalma is szerepel; ezt azonban kikiiszobolhetjiik
beldle. Valoban, a meghatarozottsig axiomaja (és az Al axioma)
folytan két halmaz akkor és csak akkor kiilonbdz6 egymastol, ha
van olyan halmaz, amelyik a két halmaz koziil az egyiknek eleme,
a masiknak nem. Ennélfogva pl. ahelyett, hogy »==Xx, ezt irhatjuk

(Ew)((wev&wgx)V(wex& wv)),
-ahol a V jel a ,vagy“ szé roviditése. Ez utobbi jelet is kikiiszo-
bolhetjiik, hiszen ahelyett, hogy w € v €s w @ x vagy w € x és wg v,
azt is mondhatjuk, hogy nem igaz az, hogy sem az nem igaz, hogy

wev és wéx, sem az, hogy wex €s w&v; ha itt még pl. wgx

helyett azt irjuk, hogy ~w € x (nem igaz, hogy w € x), akkor tehat
ahelyett, hogy v=kx, ezt irhatjuk:
(Ew)-(~(w€ P &AWEX) & (WEX&WE D))

Hasonléan jarva el a (7) feltételben \szereplé') vz, v v,
v=lr, v, v = p és v=Ft dllitisokkal, a (7), vagyis az {x, z, )D€ A

y és z halmazokra, valamint az

41 E feltétel nyilvan valoban csak az X,
vagy nem, csak az X, )Y 2

A osztalyra vonatkozik : vagyis az, hogy teljesiil-e,

halmazoktd! és az A osztalytol fiigg. Ugyanis a feltételben szerepld p, q, 1, sil L
a

u és v halmazvaltozok latszélagos. mas néven kotott valtozok. Altalaban,

egy w halmazvaltozé csak az (Ew) jeleken és olyan zarojeleken beliil szerepe
valamely feltételben, amelyek el6tt (Ew) jel all, akkor az, hogy e feltétel tel-
jesiil-e, nem fiigg a w halmaztol: w a kérdéses feltételben kotott valtozo.
Azokat a halmazvaltozokat, amelyek valamely feltételben nem kotottek, tehat
az, hogy a kérdéses feltétel teljesiil-e, fiigg "attol, hogy e valtozok mely hal-
mazokat jelentenek, valamint a feltételben szerepld osztalyvaltozokat, e feltétel
szabad valtozdinak nevezziik. (A tovabbiak szempontjabol fontos, hogy kotot
osztdlyvdltozokat nem hasznalunk, vagyis pl. az (EX) jelet nem hasznaljuk
abban az értelemben, hogy van olyan X osztdly, amelyre valamilyen allitas

teljesil.) .
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feltételt a kovetkezs alakban is irhatjuk :
®) (Ep)(Eq)(Er) (Es)(Et)(Eu)(x € p &= (Ev) (v € p &
&EW)m(—(WeEr&—we X)&-(WEx&wen))) &
&z Ep&—(Ev)(v€q&
GEW)(WEr&WE)&(WE 2 & we ))&
&zer&yer&—(Ev)y(ver&
SEW)~((WEr&WEN & (WEZ&WE r))) &
&EW)~(WEr&WEY & (WEP&W € v))) &
&ges&res&—(Er)(r€s&
GEW)—(Wer&weq) & (WeEg&wE 7)) &
&(Ew)ﬂ(—l(wé PEOWEN) & (WEr&owe ))&
&x€t&s €t & (Ev)(r€t& -
GEW)WEr & WEX) & (WEX&WE v))) &
GEW)-(WEv&WES) & (Wes&nwe v))) &
&pcu&tcu&-(En)(veu&
(EW) ~(~WEr & wEP)&(WEP&-WE 2))) &
. &(EwW)-(~(w¢ v&WED) & (Wet&wE I')))&UEA)-
z {x,z,9> € A feltételt azé i Atsza :
‘!iuilltk glgll(lrizti,_ hogJ;r'> lassuk, hquazaezr : 1]1"0)5221 kélllilt{ies%éll?tsvzzﬁ?rﬁit?to ll]cyg _l
é”hatnak ZSZOI?OI_’, ZEO(IEI;{ es ]1 ]l(lelyett tetszéleges halmazvaltozok
e halmazvaltozo allhat )iij%e?te?te k’(\f:e'hOl e
Irhatg, Ennélfogva ahelyett, h S B amit ey
yett, hogy magat B8 axiomat bizonyitanok

€ az A1, A3 ¢ i
Zenge ), €s A4, valamint B1—BT axiémak segitségé -
6 azt az altaldnosabb metatételt® megmutatnunlg{, g(gJeg‘;rel’v:}g-

hogy, . Lasd a 18. jegyzetet. V telrd
gy 4 . jegyzetet. Valoban metatételrd! van szo, allitj
:gm gsoclg:{(‘ ;)liégarl)élé%eezehs:, zjn(lelynek Av)alamely <x, y,2> rgfégzzzt{ ﬁg]rtr{:lake’
or s cs: , ha'a B(x, ), z, A) feltétel teljesiil, e feltéte] minden
éfel (a szévegben pontosan megadétt mod st ateaien
T t modon vald) vélasztdsa esetén egy-e
,squm?an az]:fm az Al, A3, A4, valamint a B1—B7 axi6émak altal axiénﬁg};izgl);
AAra a kozelfekvo kérdé ié ¢ i itj
Pecia]: rdesre, miért ezt a metatételt bizonyitjuk t
ol e e, 5 2 @t L I
il R fevdoe ool ez ; altalanosan bebizonyitani, mint kozvet-
ADidn pecidlis esetét; de természetesen e metatétel bi i
Wi Meg lehetne adni a kérdéses speciali i et ot o ba
o B b e cacnl ] pecialis eset bizonyitdsat is, vagyis a B8
jén, 1 bizonyitasat az Al, A3, A4, valamint a Bl1— ioma
Csak nagyon sokszor kellene ismételni a metatétel b?zox:yitgs’;l?:?sﬂi’f

ase
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hanyszor @(x,y, z, A) bizonyos, k€ A és k¢l alakt allitasokbol,
ahol k& és [ helyett tetszéleges halmazvéltozok allhatnak, az &, — €s
(Ek) jeleknek, ahol £ helyett ismét tetszbleges halmazvaltoz6 allhat,
ismételt alkalmazasaval felirhatd olyan feltétel, amelyben az A osz-
talyvaltozon kiviil csak az x,y és z szabad véltozok szerepelnek,
akkor az a halmazelméleti tétel, hogy barmely A osztilyhoz van
olyan osztaly, amelynek valamely {x, y,z> rendezett harmas akkor
és csak akkor eleme, ha komponensei, x, y és 2, eleget tesznek a
D(x, y, 2, A) feltételnek, bebizonyithaté az Al, A3 és A4, valamint
B1—B7 axidomak alapjin.
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“rendezett parok oszfdlya nem vezet ellentmondasra és reprezentalja
az y = x fiiggvényt, ha nem kivanjuk, hogy halmaz legyen.) Ezért
BERNAYS, NEUMANN gondolatait felhasznalva, ugy axiomatizilta a
halmazelméletet®, hogy (az elemként tartalmazas relaciojan kiviil,
amely Zermelonal €s Fraenkelnél is szerepel az alapfogalmak kozott™,)
az osztaly és a halmaz fogalmat hasznalta alapfogalom gyanant.
Bernaysnal még felesleges bonyodalom, hogy a halmazokat nem
tekinti osztalyoknak, hanem minden halmazhoz hozzarendel egy-egy
osztalyt, azt, amelynek ugyanazok az elemei, mint a kérdéses hal-
" maznak; ezt a felesleges megkettozést GODEL sziintette meg, egy-
uttal néhany tovabbi apré modositast is végrehajtva a BERNAYs-féle

axiomarendszeren.

2. A halmazelmélet igy keletkezett GODEL-féle axiomarend-
szere a kovetkezo™.

Alapfogalmak: osztaly, halmaz, tartalmazas.

Tetsz6leges osztalyokat latin nagy betiivel, tetszoleges halma-
zokat latin kis betiivel jeloliink; 'az e célra hasznalt betiiket osz-
talyvaltozoknak ill. halmazvaltozOknak nevezziik. Azt, hogy a B
osztily tartalmazza az A osztalyt, igy jeloljiikk: A€ B, és ugy is
mondjuk, hogy az A osztaly eleme a B osztalynak. A

Axiomak (és a rovidebb kimondasukhoz szitkséges defi-
niciok) : \

Al. Minden halmaz osztély.

A2. Minden olyan osztily, amely valamely osztaly eleme,
halmaz. :

A3. (A meghatdrozottsdg axiomaja.) Haaz A
nak ugyanazok a halmazok az elemeik, akkor A
ngyanaz az osztaly, mint B).

A4. (Par-axioma.) Barmely két x és y
p halmaz, hogy x€p és y€p, de p-nek nincs
x:6s .

és B osztalyok-
— B (vagyis 4

halmazhoz van olyan
mas eleme, mint

21 Brnavs |1]; 1asd még Bernavs [2], (3], [4], [5], [6] és [7] dolgozatait is.

22 Neumannal ehelyett az a relacio szerepel alapfogalom gyanant, amely
egy F fiiggvény (ll-dolog), egy x I-dolog ¢és egy y ll-dolog kozott ~akkor al
fenn, ha y=F(x). .

23 Gopee [1], 3—6. oldal. GopeL ezt az axiomarendszert arra hasznaljd
hogy bebizonyitsa, hogy amennyiben ebbd! az axiomarendszerbél a kivalasztds
axiomajat elhagyva ellentmondastalan axiomarendszert kapunk, akkor nemcsa
akkor kapunk ellentmondastalan axiémarendszert beldle, ha ismét hozzavesszii
a kivalasztas axiomajat, hanem még akkor is, ha ezenkivil az altalanosito
Cantor-féle sejtést is hozzavessziik axioma gyanant, amely szerint minden
rendszamra 2%« — Nai+1. GopeL bizonyitasmodja azonban alkalmazhato a ZEer”
MELO—FRraENkeL-féle, a NEumann-féle €s a Bernavs-féle axidmarendszerre is.

B
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Definicio. llyen halmaz az Al é idmak f

: ¢s A3 axiomak folyta
s cey vl fa g halmastan meésty - (vapy. az j ‘6s D Hala
x 0 kepez?tt (rendezetlen) pdrnak nevezziik és igy jeloljiik:
a’lé}a (lv?lg)l’{,ly, x}). Ha x==y, akkor a {x,y}= {x, X} part az x
ik : {i )}0 épezett egyelemii lzalm{zznak nevezziik és igy jelol-

Definicido. A'{x} egyelemii 51 €
ke : X egyelemit halmazbol és a {x, y} parbol
degee;ett'{{x}, {x, y}} “pa_)rt az x ¢s y halmazokbol ké}l)ezét,t Eende?—
s pdrnak nevezziik* és roviden igy jeloljiik: <x,)>. Az x hal-
e a {x, y> rendezett par elsd komponensének, az y halmazt
1g mdsodik komponensének nevezziik. .

Definicio. Az x hal 1 é
4 : qubol és a {y,2> rendezett parbo
Ot(tOE-Ott <x, <y, 2>y rendezett pdrt az x,y és 2 halmazokb(’)lpg;kg-l
A, xegdezett hdrmasnak nevezziik és réviden igy jeloljiik : {x y"z)
alm:;rtngzt” zé(lis<f1',' /gz, ;} rendezett harmas elso komponensén’ek’ ai
' odik komponensének®, a z hal i har-
Madik komponensének nevezziik. Pl s
Definicio.

fendegett par, Az olyan osztilyt, amelynek minden eleme

e 'reléciénak nevezziik. Azon, ho e ACi0
eh’éfiwéft az x és y !1a]1}1§zok kozott, azt értjtikg,yhoggyy <§, yr>eI€ac[\1)0
ame%' i r(l))vl;den azt is 11']u'k, hogy xRy. Az olyan F relaciot,
B €1yn ka .él‘, hogy y Fx és y’ Fx, kovetkezik, hogy y —)’ (tehé{
kﬁzog t:j nincs két olyan eleme, amelyeknek méasodik komponense
nOSab’b e elso komponense ngm), fiiggvénynek nevezziik; altala-
RN anFazkplyan F osztalyrol, amelyre abbol, hogy (y, x> € F és

‘[eképez’e , kovetkezik, hogy y—)’, azt mondjuk, hogy egyértelmi
létegs; egt létesit. (Eszerint minden fiiggvény egyértelmii leképezést
ily i ]’e forditva nem; egyértelmii leképezést ugyanis olyan osz-
Zeft péftegﬁhet, flmelynek ol){an gleme is van, amely nem rende-
Y hafpo .) Ha F fiiggvény, tovabba valamely x halmazhoz van olyan
az, hogy y Fx, akkor azt mondjuk, hogy az F fiiggvény

Toger - A rendezett par fogalmanak ez a viss :
Calma; par fogalmanak ez a visszavezetése a halmazelmélet alap-
”lth (,)alfl;(l) Kuratqwsklto_l §garrnazxk; lasd Kuratowskr [1], 1711.] oZl(Ll]z;RL{(e(tin?ll;gn
; glaiv’ha]l%gZzlzmlglsétdﬁ]fégﬁltéfogalom(ri]ak tmegvan az a két tulajdonsdga, amit
) elemhe, 1 van a rendezett par fogalmatol: barmel két x @
&8 og €z (azaz, a GopeL-féle axiomatikus halmazelmé e
¢ : életben, 1 2
tommne‘;gs}’, Olyzu) lqndgzett par van, amelynek x az elsd és m}]/m:ﬂ:;)glo?j%l{
om Otier, e, tovabba két rendezett par (akkor és) csak akkor azonos ha{ elso
S Essuzlér;s,t masodik komponensiik is megegyezik. ot %
Ndeyq nt a <x, y,z2>==<x,<y,2>> halmaz mésodik ko
L sl ek, st p e, g et il
, akkor a <y, z» rendezett par. S Areertést: mert a el
l Mindig latszik, minek tgkintjilik. Zsneit Jokog felieertest, el ieins

3 M.
Lnem:nik“i Lapok



