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Plusieurs conférences faites pendant la semaine Bolyai ont mentionné
Yinfluence de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky sur le développement de
beaucoup de branches des mathématiques. Nous allons traiter dans cet article
de l'influence exercée par cette géométrie sur le développement d’une méthode
particuliére des mathématiques: la méthode axiomatique. Il est bien connu
que JEAN BOLYAI et LOBATCHEVSKY n’ont pas entrepris leurs recherches créa-
trices dans le but d’enrichir les mathématiques par des méthodes nouvelles,
mais avec l'intention d’éliminer des mathématiques les hypothéses arbitraires
et de la rendre apte & la description de la vérité objective; d’autre part,
I'importance principale de leur découverte n’est pas linfluence méthodologi-
que; mais la commémoration de I’Académie des Sciences de Hongrie du
150-ieme anniversaire de la naissance de JEAN BoLval serait toutefois incom-
pléte, si nous ne faisions pas mention de Iinfluence de BoLval et de son
contemporain génial LOBATCHEVSKY sur le développement de la méthode
axiomatique. :

La création de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky forme un tournant
dans I’histoire de la méthode axiomatique. Les recherches géométriques de
BoLyAl et de LOBATCHEVSKY ont mis un point final aux recherches axiomatiques
millénaires ayant pour but la solution du ”probléme des paralléles; a savoir
la démonstration de I'axiome des paralleles d’Euclide a I'aide des autres axio-
mes de la géométrie euclidienne. Ces recherches ont en méme temps ouvert
le chemin a une série de recherches modernes concérnant la méthode
axiomatique.

JEAN BoLyal a déja exprimé dans le titre de ’Appendix son opinion
que le probléme, si I'axiome euclidien des paralléles est valable dans I’espace
réel, c’est-a-dire dans l'espace qui est la scéne des mouvements de la
matiére ou non, est ”a ne jamais résoudre a priori“, par conséquent, il est
uniquement résoluble par les moyens empiriques. LOBATCHEVSKY fut aussi
convaincu que cette question sera résolue au cours du développement de la

science, au moyen de ’expérience.



118 L. KALMAR

Le fait que la validité de I'axiome des paralleles dans l'espace réel ne
peut étre prouvé par les moyens de la logique, signifie que la géométrie
&’Euclide et celle de Bolyai—Lobatchevsky sont toutes deux logiquement pos-
sibles. Ou, plus précisément: si le systtme d’axiomes de la géométrie eucli-
dienne est non-contradictoire, celui de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky
Pest également, tandis que si le systeme d’axiomes de la géométrie de Bolyai—
Lobatchevsky est non-contradictoire, le systtme d’axiomes de la géométrie
euclidienne Pest également. Cette assertion fut vérifiée par BoLyal comme par
LOBATCHEVSKY par des moyens empiriques, par la déduction détaillée de la
géométrie hyperbolique, dans laquelle ils ont traité toutes les questions trai-
tées d’habitude dans la géométrie euclidienne, sans se heurter aux contra-
dictions.

Cet argument empirique est de poids, mais non tout & fait satisfaisant.
En effet on pourrait se figurer qu’au cours du développement ultérieur de la
géométrie de Bolyai—Lobatchevsky, c’est-a-dire en suivant les. déductions
des axiomes de la géométrie 'on parviendrait finalement a une contradiction.
Cette contradiction fournirait la démonstration indirecte de I'axiome euclidien
des paralleles. Naturallement, on pourrait se figurer le contraire, c’est-a-dire
que I'évolution ultérieure de la géométrie euclidienne conduira une fois a une
contradiction. Cette contradiction signifierait la réfutation de I'axiome euclidien
des paralléles.

Or les recherches de BoLyal prouvent que ce dernier cas est impossible,
en supposant que les axiomes de la géométrie absolue, c’est-a-dire les axio-
mes de la géométrie euclidienne, & I'exception de I'axiome des paralléles, for-
ment un systtme non-contradictoire. BoLyal a notamment démontré qu’en
introduisant, dans les axiomes de la géométrie euclidienne, au lieu de la
notion du plan, la notion de surface F (c’est-a-dire la parasphére) et au lieu
de la droite, la ligne L (c’est-a-dire le paracycle), on obtient de ces axiomes,
y compris I'axiome des paralléles, des théoremes qui peuvent étre démontrés.
au moyen de la géométrie hyperbolique. Il en résulte que cette transformation

nous donne la possibilité de démontrer en s’appuyant sur les axiomes de la
géométrie ‘hyperbolique les transformés non seulement des axiomes de la
géométrie euclidienne, mais aussi des théoremes fondés sur ces axiomes mémes.

En général cette idée peut se concevoir de la facon suivante. Soient
A et B deux systemes d’axiomes. Supposons qu’a chaque notion fondamen-
tale du systeme d’axiomes A corresponde une notion définissable dans
le systeme d’axiomes B (éventuellement une notion fondamentale de ce sys-
teme). Faisons correspondre a chaque proposition 77— ne contenant aucune
autre notion que des notions logiques et des notions fondamentales du systéme
d’axiomes A — une proposition 77, formée de telle maniére qu’on y remplace
toutes les notions fondamentales par la notion correspondante, définissable dans
le systtme d’axiomes B. Supposons, qu’au moyen de cette opération trans-
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:ﬁ;?rz:;t]erg:; 07‘;, tlolut ‘axli’on;e du systéme d’axiomes A se transforme en un
ntrable a Plaide du systéme d’axi :
axiqme @ systéme d’axiomes B). I):Jous disoanxsm‘:;lescfc(z(::elgllllz”el?e?r;enf U.ﬂ
n‘]ahon’cx-.dessus qui fait correspondre & chaque notion foryldamentale dns i
ttme d’axiomes A une notion définissable dans le systétme d’axi s
est un modéle du systtme d’axiomes A dans le systeme d’axio111(35)“2;]-1e~S -
ngle,llzz};[;ahglan;formation T—T' lapplication de ce modele. Or, [ ’app}ic:z]t(z)';sz
! : i nsforme non seulement les axiomes du systéme A en thé, o
démontrables a laide du systéme d’axiomes B, mais elle t Z ’16’0”/776-5
les théorémes démontrables ¢ I'aide du systéme,A en théo “mﬂst’ i L’galé’menf
Paide du systeme B. Soit en effet 7 un théoreme uellcemes demo'ntmb[es :
a laide du systéme d’axiomes A et soit ) une d?émo Olqui?: Pty B
du théoréme T dans le systtme d’axiomes A. Do ek quelconq'ue
SRR i : nc, D est une suite
Sys?ém;;o(ij,gginosni,s, AT_,,O.u. i;i;,,ugé)nctolfs;cune est ou bien I'un des axiomes du
précédent dans cette suite, et 7, n’est :Sﬁzczigg;g utilg()ers‘erz:)p;“m;‘)(;l: toed
]};%Lgéllé :I;()IL,IZ, i]..,n, par tT/’.- la proposition obtenue de 7, par l’af)plicatigo!:lorcliz
i : S«:l ons maintenant démontrer que 7'/ est un théoréme dé tr %
l'aide du systéme d’axiomes B. D’aprés notre suppositi : s ¥ablea
va,llable pour les valeurs de k, pour lesquelles ‘Y‘Pis e L'e“e aSSGrtIOH‘ 4
d axiomes A, en particulier pour k= 1 ?car T, né petutu%t11XI8::lecg;lsgysmnfe
logl'q'ue de§ propositions qui la précédent.dans D vu qu’il n’existe aucu ape
pf)SlFlOll qui la précede, de sorte que 7, ne peut étre qu’'un axiome du snetr‘)ro_
d ax1ome§ A). Supposons maintenant que notre assertion soit valableyS S
2(::5 les'mdxces moindres que k; nous allons démontrer qu'en ce cas pgllllg
2 Cz:szlu V;:.a?]l,zs{)ouars kL.l Il 1ne nous faut démontrer cette assertion que dans
o qu,e“e.,est lapconsg lcjes ‘ax1l()1nfas du systtme d’axiomes A, en telle
S quence ’oglq'ue de quelques-unes des propositions
1 Ty, o ooy Ti. a proposition 77 est également une conséquence logique d
propositions correspondantes parmi 77, T3, .. ., Ti-1, Papplication dﬁ ?n d‘?s
cTo’ns;rlvant les’ rapports logiques reliant les propositi’ons. Or, les proposi?io(;:
SyIS’tén’j(;. .d.’,a;/grlnjson[;,.pialiregyfgstsﬁze, dcles théorél;]‘es ’démontrables a l'aide du
: nc que 77 fot i
to’utcj conséquence logique des théorémes dgmontrllat:l::téelé’:ilg?egt; Dlllfflue
d’axiomes B est également démontrable A I'aide du systeme d’axi T
Par c‘onséquent, la proposition 7'/, obtenue de Ia probposition T parl'a )l(']ont]'es f
modele, est aussi un théoréme démontrable i laide du syslt)éme g’il?a s Bu
Il en résulte donc que si le systtme d’axiomes A possede U;UOITTI:SZH-
_d{ms.Ie systéme d’axiomes B, et si le systtme d’axiomes B est non-cont :
d’lCt(.)ll'C, le systtme d’axiomes A l'est également. En effet, si le s t‘ra—
d’axiomes A était contradictoire, c’est-a-dire il existait deux ;;ro ositiorilsS ;Emi
T, toutes deux théorémes démontrables a I'aide du systéme d’axionll)es A, et doﬁt
,
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T était la négation de la proposition T (c’est-a-dire qu’elle affirme que 7 n’est pas
vraie), nous obtiendrions, par P’application du modeéle, les propositions T’ et T', qui
seraient toutes deux des théorémes démontrables a I'aide du systeme d’axiomes B,
et dont 7" serait la négation de la proposition 7” (puisque le fait qu’une proposition
est la négation d’une autre est conservé dans l’application du modele). En
ce cas, le systtme d’axiomes B serait de méme contradictoire.  En d’autres
termes, si nous réussissons de donner un modéle du systéme d’axiomes A dans
le systtme d’axiomes B, cela signifie que nous avons ramené la question de
la non-contradiction du systtme d’axiomes A & la méme question concernant
le systtme d’axiomes B. On peut alors s’exprimer de cette fagon aussi: nous
avons démontré la non-contradiction relative du systéme d’axiomes A par
rapport au systtme d’axiomes B.

Du fait que JEAN BoLyal construisit un modele du systéme d’axiomes
de la géométrie euclidienne dans le systéme d’axiomes de la géométrie de
Bolyai—Lobatchevsky, il résulte que si le systeme d’axiomes de la géométrie de
Bolvai—Lobatchevsky est non-contradictoire, le systeme d’axiomes de la géomé-
trie euclidienne lest également. Ce n’est pas dans ce but que BOLYAI construisit
un modéle du systeme d’axiomes de la géomeétrie euclidienne dans le systéme
d’axiomes de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky — car en ce temps-la,
la possibilité de la contradiction de la géométrie euclidienne ne venait méme
pas a l'esprit — mais dans le but d’accélérer I’établissement de la géométrie
de Bolyai—Lobatchevsky. En effet, au moyen de cette méthode beaucoup de
théoremes de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky ont été déduits d'un seul
coup, a savoir tous les théorémes qui résultent des théorémes de la géométrie
euclidienne en y remplacant les notions du plan et de la droite, par les notions
respectives de la surface F, et de la ligne L. Cependant, c’est sans doute le
mérite de BoLyal d’avoir introduit dans la géométrie la premiére application
de la méthode des modéles. j

Cette méthode nous a conduit a la solution du probleme mentionné
ci-dessus et laissé sans résolution par BoLYAl (et par LOBATCHEVSKY) : & savoir
la réduction de la non-contradiction du systéme d’axiomes de la géométrie
de Bolyai—Lobatchevsky a la non-contradiction du systeme d’axiomes euc-
lidien. On n’avait besoin & ce but que de la construction d’un modele du
systtme d’axiomes de la géometrie de Bolyai—Lobatchevsky dans le systeme
d’axiomes de la géométrie euclidienne. Un tel modele fut établi pour la pre-
miere fois par CAvLEY et par FELIX KLEIN d’une part et par JuLEs KONIG de
l'autre. Le modéle de JuLEs KONIG, peu connu, présente un intérét particulier.
Il est basé sur le fait qu’il est facile de construire, dans le systtme d’axiomes

de l'espace euclidien a quatre dimensions, un modele du systéme d’axiomes

de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky ; pour cela, il suffit de considérer,
dans cet espace a quatre dimensions, une hypersurface a trois dimensions ayant
une courbure ‘négative constante, d’en substituer les points aux points de la
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ge:ométrie de Bolyai—Lobatchevsky, les lignes géodétiques aux droites de la
g.eométrie de Bolyai—Lobatchevsky, et les surfaces géodétiques a deux dimen-
sions aux plans de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky ; les notions d’inci-
dence, d’ordre et d’égalité se transforment en elles-mémes. D’autre part, il
n'est pas difficile, en s’appuyant sur le fait que les droites de I'espace f’or—
m’enF une configuration a quatre dimensions, de construire dans le systeme
d’axiomes de la géométrie euclidienne & trois dimensions, un modele du sys-
teme d’axiomes de la géométrie euclidienne 4 quatre dimensions (les droites
de la géométrie a trois dimensions correspondent dans ce modele aux points
de la géométrie & quatre dimensions). Par la réunion de ces deux modeles
JULES KONIG réussit & obtenir un modeéle du systeme d’axiomes de la Créo-’
métrie de Bolyai—Lobatchevsky dans le systtme d’axiomes de la géomZtrie
euclidienne, modele dans lequel certaines droites de la géométrie euclidienne
correspondent aux points de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky, a savoir
les droites qui relient les points d’une hyperbole équilatére aux po’ints d’une
hyperboloide & une enveloppe formée par la rotation d’une autre hyperbole
réqui.latére. Le modele de Cayley—Klein, tout aussi bien que celui de ]
Konig, prouve que si le systtme d’axiomes de la géométrie euclidienne es;
non-contradictoire, le systtme d’axiomes de la géométrie de Bolyai—Loba-
tchevsky l'est également. ’
Le fait qu’il fut possible de ramener la question de la non-contradiction
du systtme d’axiomes de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky a la question
correspondante du systéme d’axiomes de la géométrie euclidienne, a soulevé
Ia' qu_estion de la non-contradiction de la géométrie euclidienne. HILBERT
reus’sxt.é ra'rr.lener cette question a la non-contradiction du systéme d’axiomes
de l‘arlthmethue des nombres réels, également a I'aide de la méthode des
modeles: Dans ce but, il lui fallut construire un modéle du systéme d’axiomes
de la géométrie euclidienne dans le systtme d’axiomes de I'arithmétique des
no'mpres réels. Cela était facile, en utilisant I'idée fondamentale de la oéo-
metrie analytique de Descartes. Il fit correspondre, aux points de la géomZtrie
euclidienne, des triples de nombres réels, aux plans de la géométrie euclidienne
('ies équations linéaires a trois inconnues (plus précisément, l’ensemble des’
¢quations formées par multiplication d’une équation linéaire a trois inconnues
p?'r une constante), et aux droites de la géométrie euclidienne, des systémes
d’équations formées par deux équations linéaires a trois inconnues (plus préci-
sément, 'ensemble des équations formées par multiplication par des constantes
et par addition de deux équations linéaires a trois inconnues, n’étant pas
contradictoires entre elles); a I'incidence, la relation suivant laquelle un triple
de nombres vérifie une équation linéaire & trois inconnues, respectivement
qu’une équation linéaire a trois inconnues résulte par multiplication par des
constantes et par addition de deux équation linéaires a trois inconnues;
enfin, a la notion d’ordre et & celle d’égalité des segments, les relations arith—’



122 L. KALMAR

métiques qui expriment ces notions géométriques dans la géométrie ana-
lytique.
La réduction de la question de la non-contradiction du systéme d’axio-
mes de la géométrie, & la question correspondante du systeme d’axiomes des
nombres réels, a soulevé la question de la non-contradiction du systeme
d’axiomes des nombres réels. La méthode des modeles n’est pas applicable
pour résoudre cette question, car elle ne fournit que des démonstrations de
non-contradiction relatives, mais il ne s’agit plus ici d’une telle démonstra-
tion. HILBERT prouva la possibilité en principe de démontrer, dans “le sens
absolu®, la non-contradiction d’un systéme d’axiomes. Il nous faut, pour cela,
savoir exactement, ce que nous entendons par proposition ainsi que par démon-
stration et par contradiction, & ce but, il est nécessaire d’autre part, de définir d’une
facon précise la condition sous laquelle on peut affirmer qu’une proposition est
une conséquence logique d’autres propositions, olt bien qu’elle est la négation
d’une autre proposition. On a réussi de définir de fagon précise ces notions par
’application des méthodes de la logique mathématique. II fut de plus nécessaire
de considérer, en dehors de la transformation que nous désignons applica-
tion d’un modele, d’autres transformations, qui transforment les démonstrations
en de nouvelles démostrations (éventuellement en démonstrations appartenant
au méme systtme d’‘axiomes). HILBERT a établi une théorie compléte pour la
démonstration absolu de la non-contradiction des systémes d’axiomes; cette
théorie est connue sous le nom de Théorie des démonstrations d’Hilbert. Par
application de cette théorie, NOvikov et GENTZEN ont réussi — indépendam-
ment Pun de l'autre — a démontrer, que le systéme d’axiomes des nombres
naturels est non-contradictoire; en outre, la non-contradiction du systéme
d’axiomes des nombres rationnels ou celui des nombres algébriques ainsi
que celle du systtme d’axiomes de la géométrie euclidienne ou de
celui de la géométrie de Bolyai—Lobatchevsky peut étre également ramenée
a la non-contradiction du systtme d’axiomes des nombres naturels. si nous
supprimons I’axiome de continuité de DEDEKIND, et le remplacons par quelques
axiomes qui affirment 'existence des points communs des droites et des cir-
conférences, axiomes qui rendent possibles les constructions au sens eucli-
dien. Quoiqu’il en soit, nous sommes encore trés loin de la démonstration
de la non-contradiction de l'arithmétique des nombres reels.

En dehors de son application & la non-contradiction des systemes d’axio-
mes, il existe encore beaucoup d’autres applications de la méthode des modeles.
Dans beaucoup de cas la construction du modele prend la forme d’une défi-
nition. La définition des nombres réels d’aprés DEDEKIND (ou WEIERSTRASS,
ou CANTOR) en montre un exemple typique, si I'on la considére du point de vue
qui suit. Pour la construction de I'analyse nous avons besoin des propriétés
des nombres réels qui caractérisent leur ensemble comme un corps continu
au sens de DEDEKIND et pourvu d’un ordre archimédien. Ces propriétés for-
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ment un systéme d’axiomes. La définition des nombres réels par les coupures
d‘e DED,EK.IND n'est rien d’autre que la construction d’un modéle pour ceps S-
ttme d’axiomes dans le systeme d’axiomes de arithmétique et de la théoy" >
des ensembles des nombres rationnels (olt donc on n’exige que l’; ist ”E
des ensembles dont les éléments sont des nombres rationnels)q 9 g
.Parmi les récentes applications de la méthode des modéi.es il faut de
mentionner la démonstration due 4 GODEL de ce que si le systeme d’ N
mes de la théorie des ensembles est non-contradictoire, l’hypothﬁse deeC(ArL\lJ);l(())r;
c?ngernallt le probleme du continu ne peut étre réfutée a laide de ce systeme
d axiomes. GODEL le démontre en construisant, dans le systéme d’axiokn}:es d
la t'heone des ensembles, un modele du systéme d’axiomes que 'on obtient :
y a!outallt I’hypothése de CANTOR. On arrive & ce modéle lorsqu’on rempl : eln
]lOthH. d’ensemble par la notion d’ensemble construisible (par les méthgcfece 1zf
la !oglque mathématique et de la théorie des ensembles, dans un certain s
precnsémen,t défini). La relation de contenir se transform’e en elle-méme B
La géométrie de Bolyai—Lobatchevsky eut une influence sur le d.e’ |
pement de la méthode axiomatique non seulement par la méthoive (;P‘
modeles. Le fait que la géométrie euclidienne et celle de Bol aiieL ;95
t‘chevsky. sont simultanément non-contradictoires, peut étre form};lé dc(:) Ell_
tqgox’l suivante: I'axiome euclidien des paralléles ne peut étre ni démont ’a
ni réfuté a laide des axiomes communs a ces dgux géométries. C’est ]c;ez;
que nous avons TI'habitude d’exprimer en disant que Paxiome euclidi
des p'arglléles est indépendant des autres axiomes de la géométrie euclidienle“
En genera’l, un certain axiome P est appelé indépendant des axiomes d’]:;.
sxsteme 'd axiomes A dans le cas ot ni P ni sa négation ne peuvent &t
demon?tres dans le systéme d’axiomes A. Le fait que l'axiome euclidie Zre
para]lelgs est indépendant des autres axiomes de la géométrie euclidienn fes
le p‘remler exemple non banal de I'indépendance deb 'un des axiomesnii’ v
system}e d’axion'les des autres axiomes de ce méme systéeme. La méthoLcli];
que 'on a'ppllque ici a démontrer I'indépendance d’un axiome eut
étre fqrmulee dans la forme générale que suit: La condition ne’cesgzir'
et sufﬂ;ante pour qu’un axiome P, appartenant au systéme  d’axiomes g
contradictoire A, soit indépendant des autres axiomes du s‘ystém'e A e inon-’
le systéme d’axiomes formé a partir de A en remplacent P par P so’itéi’aqlu6
ment 'non-contrmz’ictoire. Or, nous pouvons traiter cette question en utira e—t
la mgthode des modeles, car nous supposons ordinairement dans "'ltsa(;]
de l’{ndépendance, que le systtme en question n’est pas contradi‘cio?ree
La découverte de I'indépendance de I'axiome euclidien des paralléles des’
autrgs axiomes de la géométrie fut le point de départ d’une -série d’études
sur 'indépendance. Ces recherches nous ont conduit a des notions importantes
comme par exemple dans I'algébre, la notion du corps non-archimédien 01;
bien la notion du corps de caractéristique p. :
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Le fait que I'axiome des paralleles ne dépend nullement des autres
axiomes de la géométrie nous prouve encore, qu’en supprimant du systeme
d’axiomes de la géométrie euclidienne Iaxiome des paralléles, nous obtenons
un systeme d’axiomes incomplet, et ceci en deux sens. D’une part, il existe
une proposition pouvant se formuler au moyen des notions fondamentales du
systtme d’axiomes de la géométrie, par exemple I'axiome méme des paralléles
qui, de méme que sa négation, ne peut étre démontré dans le systeme d’axio-
mes en question. D’autre part, il existe deux modeles du systéme d’axiomes,
déduit du systéme d’axiomes de la géométrie euclidienne en supprimant I'axiome
des paralleles (par exemple dans le systeme d’axiomes de [Iarithmétique
des nombres réels), qui ne sont pas isomorphes dans un sens précisé-
ment définissable ('un pouvant se construire sur le modele de la géométrie
analytique euclidienne, I'autre sur celui de la géométrie analytique hyperboli-
que). La propriété d’aprés laquelle toute assertion 7' qui ne contient que
les notions fondamentales d’un systtme d’axiomes A et les notions de la
logique ou bien elle-méme, ou bien sa négation 7, doit étre démontrable
dans le systtme d’axiomes A, est appelée catégoricité du systéme d’axiomes A.
Tandis que le fait exigeant que deux modeles quelconques d’un systeme
d’axiomes A (par exemple deux modeles arithmétiques) soient isomorphes est
nommé monomorphisme du systéme d’axiomes A.

La découverte d’aprég laquelle le systtme d’axiomes de la géométrie
euclidienne est incomplet sans l'axiome des paralleles (bien qu’en espérant
de pouvoir y démontrer par la suite 'axiome euclidien des paralleles, on lait
considéré comme complet), plus exactement, le fait qu’il n’est ni monomorphe,
ni catégorique, a donné naissance a I'étude du monomorphisme, et de la
catégoricité de divers systémes d’axiomes. Dans ces études aussi, on a tout
d’abord prouvé ces propriétés d’une facon relative, c’est-a-dire qu’on a sup-
posé quautres systemes d’axiomes les posseédent. Ces recherches ont obtenu
des résultats en apparence positifs; HILBERT, par exemple, a démontré que
si le systeme d’axiomes de I'arithmétique des nombres réels est monomorphe,
le systtme d’axiomes de la géométrie I'est également. Mais lorsque I'on a
commencé a examiner la question de ces propriétés au sens absolu, les recherches
ont abouti & des résultats négatifs. SKOLEM, par exemple, a démontré que les
systémes d’axiomes qui ont a caractériser les ensembles indénombrables (comme
par exemple les systtmes d’axiomes de I'arithmétique des nombres réels, de
la géométrie, de la théorie des ensembles) ne sont pas monomorphes pourvu
qu'ils soient non-contradictoires, car ils possédent en ce cas un modele dans
lequel le role des éléments des ensembles qu'ils caracterisent est joué par des
nombres naturels, c’est-a-dire qu’ils possédent un modeéle “dénombrable®.
Ce résultat de SKOLEM, qui est une application d’un théoréme de la logique
mathématique dti & LOWENHEIM, n’exclut pas la possibilit¢ du monomorphisme
des systemes d’axiomes qui ont & caractériser des ensembles dénombrables.
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Mais SKOLEM a démontré en méme temps, que méme Iarithmétique des
n‘ombres naturels ne posséde pas de systtme d’axiomes monomorphe (sys-
temt? contenant un nombre fini ou dénombrable d’axiomes), car on peut cgn—
struire, pour chacun de ces systemes d’axiomes, un modeéle dans lequel le role
des nombres naturels est joué par certaines fonctions arithmétiques qui n
sont pas ordonnées suivant le type . ; :
.L:es recherches sur la catégoricité des systémes d’axiomes ont également
abouti a un résultat négatif. GODEL a démontré que, si un systeme d’axiomes
esf .sufflsamment expressif pour qu’on y puisse définir certaines notions arith-
m}ethues et en méme temps aSsez régulier pour qu'on y puisse caractériser
d une’ certaine fagon arithmétique, la condition pour qu’une proposition soitl’
consequence logique d’autres propositions, si d’autre part ce systéme estn :
contradictoire, il ne peut étre catégorique. 4 i
i izs,sre:rl:;]riccl;e;)sl;o:is (;nt]c;orxc(:rx;tctaérr;:?ix:)r;aitre que la n‘1éth0dc.3 axiomatique
: : ' univoque a un isomorphisme
prés des notions fondamentales ni a la décision définitive au moyen des
aznomes donnés de tous les probléemes d’une discipline non bangle Pa;
d’autres mots, pour la caractérisation compléte des notions re}ﬁroduisant. co 1
rectemen‘t la réalité il nous faut constamment développer nos méthode:
n'os_s'ystemes d’axiomes, et le fait de vouloir connaitre de degré en degré l’
reah‘te dans sa totalité nous contraint, lui. aussi, au dévelop?)ement dg ceés1
fystemes. D’aprés le point de vue du matérialisme dialectique cela semble
étre ngturel, mais il est quand méme tres important de pouvoir atteindre cette
connalss'ancg sans aucune hypothése philosophique, par les moyens seuls de
la math,e:{na.thue. (En fin de compte, cela est tout naturel, car les assertions
du'rnatenahsme dialectique ne sont pas fondées sur des hypothéses parti-
culiéres, mais sur les résultats des sciences.) C’est un meérite impérissabﬁe de
JEAN BoLval et de NicoLAs IvANOVITCH LOBATCHEVSKY que leurs recherches
concernant le systtme d’axiomes de la géométrie, donc un systtme d’axiomes

Syt WrT ; :
p tlc‘:uher, ont- conc?uxt finalement a cette connaissance générale concernant
la méthode axiomatique. »
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BJUAHUE TEOMETPUN BOSN—IOBAYEBCKOIO HA PA3SBUTUE
AKRCMOMATHYECKOIO METOJIA

JI. KAJIbMAP (Ceren)

(Peswme)

ABTOp nokasbiaeT, Kakum o6pasom oTkpeiTHe reomerpun Bosiu—JloGauesckoro npu-
BEJO K COBPEMEHHBIM HCC/IETOBAHUSIM, OTHOCSILUMCH K HENPOTHBOPEUHBOCTH, HE3ABHCHMOCTH
11 MOJHOTE cucTem akcuoMm. B osim ye B 3ariaBun CBOEro , ANmeHAMKC® BbIPASMJT MBIC/b,
4TO BONPOC O TOM, MMEET-JIH MECTO ERBKJINAO0BA aKCHOMA NAPAIENLHOCTH B ACHCTBUTEILHOM
NPOCTPAHCTRE (B KOTOPOM MPOHCXOMUT [BIDKEHHE Magepuu) ,a priori HUKOrAA HE MOKET
ObITh pewen“. ITo sHauut, 4to reomerpun Erxaunpa n Bosu—Jlobauesckoro noruueckn
OJIMHAKOID BOSMOKHDI, TO CTh HENPOTHBOPEUMBBI ONHOBPEMEHHO. Bosawn ykasan u merop,
¢ nomoupio kotoporo Kagam, Knaeitn u [Ivwna Kéuur rnociepctsum npusenn
HENPOTHROPEUYNBOCTH reomeTpun Bosin— JloGayerckoro K COOTBETCTRYIOLEMY BONPOCY, OTHO-
CAUEMYCsI K €BKJIHIOBOH I€OMETPHI: 9TO — MeTOp, Mojeeil, XoTsi cam b o st u npumennn ero
He A MCCIE0BAHMM, OTHOCSILUMXCSI K HEMPOTHBOPEUMBOCTH, a JuIsi ©GoJee npocToe mo-
CTPOEHHE rHnepsOaNYECcKOl reOMeTpHI. ABTOp M3JaraeT pesyibTaThl, AOCTHIHYTHIE BIOCHE/-
CTBUM METOJOM MOJeel, BIIOTh A0 Teopembl [épes O HEONPOBEPKMMOCTH THIOTE3bI
KauTopa oTHOCHTENLHO NPOGIEMbI KOHTHHYYMa; OH YKa3bIBAET I'PAHNLBI METOAA MOJIENEN,
npuBeAIINe K HEOOXOAMMOCTH INPUMEHEHHS] HOBBIX METO[0B B HCCIEJOBAHUSIX  BONPOCOB
HENPOTHBOPEYNBOCTH M MPHBOANT HOBelilMe pesy/bTaThl, JOCTUTHYTbIE STUMH METOAAMIL.

Tot axr, uro reomerpusi Bosu— JloGayercKOro SIBASIETCSI HENPOTHBOPEYHUBBIM O HO-
BPEMEHHO C EBKJIMJOBOI, O3HA4aeT, YTO aKCHOMAa NapajJeNbHOCTH SBISETCS HE3aBUCHUMOII
OT OCTQNbHBIX AKCHOM T'€OMETPHH. IDTO OOCTOSITENLCTBO OTKPHIIO AOPOrY MCCIAELOBAHMSIM
OTHOCHTEJIbHO HE3aBHCHMOCTH JlaNbHEHIINX aKCHOM; BTH HCC/IELOBAHMSI TPUBETH  MEXY
NPOYUM K OTKPBITHIO TAKHX BaXKHBIX ajareOGpanyecknx MNOHATHH, KaK HeapXuMegoBO moge,
HJIM KaK MO/e C XapakTepucTHKOil p.

HesaBucumoCTh akCHOMBI MAPaICILHOCTH OT OCTANbHBIX AKCHOM TI'EOMETPHM MOKa-
3bIBAET TAK)KE, YTO CHCTEMA AKCHOM reomerpuy 0€3 akCMOMbl NapauIeNbHOCTH HENOJHA B
ABYX OTHOUIEHHSIX: OHA HEKATEropuveckasi, T.e. CyUIeCTBYeT TaKkOe mpejnoxenne (opmy-
JINpyeMoe C MOMOUIbI0 OCHOBHBIX TOHSTHIl JaHHON CHCTEMBbI AKCMOM M JIOTHYECKMX TOHSITH,
KOTOpPOE B JTOIl CHCTEME AaKCHOM HEeNb3sl HM J0Ka3aTb, HU OMNPOBEPrHYTb, H OHA HEMOHO-
Mmop¢Ha, T.e. uMeeT ABe HEU30MOp(HbIE Mopean. ITO OTKPBITHE [AN0 TOMYOK HCCIERO-
BAHMSIM, OTHOCSILUMMCSI K KaTErOPUUHOCTH M MOHOMOP(M3MY CHCTEM AKCHOM M MNPHUBELILNM
NOC/I€ TOJIOXKUTEIbHBIX, HO OTHOCHTE/bHBIX PEe3yJbTaTOB K OTPHLATENbHBIM B aGCOMTIOTHOM
CMBICIE pesybTaTaM, B TOM uncie k teopeme Jlésenreiima—Cronema n k teopeme
Fépena o cyuwectsopanuu NpoGJeM HepaspelwnMblX B AaHHOH (10CTATOYHO BHIpAsH-
TENLHOH M JOCTATOYHO MPABWIbHOH) CHCTEME aKCHOM. JTH OTPHLATENbHbIE PE3YbTaThl
NPUBEIM K TOMY Pe3yJbTaTy, — KOTOPBIl C TOYKH 3PEHHs AMANEKTHYECKOr0 MaTepHain3ma
ecTeCcTOeHeH — 4TO [JIsl MOJHOIl XapaKTePHUCTUKH MOHSTHI, MPABMILHO OTPAMAIOLINX Jeil-
CTBUTELHOCTh, W [ TOJHOTO MO3HAHMSI JEHCTBHTEILHOCTH, HEOOXOAMMO HenpepbiBHOE
pasBUTHE HAWMX METOAOB, B TOM UMCIE€—pPA3BUTHE CHCTEM AKCHOM.



