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Absztrakt. Cikkiinkben egy uj vékonyité sémat mutatunk be a 3D
vékonyité algoritmusok zajérzékenységének csokkentésére. Mdbdszeriink
iteracionként torténd, topoldgia—megbrz6 simitdson alapul, amely elta-
volitja az extremitdsnak tekintett hatarpontokat. Algoritmusunk hatéko-
nyan implementalhatd, és az objektumok tilzsugoritasa nélkiil csokkenti
a nemkivanatos vazszegmensek szamaét.

1. Bevezetés

A véz egy széles korben elterjedt régid-alapi alakjellemz6, mely fontos szerepet
jatszik a képfeldolgozas, az alakfelismerés és a vizualizacié szamos alkalmaza-
saban [1-6]. Kiilonosképpen nagyméretii 3D objektumokra fontos a gyors vdz-
kijel6l6 eljarasok kidolgozasa. A vézkijelolé6 mddszerek legnagyobb problémaja
az, hogy az altaluk meghatarozott vazkozelitések szdmos hamis agat vagy fel-
szinszegmenst tartalmaznak. Ez korrigalhaté egy utéfeldolgozo 1épésben, az tn.
vaztisztitdssal [7]. A véztisztitd eljardsok bizonyos fontossdgi mértékek alapjan
hatarozzak meg a nemkivanatos és eltdavolitdsra {télt vazszegmenseket. Ezen
modszerek {6 hatranya az, hogy a redukcié soran a nemkivanatos vazszegmensek
novekedése torzitja a vaz “értékes” részeit is, mely torzulasokat megorzi a tisztito
utoéfeldolgozés.

A vékonyité algoritmusok [8] bizonyos lokélis feltételek segitségével topolégia—
megdrzd médon hatdroznak meg vézszer(i alakjellemzdket [9]. 3D-ben a vonal-
végpontok megérzésével a redukcid kozépvonalakat generdl, mig a felszin-végpon-
tokat megbrzo vékonyité eljarasok az objektumok kdzépfelszinét eredményezik.

A topolégia—megdrzés miatt minden végpontnak kapcsolédnia kell az adott
objektum kozépfelszinéhez ill. kézépvonalahoz. fgy a nemkivanatos vazszegmen-
sek szama jelentOsen csokkenthetd, ha az iterativ redukcié soran nem Orizziik

* A jelen cikkben kozolt topoldgia-megérzé 3D kontirsimité algoritmus elsé, csak
egyelemi kiugrdsok eltavolitdsara szolgaldé valtozatit a Complmage’10 konferencia
kiadvanydban kozoltiik (G. Németh, P. Kardos, K. Paldgyi: Topology preserving par-
allel smoothing for 8D binary images, CompImage 2010, LNCS 6026, pp. 287-298.).
Munkénk minésége és jszeriisége miatt meghivast kaptunk a rangos Graphical Mod-
els (Elsevier) folyéiratnak a Complmage’10 konferencidnak szentelt kiilonszdmaba
is. Ez a cikk a kiilonszédmba benyijtott (birdlat alatt 4116) kézirat magyar forditésa.



Iteraciénkénti simitdssal kombindlt vékonyitds 3D bindris képeken 175

meg a "felesleges” végpontokat. Cikkiinkben egy 1j vékonyité sémat mutatunk
be, amely iteraciénkénti kontursimitast alkalmaz.

Gorbék ill. felszinek simitdsdra szdmos stratégia létezik [11-14]. Sajnos ko-
ziiliik csak Couprie és Bertrand mddszere alkalmas 3D voxel-es bindris képek
simitasara, viszont az eljaras Osszetettsége miatt nem kombinalhat6 a 3D véko-
nyito6 algoritmusokkal, ezért jelen cikkben targyalt kutatasunknak az volt a célja,
hogy kifejlessziink egy olyan parhuzamos 3D simité algoritmust, amely megorzi
a képek topoldgidjat, és konnyen beépithetd vékonyitd algoritmusokba is. Elsé
eredményként [15]-ben bemutattunk egy olyan kontirsimité algoritmust, amely
eltavolitja az extremitdsnak tekintett hatdrpontokat. Mivel az algoritmus két
topoldgia—meg6rz6 parhuzamos redukcios operatorbdl all, igy maga az eljaras is
topolégia—megorzo.

Cikkiinkben bemutatjuk ezen kontirsimitoé algoritmus olyan tovabbfejlesztett
valtozatat, amely bizonyos 1-pontos kiugrasok mellett szamos 2 pontbdl allé
kontirzajt is képes eltavolitani. A térolhetd pontokat (azaz a kétmenetes eljards
sordn egyszerre torlésre kertild pontokat) 3 x 3 x 3—as torlémaszkokkal adjuk meg.

A cikk felépitése a kovetkez6. A 2. fejezet Gsszefoglalja a 3D digitalis topoldgia
alapfogalmait. A 3. fejezetben bemutatjuk 1j simité algoritmusunkat, majd a 4.
fejezetben az iteraciénkénti simitason alapuld, 1j vékonyité sémankat targyaljuk,
amellyel csokkenthet6 a 3D vékonyitd algoritmusok zajérzékenysége. Médszertink
alkalmazhatdsdganak aldtdmasztasdra néhany teszteredményt is kozliink. Algo-
ritmusunknak egy hatékony implementaciéjat ismertetjiik az 5. fejezetben. Végiil
a 6. fejezetben bebizonyitjuk, hogy a bemutatott algoritmus topolégia—megérzo.

2. Fogalmak, jelolések

Cikkiinkben a digitédlis topolégia alapfogalmainak megadasakor Kong és Rosen-
feld Gsszefoglalé miivét [9] vettiik alapul.

Legyen p a Z3-vel jelolt 3D digitdlis térnek egy pontja. Jeldljiik N;(p)-vel
(j € {6,18,26}) azon pontok halmazdt amelyek j-szomszédosak p-vel (lasd 1la.
dbra).

Egy nemiires X C Z3 ponthalmaz kiilénbézé pontokbdl allé (xg, z1, .. ., y)
sorozatat az X halmazon beliili g pontbdl x,-be vezeté n hossza j-utnak nevez-
ziik (j € {6,18,26}), ha x; j-szomszédos x;_1-gyel (i = 1,---,n) (Id. 1la. dbra).
Vegyiik észre, hogy az egyetlen pontbdl all6 sorozat egy 0 hosszusagu j-ut. Két
pontot j-dsszefiiggének neveziink az X halmazon belill, ha X-ben 1étezik j-ut
kozottiik. Az X halmaznak a j—osszefliggdségi reldcié (mint ekvivalenciareldcid)
altal meghatarozott ekvivalenciaosztalyait j-komponenseknek nevezziik.

A P 3D bindris (26,6) digitdlis képen egy P = (Z3,26,6, B) négyest értiink
[9]. Z® minden elemét P egy-egy pontjanak nevezziik. A B C Z>-beli pon-
tok a fekete pontok, melyek értéke 1, mig a Z3\B-beli elemek a fehér pontok,
melyekhez a 0 értéket rendeljiik. A fekete pontokra a 26-, a fehérekre pedig
a 6-Osszefiiggdséget feltételezziik. A B—beli pontok altal alkotott maximalis 26-
Osszefiiggd halmaz egy fekete komponenst, a Z3\ B-beli pontoknak egy maximalis
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1.4dbra: A Z? digitalis tér szomszédségi relaciéi (a). Az No(p) halmaz a kozponti p
pontot, valamint az U=u(p), N=n(p), E=e(p), S=s(p), W=w(p), és D=d(p) jelolésii
pontokat tartalmazza. A Nig(p) halmaz Ng(p) elemeit valamint a “0” jelléssel
elldtott pontokat foglalja magdba. A Nog(p) halmaz Nis(p) elemeit tovabbd a “O”
szimbdélummal jel6lt pontokat tartalmazza.

A javasolt médszer els6 (b) ill. masodik (c) parhuzamos redukciés operatoranal alkal-
mazott indexelési sémak.

6-0sszefiiggd halmaza pedig egy fehér komponenst alkot. Egy fekete pont hatdr-
pont egy (26, 6)-képen, ha az legaldbb egy fehér ponttal 6-szomszédos.

Egy redukcios operdtor egy binaris képet gy alakit at, hogy azon csak bi-
zonyos fekete pontokat valtoztat fehérré, azaz csak 1-eseket tordl. Egy pdrhu-
zamos redukcios operdtor a feltételeinek megfelel6 pontokat egyszerre torli. Egy
3D redukeids operator nem 8rzi meg a topoldgidt [16], ha egy fekete komponenst
tObb részre vag vagy teljesen tordl, egy fehér komponenst Osszeolvaszt egy masik
fehér komponenssel, egy 1j fehér komponenst hoz létre, vagy megsziintet /1étrehoz
egy lyukat.

3. Az 1j simit6 algoritmus

Ebben a fejezetben bemutatjuk 3D bindaris képek simitdsara adott parhuzamos
algoritmusunkat.

A javasolt algoritmus két parhuzamos redukciés operatorbdl all, melyeket Ry-
gyel és Ro-vel jeloliink. Az dltaluk torolhet6 pontokat 3 x 3 x 3—as torlémaszkokkal
adjuk meg. R; altal torolhet6 egy pont, ha az a 2-6. aAbrakon szerepld 37 maszkot
tartalmazo

Ti, = {Uo,...,Us, No,...,Ns,Wo,...,Ws,UN, ..., NE,UNW,... . USW}

halmaznak legalabb az egyik elemére illeszkedik. Az emlitett dbrakon a kovetkez6
jeloléseket alkalmazzuk: minden “p”, “®” vagy “m’ egy-egy fekete pontot jelol;
minden “0” egy-egy fehér pontot jelol; a “” jelolésli, un. “don’t care” pontok
szine fekete ill. fehér is lehet.

Az Ry operator 2-6. dbrakon szerepld maszkok p-re valé tiikkrozottjeit veszi fi-
gyelembe egy pont térolhetéségének megallapitdsakor. Figyeljik meg, hogy az Ry
altal alkalmazott maszkokon a “®” jel6lésti maszkbeli poziciék egybeesnek a 1b.
abran pg, p1,...,p1e-vel jelolt 13 ponttal. Hasonloképpen, az R, altal alkalma-
zott maszkokon feltiintetett “®” jelolésti pozicidk a pis, p14,-..,p2s pontokkal

esnek egybe.
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Algoritmusunkat az aldbbi program mutatja be:

Input: egy (Z3,26,6, X) kép

Output: egy (Z3,26,6,Y) kép
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2. 4bra: Az U laphoz rendelt U; (i =0,1,...,8) térlémaszkok.

Fontos kihangsulyozni, hogy mivel az algoritmusban alkalmazott Ry és Ro
parhuzamos redukcidk, igy azok egyidejlileg torlik a lokalis feltételt kielégito
pontokat. Az els§ kétmenetes simité algoritmusunk [15] dltal torélhetd pontokat
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3.dbra: Az N laphoz rendelt N; (i =0,1,...,8) torlémaszkok.

13-13 torldmaszkkal definidltuk. Az els¢ menethez tartozé torlémaszkok hal-
maza:

{ Uy, No, Wy, UN,UE,US,UW,NW,NE, UNW,UNE,USE,USW }

(lasd 2-6. abrék). Mivel a Tg, halmaz 24 tovébbi torlémaszkot (Uy,...,Us,
Ni,...,Ng, Wh,...,Ws) is tartalmaz, az 4j algoritmus sokkal t6bb kiugré ha-
tdrpontot torol. A 7-9. dbrak alapjan 6sszehasonlithaté a javasolt algoritmusunk
az els§ kisérletiinkkel [15]. A zdrdjelekben szerepld értékek az objektumpon-
tok szamat jelzik. Lathatd, hogy mindkét simité algoritmus korrektiil miikodik,
hiszen azok nem mddositjék az eredeti képen levd sima hatdrszegmenseket (lasd
9. abra).

4. Az 4j vékonyité séma

Az elébb bemutatott simité algoritmusunkat 3D parhuzamos vékonyité algorit-
musok zajérzékenységének mérsékeléséhez alkalmazzuk. Tekintsiink egy tetszo-
leges T vékonyitd algoritmust. Az iteraciénkénti simitassal kombindalt vékonyitéd
sémat az alabbi program vazolja fel:
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4. 4dbra: A W laphoz rendelt W; (i =0, 1,...,8) torlémaszkok.

Input: a (Z3,26,6, X) kép
Output: a (Z3,26,6,Y) kép

begin
Y = X;
repeat

// kétfazisi simitas
Y = Y\ {p]ptorolhetd R; altal a (Z3,26,6,Y) képen } ;
Y = Y\ {p]ptorolhetd Ry altal a (Z3,26,6,Y) képen } ;
// a vékonyitds egy iteracidés lépése

D = {p|ptorclhetd T altal a (Z3,26,6,Y) képen } ;
Y =Y \D;
until D = 0§ ;

end

A javasolt vékonyité sémédt kiilonb6z6 képeken teszteltiik, a 10-15. dbrdkon
hatféle 3D parhuzamos vékonyité algoritmussal kapott eredmények lathatéak. A
zardjeleken beliil feltiintetett értékek az objektumpontok szamat jelolik.
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5. abra: Az els6 hat élhez rendelt torlémaszkok.
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6. abra: Az elsé négy csucshoz rendelt torlémaszk.

A javasolt simit6 algoritmus mddositott valtozata koézépvonalra vékonyitd
algoritmusokkal egyiitt hasznalatos. Emiatt a Tg,—beli

Uy, No, Wy, UN,UE,US,UW,NW,NE, UNW,UNE,USE,USW

maszkok (ldsd 2-6. 4brdk) 1-pont vékony kozépvonalat dllitanak el. Ez a prob-
léma konnyen kezelheto a fenti 13 maszk alabbi mddositasaval: legalabb egy “-”
jelolésti elemnek egybe kell esnie egy fekete ponttal.

5. Implementacio

Ha az R; és Ry operatorok 37-37 torlémaszkjat tekintjiik, azt gondolhatjuk,
hogy a javasolt algoritmus meglehet&sen idéigényes és nehezen implementalhato
szekvencialis szamitogépeken. Ezért felvazolunk egy hatékony és altaldnos imple-
mentdciés médszert, amely kiilonb6z8 redukeids operdtorokra (azaz parhuzamos
vékonyité algoritmusokra) is alkalmazhaté [18,19].
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W

(237

(188) (162)

7.4bra: Egy 20 x 30 x 10-es szalag zajjal terhelt 3D képe (balra), az els§ algorit-
musunkkal eléallitott simitott kép [15] (kozépen) és a tovabbfejlesztett algoritmus
eredménye (jobbra).

(21 967) (21 219) (20 632)

8.4bra: Egy 103 x 42 x 60-as cdpa zajjal terhelt 3D képe (balra), az elsé algorit-
musunkkal el6allitott simitott kép [15] (kozépen) és a tovabbfejlesztett algoritmus
eredménye (jobbra).

(40 929) (40 522)

9.4dbra: Egy 64 x 64 x 19-es térusz zajjal terhelt 3D képe (balra), az els§ algorit-
musunkkal eldallitott simitott kép [15] (kozépen) és a tovabbfejlesztett algoritmus
eredménye (jobbra). Lathat6, hogy a sima hatérszegmenseket nem médositotta a java-
solt algoritmus.
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(378 043) (1431) (903)

10. dbra: Egy 304 x 96 x 261-es helikopter (balra), a Paldgyi és Kuba éltal java-
solt 6-irdnyu irdnyszekvencidlis vékonyité algoritmussal [20] el8éllitott kozépvonala
(kozépen), és az algoritmus simitdssal kombindlt véltozatdnak eredménye (jobbra).

S ,
N ( 1
\{m A
\1 A
(1096 613) (2 019) (992)

11.4bra: Egy 175 x 93 x 285-0s tehén (balra), a Bertrand és Aktouf &ltal java-
solt 8-irdnyu irdnyszekvencidlis vékonyité algoritmussal [21] el8éllitott kozépvonala
(kozépen), és az algoritmus simitdssal kombindlt véltozatdnak eredménye (jobbra).

.i

(1932 738) (69 969) (49 753)

12. dbra: Egy 124 x 207 x 300-as nydl (balra), a Gong és Bertrand &ltal javasolt 6-
irdny, felszinre vékonyit irdnyszekvenciélis algoritmussal [22] eléallitott kozépfelszine
(kozépen) és az algoritmus simitdssal kombindlt valtozatdnak eredménye (jobbra).
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(1362 863) (85 730) (81 199)

13. dbra: Egy 139 x 90 x 285-0s auté (balra), a Németh és tdrsai altal javasolt 2-
almezds vékonyitd algoritmussal [23] el6éllitott kozépfelszine (kozépen), és az algorit-
mus simitéssal kombindlt véltozatdnak eredménye (jobbra).

(111 816) (19 186) (14 113)

14. dbra: Egy 59 x 285 x 139-es raptor (balra), a Manzanera és tdrsai dltal javasolt
teljesen parhuzamos vékonyité algoritmussal [24] elSéllitott kozépfelszine (kézépen),
és az algoritmus simitdssal kombindlt véltozatdnak eredménye (jobbra).

(423 059) (38 344) (26 594)

15. dbra: Egy 135 x 86 X 191-es sérkdny (balra), a Németh és tarsai dltal javasolt 8-
almezds vékonyité algoritmussal [25] eldallitott kozépfelszin (kozépen), és az algoritmus
simitéssal kombindlt véltozatdnak eredménye (jobbra).
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A javasolt implementéci6 csak egy el6zetesen eléallitott keres6tablat haszndl
a torclheté pontok kédolasédra. Mivel az operdtorok 3 x 3 x 3—as kornyezete
26 pontot tartalmaz a kérdéses kozéps6 p pont kivételével (lasd 2-6. dbrak), a
keres6tabla 226 db 1-bites bejegyzést tartalmaz. Nem nehéz beldtni, hogy ez az
adatszerkezet mindossze 8 MB-nyi taroléhelyet igényel a memoriaban.

Minden lehetséges 3 x 3 x 3—as konfiguraciéhoz hozzdrendelhet egy [0, 226)—
beli egész szam. Ezt az indexet a Ziio 2Fpy képlettel hatarozhatjuk meg. Az
Ry operator a 1b. abran feltiintetett indexelési sémat hasznalja, mig Ro esetében
ezen séma tiikrozott valtoztatdt (1dsd le. dbra) kell figyelembe venni. A keres6-
tablank bejegyzéseit az emlitett indexekkel cimezziik.

Ezenkiviil két lista hasznalata javasolt az eljaras tovabbi gyorsitdsiara. Az
egyik lista az aktudlis képen levd hatdrpontok téroldséra szolgdl (az Ry és Ro
operatorok csak hatarpontokat torolhetnek, ezért felesleges a teljes képet tjra és
Ujra pasztdzni). A mésik listdban az aktudlis menetben taldlt torélhetd pontokat
taroljuk.

Megjegyezziik, hogy a fent leirt modszer parhuzamos vékonyité algoritmusok
hatékony implementdcidjara is alkalmazhaté [18,19], igy egyuttal az 1j vékonyitd
sémankra is hatékony megvalositdshoz jutunk. Gyakorlati alkalmazhatésdgét
alatamasztjak teszteredményeink, melyek alapjan a simitdssal kombinalt vé-
konyitas nagyméreti képeken is altalaban kevesebb, mint 1 mésodperc alatt
kivitelezheto.

6. A topoldégia—mego6rzés bizonyitasa

Egyszeri ponton egy olyan fekete pontot értiink, amelynek torlése topoldgia—
megdrzd redukeié [9]. (26,6) képek egyszeril pontjaira adott kritériumok koziil
mi az aldbbit hasznaljuk fel:

1. tétel. [17] Egy p fekete pont egyszeri a (Z3,26,6, B) képen akkor, és csak
akkor, ha az aldbbi feltételek mindegyike teljestil:

1. A (B\{p}) N Nas(p) halmaz pontosan egy 26-komponenst tartalmaz.

2. A (Z3\B) N Ng(p) halmaz nemiires.

3. Bdrmely két (Z*\B) N Ng(p)-beli pont 6-dsszefiiggé a (Z3\B) N N1g(p) hal-
mazon beliil.

Az 1. tétel alapjan az egyszerli pontok lokalisan jellemezheték; a pontok
(26, 6)—egyszerti volta 3 x 3 x 3—as kornyezetiik alapjan egyértelmiien eldontheté.

Mivel a parhuzamos redukciés operdtorok nem csupan egyetlen pontot, ha-
nem fekete pontoknak egy halmazat torlik, ezért sziikséges azt is tisztazni, mit
értiink topolégia—megorzés alatt tobb fekete pont egyszerre torténé torlése ese-
tén. A kovetkez6 tétel a 3D parhuzamos redukcids operatorok topolégia—megér-
zésére ad elegendd feltételeket.

2. tétel. [10] Legyen O egy pdrhuzamos redukcids operdtor. Legyen p a P =
(Z3,26,6, B) képnek egy olyan pontja, amely torélheté O dltal. Legyen Q az
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dsszes olyan lehetséges Q@ C (N1s(p)\{p}) N B-beli halmaz csalddja, amelyeket
Z3-nek eqy 2 x 2 x 1-es, vagy 2 x 1 x 2-es, vagy eqy 1 x 2 x 2-es részhalmaza
tartalmaz. Az O operdtor topolégia—megdrz6 ha az dsszes aldbbi feltétel teljesiil:

1. Bdrmely Q-beli Q halmazra p egyszerii a (Z3,26,6, B\Q) képen.
2. O nem tordl teljesen 2 x 2 x 2—es kocka dltal tartalmazott fekete kompo-
nenseket.

Simité algoritmusunk topoldgiai korrektségének igazoldsahoz elegend6 be-
latnunk, hogy az R; és Ry operatorok a 2. tétel mindkét feltételét kielégitik,
mivel az algoritmus csupan ezen redukciok egymasutanjabol tevédik ossze. A
két operdtorra a bizonyitds teljesen hasonlé moédon torténhet, ezért csak R
topoldgia—megdrzését latjuk be.

Csoportositsuk Tg, torlémaszk-halmaz elemeit a kdvetkez6képpen. A kozép-
86, “p”-vel jelolt, valamint a “®” és “m” jelolésii pontok a fekete pontok, “O”
szimbdlummal vannak feltiintetve a fehér pontok, tovabbd a “”-tal jelolt pon-
tokat lehetséges fekete pontoknak nevezziik. A “p”-n kiviili fekete ill. lehetséges
fekete pontok a nemfehér pontok. A fekete p pontot térdlhetdnek nevezziik, ha
legaldbb a Tg, halmaz egyik torldmaszkjara illeszkedik, azaz tordlheté Ry altal.

1. lemma. Minden torolhetd pont egyszert.

Bizonyitas. Azt kell igazolnunk, hogy a torélhetd pontok az 1. tétel mindharom
feltételét kielégitik.

Ha alaposan szemiigyre vessziik a Tg,-beli térldmaszkokat, megallapithatjuk,
hogy barmely lehetséges fekete pont 26—szomszédos egy fekete ponttal, és barmely
fekete pont 26-szomszédos egy masik fekete ponttal. Ebbdl kovetkezik, hogy
barmely két lehetséges fekete pozicié kozott 1étezik 26—t, vagyis a tordlheto
pontokra teljesiil az 1. tétel 1. feltétele.

Az emlitett maszkhalmaz tanulmanyozdsa sordan a torlémaszkokra még az
alabbi osszefliggések figyelhetok meg:

— Létezik egy fehér pont, amely 6-szomszédos a maszk (k6zéps6) p pontjaval,

— Barmely p-vel 6-szomszédos lehetséges fekete vagy fehér ponthoz létezik egy
vele 6-szomszédos, p-vel pedig 18-szomszédos pont, amely 6-szomszédos egy
p-vel 6-szomszédos méasik fehér ponttal.

Ezek alapjan pedig adddik, hogy a tordlhet6 pontok az 1. tétel 2. és 3.
feltételeit is teljesitik. O

A kovetkezd lemma az el6z6hoz hasonlé médon lathaté be, ezért a bizonyi-
tdsat nem részletezziik.

2. lemma. Legyen S egy p tordlhetd pont ‘M” és “7 jelolésii 26—szomszédjainak

halmaza. p egyszerd marad S tetszdleges részhalmazdnak torlése utdn.

3. lemma. Legyen p és q két olyan fekete pont a (Z3,26,6, B) képen, melyekre
q € N1s(p). Ha p és q is torclhetd, akkor p egyszerii a (Z3,26,6, B\{q}) képen.
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Bizonyitas. Mivel p tordlhetd, az 1. lemma alapjan egyszerii. Azt kell igazol-
nunk, hogy p egyszeri marad ¢ torlése utéan is. Ha ¢ egy lehetséges fekete pont,
akkor ez a 2. lemma alapjan teljesiil. igy elegend6 csak azokkal a torélhet6 pon-
tokkal foglalkoznunk, amelyek a “®” jelolésti pozicidkra esnek a U;, N;, W;, UN,
UE,US,UW, NW, and NE térlémaszkokon (i =0, 1,...,8, 14sd 2-5. dbrdk). A
UNW UNE,USE, and USW maszkokat nem kell vizsgalnunk, mivel ezeken a
“®” szimbdélummal jel6lt elemek nem 18-szomszédosak a kozépsé “p” pontokkal
(lasd 6. abra).

Ellenérizniink kell tehat a széba johetd 33 torlémaszkon minden lehetséges
szituaciot. A bizonyitas ezen részét a rendelkezésre 4ll6 hely szlike miatt csak
véazlatosan kozoljiik.

—HapU; (i =0,1,...,8) dltal torolhetd, akkor a ¢ = u(p) pont az Ng vagy
W4 maszkok valamelyikére illeszkedhet.

— Hapaz N; (i=0,1,...,8) dltal torolhetd, akkor a ¢ = n(p) pont az Us, W,
US, USE, or USW maszkok valamelyikére illeszkedhet.

— HapaW,; (i=0,1,...,8), ltal torolhetd, akkor a ¢ = w(p) pont az Uy, Ny,
UE, NE, UNE, or USE maszkok valamelyikére illeszkedhet.

— Ha p illeszkedik U N-re, akkor a ¢ = n(u(p)) pont nem torolheté az Ry altal.

— Ha p-t az UFE torli, akkor a ¢ = e(u(p)) pont a W; (i =0,1,...,8) vagy NW
maszkok valamelyikére illeszkedhet.

— Ha p az US &ltal torolhetd, akkor a ¢ = s(u(p)) pont az N; (i =0,1,...,8),
NW, NE maszkok valamelyikére illeszkedhet.

— Ha p az UW 4ltal t6r6lhetd, akkor a ¢ = w(u(p)) pont csak az N E maszkra
illeszkedhet.

— Ha p az NW éltal torolhetd, akkor a ¢ = w(n(p)) pont csak az UE vagy US
maszkra illeszkedhet.

— Ha p az NFE &ltal torolhetd, akkor a ¢ = e(n(p)) pont a W; (i =0,1,...,8)
maszkok valamelyikére illeszkedhet.

Valamennyi esetben konnyen megmutathaté, hogy p egyszerti marad ¢ torlése
utan. O

4. lemma. Nem létezik olyan, 2 X 2 X 2—es kocka dltal tartalmazott “kis” fekete
C komponens, amelyet Ry teljesen tordlne.

Bizonyitas. Vizsgédljuk meg a 16. dbran lev6 2 x 2 x 2—es kockat.

Konnyen ellenoérizhetd, hogy ha ¢; € C, akkor ¢; nem tordlheté R; altal, és
hac,eC (k=2,...,8), akkor létezik egy ¢; € C (j =1,...,k — 1), amely nem
torolhetd R; altal. Tehat C nem torolheto teljesen. a

Az el6z6 Osszefiiggések felhasznalasaval végiil kimondhatjuk a f6 tételiinket,
melynek bizonyitdsahoz bevezetiink két tovabbi definiciét. Rdcsnégyzeten a Z3-
nek egy 1x2x 2-es vagy 2 x 1 x 2-es vagy 2 x 2 x 1-es részhalmazat értjiik, tovabba
valamely p € Z3-re Nig(p) kozéprétege az Nig(p) halmaznak egy 1 x 3 x 3-as
vagy 3 X 1 x 3-as vagy 3 x 3 x 1-es részhalmaza.
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16. dbra: A fekete C' komponenst tartalmazé 2 x 2 x 2-es kocka.

3. tétel. Az Ry operdtor topoldgia—megdrzé a (26,6) képeken.
Bizonyitas. Azt kell belatnunk, hogy a 2. tétel feltételei teljesiilnek:

1. Vizsgaljuk a p torélhetd pont egyszertiségét a (Z3,26,6, B\Q) képen, ame-
lyen a torolhetd pontokbdl allé6 @ C (Nis(p)\{p}) N B halmaz egy récsnégy-
zetre esik. Jeloljiuk #Q-val @ elemeinek szamat. Nyilvanvald, hogy #Q < 3.
Ha #(Q) = 0 (Q = 0), akkor az 1. lemma alapjdn, ha pedig #(Q) = 1
(Q = {q}), akkor a 2. lemma alapjan teljesiil a 2. tétel 1. feltétele, ezért csak
a #(Q) € {2, 3} eseteket vizsgaljuk részletesen. A bizonyitds gondolatmenete
innen a kovetkezo:

— Ha @ nemfehér elemei kozott csak “m” és/vagy - jeloléstiek szerepelnek,
akkor a 2. tétel 1. feltétele a 2. lemma alapjan teljesiil.

— Tegyiik fel, hogy @ tartalmaz “®” jelolésii pontot is. Minden olyan
torlémaszkon, ahol egy p-t tartalmazé racsnégyzeten “®” mellett “m”
szimbolummal elldtott pont is szerepel, a racsnégyzet negyedik pontja is
“m”-tel van jelolve. (Ezek éppen a pdros indexti U;, W;, N; maszkok.)

— Nig(p)-nek egy kozéprétege nyilvan 4 db racsnégyzetet tartalmaz. Ha
tekintjilk a maszkhalmazunknak a paros indextt U;, W;, N; maszkjait
(amelyeken van 1-1 csupa fekete pontbdl 4ll6 racsnégyzet), akkor nem
taldlhato ezek kozott 4 olyan maszk, amelyekben a csak fekete pon-
tot tartalmazoé racsnégyzetek paronként nem esnek egybe és ugyanazon
kozéprétegen vannak. Ebbdl kovetkezik, hogy ha a tételiinkben emlitett
(@ halmaz “®” mellett két “m” szimbdélummal ellatott pontot is tartal-
maz, akkor az egyik @-beli pont biztosan nem t6rélhetd (kiilonben akkor
lenne 4 olyan térlémaszk, amely a fentebb emlitett feltételt kielégiti).

— Ha @Q-ban a “@”-rel jelolt pont nem torolhetd, akkor a 2. lemmabol
adédik, hogy teljestl a 2. tétel 1. feltétele. Ezért csak azt az esetet kell
a tovabbiakban vizsgalni, amelyben valamelyik “®” jel6lésti Q-beli pont
nem torolhet6. Ekkor ha az érintett maszkokon csak a “@”-t toroljiik,
gy a 3. lemma szerint p egyszerli marad, azaz tovabbra is egyetlen
Ng(p)-beli fekete komponensiink van, és konnyen ellenérizhetd, hogy
akdrmelyik “m” jelolésli pont marad meg, a méasik “m” torlése utdn sem
eshet szét ez a komponens p fehérre szinezésekor. Szintén a 3. lemma sze-
rint biztos, hogy ha a “®” tordlhetd a kérdéses maszkokon, akkor azokon



188 Kardos Péter, Németh Gabor, Paldgyi Kalman

egyetlen Njg(p)-beli fehér komponens van, és ez nyilvén egy “m”-tel jeldlt
pont torlése utan is fennall. Vagyis lyuk sem keletkezhet @) pontjainak
torlésével. Igy biztos, hogy p egyszerti marad a vizsgélt esetben is.

2. A 2. tétel 2. feltétele a 4. lemma alapjan teljesiil.

7. ésszefoglalés

Ebben a cikkben egy 1j kontursimité algoritmust ismertettiink, amellyel redu-
kalhat6 a 3D vékonyité algoritmusok zajérzékenysége, tovabba igazoltuk, hogy
algoritmusunk topolégia—megérz6. Bemutattunk egy ezen a simité algoritmu-
son alapulé 1j vékonyité sémat is, amelybe iterdciénkénti simitast épitettiink
be. Felvazoltunk egy hatékony és altaldnos implementaciés médszert is, amely
el6segiti eljarasunk gyors alkalmazhatosagat. Végiil néhany példan keresztiil il-
lusztraltuk, hogy a javasolt vékonyit6 séma kevesebb nemkivanatos részletet tar-
talmazo6 vazakat generdl.
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