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Kivonat Ebben a cikkben törött objektumok helyreálĺıtásának prob-
lémájával foglalkozunk. Az eredeti objektum és annak törött darabjai
között lineáris transzformációkat feltételezünk, és a javasolt módszert
2D és 3D affin transzformációkon keresztül mutatjuk be. A módszerünk
alapötlete, hogy egy polinom egyenletrendszert ı́runk fel, melynek meg-
oldása megadja az illesztés ismeretlen paramétereit. A javasolt algorit-
must nagyméretű, két- és háromdimenziós képeket tartalmazó szinteti-
kus adatbázison teszteltük. Az eredmények mutatják, hogy a módszer jó
eredményeket szolgáltat, illetve robusztus a szegmentálási hibákkal szem-
ben. Bemutatunk továbbá néhány 2D valós képen kapott eredményt, il-
letve olyan eredményeket, melyeket műtéti tervezés során használt 3D
orvosi képek esetén kaptunk.

1. Bevezető

Ebben a cikkben törött objektumok helyreálĺıtásának problémájával foglalko-
zunk. Megjegyezzük, hogy a cikkben szereplő eredményeket [1]-ben már korábban
publikáltuk. A feladat puzzle néven is ismert, mely nemcsak elméleti szem-
pontból érdekes [2,3], hanem számos alkalmazási területe van, mint például
az archeológia [4] vagy az orvosi képfeldolgozás [5] (pl. törött csontok hely-
reálĺıtása [6,7,8]). A feladat a következőképpen fogalmazható meg: Adott egy
bináris kép (sablon) és egy másik bináris kép (megfigyelés), mely a sablon képen
lévő objektum törött darabjait tartalmazza. Célunk annak a geometriai transz-
formációnak a meghatározása, mely a törött darabokat a sablon képen lévő
eredeti helyükre illeszti. A globális deformáció egy nemlineáris transzformáció
a következő megszoŕıtásokkal: 1) az objektum részei egymástól el vannak sze-
parálva (például szegmentálás által vagy diszjunktak), 2) a sablon kép összes
törött darabja ismert, de 3) mindegyikre különböző affin transzformáció hat.

Alakzatok parciális illesztése [9,10,11] hasonló probléma. Ekkor két (álta-
lában) különböző alakzat esetén azt a transzformációt keressük, melyet az egyik
alakzatra alkalmazva a két alakzat közös része fedésbe kerül. Ez a klasszikus
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alakzatillesztés egy különösen nehéz részterülete. Ebben az értelemben, a fel-
adatunk tekinthető úgy is, mint a sablon és a megfigyelés darabjainak parciális
illesztése. A jelenlegi megközeĺıtések főként a Laplace-Beltrami keretrendsze-
ren [12,11] alapulnak, de a klasszikus megközeĺıtések, mint például az Itera-
tive Closest Point (ICP) algoritmus [13] is használható alkalmas alakzat repre-
zentációt feltételezve [9]. Ezen algoritmusok meglehetősen nagy számı́tásigénye
miatt, ez a fajta megoldás nem optimális a problémánk esetén.

Egy másik kapcsolódó probléma nemlineáris torzulások lineáris transzformá-
ciókkal való szakaszonkénti közeĺıtése. [14]-ben a torzulást lokálisan affin transz-
formációkkal modellezik, mely egy globálisan sima deformációt eredményez, és
az intenzitások lokális és globális változását is figyelembe veszi. A feladat klasszi-
kus megoldása [15] során a képek között pontmegfeleltetéseket detektálnak, majd
ezután egy (általában eléggé műveletigényes) optimalizálási eljárás seǵıtségével
vagy egy egyenletrendszer megoldásával kapják a deformáció ismeretlen pa-
ramétereit. Viszont a képek között megb́ızható pontmegfeleltetéseket találni már
önmagában bonyolult feladat.

A puzzle feladat legtöbb megoldása során [2,3,4] szomszédos darabokat pró-
bálnak illeszteni, majd ezen párośıtásokat felhasználva az eredeti objektumot
merevtest transzformációkkal álĺıtják elő. Kong és Kimia [2] egy olyan 2D görbe-
illesztésen alapuló technikát javasolt, mely a puzzle darabjainak geometriai tu-
lajdonságát használja fel. A megoldást úgy kapják, hogy a ”legjobbat először”
keresési stratégia alapján az objektum darabjait háromszögekre bontva, azokat
rekurźıv módon csoportośıtják. Ez a módszer kiterjeszthető például lézer szken-
nerrel letapogatott 3D darabokra is. Ekkor a 2D görbeillesztésen alapuló módszer
általánośıtásával kapott eljárás seǵıtségével álĺıthatók vissza az egyes darabok
az eredeti helyükre. Papaioannou és tsai. 3D objektumok rekonstrukciójának
problémáját tekintik, ahol az egyes darabok felsźınének geometriáját használják
ki, továbbá feltételezik, hogy nem áll rendelkezésre semmilyen információ a
végső rekonstruálandó modellel kapcsolatban [3]. A módszer alapötlete, hogy két
háromdimenziós darab esetén annál jobb illesztést kapunk, minél inkább a meg-
felelő helyükön vannak, ı́gy azon pontok közötti távolságot kell minimalizálni,
melyek az adott darabok látható oldalain vannak. Az illesztett részek ezután
merevtest transzformációval kerülnek az eredeti helyükre. A [4]-ben megadott
görbeillesztés meglehetősen nagy számı́tásigényű, mely a multiscale technika al-
kalmazásával egyszerűśıthető.

A klasszikus megközeĺıtések során sokszor felhasználják a sablon objektu-
mot, jav́ıtva ezzel a helyreálĺıtás pontosságát és hatékonyságát. Viszont sok-
szor olyan problémákat céloznak meg, ahol a sablon nem elérhető, például ar-
cheológiai alkalmazások esetén [4]. Számos olyan alkalmazás létezik, ahol a sablon
objektum ismert: Ipari alkalmazások esetén a feldolgozott darabok 3D modelljei
könnyedén megkaphatók. Az orvosi képfeldolgozásban általában használható egy
atlasz, vagy kihasználható az emberi test szimmetriája. Például törött csontok
helyreálĺıtása során az egészséges csont szolgálhat sablonként, amint azt a 5.3. fe-
jezetben látni fogjuk. Emiatt a puzzle probléma ezen utóbbi változatát vizsgáljuk
ebben a cikkben, és egy általános megoldást javaslunk, ahol 2D és 3D transz-
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formációkat alkalmazunk. Az itt alkalmazott módszer nagyon hasonĺıt néhány af-
fin regisztrációval kapcsolatos módszerhez [16,17]. Mindazonáltal ezen módszerek
egyike sem konkrétan a puzzle problémával foglalkozik. [17]-ben azt feltételezik,
hogy a képeken sźıninformáció is elérhető. Ezen intenzitás információk alapján,
Hagege és Francos egy lineáris egyenletrendszert ı́r fel, melynek megoldása köz-
vetlenül az ismeretlen transzformáció paramétereit eredményezi. [16]-ban egy
elegáns megoldást mutattunk be, mellyel śıkbeli alakzatok affin torzulásait lehet
meghatározni. Viszont ez a módszer sem képes megoldani a puzzle problémát,
mivel a deformáció nemlineáris, továbbá nem ismert a sablon objektum és annak
megfigyelt darabjai közti megfeleltetés.

A 2. fejezetben egy általános keretrendszert adunk meg a probléma meg-
oldására, melyet a 3. fejezetben a numerikus implememtációs részletek követ-
nek, majd a 4. fejezetben a módszer alkalmazásainak bemutatására kerül sor
különböző lineáris transzformációk esetén. Végül a 5. fejezet a teszteredményeket
mutatja be, melyeket 2D-s és 3D képeket tartalmazó szintetikusan generált
adatbázisokon és több különböző valós képen kaptunk. A 6. fejezet foglalja össze
a cikket.

2. Törött objektumok helyreálĺıtása

Adott egy n-dimenziós objektum a sablon képen és egy megfigyelés kép, mely a
sablon deformált darabjait tartalmazza. Azt a transzformációt szeretnénk meg-
határozni, mely ezeket a darabokat a sablon képen lévő eredeti helyükre il-
leszti. Jelölje a sablon és a megfigyelés kép pontjainak homogén koordinátáit
x = [x1, . . . , xn, 1] és y = [y1, . . . , yn, 1] ∈ P

n. Továbbá, legyen ℓ ∈ N a meg-

figyelésen lévő törött darabok száma. A megfigyelés kép sablon képhez való il-
lesztését meghatározó nemlineáris transzformáció ℓ darab lineáris (affin) transz-
formáció

Ai =




ai11 ai12 . . . ai1(n+1)

...
. . .

...
ain1 ain2 . . . ain(n+1)

0 0 . . . 1


 , i = 1, . . . ℓ (1)

kompoźıciójaként áll elő. Mivel a megfigyelés diszjunkt részeket tartalmaz, felte-
hetjük, hogy a λ′ : Pn → {0, 1, . . . , ℓ} a deformált alakzatok ćımkézését adja, ahol
a 0-t a háttérhez rendeljük. Nyilvánvalóan létezik a sablon képhez is egy rejtett

λ : Pn → {0, 1, . . . , ℓ} ćımkézés, ahol az i ćımke a sablon kép i. darabjához tarto-
zik. Célunk az affin transzformációkat megadó {Ai}ℓi=1 mátrixok meghatározása.
A legnagyobb kih́ıvást az jelenti, hogy sem a sablon kép part́ıcionálása (azaz a
λ ćımkézés rejtett) sem pedig az alakzatok közötti megfeleltetés nem ismert.

2.1. Megoldás egy alakzat pár esetén

Először az i. alakzat pár közötti kapcsolatot adjuk meg. Jelölje a sablon és meg-

figyelés képen lévő alakzatok által meghatározott tartományokat Di = {x ∈
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P
n|λ(x) = i} és D′

i = {y ∈ P
n|λ′(y) = i}. Megjegyezzük, hogy D′

i ismert, mı́g
Di nem. Ezen tartományok pontjai az ismeretlen Ai transzformációk alapján
felelnek meg egymásnak:

x = Aiy . (2)

Egy lehetőség az Ai meghatározására, hogy pontmegfeleltetéseket határozunk
meg, majd a (2) egyenletben megadott egyenletrendszert oldjuk meg. Mivel Di

ismeretlen, emiatt a megfeleltetések megtalálása szinte lehetetlen. Ezért egy
olyan direkt módszert keresünk, mely nem igényel megfeleltetéseket. Vegyük
észre, hogy a (2)-ben megadott összefüggés akkor is érvényben marad, ha egy
ω : Pn → R függvény hat az egyenlet mindkét oldalán [16]:

ω(x) = ω(Aiy) . (3)

Ebből integrálással kapjuk, hogy [16]

∫

Di

ω(x)dx = |Ai|
∫

D′
i

ω(Aiy)dy , (4)

ahol x = Aiy, dx = |Ai|dy integrál transzformációt alkalmaztunk, illetve |Ai|
a Jacobi-féle determináns. A (4) egyenlet alapján nemlineáris {ωj}mj=1 (ahol
m ≥ n(n+1)) függvények alkalmazásával annyi egyenletet kaphatunk, amennyire
szükség van. Az ı́gy kapott nemlineáris egyenletrendszer megoldása adja Ai pa-
ramétereit [16].

2.2. Megoldás az összes alakzatra egyszerre

Most már ismerjük az i. alakzat pár közötti összefüggéseket, de sem az alakza-
tok közötti megfeleltetés, sem pedig a sablon kép Di part́ıcionálása nem ismert.
Ha ezeket ismernénk, akkor az alakzatokra páronként egy hagyományos bináris
regisztrációs algoritmust alkalmazva megkaphatnánk az illesztés paramétereit.
Sajnos ez a parciális illesztés [9] problémájának megoldását igényelné a megfi-

gyelésen lévő összes alakzat és a sablon kép között, mely nem triviális feladat.
A megoldás, hogy összeadjuk az összes Di alakzathoz tartozó egyenletet és egy
egyenletrendszerben egyszerre, az összes paraméter egyidejű becslésével oldjuk
meg a feladatot. Így (4)-ből kapjuk, hogy

ℓ∑

i=1

∫

Di

ωj(x)dx =

ℓ∑

i=1

|Ai|
∫

D′
i

ωj(Aiy)dy . (5)

Legyen D := ∪ℓ
i=1Di, ahol D = {x ∈ P

n|λ(x) 6= 0} a teljes sablon képen lévő
objektumhoz tartozó tartományt jelöli. Ekkor az előző egyenlet bal oldala a
következőképpen ı́rható

ℓ∑

i=1

∫

Di

ωj(x)dx =

∫
⋃

ℓ

i=1
Di

ωj(x)dx =

∫

D

ωj(x)dx , (6)
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mely közvetlenül számolható az input képek alapján anélkül, hogy a Di par-
t́ıcionálásokat ismernénk. Az ı́gy kapott egyenletrendszer ℓn(n + 1) ismeretlent
tartalmaz:

∫

D

ωj(x)dx =

ℓ∑

i=1

|Ai|
∫

D′
i

ωj(Aiy)dy, j = 1, . . . ,m . (7)

A (7) egyenletrendszer megoldásával megkapjuk a teljes deformáció minden
paraméterét. Mivel minden ωj egy egyenletet eredményez, ı́gy legalább m ≥
ℓn(n+1) lineárisan független függvényre van szükség az ℓ lineáris transzformáció
megtalálásához. A gyakorlatbanm > ℓn(n+1), mely túlhatározott egyenletrend-
szerhez vezet, melyet legkisebb négyzetes értelemben oldunk meg.

3. Numerikus implementáció

Elméletileg bármilyen nemlineáris függvény használható a (7) egyenletrendszer
megkonstruálásához, mely kieléǵıti a (3) egyenletet. A gyakorlatban az egyen-
letrendszer megoldását olyan minimalizálási eljárással kapjuk, mely iterat́ıvan,
legkisebb-négyzetes értelemben oldja meg a feladatot. Ilyen algoritmus például
a Levenberg-Marquardt algoritmus [18], mely jól megválasztott numerikus szer-
kezetet igényel.

3.1. Normalizálás

Először mindkét kép koordinátáit a [−0.5, 0.5]n hiperkockába normalizáljuk, azaz
∪ℓ
i=1D′

i 7→ [−0.5, 0.5]n és D 7→ [−0.5, 0.5]n. A normalizálás során eltoljuk az
origót az alakzatok tömegközéppontjába, melyet egy közös, a sablon és megfi-

gyelés maximális mérete alapján számolt skálafaktorral végrehajtott izotropikus
skálázás követ. Természetesen az egyenletrendszer megoldásával kapott értékeket
vissza kell normalizálni, hogy a valódi, eredeti alakzatok közötti transzformációt
megkapjuk. Jelölje a sablon és megfigyelés képhez tartozó normalizáló transz-
formációkat Nt és No, továbbá a kapott megoldást pedig Ãi. Ekkor a valódi
transzformáció Âi = N−1

t ÃiNo alakban áll elő minden i = 1, . . . , ℓ esetén.
Mivel a legkisebb-négyzetes értelemben vett megoldással a (7) egyenletrend-

szer algebrai hibáját minimalizáljuk, azt szeretnénk, ha az összes egyenlet egyenlő
mértékben járulna hozzá az egyenletrendszer algebrai hibájához. Ez az ωj érték-
készletének [−1, 1] intervallumba való normalizálásával megoldható. Tapaszta-
lati úton azt kaptuk, hogy a legkisebb-négyzetes értelemben vett minimalizálás
esetén az egyes iterációk során alkalmazott transzformációk az alakzatokat az
origó középpontú

√
n/2 sugarú körön belül hagyják (az egység oldalú hiperkocka

köré ı́rható hipergömb). Tehát az ωj normalizálása megvalóśıtható a (7) egyenlet-
rendszerben szereplő integrálok megfelelő cj konstanssal való leosztásával, melyet
az integrálok előbbi tartományok (hipergömbök) feletti értéke alapján kapunk:

cj =

∫

‖x‖≤
√

n

2

|ωj(x)|dx , j = 1, . . . ,m . (8)
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3.2. Algoritmus és időbonyolultság

A gyakorlatban csak véges pontosságú digitális képek állnak rendelkezésünkre,
ı́gy az integrálok csak közeĺıthetően az előtérpixelek felett vett véges összegek-
kel adhatók meg. Ez a közeĺıtés elhanyagolható hibát eredményez a számı́tások
során. A D és D′

i tartományokat az előtérpixelek D és D′
i véges halmazával

reprezentáljuk. A normalizált (7) egyenletrendszer diszkrét változata az alábbi
formában ı́rható

1

cj

∑

x∈D

ωj(Ntx) =
1

cj

ℓ∑

i=1

|Ai|
∑

y∈D′
i

ωj(NoAiy) , j = 1, . . . ,m . (9)

A (9) egyenletrendszert Levenberg-Marquardt algoritmussal [18] oldjuk meg, mely
iterat́ıv minimalizáláson alapul és minden iterációban az összes egyenletet ki-
értékeli. Emiatt az algoritmus időbonyolultsága jelentősen csökkenthető lenne,
ha a véges összegeket előre ki lehetne számolni elkerülve ezzel azt, hogy min-
den iterációban végig kelljen pásztázni a képet. Elméletileg tetszőleges olyan
ω függvényhalmaz használható, melyek lineárisan független egyenleteket gene-
rálnak. [16]-ban megmutattuk, hogy polinomok választásával polinom egyen-
letrendszerhez jutunk, ahol a véges összegek előre kiszámolható konstansokká
válnak. Figyelembe véve ezt a megállaṕıtást polinomok következő halmazát fog-
juk felhasználni

{ωj : P
n → R}mj=1 = {x 7→ xu1

1 . . . xun

n |uk ∈ N, k = 1, . . . , n, 0 ≤
n∑

k=1

uk ≤ d} ,

(10)
ahol d a maximális fokszám és a polinomok számát m = 1

n!

∏n

i=1(d+ i) adja.

Az algoritmus pszeudokódját a (1) algoritmus mutatja. Mivel polinomiális
függvényeket alkalmazunk a (9) egyenletrendszer generálása során, az ismeretle-
nek nem szerepelnek a véges összegeken belül [16]. Emiatt az algoritmus lineáris
időbonyolultságú: a (9) egyenletrendszer megkonstruálásának időbonyolultsága

O(|D|+∑ℓ

i=1 |D′
i|), illetve magának a megoldónak pedig elvileg konstans, mivel

független az input képek méretétől.

4. Affin transzformációk

A javasolt regisztrációs keretrendszert a legfontosabb lineáris transzformációkra
alkalmazzuk: két- és háromdimenziós affin és merevtest transzformációkra. A
2-dimenziós affin transzformációkat gyakran alkalmazzák projekt́ıv torzulások
lineáris közeĺıtéseként. A 3D merevtest transzformációk számos orvosi alkal-
mazás során játszanak fontos szerepet. Például, mikor CT képeken lévő cson-
tokat kell illeszteni, hiszen a csontok biomechanikus tulajdonságai miatt csak
merevtest transzformáció jöhet szóba.
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Algorithm 1: A javasolt algoritmus pszeudokódja.

Input : A bináris sablon (D) és ℓ megfigyelt alakzat (D′

i, i = 1, . . . , ℓ)

Output: ℓ darab illesztett Âi lineáris transzformáció

1 Normalizáljuk az input koordinátákat az [−0.5, 0.5]n-be egy megfelelő N

hasonlósági transzformáció seǵıtségével, úgy hogy az origó a tömegközéppontba
kerül.

2 Választunk egy ωj : Pn
→ R (j = 1, . . . ,m ≥ ℓn(n+ 1)) polimom

függvényhalmazt.
3 Megkonstruáljuk a (túlhatározott) (9) egyenletrendszert.
4 Megkeressük a (9) egyenletrendszer legkisebb-négyzetes értelemben vett

megoldását a Levenberg-Marquardt algoritmus felhasználásával. A megoldót az
identikus transzformációval inicializáljuk.

5 A kapott Ãi megoldás visszanormalizálása Âi = N−1

t ÃiNo alapján adja az
illesztés paramétereit.

4.1. 2D affin transzformációk

Egy 2D affin transzformációnak 6 paramétere van, tehát n = 2 és 6ℓ isme-
retlenünk van. Ahhoz, hogy elegendő egyenletet kapjunk, a (10)-ben léırt ω-k
halmazát alkalmazzuk. Ekkor d-t úgy kell megválasztani, hogy

m =
(d+ 1)(d+ 2)

2
≥ 6ℓ ⇒ d ≥

⌈√
1 + 48ℓ− 3

2

⌉
, (11)

ahol ⌈·⌉ az felső egészrészt jelöli. A (7) egyenlet bármely j = 1, . . . ,m-re úgy
ı́rható, hogy

∫

D

xu1

1 xu2

2 dx =
ℓ∑

i=1

∫

D′
i

|Ai|(ai11y1+ai12y2+ai13)
u1(ai21y1+ai22y2+ai23)

u2dy ,

(12)
ahol a Jacobi-féle determináns könnyedén kiszámolható |Ai| = ai11ai22−ai12ai21
alapján.

4.2. 3D affin transzformációk

A 2-dimenziós eset 3-dimenzióra való kiterjesztése eléggé nyilvánvaló. Ekkor a
sablon objektum darabjai különböző 3D affin transzformációk alapján torzulnak,
és 12ℓ ismeretlenünk van. d-t most úgy kell megválasztani, hogy

m =
(d+ 1)(d+ 2)(d+ 3)

6
≥ 12ℓ ⇒ d ≥

⌈
c

3
+

1

c
− 2

⌉
, ahol

c = 3

√
3
(
324ℓ+

√
(324ℓ)2 − 3

)
. (13)

A Jacobi-féle determináns hasonlóan számolható, mint a 2D-s esetben.
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4.3. 3D merevtest transzformációk

A 3D merevtest transzformációk a 3D lineáris transzformációk fontos esetei.
Egy 3D merevtest transzformáció hat szabadsági fokkal rendelkezik: α1, α2, α3

a három tengely körül vett forgatások szögei, illetve t1, t2, t3 az egyes tengelyek
mentén vett eltolások. Hasonló {ω}mj=1 halmazt alkalmazunk, mint (13)-ban,
csak most kevesebb polinomra van szükség:

d ≥
⌈
c

3
+

1

c
− 2

⌉
, ahol c = 3

√
3
(
27 + 162ℓ+

√
(27 + 162ℓ)2 − 3

)
. (14)

Mivel a merevtest transzformációk nem változtatják meg az objektumok méretét,
a Jacobi-féle determináns értéke 1 lesz, emiatt nem szerepel az egyenletekben.

5. Eredmények

A javasolt algoritmust 2D és 3D képeket tartalmazó, szintetikusan generált
adatbázison teszteltük. A 2-dimenziós esetben az adatbázis 10 sablon objek-
tumot tartalmazott. A megfigyeléseket úgy generáltuk, hogy minden objektumot
négyféleképpen két részre vágtunk, ı́gy minden sablon képhez négy képet kap-
tunk. Majd 600 darab átlagosan 700×700-as méretű megfigyelést álĺıtottunk elő.
Ezeket az alábbi affin transzformációk véletlen kompoźıciójaként adódó transz-
formáció alkalmazásával kaptuk, ahol a paramétereket a megadott intervallu-
mokból véletlenszerűen választottuk: [−π/4;π/4] mértékű forgatás, a két tengely
mentén [0, 75; 1, 25]-ből vett skálázás, [−0, 1; 0, 1] nýırás és [−25; 25] eltolás. A
3D esetben 10 sablon képet egy-egy véletlenszerűen megválasztott śıkkal vágtuk
két részre úgy, hogy a kisebbik rész legalább az eredeti objektum 20%-a legyen.
A képek öt különböző szétvágásával 50 képet kaptunk. Ezután véletlenszerűen
megválasztott 3D affin transzformációk alkalmazásával összesen 200 darab, át-
lagosan 250 × 250 × 250-es méretű 3D megfigyelést generáltunk. Az alkalma-
zott transzformációk paraméterei a 2D esetnél léırt paraméterekhez hasonlóan
lettek megválasztva (az egyetlen különbség, hogy az eltolás értékeit a [-10;10]
intervallumból választottuk). Az eredmények kiértékelésére két hibamértéket
definiáltunk: Az első, melyet ǫ jelöl, az átlagos távolságot méri a valódi Ai és
az illesztett Âi transzformáció között. A másik a sablon és a helyreálĺıtott képek
abszolút különbsége, melyet δ jelöl.

ǫ =
∑

p∈D′
i
,1≤i≤ℓ

‖(Ai − Âi)p‖
|D′| , és δ =

|D̂△D|
|D̂|+ |D|

· 100%, (15)

ahol △ két halmaz szimmetrikus különbségét, D′ = ∪ℓ
i=1D

′
i és D̂ = ∪ℓ

i=1D̂i

pedig a megfigyelés és a helyreálĺıtott képek pixeleinek halmazát jelöli. Intuit́ıven
ǫ az egy pixelre vet́ıtett átlagos transzformációs hibát mutatja. Megjegyezzük,
hogy ǫ-t csak akkor tudjuk kiértékelni, ha a valódi transzformáció is ismert,
ezzel szemben δ bármikor számolható. Viszont ǫ jobban kifejezi a transzformáció
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sablon megfigyelés helyreálĺıtott megfigyelés helyreálĺıtott

1. ábra. Néhány 2-dimenziós képen kapott eredmény.

sablon megfigyelés helyreálĺıtott

2. ábra. Néhány 3-dimenziós képen kapott eredmény.
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hibáját. Tapasztalati úton azt találtuk, hogy a 2D esetben δ ≤ 5%, a 3D esetben
pedig δ ≤ 10% esetén álĺıthatjuk azt, hogy vizuálisan jó eredményt kaptunk.

A javasolt algoritmus Matlabban lett implementálva. A teszteket Linux alatt
3GHz-es 3GB memóriával rendelkező gépeken futtattuk. A 2-dimenziós esetben
a tipikus futási idő 3 mp 3D-ben pedig 10 mp volt. A 1. és a 2. ábrán látható
néhány futási eredmény. A 1. táblázatban láthatók a tesztesetek kiértékelése
után kapott eredmények. Az eredmények világosan mutatják, hogy a javasolt
módszer majdnem tökéletes eredményt szolgáltat mind a kétdimenziós mind a
háromdimenziós esetben.

Torzulásmentes esetek ǫ (pixel) δ (%)

2D affin transzformációk 0,11 0,13
3D affin transzformációk 0,7 3,09

(a) Hiányzó pixelek 1% 5% 10% 20% 1% 5% 10% 20%

2D affin transzformációk 6,57 21,1 32,83 56,26 2,09 6,24 8,39 12,62
3D affin transzformációk 1,22 4,65 9,71 19,02 3,99 8,67 15,8 23,54

(b) Takarás 1% 2,5% 5% 10% 1% 2,5% 5% 10%

2D affin transzformációk 9,91 20,45 35,04 58,68 3,54 6,35 9,51 13,75
3D affin transzformációk 3,27 7,7 14,73 22,74 8,07 13,08 18,47 26,13

(c) Kontúr menti hiba 1% 2,5% 5% 10% 1% 2,5% 5% 10%

2D affin transzformációk 1,9 3,91 6,65 12,23 0,59 1 1,73 3,08
3D affin transzformációk 0,99 1,44 2,33 4,03 3,23 3,65 4,44 5,8

1. táblázat. A javasolt algoritmus tesztelése során kapott hibamértékek mediánjai
a 2D és 3D esetben. Az első két sorban a torźıtásmentes, szegmentálási hibát
nem tartalmazó képeken kapott eredmények láthatók. A további sorokban a
különböző t́ıpusú szegmentálási hiba esetén (lásd 3. ábra) kapott eredmények
láthatók.

5.1. Robusztusság

A gyakorlatban általában nem áll rendelkezésre az alakzatok tökéletes szeg-
mentálása. Most a módszer szegmentálási hibákra vett érzékenységét, azaz a ro-
busztusságát elemezzük. Az első esetben a megfigyelés előtérpixeleinek
1%, . . . , 20% töröljük. A második esetben az eredeti objektum 1%, . . . , 10%-
nak megfelelő négyzet alakú területet takarunk ki. Majd az alakzatok kontúrja
mentén az eredeti objektum 1%, . . . , 10%-nak megfelelő részt módośıtunk úgy,
hogy egyenletesen eloszlás alapján négyzet alakú területeket adunk az adott
alakzatokhoz vagy törlünk belőlük. Néhány valós képen kapott eredményt is
bemutatunk, melyek önmagukban tartalmaznak szegmentálási hibákat. Megje-
gyezzük, hogy az olyan hibák, mikor nem összefüggő területek törlődnek, mor-
fológiai műveletekkel hatékonyan megszüntethetők. A 3. ábra mutat néhány
példát a tekintett hibákra. A 1. táblázat mutatja, hogy a módszerünk elég ro-
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(a) Hiányzó pixelek (b) Takarás (c) Kontúr menti
hiba

3. ábra. Példák a vizsgált szegmentálási hibákra.

busztus, ha a hiba egyenletesen oszlik el az objektum felett (például hiányzó
pixelek, kontúr menti hiba). Mindazonáltal, a módszer lokálisan jelentkező hiba
esetén (pl. takarás) már kevésbé stabil. Ez jellemző tulajdonsága a terület alapú
módszereknek, mivel ezen módszerek az objektumok felett számolt integrálokat
használják, melyeket az ilyen t́ıpusú hibák nagyon elrontanak. Emiatt egy na-
gyobb hiányzó vagy takarásban lévő terület drasztikus hibákat eredményezhet
az illesztés során. Mindazonáltal számos alkalmazás során a képeket kontrollált
körülmények között rögźıtik, ezzel garantálva, hogy a megfigyeléseken ne legyen
takarás (például orvosi képfeldolgozás, ipari minőségellenőrzés).

5.2. A Tangram kirakó megoldása

A Tangram kirakó több śıkidomot tartalmaz, melyeket alkalmas módon össze-
rakva különböző alakzatokat kaphatunk. A cél egy előre megadott alakzat ki-
rakása, melynek csak a körvonalát ismerjük. A 4. ábrán látható néhány példa
ilyen alakzatokra, illetve a módszerünk által talált megoldásokra. A képek di-
gitális fényképezőgéppel készültek, majd az ezekből küszöböléssel kapott alakza-
tokat használtuk fel sablonként. A 4. ábrán lévő első három esetében a Tangram
játék megoldásfüzetében található megoldások szkennelt változatát használtuk,
mint sablon képet, melyek csak a kirakandó alakzat körülbelüli megfelelői. Itt
affin modellt használunk az alakzatok közötti śıkhomográfia közeĺıtésére.

Közismert tény, hogy a Levenberg-Marquardt algoritmus megragadhat a kez-
deti érték közelében lévő lokális minimumokban. Jó inicializálást találni viszont
alkalmazásfüggő feladat. Például ezeken a képeken (4.ábra) egy globális opti-
malizálási eljárás (pl. Spektrális gradiens módszer [19]) jó inicializálást adott,
melyből ind́ıtva a Levenberg-Marquardt algoritmust jobb eredményt kapunk,
mintha az identikus transzformációból indulnánk.

Végül megjegyezzük, hogy a 4. ábrán lévő képeken kismértékű átfedés látható.
Ezt az okozza, hogy az átfedés láthatatlan az egyenletrendszer számára. Mind-
azonáltal, az átfedés problémája megoldható lenne úgy, hogy minden iteráció
során ellenőrizzük, hogy az aktuális transzformáció milyen átfedést okoz, de ez
nagyon időigényes művelet.
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4. ábra. Tangram kirakós példák. Fent: Sablon képek és a törött darabok
kontúrja a helyreálĺıtás után. Lent: Megfigyelések.

5.3. Törött csontok helyreálĺıtása

Bonyolultabb esetekben csontdarabok helyreálĺıtása gyakran műtéti beavatko-
zást igényel, főképp ha az egyes darabok elfordulása vagy elmozdulása nagymér-
tékű. Ilyen esetekben számı́tógéppel seǵıtett műtéti tervezést [6] alkalmaznak a
konkrét műtéti beavatkozás előtt. Ezzel több információt nyernek a törött da-
rabok elmozdulásáról és a beültetett implantátumok elhelyezkedését is egyszerű
megvizsgálni. Az input adatok általában 3D CT képek, ı́gy az egyes részeket 3D
térben kell mozgatni, mely drága 3D eszközöket, illetve sok manuális munkát
igényel. Ezért a törött csontok automatikus helyreálĺıtása jelentős időmegtaka-
ŕıtást eredményez, és egy olyan körülbelüli illesztést ad, melyet már könnyű
manuálisan befejezni az adott anatómiai igényeknek megfelelően. A műtéti ter-
vezés során a csontok biomechanikai tulajdonságát figyelembe véve, csak a me-
revtest transzformációk jöhetnek szóba. [6]-ban a klasszikus ICP algoritmust
használják a csontok helyreálĺıtására. Winkelbach és tsai. [7] jól ismert felsźın
regisztrációs technikákat alkalmaznak (pl. 2D mélység korreláció vagy ICP al-
goritmus) hengeres szerkezetű darabok helyreálĺıtására. [8]-ban a regisztrációt
úgy oldjuk meg, hogy egy kvadratikus szűrő fázis eltéréseinek lokális eltéréseit
próbálják megbecsülni.

Most a javasolt keretrendszerünket 3D cśıpőcsontok helyreálĺıtására alkal-
mazzuk, ahol 3D merevtest transzformációkat tételezünk fel az objektumok kö-
zött. Azokban az esetekben, mikor csak az egyik oldalon van sérülés, a sablon

egyszerűen az egészséges rész tükrözésével megkapható. A 5. ábra egy tipikus ese-
tet mutat cśıpőcsonttörésre, ahol a csont három részre van törve. A legnagyobb
kih́ıvást a szegmentálási hibák, illetve a nem teljesen pontos sablon jelenti, mely
az emberi test nem tökéletes szimmetriájából adódik. Ezen nehézségek ellenére a
nagyobb részek illesztése elég pontos, csupán a kisebb darabnál van egy kicsi il-
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Sablon az egészséges darab tükrözésével Megfigyelés

Helyreálĺıtott csontdarabok

5. ábra. Törött csontok helyreálĺıtása (a CPU idő 15 mp volt ezen az 1 megavo-
xeles CT képre).

lesztési hiba. Mivel a kis rész által okozott hiba viszonylag kicsi, ezért a megoldó
nem találja meg a tökéletes transzformációt. Ha a (9) egyenletben a tagokat
valahogy tudnánk normalizálni, akkor az algebrai hiba is jobban szétoszlana
az egyes egyenletek között, és pontosabb illesztést kaphatnánk. Sajnos ez kivi-
telezhetetlen, mert a megfelelő normalizáló konstansok kiszámı́tásához ismerni
kellene a sablon objektum part́ıcionálását. Egy valós műtéti tervező rendszer
nem működik emberi beavatkozás nélkül, emiatt a kisebb hibák nem annyira
kritikusak és könnyen korrigálhatók.
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6. Konklúzió

Egy újfajta keretrendszert mutattunk be a puzzle probléma megoldására, melyet
2D és 3D affin transzformációkra alkalmaztunk. A klasszikus megközeĺıtések, me-
lyek jellemző pontok kinyerésén és pontmegfeleltetéseken alapulnak, olyan meg-
oldást javasolnak, ahol további információkat nem használnak fel. Alapjában
a módszerünk egy polinom egyenletrendszer megkonstruálásán alapul, melynek
megoldása közvetlenül megadja az ismeretlen paramétereket. Nyilvánvalóan, az
objektumok száma és a deformáció erőssége befolyásolhatja az illesztés minő-
ségét: Minél több törött részünk van, annál több egyenletre van szükség, mely
befolyásolja a numerikus stabilitást. Továbbá, több törött rész több affin transz-
formációt eredményez, mely erősebb deformációhoz vezet. A törött részek telje-
sen véletlen elhelyezkedése egy bonyolult deformációnak felel meg, amikor a jó
megoldást nehéz meghatározni. Másrészt, mikor a darabok viszonylagosan sor-
rendben vannak, sokkal pontosabb megoldást kapunk. Megjegyezzük, hogy a be-
mutatott orvosi alkalmazás során ez egy reális feltételezés a fizikai megszoŕıtások
miatt. A nagy számú teszteset, melyet 2D és 3D képeket tartalmazó szintetikus
adatbázison futtattunk mutatják a módszer hatékonyságát és robusztusságát,
illetve a valós képeken kapott eredmények megerőśıtik a módszer fontosságát
több, különböző alkalmazási terület esetén.
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