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Absztrakt. A két, kalibrdlatlan nézet projektiv viszonyat teljes mérték-
ben leiré fundamentdlis matrix meghatarozasa lényeges a nézetek kozotti,
robosztus pont-regisztraciétdl, a siirli sztereén és a mozgés-kompenzacion
keresztiil a 3D-rekonstrukcids alkalmazdsokig. Az egyik, széles korben
hasznélt, ma mar alapvetének szdmité mddszer a fundamentélis métrix
becslésére a 8-pontos algoritmus, amelynek direkt alkalmazasa kozismer-
ten rosszul kondicionalt probléméra vezet, mig a kondicié megfeleld tran-
szformacidkkal javithaté. Ugyan az alapvetd forrdsmunkdk — szemléltetd
jelleggel — kitérnek ra, a helyes normalizalé transzforméaciok megvalasz-
tasa, valamint ezek Osszefiiggése a probléma kondiciondltsagaval azon-
ban, paradox mdédon, matematikailag nem teljesen tisztdzott vagy sok-
szor elnagyolt. Cikkiinkben elsésorban ezekre a kérdésekre szeretnénk
ravilagitani.

1. Bevezetés

A kétnézetes konfigurciéra érvényes (projektiv) geometriai kényszereket az dn.
epipolaris geometria, algebrailag pedig az esszencidlis matrix illetve a funda-
mentéalis matrix irja le. Meghatarozasuk kulcsfontossdgu probléma a gépi latas-
ban.

Az esszencidlis matrix Longuet-Higgins [1] munkéjdban jelent meg el8szor,
mig azt, hogy az esszencidlis matrix projektiv kényszereket ir le, és kalibralatlan
esetre is dltaldnosithatd, Hartley [2] és Faugeras [3] is felismerte. A fundamentalis
matrix kiszdmitdsi médjait Luong és Faugeras [4] és Zhang [5] tekintik &t és
hasonlitjdk Gssze az els6k kozott, de [6] egy tjabb, kivals osszefoglald. A funda-
mentdlis mdtriz elnevezést [4] javasolja.

A szémitdsok bizonytalansdgénak jellemzésére [5] bevezeti a perturbdlt epi-
polaris egyenesek nyaldbjat kozrefogd kvadratikus gorbét, [4] pedig stabilitdsi
analizist végez linearizdciéval és munkapont koriili szimulélt perturbaciéval. A
kritikus, degenerdlt eseteket, amelyek mellett a szdmitds (a priori informdcick
hidnydban) nem végezhetd el, példaul [4] és [7] vizsgilja.

A szamitdsi médszerek rendszerint a két kép kozott megfeleltetett pontparok-
ra, mint bemené adatokra illesztik a kétnézetes elrendezés projektiv modelljét
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valamilyen kritériumfiiggvény alapjan. A médszerek alapvetéen a kritérium meg-
fogalmazéasaban, ezen beliil a hibatagok silyozasaban térnek el, és leginkabb
analitikus (mdshol ”linedris”), iterativ és robosztus csoportokba szokds ket
sorolni. A 8-pontos algoritmus és varidansai az analitikus, linedris LS-mddszerek
kozé sorolhatéd. Ezek valamilyen — geometriai jelentéssel nem biré — algebrai
hibat minimalizalnak, de egyszeriiek és gyorsak. Linearisra visszavezethetd, nem-
linedris médszer pl. a virtudlis parallaxis és a linedris altér médszere [5]. Az it-
erativ mddszerek rendszerint valamilyen — paraméterekben nemlineéris — geome-
triai hibdt minimalizdlnak nemlinedris optimalizaldsi médszerekkel (pl. Gauss-
Newton, Levenberg-Marquardt). Ide sorolhaté a gradiens alapi mddszer, a paro-
sitott pontok és az epipoléris egyenesek tavolsdganak minimalizalasa, valamint
a Maximum Likelihood (ML) médszerek is (pl. Hartley optimdlis mddszere [7];
HEIV, FNS és tovabbfejlesztései [8]). Ezek a linedris médszereknél jobb becsléket
eredményeznek, de joval bonyolultabbak, futdsi idejiik nagyobb, az inicializa-
lashoz pedig linedris mddszer sziikséges. Az inicidlis becslé minéségétsl nagy
mértékben is fligghet a megtalalt lokalis optimumbhely és a konvergencia sebessége
[7],[8]- Mind a linedris, mind az iterativ mddszerek érzékenyek a mérések, mar
kis szamu, kiugré hibdira is. A robosztus modszerek ezek hatasat igyekeznek
csOkkenteni (M-becsl6k mddszere) vagy megsziintetni (LMedS, valamint
RANSAC és valfajai). Ezek dltaldban szintén nagy futdsi idejliek, és a detektdlt,
téves adatok kizarasaval célszeri a modellt — pl. linedris moédszerrel — Gjraillesz-
teni a becslé mindségének javitasahoz. Mindmaig fontos szerepe, egyszertisége és
gyorsasaga miatt cikkiink a 8-pontos algoritmusra fékuszal.

A 8-pontos algoritmus egy jél ismert, LS-regresszién alapuld, linedris mddszer,
amellyel a fundamentélis matrix szamithatd, ha a képek kozott 8 vagy tobb,
megfeleltetett pontpar adott. Kiemelkedd egyszertisége és gyorsasaga ellenére
sokan tamadtak, mert a komplexebb mddszerekhez képest — a bemend ada-
tokra nézve — lényeges instabilitdst, valamint nagy illesztési hibat produkalt (pl.
[5]). Ezek az eredmények ellenben leginkdbb az algoritmus ,,nem koriiltekints”
alkalmazdsdnak tulajdonithaték [9]. Hartley a bemend, képi adatok el6zetes
normalizdlé transzformaéciéjat, majd a végeredmény inverz transzformacidjit
javasolja a probléma numerikus kondicidjdnak javitdsira [9]. A transzformdcidk
a pontrendszerek els6 és maéasodrendii nyomatékat valtoztatjak meg. Noha a
kondicié ezzel dtlagosan valéban javithato, a szamitott fundamentélis matrix
nem invaridns a koordindta-rendszerek transzformacidjara [9],[10]. Torr és Fitz-
gibbon [10] rdmutat arra, hogy emiatt Hartley médszerénél az epipoldris geome-
triai kényszer alapjan nem sziirhetd, téves pont-parositasok a normalizdld tran-
szforméacidkat hibdval terhelik!, és ezért [10] olyan, ugyancsak egyszerti médszert
mutat be, ami invaridns a koordinata-rendszer hasonldsagi transzformacidira. A
javasolt moddszer nem valtja ki teljesen a Hartley-algoritmust, mert kizarja az
affin nézetek esetét. A Torr-Fitzgibbon-féle metddussal ezért jelen munkdnkban
a tovabbiakban nem foglalkozunk.

Hartley [9] arra is szemléltetd irdnymutatdst ad, hogy a javasolt normalizdld
transzformacié hogyan fligg Gssze a probléma kondicidjaval. Felkeltette a fi-

! hatnak a pontrendszer silypontjéra és tehetetlenségi nyomatéksra
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gyelmiinket azonban, hogy a kondicidszam egyrészt csak egy fels6 korlat, ame-
lyre a magyardzat alapjan alsé becslést kapunk (gyenge kritérium), méasrészt a
kondiciészam inhomogén linedris egyenletrendszerek érzékenységérél arulkodik,
mig ezzel szemben a 8-pontos algoritmus egy masik tipusu problémat, egy ho-
mogén, talhatdrozott, linedris egyenletrendszert old meg, ami egy sajatérték-
sajatvektor problémara vezethetd vissza [9],[11]. A ,,hagyomdnyos” kondiciészdm
helyett a sajatvektorok perturbacionalizise szolgédltatja az itt relevans felsé kor-
latot [12]. Emellett a sajatvektorok perturbécidjara egyszerii elsérendii kozelités
is 1étezik [13],[14]. Ezért meglepd, hogy az algoritmus statisztikai vizsgdlataiban
legtobben nem térnek ki erre a kérdésre [4],[5],[11], noha [14] egy ellenpélda. [14] a
probléma igényes statisztikai vizsgalatat adja, de ennek soran csak az egyik képen
feltételez pont-lokalizdciés hibat, ami nem redlis. Ugyan Hartley igazolja [9], hogy
a normalizdlt 8-pontos algoritmus eredménye dtlagosan megkozeliti a joval kom-
plexebb technikdkét is, mégis gy érezziik, hogy a magyarizat pontositasra és
kiegészitéselre szorul. Els6sorban a perturbacidanalizis médszertandra hivnank
fel a figyelmet, masodsorban a Hartley &altal javasolt normalizal6 transzformacié
nem bizonyitottan ,,optimalis”, igy erre a kérdésre is kitériink. Harmadsorban
pedig a két 1épéses, Hartley-féle modszer masodik, rang-korrekcids 1épésénél al-
kalmazott eljarast is megvizsgaljuk.

A misodik fejezetben bemutatjuk a Hartley-féle, normalizalt 8-pontos al-
goritmust, és a harmadik fejezetben vizsgdljuk meg, hogy az algoritmus els6
fazisdban mi mondhaté a fundamentalis métrix érzékenységérél. A negyedik
fejezetben pedig a rang-korrekciéndl jelentkezd perturbaciét és annak mérési
modjat vizsgaljuk. Az 6todik fejezet a normalizald transzformécidkat targyalja,
végiil pedig a hatodik fejezetben lesziirjiik a tanulsagokat.

2. Hartley-féle 8-pontos algoritmus

Ha adottak egy M térbeli pont m = (z,y,1)7 és m’ = (2/,9',1)T centralis
vetiiletei, akkor az m ponton keresztiilhalad6 vetitosugar képe a mésik nézetben
egy I = (I1,15,14) n. epipoldris egyenes (1. 4bra). Az m — I' = Fm leképezést
az F = [fi;] 3-adrendli fundamentélis matrix hatdrozza meg. Az epipolaris
kényszer szerint az m’ pont rajta van az I’ egyenesen, ezért m’”’l’ = m'"Fm = 0.
A szimmetria miatt m’ — 1 = F'm’.

Mivel F egyrészt homogén matrix, vagyis skalarral szorozva ugyanazt repre-
zentélja, mésrészt rangja 2, tehdt szinguldris (det F = 0), ezért szabadsdgfoka 7.
Belathat6, hogy a fundamentélis matrix minden projektiv informaciét magaba
foglal a kétnézetes elrendezésrdl, pl. az e <+ € epipSlusok az Fe = 0 és az
FTe' = 0 kényszerekbél szamithatok.

A 8-pontos algoritmus célja F szamitdsa elegendd szami m; = (z;,v;,1)7

!

m), = (z},y},1)T pontparbdl (i =1,2,...,n). A médszer az

T T T / / o / /
m; Fm’i =aq; f= 07 a;, = (mixiaxiyhxwyixiﬂ YiYis Yi» Tis Yi, 1) (1)

epipolaris kényszerbdl indul ki, ahol f az F matrix elemeit tartalmazza soronként.
Az Osszes kényszert, kompakt médon az Af = 0, homogén, linearis egyenle-
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1. abra: A kétnézetes elrendezés geometridja (epipoldris geometria).

trendszer foglalja magéaba, ahol A = [al e an]T. Ennek akkor van nemtrividlis
megoldasa, ha A rangja 9-nél kevesebb. A degeneralt esetektdl eltekintve rg A =
8, igy a nulltér dimenzidja 1, vagyis f egy skdlatényezd erejéig meghatarozhato 8
vagy t6bb pontparbdl. Mindez idedlis, zajmentes méréseket feltételez. A gyako-
rlatban azonban az m; <> m, parok lokalizacids (és parositési) hibaval terhel-
tek. Ilyen esetben rg A = 9 és az (1) egyenletnek nincs megolddsa. Helyette
célszerti azt az f vektort megkeresni, amelyre az ||Af||> = fTATAf norma
minimalis. F szabadon hagyott skalatényezGje tulparaméterezetté teszi a felada-
tot. Ezt és a trividlis megoldast a 8-pontos algoritmus az ||f|| = f7f = 1 jarulékos
kényszerrel keriili el. A Lagrange-multiplikdtorok mddszere szerint ez a feltételes
minimalizaldsi probléma visszavezetheto a

C(F,\) = fTATAF + A(1 — £7F) (2)

koltségfiiggvény feltétel nélkiili minimalizdlasira a A segédvaltozo és f szerint. A
OC/of = 07 feltételbdl az AT Af,,;, = M sajatéték-sajatvektor probléméra
jutunk, ahol AT A szimmetrikus, pozitiv szemidefinit métrix, A pedig ennek egy
sajatértéke. Visszahelyettesitve C(fin, \) = A, vagyis A = A\pin az AT A métrix
legkisebb sajatértéke, a keresett f,,;, pedig az ehhez tartozé sajatvektor. Ezt a
gyakorlatban az A méatrix SVD-felbontasdval hatdrozzuk meg [7].

Eddig nem vettiik figyelembe a det F = 0 nemlinedris szingularitasi kényszert,
ezért egyszeri mddszert kaptunk, de nem garantélt, hogy F,,;, rangja 2, igy
az epip6lusok nem szamithaték beléle (az epipoldris egyenesek nem metszik
egymast az epipélusokban). A korrekci6 sordn az Fo,;, = Uy diag(pu1, pa, ug)V]:f
SVD-felbontast métrix helyett tekintjikk az F = Uy diag (1, po, O)V? matrixot
(11 > po > pg). Beldthato [5],[14], hogy ez ||F — Founl||r értelemben az F,;p,
matrixhoz lehetd legkdzelebb 4ll6 2-rangi matrix, ahol ||-||r a Frobenius-norma.

Az eredeti, 8-pontos algoritmus tehdt elsé fazisban az r; = m! Fm,; maradé
hibdk >, r? = ||ATf||> négyzetdsszegét minimalizalja az ||[f|| = [|F|lr = 1
kényszer mellett, majd a masodik fazisban az eredményre alkalmazza rang-
kényszert. Az eredmény azonban nem invaridns a bemeneti ponthalmazok sikbeli
transzformécidira, igy fligg attdl is, hogy milyen képi koordindta-rendszereket
vélasztottunk a két nézetben. Amennyiben az m < m’ altaldnos par helyett az
m = Hm + m’ = H'm transzformalt part tekintjik, ahol H és H' fliggetlen
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homogréfidk, akkor m’’Fm = m”H'-T"FH 'm = 0 miatt az 1j koordindta-
rendszerben az epipolaris kényszer m’Fm = 0, ahol F = H-TFH ! a tran-
szformdlt pontokra érvényes fundamentdlis métrix. Zajos m; <+ mj mérések
esetén ugyan 7; = m’ Fm = m’"Fm = r;, vagyis transzforméciéval és anélkiil
ugyanazt az algebrai hib4t minimalizaljuk, de ||F||r = |[H'TFH|| # ||F||r miatt
nem ugyanazon kényszer mellett, {gy az eredmény fligg H és H megvalasztdsatol.

Felmeriil a kérdés, hogy hogyan célszerli megvalasztani a koordinata-rend-
szert. Mivel a 8-pontos algoritmus rossz numerikus kondicionaltsiga ismeretes,
Hartley a kondiciészam javitasat tlizi ki célul. Javaslatara

1/s 0 —x4/s 1 1 3
H=|0 s—yg/s |, my==> my s= (5> |m-my|*] , 3)
0 O 1 nia n i=1

ahol my = (z4,yg, 1)T" az eredeti pontrendszer stilypontja, s pedig egy skalazasi
tényez6. Ezzel a silypontot az origdba helyezi, és a pontokat izotrép mddon
skéldzza tgy, hogy a pontok RMS?-tavolsiga a silyponttél v/2 legyen. Megje-
gyzendd, hogy [9] és [15] még az dtlagos tdvolsdgrdl, mig [7, 282.0.] mar az RMS-
tdvolsdgrdl nyilatkozik. H' megvélasztdsa hasonléképpen torténik. Hartley [9)]
tehdt elvégzi az m; <> m; pontparok normalizdcidjat kilon a két nézetben, az igy
kapott m; <> m; parokra alkalmazza a 8-pontos algoritmust (rang-kényszerrel),
majd az eredményezett F fundamentdlis matrixot visszatranszformélja az eredeti
koordinata rendszerbe.

Hartley [15] az anizotrép skdldzést is vizsgdlja, amelynek sordn a pontfelhdk
féirdnyai mentén kiilon is normalizdl, valamint azt is megvizsgalja, hogy mi a
kiilonbség, ha csak a 8-pontos algoritmus elsd, illetve csak a masodik 1épése (rang-
kényszer) el6tt normalizél és utdna transzformdl vissza. Tapasztalata, hogy az
izotrép és az anizotrép skalazds eredménye kozott elenyészo a kiillonbség, mig
a normalizacio-denormalizacio a teljes, két lépéses, 8-pontos algoritmus el6tt és
utan elvégezve adja a legjobb eredményt.

A normalizalt algoritmus — az illesztés dtlagos marado hibaja tekintetében —
kiemelked6en jobb eredményt hoz, mint a klasszikus valtozat, emelett megkozeliti
a legjobb iterativ algoritmusok illesztési hibdit [9],[5],[15]. Az dtlag azonban nem
alkalmas arra, hogy egy illesztés stabilitasdra kovetkeztesstink, egy konkrét re-
alizacio lehetséges , kilengését” ugyanis nem jellemzi. Erre szolgalhat a szérdasok
szdmitdsa [6, 1. tabldzat], vagy a perturbdcidanalizis, amellyel dltaldban alsé és
fels6 korlatokat szamitunk a statisztikai paraméterek helyett.

3. Az els6 fazis numerikus kondicionaltsaga

3.1. Hartley értelmezése

Legyen A = [a;;] = USVT az nx9 méretli A adatméatrix SVD-felbontdsa. Ekkor
ATA = VDVT az AT A miétrix sajatérték-felbontédsa, ahol V = [vl . ..Vg},
D = STS = diag(\1,...,Ag) és A1 > Xy > --- > Ag > 0. Zaj esetén \g # 0.

2 Root-Mean-Square, négyzetes kozép, az elemek négyzetes atlaginak a négyzetgyoke
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Hartley [9] Osszefiiggésbe hozza a probléma kondiciéjat a kg = A1/As
ardnnyal, majd becslést ad arra, hogy a B = [b;;] = AT A métrix szerkezete

illetve annak megvaltoztatasa a javasolt normalizdlé transzformaciékkal hogyan
befolydsolja (elényosen) ezt az ardnyt. A sajatértékek Osszeflizési tétele alapjan
[12, 396. 0.] beldthaté [9], hogy ki > maxy bk /(baa + b11), ahol by, = >0 | aZ,.
Eszerint, ha a legnagyobb, és a két utolsé diagonélelemet azonos nagysagrendiivé
tessziik, akkor kg alsd korldtja csokkenthet6. A B métrix diagondlelemei (1)
alapjan

(@), Yo iwa)?, 22, Yo (yiwd)®, Eviwa), v, ot Kyt (4)

ahol az 0sszegzés © = 1,2, ..., n szerint értend6. Hartley szemléltetdé magyarazata
szerint egy atlagos homogén pont koordinétdi alapesetben O(102, 102, 10°), mivel
a kép méretei tipikusan néhany szdz pixeles nagysagrendiiek. Az el6bbi gon-
dolatmenet alapjan, kg > 108/(10* + 10'), tehdt a rxpy szdm legaldbb 10%
nagysdgrendii. Ha a koordindtdkat a (3) transzformdciéval normalizaljuk, akkor
a diagonalelemek kedvezd iranyban véltoznak, ezért xp alsé kiiszObe nagysag-
rendekkel csokkenthetd [9].

Altalénossé\gban vizsgaljuk meg mit jelent valgjaban a Hartley altal hasznalt
kondiciészdm. A 2-métrixnorma alapi kondicidszam kvadratikus, invertalhaté
C métrixra definidlt k; = condC £ [|C||z - ||[C7Y||2 szerint. Jeldlje ox(X)
egy tetsz6leges X matrix k-adik legnagyobb szinguldris értékét, Ax(X) pedig
sajtarértékét. Mivel B = AT A szimmetrikus, pozitiv szemidefinit métrix, ezért
Ae(B) = 0x(B) = 02(A). A Ay = M(B) és g, = 0r(A) jelolésekkel élve,
belathaté, hogy ke = 01(B)/09(B) = A\1/Xg = 0% /02.

A ko kondiciészdm a Cx = b tipusi egyenletrendszer érzékenységét jellemzi.
Ha x ennek egy megolddsa, tovdbba y a (C + AC)y = (b + Ab) perturbélt
egyenletrendszer megolddsa, ahol a relativ perturbécié korlatos ||AC|| < €||C]],
[|Ab|| < €||b|| és ke < 1 szerint, akkor C + AC is nemszinguldris és a megoldés
lly1l/]|x]| relativ perturbédciéja nem nagyobb, mint 2ex/(1 — ex) [12, 83. 0.]. Ha
Ab = 0, akkor ex/(1 — er) a felsd kiiszob.

A fundamentdlis métrix meghatérozasandl, ugyan B = AT A kvadratikus,
de akar szinguléris is lehet, rdaddsul nem egy Bx = b tipusi problémaval
allunk szemben, hanem egy Bv = A\v alaki, szimmetrikus sajatérték-sajatvektor
problémaval. Ezen belil a A9 legkisebb sajatértékhez tartozd vg sajatvektor
érzékenységére vagyunk kivancsiak valéjaban, hiszen ez adja a fundamentalis
maétrixot.

3.2. Felso korlat a sajatvektorok perturbaciéjara

A fundamentdlis matrix meghatdrozdsa szempontjabodl — az eddigiek alapjan — az
a lényeges, hogy hogyan médosul a sajatvektor, ha az A adatmétrix az A + AA
matrixra médosul a koordinatak bizonytalansaga miatt. Ekkor a szimmetrikus
B = AT A mitrix helyett a

B+AB=(A+AA)T(A+AA)=ATA + ATAA + AATA + AATAA
()
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métrixot kapjuk. Lathaté, hogy a AB = ATAA+AATA+AAT AA perturbécié
is szimmetrikus. Legyen B spektrélfelbontdsa VIBV = diag(\y, ..., Ag), ahol
A1 > Ay > -+ > Ag. Transzformaljuk a perturbalt B4+AB matrixot is ugyanezzel
a hasonldsagi transzformécioval, azaz

VIBV 4+ VIABV = diag(A1,..., \) +E, E=VTABV = []21; ;j . (6)

Ha az E métrixban ||e|| = 0, akkor B utolsé sajatvektora sajétvektora a B +
AB matrixnak is, vagyis a fundamentélis matrix becsldjét jelenté sajatvektor a
AB perturbécié hatasara egyaltalan nem mozdul, noha a tobbi sajatvektor és a
sajatértékek valtozhatnak (de a cél szempontjdbol ezek nem lényegesek).

Ennél t6bb is mondhatd, ha a perturbécié

Ag — Ag
B @)

szerint korlatos, ahol d = Ag — Ag a tobbi sajatérték szepardcidja a legkisebb
sajatértéktol. Alkalmazhaté ugyanis a kovetkezd perturbéaciés tétel, ami a [12,
8.1.12 tétel] egy specidlis esete. Particiondljuk a V médtrixot V = [V’ Vg] szerint.
Beldthato, hogy létezik olyan p € R® vektor, amire ||p|| < 4||e||/d, ugyanakkor
Vg = (vg + V'p)/+/1 + pTp a perturbdlt B + AB matrix egységnyi 2-norm4ju
sajatvektora. A sajatvektor perturbacidjanak egy lehetséges mértéke a perturbalt
és perturbalatlan sajatvektor altal kifeszitett alterek tdvolsdga, a fenti tétel foly-
tatdsa szerint ugyanis

IAB]| = |[E[| <

. = lel|
dist(S,8) <4
ist(S,S) < W

(®)

ahol S = span(vy) az eredeti és S = span(Vg) a perturbélt sajatvektor altal
kifeszitett, 1-dimenzids altér. Az alterek tavolsaganak értelmezéséhez az aldbbi
lemmaét hasznalhatjuk fel.

1. lemma ([12], 2.6.1. tétel). Amennyiben W = [Wl Wg} és 7 = [Zl Zg} n-
edrendd ortonormdlt mdtrizok, és Sy = span(W1) wvalamint S = span(Zy),
akkor az Sy és Sy alterek tdvolsdga dist(S1,S2) = ||[WT Zs|| = ||ZTW,||.

Esetiinkben a V = [V' v9] eredeti és a V = [\7 \79} perturbélt modalmatrixok
ortonorméltak. Ezekre alkalmazva a lemmat, egyrészt

8 2
dist(S,8) = [[vg V'[| = [|v§ [v1...vs] || = {ZCOSQ 90(‘797"1')} (9)
i=1

ahol p(Vg,Vv;) a v,; zajmentes sajatvektor és a Vg perturbdlt sajatvektor &ltal
bezart szog, és kihasznaltuk, hogy Vi v; = p(Ve,Vv;). Mdasrészt, a lemma szerint
(9) ugyanazt adja, ha a ¢(vg, v;) szogeket kicseréljitk a ¢(vg, v;) szogekre.

A lemma kovetkezménye, hogy

0 < dist(S,S) < 1. (10)
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A tavolség 0, ha S = S, azaz Vg = v, 6s 1, ha SN St # {0} [12, 77.0.].
Konnyen ellenérizhetd, hogy kis perturbaciok esetén elég pontos a

dist (S, S) = [|Avol| = [|¥9 — &V, (11)

kozelités, ahol £ = +1 aszerint, hogy melyikkel kisebb a ||Avg|| norma. Ez azt
jelenti, hogy fenti tétel felsé korlatot szab a valddi és perturbdlt fundamentalis
matrixok kozotti eltérés Frobenius-normajara, ha a kiilonbség nem tul nagy és
ha a métrixok normalizdlva vannak (a £ elGjelre is figyelve).

Visszatérve a (8) korldtra, lathatd, hogy a 8-pontos algoritmus els6 fazisanak
kondiciondltsdga nem a ko = A1/\g, de nem is a ky = A1/As ardnytdl fugg,
hanem a Ag — Ag szepardciétdl, és az ||e|| normdtdl, azaz a perturbécié sz-
erkezetétol.

Osszefoglalva, a fundamentdlis matrix vektorizalt valtozatat jelentd vq sajét-
vektor valtozatlan, ha a AB perturbécié transzforméltjadban e = 0. Ha ez
nem teljesiil, de teljesiil a (7) szerinti ||E|| < d/4 feltétel, akkor minél nagy-
obb a d = Ag — A\g szeparacid, annal szlikebb tartoményban perturbalédhat a
megoldés. Ebben az esetben cél a szeparacié névelése. Lathatd, hogy a Hartley
altal haszndlt A /g ardny — legaldbbis explicit médon — nem jelent meg a kiiszob
felirasaban. A (7) feltétel esetiinkben, a B mdtrix szerkezete miatt, nagyon
szigortinak bizonyul, de az ||e|| norma relevancidjit a perturbdciéanalizisben
ez nem csokkenti.

3.3. A perturbacio linearis kozelitése

Az elébb levezetett fels6 korldt — mint a lehet6 legrosszabb eset — akéar igen
pesszimisztikus is lehet. Lehet6ség van azonban a sajatvektor perturbéaciéjanak
kozelitésére is kellden kis mértékd perturbdcié mellett. [13] a fundamentdlis
métrix egyik robosztus médszerénél hasznalja ezt, mig [14] egy olyan sztochasz-
tikus zajmodell felallitasandl, amely csak az egyik nézetben feltételez zajt. Mi a
vizsgalatainkban ilyen megkotést nem szeretnénk alkalmazni, mivel tdavol all a
val6s helyzetektol.

A Bvyg = A\gvg sajatérték-sajatvektor-probléma kis mértékben perturbalt
véltozata (B+90B)vg = (Ag+0dAg)Vo. frjuk fel a szamunkra fontos vg = vg+0vg
perturbalt sajatvektort az eredeti sajatvektorok linearis kombinécidjaként

8
\79 = Vg + Z Q;V; (12)
i=1

alakban. Ekkor ||v;|| = 1 esetén ||Vg|| nem feltétlentil 1. A perturbélt egyenlet

8 8
(B + 5B) (Vg =+ Z OA¢V1‘> = ()\9 + 5)\9) (Vg + Z OM;Vi) (13)

A szorzésokat elvégezve, és figyelembe véve, hogy Bv; = A\;v; (Vi)

8 8 8 8
Z a;\v; + 6B <V9 + (XiVi) = )9 Z a;V; +dgvg + dAg Z V. (14)

i=1 =1 i=1 i=1
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Balrdl szorozva v} -tal (k # 9), majd figyelembe véve, hogy viv; = d;, ahol &y
a Kronecker-delta, és atrendezve: ag(Ag + ddg — Ag) = vk:,r(iB\?g7 ahonnan
Vg(SB{fg VgCSBVg

ap = = = , k=1,2,....8. 15
T e Mo M (15)

A kozelités dvg =~ 0 és dAg ~ 0 kornyékén jo, és azért sziikséges, hogy a kere-
sett fundamentdlis matrix elemeit tartalmazd, perturbélt vg megoldasvektort az
eredeti (zajmentes) sajatvektorokkal fejezhessiik ki (12) szerint. Az eredménybél
lathato, hogy a sajatvektorok Ay > Ao > --- > Ag sorrendje miatt a legnagyobb
stilyt itt is a d=! = (Ag — Ag) ! tényezd (a szeparacié inverze) jelenti.

A jovEben meg fogjuk vizsgalni, hogy ha az ||E|| perturbacié meghaladja a (7)
szerinti d/4 kiisz6bot (vagyis nem alkalmazhaté az el6z6 alfejezetben ismertetett
kiiszob), de a perturbacié a (15) kozelités jésdgat nem rontja nagyon el, akkor
0B és a perturbdlatlan B matrix szerkezete alapjan mi allithaté a probléma
numerikus kondicionaltsagarol a segitségiil hivott approximécién keresztiil.

4. A rang-kényszer fazisaban jelentkezd perturbacio

A rang- illetve szingularitdsi kényszer fazisdban azt az F matrixot hatarozzuk
meg, ami rg F = 2 illetve det F = 0 mellett minimalizdlja az

9

||F_me||?~“ = ||f_fmin||2 = Z(fz _fmin,i)2 (16)

i=1

normat, ha F,,;, az els0 fazisban meghatarozott matrix. Ez a mddositas egy
jabb perturbécidként jelentkezik az epipoldris kényszerben, és noveli az ||Af||?
algebrai hibat, amit az els6 fazisban minimalizdltunk. Kiemelnénk, hogy ez a fa-
jta ,,perturbacio” teljesen més jellegii, igy megkiilonboztetendd az el6zé fazisban
analizalt, adatokban jelentkezo zajtol.

Fontos észrevétel [9], hogy a fundamentélis matrix elemeiben jelentkezé vélto-
zésnak csak mésodlagos szerepe van. Altaldban az az érdekes, hogy ez mennyire
perturbélja az epipoldris egyeneseket és az epipdlusokat. A fundamentdlis métrix
és az egyenesek kapcsolata ) = Fm; illetve I; = FT'm/. Az el6bbi részletesen

a; fir fiz fis| [ ziy; 10000 00
=0 = |foufofs||v]|=]|000zy1000|f=2f (17)
¢ f31 f32 faz] \ 1 0000 00wyl

Hartley a fundamentdlis matrix médositasanak relativ hibait tartja fontosnak:
mivel a pontok koordindtdi (x,y, 1) = O(100, 100, 1) nagysdgrendiiek dtlagosan,
ezért a bal fels6 2 x 2 elem abszolutértéke jellemzoen nagysigrendekkel kisebb,
mint a tobbié. A (16) célfiiggvény az eltéréseket minden elemnél azonosan biinteti,
ami értelemszeriien nagyobb relativ hibat okozhat a kisebb abszolutértékii ele-
mekben. Az epipolaris egyenesek szamitdsandal épp ezek az elemek taldlkoznak
a pontok z > 1 és y > 1 koordinataival, amelyek dtlagosan 2 nagysdgrenddel



A normalizélt, 8-pontos algoritmus perturbaciéanalizise... 299

nagyobbak az egységnyi homogén koordinatanal. Ez a rang-kényszer altal be-
hozott perturbéciét kiilonbézé mértékben viszi 4t az egyenesek 1, = (al, bl, ci)T
paramétereire. Hartley gy érvel, hogy a normalizalé transzformaciék azonos
nagysagrendivé teszik a koordinatakat, igy varhatéan F elemeiben sem jelen-
tkeznek a nagysagrendi eltérések, és az Fm,; szorzat is azonos mértékben viszi
a perturbacié hatdsat at az egyenes paramétereire. Ez csak szemléltetéo mag-
yarazat, az allitasok teljesiilésére nincs garancia: F elemei akar nagysagrendileg
is eltérhetnek, az egyenesek paraméterei pedig eltéré mértékben mozoghatnak.
Ugyanakkor az egyenes paramétereinek azonos mértékii relativ megvéltozasa
nem ugyanolyan megvaltozast okoz az egyenes — képen elfoglalt — helyzetében,
hiszen (a},b})? az egyenes normélisa, ¢} pedig az eltoldsa. Szamunkra az a cél,
hogy az egyenes helyzete minél kisebb mértékben véltozzon a rang-kényszerités
hatasara. Raciondlis ezt gy megfogalmazni, hogy az els6 1épésben optimalizalt

n

|Af]]* = Z?‘ Z m(1))* =) (m;"Fm,)* (18)

i=1 =1

algebrai hiba maradjon a lehet6ségekhez képest kicsi. Még kifejezébb, ha a de-
tektalt pontok és az epipolaris egyenesek tavolsagat, azaz a geometriai hibét
mérjik, vagyis az m; pont és az 1; egyenes illetve az m) pont és 1, egyenes
kozotti tavolsadgot mérjiik és Osszesitjiik:

2( 2 0 (mi1})? - 2,2
Z{d m,. 1) + (1)) = Z{a+b2 e b= out (9

ahol w?(f) = (a?+b?) 71 + (a> +b7) 1. Eszerint a geometriai hibatagokban meg-
jelennek az algebrai hibatagok is [5]. Az Osszegzésben az Osszes rendelkezésre
all6 pontpar hibajanak szerepelnie kell, nem csak azoké, amelyekre a modellt
illesztettiik. Eszerint nem az illesztési hibat, hanem a modell és az Osszes ren-
delkezésre allé adat konzisztencidjat mérjiik.

Parcidlis derivalassal megallapithatd, hogy a megfogalmazott kritériumfiligg-
vényeket sem a fundamentdlis matrix elemeinek, sem az egyenesek homogén ko-
ordinatainak a relativ megvaltozasal nem ugyanolyan mértékben befolydsoljak.
Mivel els6sorban a geometriai hibanak van valédi, gyakorlati jelentésége, ezért
az el6bbi megallapitas szerint nem mérvadd, hogy azonos mértékii relativ meg-
valtozast érjiink el az epipolaris egyenesek koordinataiban vagy a fundamentalis
maétrix elemeiben.

Fontos megjegyezni, hogy a legtébb, komplexebb mddszer is ugy prébalja
iterativan minimalizdlni valamelyik hibamértéket, hogy koézben folyamatosan
kikényszeriti a det F = 0 feltételt [5].

Az eredmény j6ségét a (18) vagy (19) értelemben a H és H' transzformdcick
megviélasztasaval befolyasolhatjuk: megvélaszthatjuk a koordinata-rendszert,
amelybe transzformalva az els6 fazisban meghatarozott F,,;, matrixot, a

IH'~"F i H' ~ Fl| — min, detF =0 (20)
F



300 Bédis-Szomortd Andrés, Dabdczi Tamés

minimalizalasi problémat megoldjuk a 2.. fejezetben leirt, SVD-alapti médszerrel.
Az eredményezett fundamentalis matrixot vissza kell transzformdlni az eredeti
koordinata-rendszerbe F = H'T FH szerint. Ez a transzforméacié a matrix rangjat
nem rontja el, mert H' és H nemszinguldris mdtrixok.

Osszefoglalva, célszerii aszerint normalizalni a rang-kényszer fazisdéban, hogy
a fundamentdlis matrix egyes paraméterei minimalis mértékben moddositsak az
egyenes helyzetét, és ezzel egylitt az els6 fazis céljat, a mar minimalizalt algebrai
hibét, vagy az egyenes eltavolodasat geometriailag jobban kifejezd geometriai
hibdk Gsszegét. Mindezt ahelyett, hogy — Hartley érvelése szerint — az egyenes
homogén koordinatainak azonos mértékii perturbaciéjara torekednénk.

5. Normalizal6 transzformaciok

Az ,,optimdlis” normalizécié meghatdrozasandl azt a Hy és H} homografidt ker-
essiik, amelyekkel az els6 fazisban maximélis mértékben javithaté a probléma
numerikus kondicionaltsiaga, és ezzel egyiitt a sajatvektor-probléma stabilitasa
a pontok koordinatdiban jelentkezd zajra nézve. Keressiik azt a Hy és HS ho-
mografiat is, amelyekkel a masodik fazisban jelentkezd perturbacié hatésa az els6
fazisban minimalizalt algebrai hibat minimalis mértékben noveli. Nem garantélt,
hogy Hy = Hy és H) = HY,, ezért a vizsgdlatokban ésszer(i kiilon kezelni a két
fazist. Ez a két fazis kozott ugy értendd, hogy az els6 fazis végeredményét vis-
szatranszforméljuk az eredeti koordindta-rendszerbe H; és H) felhasznéldsaval,
majd alkalmazzuk a Hy és H) transzformdacidkat (20) szerint.

Az értelemszerli, hogy a transzformacidkat a pontrendszerek jellemzo6ibél
vezetjlik le, de nem kizdrhatd, hogy az optimalis transzformaciok az egyes es-
etekben fiiggenek az epipoldris elrendezéstdl és igy a fundamentalis matrixtol
is.

A keresett {H;, H} transzformdcidk (i = 1,2) alapesetben altaldnos, 8 sz-
abadsagfokd homografidk. Ahogy meg fogjuk mutatni, tetszéleges pontrendszer
els6- és mésodrendli momentuma tetszés szerint befolyasolhaté mar egy affin
transzformécidval is, noha ez nem garancia arra, hogy magasabb fokszamu mod-
ellel nem lehet jobb eredményt elérni. [15] mar az dltaldnos, affin transzformaécio,
valamint az eltolds uténi izotrép skdaladzas kozott sem tapasztalt szamottevo
kiilonbséget az eredményben, ezért elsé vizsgalatainkban mi sem alkalmazunk
az affinndl magasabb szabadsagfoki transzformaciét. A transzformacidkat ezért
a

hi1 hi2 has -1 T i
S™to| (R0 | T —¢t cosa sin o
Ha = |h21 hop hos | = {OT 1] [OT 1] [OT 1 }’ R = [Sina cosa] (21)
0 0 1

alakban keressiik, ahol S = diag(s1, s2) és s1 > so. Beldthatd, hogy tetszbleges
affin transzforméciénak létezik ilyen dekompozicidja [7].

Az 4ltalanos esethez tekintsiik azt az ellipszist, amely egy origd kozéppont,
egységnyi tomegl, egyenletes tomegeloszlasi, egységsugaru korbdl keletkezett a
T = R(«)S transzformécidval. (Az ellipszis mar nem egyenletes tomegeloszlasi.)
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Integréalassal beldthatd, hogy az ellipszis stlypontja is az origéban van, méasod-
rendii momentumainak 2 x 2-es matrixa pedig J°¢ = %RSQRT. Ha J¢ adott,
akkor az ellipszis paraméterei kiolvashatok a J¢ pozitiv szemidefinit matrix J¢ =
U diag(p1, po)UT spektrélfelbontdsdbol, ahol U ortonormélt métrix. det U = 1
és 1 > pg pedig elemi transzformadcidkkal biztosithaté. Ezek utén R(a) = U és
%SZ = diag(p1, p2), vagyis a « kiolvashat6 az R(«) forgatéméatrixbdl, az ellipszis
fétengely-irdnyi megnyildsai pedig s; = /2u; (i = 1,2).

Tekintsiik most a p; = (2;,y;)? pontokbél 4116 pontrendszert (i = 1,2, ...,n).
Ennek els6rendi momemntuma és masodrendi momentumainak métrixa rendre

n

1 - _ Imz ICE 1 N D
Py 2 pi=p = {Izy fyi] =-> i-pmpi-p) (22)

n -
=1

Fizikai szemlélettel I, és I, a stlyponton keresztiilhaladd, az z- illetve y-
tengellyel parhuzamos tengelyekre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékok.
Helyettesitsiik a pontrendszert egy olyan ellipszissel, amit az el6bb targyalt
médon szarmaztatunk egy korbdl, de tomegkozéppontja p, masodrendii mo-
mentumainak matrixa pedig J¢ = J. Az S és R maétrixok J¢-bdl kiolvashatok
az el6bb targyalt médon. Ezt az ellipszist a p sugaru, origé kézépponti korbe
ap=pST'RT(p — p) affin transzformécié viszi. Ugyanezt a transzforméciét
alkalmazva a p; pontokra, a transzformalt p; pontok elsérend{i momentuma az
origd, masodrendii momentumainak matrixa, éL a sulypontra vonatkoztatott
tehetetlenségi nyomaték pedig trace J = p2.

A [7] éltal javasolt (3) transzformécié ennek analdgidjara egy eltolds és egy
izotrép skalazas p = £ (p—p) szerint, vagyis a = 0 és 51 = s = p/r. Ezzel az ek-
vivalens, egyenletes tomegeloszlasi, p origdju, 72 tehetetlenségi nyomatéki kort
az origd kozéppontd, p sugari korbe transzformaljuk, amelynek masodrendii
momentuma p?, hasonléan a transzformalt pontrendszer mésodrend{i momen-
tumahoz. A transzformaciéban r a pontok RMS-tavolsidga a sulyponttol:

r={;§j|pi—p|2} . (23)

K3

A pontrendszer RMS-tdvolsigét az origdtdl [7] V2-re sllitja (az ekvivalens kor
sugara p = /2), mig [9] a pontok &tlagos tavolsagat normalizalja v/2-re, noha
egyik megoldds optimélis volta sem igazolt. Hartley [15] az anizotrép skéldzdst
is vizsgdlja, de a (21) paraméterezést nem haszndlja. Az itt bemutatott, ek-
vivalens ellipszist hasznalé6 maddszer helyett egy Cholesky-dekompozicié alapt
modszerrel hatdrozza meg az affin transzformdciés matrix elemeit. Az altalunk
felirt paraméterezés elénye, hogy az elforgatéds szoge explicit médon megjelenik,
igy kozvetlen, geometriai jelentéssel biré paramétereket hasznalhatunk az idedlis
transzforméciok megkeresésekor, amelyek igy Osszefiiggésbe hozhatok a pont-
felh$ ferdeségének szogével. A keresést a (18) vagy a (19) célfiiggvény mini-
malizalasdval érhetjiik el a transzforméciék paraméterei szerint.

[15] az izotrép és anizotrép skéldzds kozotti elenyészd kiilonbséget egyetlen
esetre igazolja, amelynél a pontfelh alakjardl nincs informécié. Igy nem zarhaté
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ki, hogy més elrendezések vagy a bemeneti pontfelh6k nagyobb mértékii as-
szimetridja esetén szerephez jut az affin normalizal6 transzformécié is. A jovében
ezt is szeretnénk megvizsgalni.

6. (")sszefoglalés

A fundamentdlis métrix kiszamitasa kulcskérdés a szamitégépes ldatasban, és
egyik legalapvet6bb mddszere a 8-pontos algoritmus. Ennek els6 fazisa egy ho-
mogén legkisebb-négyzetes probléma, ami egy sajatérték-sajatvektor problémara
vezethet6 vissza, masodik fazisa pedig egy korrekcid, amellyel a fundamentalis
matrix szingularitdsat kényszeritjiik ki. A masodik fazisban elvégzett korrekcié
tipikusan noveli az elsd fazisban minimalizalt algebrai hibat.

A szakirodalom szerint a 8-pontos algoritmus alapesetben még nagy pontszam
és kis lokalizacios hibdk esetén is meglehetdsen instabil eredményeket ad, ezért
normalizdlé transzformaciok alkalmazasa sziikséges, amelyekkel dtlagosan kisebb
illesztési hibét érhetiink el [15]. Arra, hogy a normalizalt algoritmus miért ad
jobb eredményt, mint a normalizdlatlan véltozat, Hartley [9],[15] adott egy mag-
yarazatot.

Hartley egy olyan kondiciészammal hozza Gsszefliggésbe az els6 fazis kondi-
ciondaltsagat, ami matematikailag egy més tipusd probléma, az inhomogén egyen-
letrendszerek kondiciondltsagat jellemzi. Ezért megmutattuk, hogy a Hartley-féle
kondiciészam helyett a sajatérték-sajatvektor probléma perturbédcidéanalizise mi-
lyen matematikai eszkozoket kindl az els6 fazis numerikus kondiciondltsaganak
jellemzésére. A jovében numerikusan is meg fogjuk vizsgalni az egyes modszerek
alkalmazhatésagi korét bizonyos tipikus geometriai elrendezések mellett.

Emellett ramutattunk arra, hogy a masodik fazis érzékenységének magyara-
zatanal a fundamentalis matrix elemeinek azonos mértéki relativ perturbécidja
helyett célszerli az els6 fazisban minimalizalt algebrai hibdkat vagy az epipolaris
egyenesek elmozduldsat jobban jellemz6 geometriai hibdkat minimalizalni a nor-
malizalé transzformaciok megvalasztasanal. Mivel a két fazisban eltéro cél szerint
is dolgozhatunk, més és mas normalizal6 transzforméaciok lehetnek optimalisak.
Ezért a vizsgalatokban célszer(i lehet az elsé fazisban kapott eredményt vissza-
transzformalni az eredeti koordinata-rendszerbe, majd a mésodik fazis szem-
pontjabdl elényos transzformacioval djra normalizélni.

A jovében arra keressiik a valaszt az itt bemutatott matematikai eszk6zok és
mérési mbdszerek segitségével, hogy bizonyos esetekben és az egyes fazisokban
mennyire és miért ,,j6” a Hartley altal javasolt normalizacié, van-e ennél jobb,
illetve mennyire és hogyan filigg ez az elrendezéstdl.
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