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1. BEVEZETES

Az utébbi harminc évben, a kisérleti €s elméleti fizika mellé, fokozatosan kialakult egy
" harmadik féle megkozelités, a szdmitégépes modellezések tudomdnya. Természetesen a
valésdg megkozelitésének eme hdrom dga egymdssal szoros kapcsolatban dll, €s sokszor nem
is lehet &ket pontosan koriilhatdrolni. A szdmitégépes modellezéseknél gyakran ugyanazt a
modellt haszndljak, amit az elméleti fizikusok dolgoztak ki a valds fizikai rendszer leirdsdra,
és olyan vizsgdlatokat végeznek rajtuk, mint a kisérleti fizikusok a valddi rendszereken. Az
igy nyert eredményeket aztin Osszevetik a kisérleti, illetve elméleti viton nyert eredményekkel
(ha vannak).

A szdmitégépes szimuldcidknak tobb eldnye is van a valédi kisérletekhez képest.
Altaldban egy esemény tanulmdnyozdsa a szdmitdgép segitségével sokkal egyszeriibb, mint
megfeleld kisérleti berendezést épiteni. Sok esetben a megfeleld kisérlet el sem végezhetd,
vagy csak komoly nehézségek drdn. Ezenkiviil a szdmitogép segitségével bizonyos
paramétereket konnyebben kézben lehet tartani, s tanulmdnyozni a rendszer vdlaszat ezen
paraméterek megviltoztatdsdra. Szintén nagy el6ny, hogy az eredmények azonnal késébbi
feldolgozésra alkalmas formdban adédnak.

Természetesen a szamitégépes szimuldcicknak vannak hétranyaik is a valddi
rendszereken végzett kisérletekhez képest, hiszen a vizsgdlatok mégis csak egy modellre
vonatkoznak, amelyek nem irhatjdk le minden tekintetben a valddi rendszert. Ezenkiviil
technikai adottsdgok — szamitdsi sebesség, véges memdria — is hatdrt szabnak e modszer
alkalmazhatdsdgdnak.

A szdmitégépes szimuldciok egyik f6 alkalmazdsi teriilete a rendezetlen rendszerek



_vizsgdlata. Ezek tdbbnyire Monte Carlo médszereken alapuld vizsgdlatok [8], s itt igen jo
eredményeket értek el. Ilyen rendezetlen anyagoknak tekinthet6k a magashOmérsekletl
szupravezetSk is. Ezen tipusd szupravezetSket, 1986-os felfedezésiik utdn €lénk kutatdsoknak
vetették ald, és megdllapitottdk, hogy az dtmeneti, vagy kritikus hdmérséklet kozelében
. perkoldciés tulajdonsdgokat mutatnak. Ez teszi lehetové szdmitogepes modellezésiiket is,
amivel az utébbi években kezdtek el foglalkozni. | |
Diplomamunkidm is ezen magashomérsékletd szupravezet6k —szdmitogepes
modellezésével foglalkozik. Modellként a valédi 6tvozetek tanulmdnyozdsa sordn mdr jol
bevdlt [22], random ellendlldshdlézatokat haszndltuk. Célul tliztiik ki az ilyen irdnyu kutatdsok
alapjainak megismerését, a szupravezetd dtmenet kozelében fellépd kritikus exponensek,
valamint a modell statisztikus fluktudcidinak vizsgdlatdt. A dolgozat elso felében, az irodalmi
dttekintésben, a vizsgdlatok elvégzéséhez szitkséges fogalmak, ismeretek vannak roviden
sszefoglalva. A mdsodik részben az alkalmazott modellek, illetve algoritmusok keriiltek
bemutatdsra. Ezt koveti az eredmények ismertetése és értelmezése. A dolgozatot rovid

osszefoglalds és irodalomjegyz€k zdrja.



2. IRODALMI ATTEKINTES

Diplomamunkdm ezen részében a felhaszndlt elméleti hdtteret, illetve szdmitdsi
mddszereket ismertetem. A magashdmérsékletli szupravezetok .néhainy tulajdonségét leirni
hivatott modell a perkol4ciés elmélet alapjain nyugszik. Ezért, a szupravezetok leglényegesebb
tulajdonsdgainak dttekintése utdn, eldszor a perkoldcids elmélet bemutatdsdra kertil sor. Ezen
elmélet alapjdn a szupravezet§ anyagot egy ellendlldshilézattal fogjuk modellezni. Ennek
fizikai alapjairdl is ebben a fejezetben esik sz6. Ez felveti azt a problémdt, hogy hogyan lehet
egy ilyen hdlézatnak az eredd ellendlldsdt kiszdmitani. Erre kétféle megoldds ismeretes. Az
egyik a Kirqhoff—féle huroktorvényen alapul, mig a mdsik, az tgynevezett Fogelholm-féle
csomdpont elimindciés mddszer, a csomdpontok szdimdnak folyamatos csdkkentésével, de
elektromosan az eredetivel ekvivalens hdlézatok létrehozdsdval jut el az eredd ellendlldshoz.
A Kirchoff-féle mddszerrel kapcsolatban felmeriilt az {gy kapott egyenletrendszer
megold4sdnak problémdja is. Erre numerikus médszerek dllnak a rendelkezésiinkre. A modell
alapvetGen statisztikus tulajdonsdgokkal rendelkezik, ezért a val6sziniiségszdmitds ide tartozé

részeit is felidézziik.

2.1 A szupravezetdk altalanos tulajdonsagai

Szdzadunk elején, 1908-ban, Heike Kamerling Onnes holland fizikusnak sikerilt az

utolsé makacs gdzt, a héliumot cseppfolydsitani [13]. Ezzel egy dj, ismeretlen alacsony

hémérséklettartomany vélt hozzdférhetové, és ez egy sor addig nem sejtett jelenség



felfedezéséhez vezetett. Ezek koziil taldn az egyik legfontosabb a szupravezetés, amelynek
felfedezését szintén Kamerling Onnesnak tulajdonitjdk. A holland tudés a cseppfolyds
héliummal fémek — elGszor higany — hiitését végezte, és megdllapitotta, hogy az abszolut

nullapont kézelében azok elektromos ellendlldsa gyakorlatilag nulldra csokken. (2.1.1. dbra)

Egyes forrdsok [1] azonban beszdmolnak arrdl, hogy a

o | 12 szupravezetés jelensége mdr kordbban is ismeretes volt.
g: ;E 1885-ben két francia fizikus Louis Paul Cailletet €s
8
g oo Bouty, valamint t6lik figgetleniil egy lengyel fizikus,
N Z Z Zygmund Florenty von Wroblewski, kiilénboz0 fémek

vezetGképességét tanulmdnyoztdk az abszolit nulla

a 4 4

Hc’)"mérsé‘kiet 4[K]

2.1.1. 4bra Higany ellenallisa az fokhoz kozeli hdmérsékleten. Ekozben rdjottek arra,

abszoldit homérséklet

fiiggvényében. hogy a homérséklet csokkenésével az ellendllds is

csokken, és -273°C kozelében hirtelen igen alacsony,
nem is mérhetd értékre zuhan.

A fémes elemek fele (nagyon sok Otvozet, vegyiilet és félvezetSk is) egy bizonyos
homérsékletnél — az tigynevezett kritikus hémérsékletnél — fézisitalakuldssal szupravezetd
llapotba megy 4t [15].

A szupravezetés kisérletileg kétféle médon mutathaté ki: [4] 1) Egy kdzdnséges
dramkdrbe szupravezeté anyagot iktatunk be. Amikor a homérséklet csOkkentésének
koszonhetSen megtorténik az dtmenet a szupravezetd dllapotba, a potencidlkiilonbség a
szupravezetd anyag két vége kozott eltlinik. 2) Szupravezetd gylrit rd merbleges mdgneses
térbe helyeznek. Amikor a gylirit a kritikus homérséklet ald hiitik, a mdgneses teret
kikapcsoljak. Ennek eredményeként nemcsokkend elektromos dram indukadlddik a gytrtiben.

Szupravezet dllapotban az egyendrami fajlagos ellendllds nulla, vagy annyira kevéssé



tér el nulldtdl, hogy szupravezet gytirikben megfigyeltek mdr (G. Collins, 1959) olyan
hosszu élettartamu dramokat, amelyek két és fél év utdn is — amikor a kisérletezd végil is
tiirelmét vesztette — vdltozatlan erésséggel folytak. File és Mills a szolenoidban kialakult
szupradramok lecsengését preciziés magmdgnes-rezonancia modszerekkel tanulmdnyoztak.

Arra a kovetkeztetésre jutottak, hogy a lecsengési idd legaldbb 100 000 év [12].

Meissner-effektus

A szupravezetd anyag nem csak arrél ismerszik meg, hogy elektromos ellendlldsa az

abszolut nulla fok kdzelében eltiinik, hanem arrél is, hogy a mdgneses mez6 nem hatol be a

szupravezetd belsejébe. Ez ldthaté a 2.1.2. dbrdn.

Ezt a jelenséget 1933-ban fedezte fel W.
Meissner és R. Ochsenfeld, és azéta —
kissé igazsdgtalanul csak — Meissner-
effektus néven ismeretes. Ha egy mdgneses

térbe  helyezett mintdt leh(itenek, a

szupravezetd dllapotba valé  dtmenet

2.1.2. dbra Allandé kiilsé médgneses térben az
dtalakuldsi homérséklet alatt a mdgneses
indukcié vonalai kiszorulnak a
szupravezet6bol.

pillanatdban a mezd kilokodik a mintdbdl, €s
a mdgneses indukcid a mintdban eltlinik. Azt
mondhatjuk, hogy a szupravezetSknek nulla
a permeabilitdsa: p=0. Azokat az anyagokat, amelyekre u <, diamdgneseknek nevezziik.
Vagyis a szupravezetSk tokéletes diamdgneses anyagok. Sokszor — helytelend]l — azokat az
anyagokat is szupravezetSknek mondjdk, amelyeknél, bdr az elektromos ellendlldsuk eltlinik,

a magneses tér nem szorul ki az anyagbdl. Ilyenkor azonban csak idedlis vezetSkrdl



beszélhetiink.

Kritikus magneses tér, kritikus dramerdsség

Ha a kiilsé mdgneses tér elég erds, akkor a szupravezetd dllapot megsziinik. A
szupravezet§ 4llapotot megsziintetd kiilsd mdgneses tér — hémérséklettol figgd —
kiiszobértékét kritikus térerésségnek nevezziik. Az dtmeneti hémérséklethez H,,(7,,) =0 kritikus
térerGsség tartozik. Ahogy csokken a h&mérséklet, gy nd a kritikus térerdsség,

hozzdvetSlegesen a 2.1.3. dbra szerint.

H.m Ez a gorbe vdlasztja el egymdstol a szupravezets €s a
[+4
T normdl 4llapotokat. Tehdt a gorbe alatti dllapotokban a
minta szupravezetd, folotte pedig normdl dllapotu.
\ Ha kozonséges dramkorbe — szupravezetst
° Tie T .. . . .
helyeziink gy, hogy rajta dram folyjék dt, akkor

2.1.3. dbra A kritikus kiilsé
mégneses térerGsség a homeérseklet

AgTbSbs novelve az dramerdsséget, egy bizonyos kiiszobérteknel
fiiggvényében.

az anyag szupravezetd képessége megsziinik. Az dtfolyo
dram — homérséklettdl fiiggd — kiiszobértékét kritikus dramerdsségnek nevezzik. A kritikus
dram homérsékletfiiggése hasonlé a 2.1.3. dbrdn ldthatd kritikus mdgneses tér

homérsékletfiiggéséhez.

Magas hdmérsékletd szupravezetdk

A kutaték a szupravezetok felfedezése 6ta azon dolgoznak, hogy minél magasabb

kritikus homérsékletet érjenek el. A félvezetSk tipikusan 0,01°K hémérséklet koérnyékén



vdlnak szupravezetGkké. Szdmos fém még az 1°K-nél jéval kisebb homérsékleteken sem
mutat szupravezetést. 1973-ban némi haladdst értek el, és taldltak egy olyan Otvozetet, amely
mér 23°K-nél is szupravezetdvé vdlt [14]. Az igazi nagy ugrdsra azonban 1986-ig kellett
varni. G. Bednorz német és A. Miiller svdjci fizikusok, az IBM ziirichi laboratériumdnak
munkatdrsai olyan, bdrium- és lantdntartalmu réz-oxid-kerdmia anyagra bukkantak, amely mar
hiszen a kutaték nem fémekkel és ezek tvozeteivel valdsitottdk meg ezt a jelenséget, hanem
kerdmiaanyagokkal. Felfedezésiik nyomdn lavinaszerien megindult a kutatds az egész vilagon,
kiilonosen az USA-ban, Japdnban, Kindban, az NSZK-ban és Svdjcban. Sorra fedezték fel az
tjabb és djabb anyagokat. 1987-ben el6dllitottak olyan kerdmidt, amely mdr 102°K-nél
szupravezetévé vdlik [1]. Ez azért is jelentds eredmény, mert ez a minta foly€kony
nitrogénnel is hiithetd, ami sokkal olcsébb, mint a folyékony hélium.

Ezek a kiilonleges, ugynevezett "nagyteljesitmény” kerdmidk, — a félvezetdk €s a
miianyagok utin — a XX. szdzad nyersanyagainak Uj generdcidjt jelentik. Az ij
nyersanyagok kifejlesztésének egyik tttorSje Giinter Petzow. Ezek nemfémes, szervetlen
anyagok, amelyeknek belsG szerkezeti felépitését hosszas kisérletezéssel, anyagtudomdnyi
eljarasokkal bizonyos felhaszndldsi célokra optimalizdljdk, illetve teszik alkalmassd. Ilyenek
pl. a kiilonféle oxidok, nitridek, karbidok, boridok €s ezek keverékei. Igen kevés koziik van
a klasszikus kerdmidkhoz, pl. a porceldnhoz, vagy a tégldhoz. Viszont kitlinnek nagy
szildrdsdgukkal, kopds-, korr6zié- és hddllosdgukkal. A szupravezetd tipusok mellett némely
fajtdjuk még kiilénleges mdgneses, vagy optikai tulajdonsdgokkal is rendelkezik. Ezen
kiilonleges nyersanyagoknak azonban, mint minden kerdmidnak, van egy nagy hdtranyuk:
ridegek, torékenyek. E téren azonban még jelentds javulds vdrhat6, mert eddig még nem

viszgdltdk meg a kiilonféle anyagok sokféle keverékét.

10



A BCS-elmélet

A szupravezetés elméletét 1957-ben dolgozta ki hdrom amerikai fizikus, John Barden,
Leon Cooper €s J. Robert Schrieffer [11]. Munkdssidguk eredménye, neviik kezddbet{iibdl,
BCS-elmélet néven valt ismertté, és nagyvonalakban a kdvetkezGképpen foglalhato ossze. A
szupravezetés nyitja az, hogy a fémekben az elektronok, a Coulomb-taszitds ellenére,
kolcsonds vonzdst mutatnak, amely a szupravezetd dllapotban meghaladja a Coulomb-taszitast.
Ennek eredményeként a vezetési elektronok, igynevezett Cooper-parokka kapcsolddnak Ossze.
Egy ilyen parban résztvevd két elektron ellentétesen irdnyitott spinnel rendelkezik, vagyis a
pér eredd spinje nulla. Ez a nulla spind "részecske” sok tekintetben bozonként viselkedik.

Egy elektron, fémekben valé mozgdsa sordn, deformdlja a pozitiv ionokbdl 4llo
kristdlyrdcsot. Ez a deformdcid, mint egy pozitiv toltési "felhé" veszi korbe az elektront, és
azzal egyiitt mozog. Az elektron, az 6t koriilvevd felhdvel pozitiv toltésl rendszert képez, s
mint ilyen, egy mdsik elektront tud magdhoz vonzani. Vagyis az ionrdcs a kozvetitd szerepét
tolti be, amelynek jelenléte eredményezi az elektronok kozotti vonzist, illetve a Cooper-pdrok
kialakuldsat.

Terrﬁészetesen nem minden elektron alkot Cooper-pdrokat. Minél magasabb a
hémérséklet, anndl nagyobb a normdl elektronok ardnya, s T=T7nél mdr csak normal
elektronok vannak jelen.

A Cooper-parok kialakuldsa médositja a fémek spektrumat. Szupravezet6 dllapotban
egy elektronrendszer gerjesztéséhez legaldbb egy Cooper-pdrt szét kell szakitani. Ehhez
minimum a Cooper-parok kotési energidjanak, E,-nek megfeleld energia sziikséges. Ez az a

minimdlis energia, amit egy szupravezetd elektronrendszer fel tud venni. Ezért a szupravezetd

11



elektronok spektruméban.egy gap figyelhetd meg, amely nagységa a Fermi-szinttdl E,. Ezen
energiagap 1étét kisérletileg is sikeriilt kimutatni.

Tehdt szupravezetd dllapotban a gerjesztett dllapotok egy tiltott sdvval vannak
elvdlasztva az alapéllapottél. Ezért nem lehetséges mindenféle kvantumdtmenet. Az
elektronok megfelelden lassi mozgdsa sordn (amely I-nél kisebb dramnak felel meg) az
elektronrendszer nem gerjeszthet6. Ez az oka annak, hogy az elektronok akaddlytalanul

haladhatnak, mintha az anyagnak nem lenne elektromos ellendlldsa.

Josephson-effektus

Ha két fémet vékony szigeteloréteg vdlaszt el, mely egy potencidlgdtat jelent, a
kvantummechanikai alagtiteffektussal az elektronok az egyik fémbd&l a mdsikba Iéphetnek dt,
ha a réteg elegendden vékony. Zérus potencidlkiilonbség esetén mindkét irdnyd dthaladds
egyenld valdszinliségli. Ha a két fém kozott V potencidlkiilonbség van, az egyik irdnyu

dthaladds megnd, igy a potencidlgdton elektromos dram folyik. (2.1.4. dbra)

Ezt a jelenséget tunnel-
effektusnak nevezik.
Az dram-fesziiltség V=0
karakterisztika linedris,

a tunnel-kontaktus //// %

ellendlldsa tobbek 7 ////
fém oxid fém

kozott a szigeteldréteg 3 1 4 4bra Az energianivok a tunnel-kontaktusndl V=0 illetve
V#0 esetben, valamint az dram-fesziiltség karakterisztika

vastagsdgdtl, a két

fémben az elektrondllapotok siirliségétdl fiigg.

12



Az dram-fesziiltség karakterisztika megvdltozik, ha a tunnel-kontaktus egyik eleme
normdl vezetd, mdsik eleme szupravezet§, és ha T<T. A szupravezetSben a Cooper-
parokbdl 4ll6 kondenzdtum alapdllapota felett A gap van, az lires (gerjesztett) dllapotok csak

E> A energidndl kezdddnek (2.1.5.a dbra).

Ezért V<Ale

a b c
fesziiltségkiilonbségnél E V=0

A evV>A
. gerjesztett
dram nem folyhat a allapotok I+

//j /S v/ P
kontaktuson, mivel a ‘ /”_0

) < ~ I 7 Vo \

normdl fémbdl kilépd L T>T
elektronok  szdmdra szupra- normél szupra- normél

vezets ~ vezets vezet vezetd

nincsen  megengedett 3 1 5 "4hra Tunnel-effektus szupravezetd és normdl fém kozoit
dllapot a
szupravezetSben (T=0esetben). Az dram V,=A/e fesziiltségkiilonbségnél indul, és rohamosan
né a fesziiltségkiilonbség novelésével, mivel egyre tobb normdl fémbeli elektron jut a gapnél
magasabb energidra (2.1.5.b dbra). Az dram-fesziiltség karakterisztikdt a 2.1.5.c dbra mutatja.
Forditott polaritdsndl a helyzet hasonld. Cooper-pdrok a szupravezet6bdl a normdl fémbe nem
mehetnek dt, ott nincs meg a feltétel a Cooper-pirok létezésé¢hez. Ezért el6szor a Cooper-
pérokat kell felbontani, ehhez azonban 2A energia sziikséges, tehdt egy elektronra A energia
esik. Igy szimmetrikus /-V karakterisztika adédik.

Tunnel-effektus 1ép fel két szupravezetd kozott is, melynek az el6bbiektd] eltérd
vondsai is vannak. Két szupravezet6 kontaktuson keresztiil Cooper-pdrok is dtléphetnek. Ez
a Josephson-effektus. Cooper-pdrok tunnel-effektusa csak nagyon vékony (<107 cm)

oxidrétegnél figyelhetd meg. Ilyenkor a kontaktuson zérus potencidlkiilonbségnél is folyhat

dram, tehdt a kontaktus szupravezetGként viselkedik. A Josephson-kontaktus meghatdrozott

13



kritikus drammal (I, rendelkezik. Ha a kontaktuson dtfolyé dram kisebb [I-nél,

fesziiltségkiilonbség nem lép fel.

2.2 A perkolacids elmélet alapjai

A perkoldcids elmélet segitségével rendezetlen rendszerek tulajdonsdgait irhatjuk le,
illetve ezekre szdmszerdi becsléseket tehetiink [16,17]. A probléma legegyszer(ibben a
matematika nyelvén fogalmazhaté meg. Tekintsiink egy periodikus rdcsot. A rdcspontok
kiilon-kiilon véletlenszerien, p valdszinliséggel foglaltak, vagy I-p valdsziniiséggel iiresek.
Egy ilyen rdcsban az egymdssal szomszédos foglalt racspontok halmazat cluster-nek nevezziik.

Egy egyszer(i példa ldthat6 a 2.2.1. dbrdn.

Ahogy a foglalt racspontok koncentrdcidja
ndvekszik, egyre nagyobb é&s nagyobb
clusterek alakulnak ki. A clusterek kozepes
mérete a p valésziniiséggel egyiitt ndvekszik,

és divergdl egy jOol meghatdrozott

kilszobkoncentrdcidndl, amit p -vel jeloliink.

2.2.1. dbra Példa a pont perkoldcidra €s a
legnagyobb clusterre. A @ jeloli a foglalt
ricspontokat, mig a - az lireseket.

Ha a p>p, , akkor létezik egy "végtelen"
méretil cluster, amely barmilyen nagy minta
két 4tellenes oldaldhoz kapcsolddik.

Bdr a problémdt egy igen egyszeri szabdllyal definidltuk, dltaldban mégsem oldhat6
meg egzaktul. A modell érdekes tulajdonsdgokkal rendelkezik, amelyek univerzalitdst

mutatnak, vagyis példdul fliggetlenek a rdcs tipusdtol.
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Annak ellenére, hogy a perkoldcids problémdt geometriai €s statisztikai médszerekkel
frtuk le, mégis szamos helyen alkalmazzdk a fizika kiilonboz6 teriiletein. Torténetileg az elsd
perkoldciés probléma a kémidbol szdrmazik, a polimerek zselésedésével kapcsolatosan, még
a II. Vildghdbordi idejébSl. A polimerek szerkezete dltaldban linedris, de ezek néha
eldgazhatnak. Sok eldgazdssal rendelkezG makromolekuldkbdl kialakulhat egy "végtelen”
hdlézat, amelynek az oldata médr nem lesz folyékony. A puding lehet egy példa erre az
4talakuldsra, vagy mds néven zselésedésre. Egy mdsik példa a tojds fG6zése, amikor a
kezdetben leginkdbb folyékony tojds egyre szildrdabb lesz, ahogy melegitjik. Ezekben az
esetekben a molekuldk mindig ott vannak, de a kémiai kotések kozottik vagy kialakultak,
vagy szétszakadtak. A mi egyszer( rdcsos esetiinket tekintve ez azt jelenti, hogy modositani
kell a perkoldcié lefrdsit. Minden rdcspont foglalt, de a szomszédos rdcspontok kozott
véletlenszeren vagy van kotés (p valoszindiséggel), vagy pedig hidnyzik (I/-p
valésziniiséggel). Most a cluster azon szomszédos pontok halmaza, amelyek kozott kialakultak
a kotések. Ezt a mdsodik féle perkoldcids problémdt kotési-perkoldcionak nevezzik, mig az
els6 esetet, amelyet kordbban definidltunk, pont-perkoldciénak hivjuk. A 2.2.2. dbrdn ldthato

egy egyszer(i példa a kotési perkoldciora.

A torténelmi hdttér ellenére, nem a
zselésedés lefrdsa az az alkalmazdsa a . G_\\_\ ...
perkoldciés elméletnek, amin tesztelni O\ . e .
szoktdk. A fizikusok fG érdeklodése a ' { M
perkoldciés elmélet kapcsin azon (késGbb ) \C":// I
definidland6) kritikus exponensekre irdnyul, 5=

2.2.2. dbra Példa a kotési perkoldcidra és a

amelyek a perkoldcids kiiszob, p, kozvetlen |, gnagyobb clusterre

kozelében lejdtszodo kritikus jelenségekre

15



jellemzdek.

A perkoldcids elmélet taldn egyik legalapvetGbb kérdése, hogy mennyi a p, perkoldcids
kiiszob értéke, vagyis melyik az a p, valdszin{iség, ahol egy végtelen rdcsban egy végtelen
cluster eldszor kialakul. Ez a probléma egzakt matematikai mddszerekkel, a megfeleld
mennyiségek p szerinti, vagy I-p szerinti hatvdnysorba fejtésével, illetve szdmitogeépes
szimuldciéval oldhatd meg. A legegyszeriibb, kett6tdl négydimenzids rdcstipusokra kapott
eredmények az I. tdbldzatban' vannak dsszefoglalva.

I. Tébldzat A perkoldciés kiiszobértékek a  Itt a hdromszog pont-, négyzetes kotési-,
legismertebb racstipusokra.
hdromszog kotési- és a lépesméz kotési-

ﬁécstipus P on& Kotési perkoldcids kiiszobok egzaktak, mig a

I-Iatszég 0.696 0.653 tobbi (dltaldban az utolsé tizedesjegyig
Négyzetes 0.593 0.500 . . 14

Héromszog 0.500 0.347 pontos) numerikus becslés. A tdbldzat
K&bos 0.312 0.249 . et e

bee 0.245 0.178 adatai alapjdn ldthaté, hogy minél tobb
fee 0.198 0.119 L. , ,
d=4 0.197 0.160 szomszédja van egy rdcspontnak, anndl

————————— kisebb a perkoldcids kiiszob.

A tovdbblépés érdekében érdemes bevezetni néhdny Gj mennyiséget. Az elsd a
perkoldcids valészinfiség, amit P,-nel jeldliink, és ami azt mondja meg, hogy a r;icspontok
hdnyad része tartozik a végtelen clusterhez egy végtelen rdcsban, illetve a legnagyobb
clusterhez egy véges rendszerben, ha a minta mérete tart a végtelenhez. Nyilvdnvaléan, azon
p valésziniiségekre, amelyek a kiiszob p, alatt vannak, ez a rész nulla. Ezen mennyiség helyett
tekinthetjiik az S kozepes cluster-méretet is, amit a kdvetkezGképpen hatdrozhatunk meg:

kivdlasztunk egy foglalt rdcspontot, leszdmoljuk, hogy mekkora az a cluster, amelyhez ez a

I A tdbldzatban a bcc rovidités a tércentrdlt kobos, az fcc a laponcentrdlt kobos, a d=4
a négydimenzids hiperkébos rdcsot jelenti.
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pont tartozik, és dtlagolunk az Osszes igy kivdlasztott racspontra. Konnyfi ldtni, hogy ez az
S kdzepes cluster-méret divergdl, ha a p alulrdl kozelit a p, felé, hiszen ha p>p,, akkor mdr
jelen van egy végtelen cluster. Végiil beszélhetiink még, a taldn leggyakrabban el6forduld
mennyiségrol, az dgynevezett korreldcids hosszrdl, amit £-vel jeldlink. Ez ugyanazon
clusteren beliil, véletlenszeriien kivdlasztott két pont tdvolsdgnégyzetének dtlagdbol vont
négyzetgyok. Vagyis a & egy tipikus cluster sugdr, ami szintén divergdl, ha a p-vel alulrél
kozelitjilk meg a kiiszéb p-t.

Ezek utdn felmeriithet a kérdés, hogy hogyan viselkednek az el6bb bevezetett
mennyiségek, P, , S és &, a perkoldcids kiiszob, p, kdzelében? Azt taldltdk, hogy ha p elég

kozel van a p_-hez, akkor ezek a mennyiségek hatvdnyfiiggvények alakjdban irhatdk:

P_~(p-p)t , PP, M
S~p,-p)7T p<p, , @
E~,p)" p<p, . Q)

Ezek az ardnyossdgok asszimptotikusan érvényesek, vagyis ha p—p,.. Ezen ardnyossdgokban
szereplé 8, v és » kitevOket, valamint egyéb mennyiségekre felirhaté ardnyossdgokban
szerepld kitevSket hivjuk kritikus exponenseknek. A modern perkoldcids kutatdsok nagy része
ezen kritikus exponensek tanulmdnyozdsdra irdnyul.

A fentiekhez hasonld kritikus exponenseket behatéan tanulmdnyozzdk a kritikus
jelenségek kapcsdn, amelyek majdnem minden fdzisdtalakulds kozelében feltlinnek. Itt a
kritikus jelenség kifejezés az asszimptotikus tartomdnyra utal, vagyis ha a p-p,
hossziisdg—>oo, id6—>co stb., vagyis arra a tartomdnyra, amelyre a perkoldcids kutatdsok is

koncentrdlédnak. Ezen kritikus exponensek nem mind fiiggetlenek egymdstol. A kozottik 1évo
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kapcsolatokat a skdldzdsi elmélettel meghatdrozhaté skdlatorvények frjdk le. A B, v és »
exponensek értékét a II. tdbldzatban soroltuk fel.

I1. Tbldzat A perkoldcids exponensek Ellentétben az I. tdbldzattal, itt minden
értéke kettd és hdaromdimenzidban,
illetve magasabb dimenzidkra dimenzidhoz csak egy érték van feltiintetve, vagyis
I

Exponens d=2 d=3 dooo ugyanaz az exponens tartozik mindegyik féle

rdcstipushoz. Ennek az univerzitdsnak koszonhetd,

B s 0.4 1 .y . .. .
¥ o 1.8 1 hogy a perkoldciés elmélet kritikus exponenseit
v 4y 09 At A& A Licder : -

“ 13 2.0 3 élénk érdeklddés kiséri. Ez az univerzalitds az

—————— (g ynEvezett Onhasonlé  struktdrdk  (fraktdlok)
tulajdonsdgain alapul.

A kritikus exponensek, illetve a skdlatorvények érvényessége a renormalizdcids csoport
elmélet segitségével is ellendrizhetd, azonban az elmélet ezen aspektusdnak megvildgitdsa
meghaladja e dolgozat kereteit.

Nem csak perkoldciés struktirdkrél, hanem perkoldcids folyamatokrdl is beszélhetiink.
Ekkor egy id6t6l fiiggd jelenséget hozunk kapcsolatba a perkoldciéval. Az egyik
legintenzivebben tanulmanyozott perkoldciés folyamat egy random ellendlldshdlozat
vezetOképességének vizsgdlata. Tételezziik fel, hogy a kotési-perkoldcids képben minden
kotésnek megfelel egy vezetd, mig a hidnyzé kotésnek egy szigeteld (szakadés)®. Elektromos
dram csak a szomszédos vezetdkon keresztiil folyhat. Egy ilyen hdldzattal lehet modelldlni pl.
a valédi fém-szigeteld dtvozeteket, vagy a folyadékok dthatoldsdt pordzus kdzegeken stb. Egy
ilyen random ellendlldshdlozat vezetSképességét jeldljik I-val. Ez nyilvdnval6an nulla, ha

p<p,, és nem nulla, ha p>p,., mivel csak a szomszédos vezetSk végtelen hdl6zatdnak

2 A probléma megfogalmazhaté a pont-perkoldciés kép alapjén is. A foglalt
ricspontoknak feleltethetok meg a vezetOk és az iires rdcspontoknak a szigeteldk.
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jelenléte esetén folyhat d&ram a minta egyik végétdl a mdsikig. Ha a p-vel feliilrdl kozelitjik
meg a p.-t, akkor a kovetkezd ardnyossdgon keresztil egy Uj kritikus exponenst

definidlhatunk:

Z~(p-p)t , p>p, . 4)
Mivel a u kapcsolata a statisztikus eredeti kritikus exponensekkel, mint pl. a §-val és a y-val
nem egészen tisztdzott, ezért mint fiiggetlen kitevd keriilt a II. tdbldzatba.

Ha az elbbi random ellendlldshdlézatban kicseréljiik a vezetket szupravezetOkre
(rovidzdrakra), és a szigeteloket pedig ellendlldsokra, akkor el is érkeztiink a szupravezetd
anyagok tanqlményozészira hgsznélt modellhez’. Ebben az esetben a minta vezetOkepessége
végtelen, ha p > p,, mivel ekkor jelen ;'an egy végtelén szupravezetd cluster. Vagyis a hdlézat
vezetdképessége divergdl, ha a p-vel alulrdl kozelitiink a.p-hez. Az ehhez tartozd kririkus
exponens — amit az irodalomban dltaldban s-sel jelolnek — két dimenzidban egyenld p-vel,

és koriilbeliil 0,75 haromdimenzidban.

2.3 Szupravezetd atmenet a magashdmérsékletl szupravezetékben

Magashémérsékletli szupravezetSknek a Bednortz és Miiller dltal 1986-ban felfedezett
szupravezetd kerdmidkat nevezziik. Ezek a kerdmidk igen rendezetlen anyagok. Atomi
méretekben vizsgdlédva nagyszdmi inhomogenitdst fedezhetiink fel benniik. Ezeknek
kiilonb6z0 okai lehetnek: helyi sztochimetriai eltérések, oxigénhidny, rdcshibdk,

ikerkristdlyok stb. Ezen térbeli rendezetlenségeknek koszonhetGen a minta tgy tekinthetd,

3 Ennek fizikai alapjairl a kovetkezd pontban lesz szo.
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mint véletlenszerien egymdshoz kapcsol6dd, tobbé-kevésbé homogén szemcsék Osszessége.

A magashdmérsékletil szupravezetSkben az dtmenet a normdl vezet6bdl a szupravezeto
dllapotba a kdvetkezd médon irhatd le. [6.] Az dtmenet elsO felében, (ez a magashdmérséklet(
rész) az anyag ellendlldsa leesik, ami annak tulajdonithatd, hogy a szemcsék egy bizonyos T,
hémérsékletnél szupravezetSkké vdlnak. Az dtmenet masodik felében, (alacsony homérsékleti
rész) a szomszédos szupravezet$ szemesék kozott, a Josephson-effektus miatt, a szﬁpraéramok
akaddlytalanul folyhatnak. A mikroszképikus rendezetlenségnek koszénhetSen a szemcsék
kdzdtti szupravezetd-csatolds fiigg a szemcsék hatdraindl 1évé rendezetlenségtol. Vagyis
mindegyik szupravezetd szemcsepirnak megvan a sajdt kritikus homérséklete, T; , amelynél
létrejon kozottiik a szupravezetd dllapot. Ahogy a hdmérsékletet csokkentjiik, a szupravezetd
itmenetek a szemcsék kozott véletlenszerden kiilonbz6 helyeken alakulnak ki. Igy
szupravezetd szigetek jonnek létre kiilonféle méretekben és formdban. Ezen szigetek kozepes
méretét perkoldciés hossznak, (vagy korreldcids hossznak) hivjuk, és &-vel jeloljik a
perkoldciés elmélet nyelvén. Nyilvdnval6an, minél alacsonyabb a homérséklet, anndl nagyobb
lesz a £. Makroszkdpikus szupravezetd dllapotrdl akkor beszélhetiink, ha a £ eléri a minta
méretét. Ez egy bizonyos 7. homérsékletnél kovetkezik be, amely nyilvdn alacsonyabb, mint
T -

Ezek alapjdn, a magashOmérsékletdi szupravezetSkben a szupravezetd dtmenet egy
dtmeneti, vagy mezoszkdpikus skdldn leirhatd egy random ellendlldshdlozat segitségével. Az
itmenet elsd felében, a minta ellendlldsdnak homérsékletfiiggését, R(T)-t, a szemcsék
vezetSképességének homérsékletfiiggése hatdrozza meg, vagyis a hdlézat ellendlldsai. Az
4dtmenet mésodik felében a minta ellendlldsat a szemcsék kozotti dtmenetek hatdrozzak meg.
Ahogy csokkentjiik a hdmérsékletet, egyre tobb ellendllds vélik rovidzdrrd a hédlézatban,

véletlenszerdi helyeken. Ez azt jelenti, hogy a hdldzat szerkezete megvdltozik, €s ez a
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szerkezetbeli vdltozds hatdrozza meg a minta ellendlldsdnak, R(T)-nek a hdmérsékletfliggését.
A rovidzédrak linedris méretének dtlaga egyenld a & perkoldcids hosszal.

Tekintsiik 4t az dtmenet mdsodik felében fellépd spontdn vezetési fluktudcidkat egy
szupravezetG-normdl-vezetd elemeket tartalmazé perkoldcids kép alapjdn. Ekkor a helyzet
sokkal Osszetettebb, mint a klasszikus perkoldcidés problémadndl,. a normél—vezeté elemek
ellendlldsdnak és zajdnak hdmérsékletfiiggése miatt. A tovdbbiakban feltessziik, hogy a zaj
spektruma, S(f,T) 1/f szerint fiigg a frekvencidtol, és ezért a spektrum homérsékletfliggéset
fix frekvencidndl nézzik.

Ahogy a kordbbiakban megillapitottuk, mezoszképikus skdldn, a magashdmérsékletd
‘ szupravezetGket modellezhetjiik egy random ellendlldshdlozattal. Az i-edik ellendllds vezetési

zaja a kovetkezOképpen irhato:

g(O=g(D+AgtD , r@d=r(D+Ar@&T) , r(D=1/gD (5)
és
S,D S, (D ©)
&m D

ahol g(1) illetve ry(r) az i-edik ellendllds -vezetOképessége illetve ellendlldsa az 1d6
fiiggvényében, g,(T) és r,(T) ezek kozépértékei, (idGdtlag) a hOmérséklet fliiggvényei, Ag,(t,T)
illetve Ar,(r,T) a vezetSképesség illetve az ellendllds fluktudcidjdnak pillanatnyi értékei,
valamint S, (f,7) és S,(,T) a megfeleld teljesitményslriség spektrum. A kiilénb6zo

ellendlldsok fluktudcidi egymdstdl fiiggetlenek:
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<AgtDAg(1T>=d,, /_G,.(T)GJ(T) ) N
<Ar(t,DAr(t,D>=5,,/R(DR(D)

és kozépértékiik nulla

<Ag(t,D)>=<Ar(,])>=0 , 8)
ahol G(T) és R,(T) a fluktudcio mértékét jeldlik, §;; pedig a Kronecker-féle delta fliggvény.

Vizsgdljuk most a minta makroszképikus ellendlldsdt, R(T)-t, és zajit, Si(7)-t.

Kézenfekvonek tlinik a kdvetkezd egyszer(sités, hogy az ellendlldsok hdmérsékletfiiggése,
illetve az ellendlldsok zajdnak hémérsékletfiiggése azonos a hdlézat minden ellendlldsdra.
Vagyis:

(M-,  gD-gd ©)
€s

5,00 s(6D 5,0:D s(D

, . 10
g(n &M M

Az dtmenet elsd felében (magas hdmérsékletl rész), a minta ered6 ellendlldsdnak,
R(T)-nek a homérsékletfiiggését a hdlézat elemeinek a homérsékletfiiggése hatdrozza meg.
Ezért a (7)-(10) egyenletek alapjdn az eredd ellendllds és a normalizdlt zaj homérsékletfiiggése

a kovetkezdk szerint frhatok:

R(D~r(T) 1)

S{ED 84D
RXD) r(D

(12)

Az dtmenet mdsodik felében, (alacsony homérsékletl rész) nem csak r(7), hanem a
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hdlézat szerkezete is vdltozik, az ellendlldsok helyett véletlenszer(ien 1étrejovo, egyre tobb
rovidzdr miatt. Ebben a hOmérséklettartomdnyban mind elméleti, mind perkoldcids

hdlézatokra kapott numerikus eredmények szerint:

R(D~r(DK[p(D] (13)
és
SD S(ED S.(£D)
ST R (D] ==K, [p(D] (14)
RYD XD P gD

ahol p(T) a normdl vezetdk (ellendlldsok) ardnydt jelenti (/-p pedig a szupravezets elemekeét),
KR[p(T )] és K,[p(T)] dtmeneti fliggvények, amelyek az anyag ellendlldsdnak, illetve
normalizdlt zajdnak a vdltozdsdt fljaﬂ( le a p fiiggvényében. Ezen fliggvények jol ismert
tulajdonsdga, hogy kozel a T, kritikus hdmérséklethez, p-p, hatvdnyfiiggvényeként irhatok le,

ahol p, (perkolécids kiiszob) p(To)-nek felel meg:

KR[p(T)] ~(p P, i 15
és
KJp(DI-@-p)™ (16)
ahol 5 és «’ skdldzé (kritikus) exponensek.

Abban a specidlis esetben, ha r(T)=konstans illetve S,(f,T)/r’(T)=konstans*(vagyis

a hdldzati elemek ellendlldsdnak, illetve zajdnak homérsékletfiiggése elhanyagolhato) irhatjuk,

hogy:

4 Mivel a hdlézat elemeinek ellendlldsinak (r(7)) illetve zajanak (S,(f,7))
homérsékletfiiggése elég gyenge, ez dltaldban kielégité mértékben teljesiil.
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R(D~K[p(D)] an
és

ST
RX(T)

-KJp(D] (18)

a (13), (14) egyenletek alapjin. Ekkor a (13)-(16) egyenletek alapjin kapjuk, hogy a

normalizdlt zaj a minta ellendlldsdnak hatvdnyfiiggvényeként irhato:

S0
2D gy (19)
RX(T)
ahol az / skdldzdsi exponensre kapjuk:
/
=X (20
s

A (19) egyenletnek a kisérleti ellenGrzésben van nagy szerepe, mivel dltaldban a p értéke
ismeretlen. Ebben az esetben a perkoldcié detektdldsdnak, (/ meghatdrozdsinak) egy
kényelmes médja az R(T) és az Si(f,T) egyiittes mérése.

A fentebb kapott egyenletek érvényességét az utébbi évtizedben behatdan
tanulmdnyoztdk szupravezet6-normdl vezetd elemek perkoldcids problémdjan [18-20]. Ezen
kutatdsok legérdekesebb eredménye, hogy megfelelen kozel a perkoldcids kiiszobhoz, a mért
mennyiségek univerzdlis viselkedést mutattak, vagyis végtelen rendszerekre az s, «’ és /
kritikus exponensek, univerzdlis értéket vesznek fel. Ez azt jelenti, hogy azok a kritikus
exponensek, amelyeket a rendszer térbeli dimenzidszdma €s szerkezete hatdiroz meg, nem
befolydsoljak ezek értékét. Ez a tulajdonsdg a ¢ perkoldcids hossz kritikus viselkedésén

alapul:
E-pp)” - 21)
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A TII. tébldzatban’ az itt bevezetett kritikus exponensek jelenleg elfogadott értékei vannak
feltiintetve egy, kettd, illetve hdrom dimenzids esetekre [5].
III. T4bldzat A kritikus exponensek, illetve a perkoldcids kiiszob 1, 2 és 3 dimenzids

esetekben.
- |

térdimenzié Pe s K 1 v
d=1 0 1 1 1 -
d=2 0.5 1.297+0.07 1.1240.02 0.86+0.02 5
d=3 0.249 0.73040.01 =0.66 =0.9 0.89+0.0

-
A kisérleti eredmények szerint mdsfajta fluktudcidrdl is beszélhetlink, nevezetesen a
szupravezet$ elemek részareinyénak fluktudcidjdrél. Az dtmenet mdsodik felében, kozel a
perkoldcids kiisz6bhoz, a Joséphson—effektus gyenge penufbéciéi is az dtmenetek random ki-
illetve bekapcsoléddsdt eredményezik. Mivel most a rendszer a perkoldcids tartomédnyban van,

a (15) és (17) egyenletek szerint

R(D~p-p) . 22)
Az dtmenetek, (rovidzdrak) random ki- és bekapcsoldddsa egy spontdn fluktudcidt (zajt) jelent,

jeloljiik Ap(t)-vel, és ez az R(T)-ben is zajt fog indukalni:
ARO=E8 8p()-(-p " 8p0-R8p0) @3)
D

A normalizdlt zajteljesitmény ezért a kovetkez6képpen irhato:

<AR*(»)>

2D ~R™#<Ap¥p)> . 249

Ennek megfelelGen a normalizdlt zajspektrum:

5 A tdbldzatban p, értéke kétdimenzidban négyzetes, hdromdimenzidban kobos rdcsra
vonatkozik.
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M~R-2/sg)s ¢D (25)
R*(D) g
ahol S,(f,T) a Ap(t) zaj spektruma.
Abban az esetben, ha a p-zaj hoémérsékletfiiggése gyenge az R?* mennyiség
hémérsékletfiiggésehez keépest, gkkor kapjuk:

5D gy 6)
RX(T)

Vagyis a normalizdlt zaj ebben az esetben is kifejezhetd a makroszképikus ellendllds

hatvanyfiiggvényeként, azonban Osszehasonlitva a (19) egyenlettel, most /-t0l jelentGsen

‘kiillonbozd értékd kritikus exponenst kapunk. (Az s III. tdbldzatban feltiintetett értékét

felhaszndlva, egy dimenzidban -2/s=-2, két dimenziéban -2/s =-1,54 és hirom dimenzidban

-2s=-2,74.)

2.4 Szamitasi eljarasok

Az imént ldtottak szerint a szupravezet$ anyagot egy random ellendlldshdldzattal fogjuk
modellezni. Az dtmenet mdsodik felében a szupravezet$ szemcséknek az egyes csomopontok,
a szemcsék kozotti dtmeneteknek pedig a rovidzdrak illetve az ellendlldsok felelnek meg, attél
fiiggben, hogy a Josephson-effektus dsszekapcsolta-e a szemcséket vagy sem.

Az egyszeriiség kedvéért a hdlzatot ellendlldsok négyzetes hdldjaként vesszik fel,
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ahogy az a 2.4.1. dbran lathatd®.

r A szdmitdsi eljdrds sarkalatos pontja egy
v @ E ilyen, tetszbleges méretli hdlézat eredd
Pl 0
@D lT; ellendlldsdnak kiszdmitisa. E probléma
I
il megolddsdra kétféle modszer ismeretes. Az
H] D'
T . egyik: A Kirchoff-térvények alkalmazdsdval
-
iy
U \E felirjuk a hurokegyenlet-rendszert [21]; a

2.3.1. dbra Példa az ellendlldshdlézatra. masik pedig az Ggynevezett Fogelholm-féle

csomdpont elimindciés médszer [22]. Mindkét médszernek vannak eldnyei €s hdtrdnyai.

Tekintsiik 4t kiilon-kiilon mindkét médszert!

A Kirchoff-féle huroktérvény médszer

Ha, mint ahogy a 2.4.1. dbrdn berajzoituk, felvessziik a hurokdramokat (mindegyiket

azonos irdnyitdssal), akkor a Kirchoff-térvények alkalmazdsdval, (n-1)7 csatolt linedris

egyenletrendszerhez jutunk, amelyek mdtrix alakban dsszefoglalva az

6 Ezt azért tehetjiik meg, mivel a kritikus exponensek értékei nem fliggenek a rdcs
szerkezetétSl. Egyébként végeztek szdmitdsokat mds rdcstipusokra is, €s az eredmény minden
esetben azonos volt.
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Ro Ry - - - Ry, || [y
RIO Il
=" , 27
R, R, I U
vagy roviden:
RI=U 28)

alakban frhaték, ahol I, a j-edik hurokban folyé dram erGssége, az R ellendlldsmatrix

elemeinek a pedig kovetkezd utasitdssal adunk értéket:

az i-edik és a j-edik hurok kozos ellendlldsa, ha i#j;
R={R;} ={ az i-edik hurokban 1évd ellendlldsok 6sszegének
-1 -szerese, hai=j .

Az I oszlopvektor a hurokdramokat foglalja 6ssze, az U oszlopvektor pedig a hurokban 1€vo
fesziiltségforrdsokat; (1évén, hogy fesziiltségforrds csak a f6kérben van, az U oszlopvektornak

csak az utolsé eleme kiilonbozik nulldtél) n pedig a hurkok szdmdt jeloli.

A Gauss-eliminacio

A fenti egyenletrendszer dltaldban csak numerikus modszerekkel oldhaté meg. Erre
4ltaldnosan elterjedt médszer a Gauss-elimindcié. Tekintsiik dt ezt dltaldnos esetben [2].

Vegyiik fel a megoldandg linedris egyenletrendszert a kdvetkezd alakban:
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X *apXt - ta X, =0,
A X ¥apkt - . Tay X =0,

29)
an]xl +an2x2+ e +annxn=an,n+l

A tovdbbiakban feltesszik, hogy a (29) egyenletrendszer egyértelmiien megoldhaté. A Gauss-
elimindcié lényege abban all, hogy a (29) egyenletrendszer egyenleteibélbl, egy egyenlet
kivételével, kikiiszoboljilkk valamelyik ismeretlent. Azutdn kikiiszoboliink egy mdsik
ismeretlent, egy harmadikat és fgy tovdbb. Ennek eredményeképpen eljutunk egy olyan

egyenletrendszerhez, amelynek mdtrixa trianguldris:

b x,+bx,+ . . . +b x, =b

In"n “1n+l

b x,+ . .. +b2nxn=b2

a+l

(30)

b.x =b

an’'n nn+l

amely egyenletrendszer mdr egyszerfien megoldhatd:

X, =b_(bn—l,n-l ——bn-l,nxn) 4 (31)

x1=——(b1,m1—b12x2— co b))
11

feltéve, hogy a b,; , ba, , ... , b,, szdmok egyike sem nulla.

Az az eljdrds, amellyel a (29) egyenletrendszerbdl a (30) egyenletrendszer elGdllitottuk, a
tulajdonképpeni Gauss-eliminécid. Az ebben emlitett ismeretlenek kikiiszobolése a kovetkezd
médon torténik. Tegyiik fel, hogy a (29) egyenletrendszerben a,; 0. Vonjuk ki az i-edik
egyenletbdl az elsd egyenlet
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i (=2, 3, ..., n) 32)

a;,
-szeresét. Ezdltal az
R P Rt R T it TS
., M m, _ M
AppXp*ap3 Xyt - o o *A9p Xy =y py
(1) (1) (1) (0]
Ay Xy +A33 Xy + o o o TA3 X A3,
3242 3343 2n"'n 3,n+1 (33)
1) ) @, _
AyXy tp3 Xyt o L FA,X, =,
egyenletrendszerhez jutunk, ahol
a=a,-1,a, (=2, 3, . ..,n;k=2,3,...,n+]) . &8
Ezutdn, feltéve, hogy a (33) egyenletrendszerben a,,”’ 0, a mdsodik egyenlet
o2
l=— (i=3,4,...,n) 35
9

-szeresét kivonjuk az i-edik egyenletbdl, aminek eredményeképpen a (33) egyenletrendszer

az

A X+ Ky ApgXyt L X, T
1) (¢)) o, _ @
Ay Xy * Ay Xy + o o . +05,X, =055
@, , +aDy @
[0ve X a2 Y (36)
2) @), _ @
Ag3X,+ ... ta, X =4,
egyenletrendszerbe megy dt, ahol
a§>=a,‘;’-zi2a§‘,3 R (i=3,4,...,n; k=3,4,...,n+l) . 37

A fenti eljdrdst n-1 -szer ismételve, a kovetkezd egyenletrendszerhez jutunk:
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auxl+a12x2+a13x§+ /A e /]

1In"n 1n+1
) (O] ) (1)
Ay Xy +ap3 Xzt o o . FAg X, =0y pyy
@) ) @
Ay X+ . .. *a3X =as3,,
33743 3n"n 3,n+1 (38)
(r-1)_ _ (»-1)
App n “nn+l
ahol
G-1)
l—aij =1, 2 1; i=j+l, j+2
i G=1,2,...,n-1; isj+l, j+2,...n)
a; 39)
) i-1 i~1) . . 0
al=a V-1l (esjt1 2, meL; ap=ay)
feltéve, hogy a diagondlis elemek, vagyis a;; , @, , a,” , . . ., a,™" zérustdl kiilénb6zd
szdmok. Bevezetve a (38) egyenletrendszerben a
by=ay " , (=1,2,...,n; k=i, i+1, ..., n+l) (40)

jeldlést, a kivdnt (30) egyenletrendszert kapjuk.

Az eredd ellendllds kiszdmitdsdhoz a (31) szerinti visszahelyettesitéseket nem is kell
elvégezniink, ugyanis az eredd ellendlldst (ebben az esetben) a,,”" fogja szolgdltatni.

Az eredd ellendllds kiszdmitdsdnak ez a‘médszere a perkoldcids hatdrtél tdvol is
haszndlhaté, és szdmitégéppel viszonylag egyszerfien elvégezhet6. Azonban, nagy
memdriaigénye miatt, csak kisebb mintdkra haszndlhat6. Mdsik hdtranya, hogy

hdromdimenzidra csak igen bonyolultan dltaldnosithatd.

A Fogelholm-féle csomépont eliminiciés modszer

Az elektromos dramkorok elméletébdl ismeretes, hogy egy hdldzat belsd csomdpontja
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megsziintethetd, ha j ellendlldsokat iktatunk be azon pontok kozé, amelyekkel az
elimindlandé pont kdzvetlen Osszekottetésben volt. J6l ismert példa erre az Ugynevezett

csillag-delta dtalakitds, amely a 2.4.2. dbrdn lathato.

Ez az eljdrds
altaldnosithatd 3-ndl  tobb

ellendllést tartalmazd

dramkorokre is. Példdul 6tszogre

G = SB10G G..= 820G Gy = 330510
127G ’ 237G ’ £ T Tt c <
Y Y Y a 2.4.3. dbrdn ldthaté az
Gy=Gjo *+ Gz +G3yo
jtalakitds. Ekkor azonban az
R - RioRy Ry - Ry Ryg , - RioRio
12° Ry Ry Ry dtalakitds mdr nem ekvivalens,
41,1, [
Ry Ry Ry Ry abban az értelemben, hogy a

2.3.2. 4bra Csillag-delta atalakitds "deltdbdl” a “csillag” itt mdr
nem dllithaté vissza. Ezt ugyanis
csak akkor tehetjiik meg, ha a két kapcsolds szabad paramétereinek (ellendlldsainak) szdma

megegyezik, vagyis, ha n=n(n-1)/2. Ez pedig csak n=3 estén dll fenn’. Nekiink azonban a

visszaalakitdsra nincs is sziikséglink.

A hdlézat ered§ ellendlldsdnak
% kiszdmitdsa tehdt a kovetkezdképpen
; \ torténik: megsziintetjiik a halézat Osszes
bels6 csomdpontjat. Ha a megsziintetendd

csomdpont, jeloljik Ay-lal, az 4;, 45, . . .,

2.4.3. dbra A ‘"csillag-delta” atalakitds A, pontokkal van kozvetlen dsszekéttetésben

ditaldnos esetben o
& & - - - , & vezetOképességi

7 Az egyenlet n=0 estben is teljesiil, azonban ez nyilvdn nem jelent fizikailag valGs esetet.
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ellendlldsokon keresztiil, akkor eldszor kitoroljiik az A4, pontot €s a g, &2 - - - » &
ellenglldsokat, majd minden szomszédos 4;, A; csomépontpdr kozé beillesztiink uj,

&5 (41)
g,*&t - - - *&,

8~
vezetGképességil ellendlldsokat. Ekkor eléfordqlhat, h_ogy némelyik szomszéd kozott kettds
kotés jon 1étre (ha mér eldzéleg is volt kozottik ellendllds), azonban, nyilvénvaléah ez a két
ellendllds helyettesithetd parhuzamos ereddjikkel. Ezt az eljardst addig ismételjiik, amig csak
két csomépont marad (a termindl pontok) és kozottik egy ellendllds, a hdlézat eredd
ellendlldsa.

Ez a médszer nem hatékony akkor, ha a kotések (ellendlldsok) szdma til nagy, vagyis
a perkoldcids kiiszobtdl tévol, mivel az elimindcio sordn nagyon felszaporodndnak az (j
ellendlldsok, és a szamitdsi idd is jelentésen megnd.

Szdmitégépes megvaldsitdsa azonban szdmos elonyt rejt magédban. Nem kell ugyanis
elore felépiteni az egész hdlézatot, és utdna elimindlni a csomépontokat, hanem ezt a két
1épést felvltva is lehet végezni. Vagyis generdlunk a hdlézatbdl egy oszlopot, (kétdimenzids
esetben)® ez az tgynevezett frontoszlop, és utdna az el6z0 oszlopban 1évd pontokat
eliminéljuk, majd megint generdlunk egy oszlopot, (ez lesz az .L’lj frontoszlop) és a kordbbi
froﬁtoszlopot elimindljuk, és igy tovdbb, amig az egész hdldzatot "étre nem hoztuk". Ez a
szukcessziv eljards azért j6, mivel ekkor a kitorélt csomépontok dltal a tdrban foglalt helyet
fel lehet szabaditani, és igy lényegesen "megnd" a rendelkezésre dll6 memoria. (Hiszen nem

az egész hélézatot kell egyszerre tdrolni, hanem csak két oszlopot.) Igy nagysdgrendekkel

megnovekszik a vizsgdlhaté mintdk mérete.

8 A médszer n dimenzids esetben is miikodik, csak ekkor n-1 dimenzids "sikokat" kell
generdlni, és az el6z5 "sikot" elimindlni.
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A Fogelholm-féle csomdpont elimindcidés mddszer tovdbbi nagy elonye, hogy
mindenféle perkoldcids probléméra konnyen alkalmazhatd, tekintet nélkiil a dimenzidszamra
és a récs tipusdra, ahol a kdtések nagy szdmban hidnyoznak, vagyis a perkoldcids hatdrhoz

kozel.

2.5 Statisztikus mdédszerek

Mint ahogy az el6z5 pontban is utaltunk rd, a hdlézat eredd ellendlldsa statisztikus
ingadozést mutat. Ezért a szdmitogépes modellezéseknél ugyanolyan paraméterekkel tobbszor
generdltunk egy-egy hdlézatot, €s az eredd ellendlldsok 4tlagaval dolgoztunk. Mindvégig
szamtani kozepeket szdmoltunk, az aldbbi Osszefiiggés szerint:

R-1Y R, 42)

i=1
ahol k a vizsgdlt mintdk szdma, R, az i-edik hdlézat eredS ellendlldsa. Az R-k tehdt R koriil
ingadoznak. Az ingadozds mértékét a szérdssal, illetve praktikussdgi okokbdl, a

szérasnégyzettel jellemezhetjiik:

k k
DZ(Ri)=7ch (Rl.—R)2=%E R-R* . 43)
is1 i=1

Erre azért van sziikségiink, mivel a szérdsnégyzet ardnyos a spektrummal, €s a szordsnégyzet,

a feladat jellegébdl adéddan, szdimunkra konnyebben kezelhetd.

DYR)~S ) - (44)

Ugyanis, ha az R; értékek fluktudcidjdt idobeli folyamatként tekintjiik, akkor R az
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k
R=(R(t)),=-llzz R 45)
i=1

alakban adédik, vagyis egyenld az R-k szdmtani kozepével, ahol a ( ), idGbeli dtlagoldst

jelent. Ezt szokds elsOrend(i id6dtlagnak is nevezni. A négyzetes idGdtlag:

. k
<R2(r)>,=%zxf , (46)
i1

pedig ardnyos a teljesitménnyel. Ha az dtlagtél valé eltérés teljesitményére vagyunk

kivancsiak, akkor az Osszteljesitménybol le kell vonni az dtlagteljesitményt:

{(R@&)-RM), Y, =(R*(),-(RO), }* , @7

amely a szérdsnégyzettel egyenld. Az Sg(f) spektrum éppen ezt a teljesitményt adja meg

frekvencia szerinti felbontdsban.

2.6 Lehetséges technikai alkalmazésok

Mint ahogy a 2.3 részben feltettiik, a magashomérsékletl szupravezetOket gy
tekinthetjiik, mintha szupravezetd szemcsékbdl dllndnak, kozottiik nem szupravezetd
rétegekkel [5,23]. Feltessziik még, hogy a szomszédos szupravezet$ szemcséket 6sszekapcsold
Josephson-energia, (E), statisztikusan egy f(E) eloszldsfiiggvénnyel irhaté le. Az f(E)
eloszldsfiiggvény ismeretében a minta dtmeneti tartomdnybeli makro;zképikus viselkedése
szdrmaztathato.

Ugyanis az dtlagtér-elmélet alapjan kimutathatd, [6,7] hogy a szemcsék kozott a
faziscsatolds akkor jon létre, ha
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kT<% , - (48)

ahol k a Boltzman-dllandé, z pedig egy szemcse legkdzelebbi szomszédainak az effektiv

szama.

Tegyik fel, hogy az f(E)

eloszldsfiiggvény a 2.6.1. dbrdn ldthatd

mddon adott, illetve az ennek megfeleld

ST =
T

' ‘ hémérséklettdl fiiggd eloszlasfiiggvény:

2.6.1. dbra Az F(T) eloszldsfiiggvén
y F(DdT=f (%)ﬁikf 1)

Egy adott 7" hdmérsékletnél a fdziszdrt Josephson-dtmenetek szdma (amelyek szupradramot

hordoznak), ardnyos a gorbe alatti teriilettel (7> T -ot véve):
p(D)=B f F(ThAT' | (50)
T

ahol B konstans, és a p(0)=0 feltételbdl hatdrozhaté meg. Ahogy a homérsékiet csokken,
egyre tobb dtmenet valik szupravezetové. A T kritikus hdmérsékletnél a féziszdrt dtmenetek
elérik a minta linedris méretét, vagyis ekkor alakul ki a makroszképikus szupravezetés. A T
kritikus hdmérséklet kapcsolata a perkoldcids elmélet p, kritikus valdsziniiségével a kdvetkezd.
A perkoldcids dtmenet, az itt vdzolt gondolatmenet alapjdn, a hGmérséklet megvaltozdsanak

koszonhetd, vagyis az

R~(p,-pY (51)

Osszefiiggésben szerepld p, a hdmérséklet fiiggvénye:
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p=p(D . (52)

Vagyis

PP - (53)

Mivel p az a val6sziniiség, amely szerint egy adott dtmeneten a Josephson-effektus

miatt szupradram folyik, ezért
T
p,~p(D=B[F(Tdt’ . (54)
TC

Az (51) és (54) egyenletek alapjdn kapjuk, hogy

1-s
_ 1,75 OR (55)
F(D=—R * = .
D sB oT

A OR/3T fiiggvény az R(T) mérésébdl hatirozhaté meg. Mivel az s exponens elég jOl ismert,
ezért az F(T) fiiggvény kisérletileg meghatdrozhato.

Az F(E) (illetve az F(T)) eloszldsfiiggvény ismerete hozzdsegithet minket magasabb
kritikus h&mérsékletek eléréséhez. Hasonlitsuk ossze a 2.6.2. dbrdn ldthaté két

eloszldsfiiggvényt, F,(T)-t és F,(T)-t.

T T~

T

L 4

T T T

c
c

2.6.2 4bra Kiilonbozd eloszldsfiiggvények hatdsa a kritikus homérsékletre

A két fiiggvény dltal leirt anyag viselkedése eléggé eltérs. A perkoldcids kép, illetve a
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figgvények alatti terilletek alapjdn ldthaté, hogy az Fy(T) dltal leirt minta magasabb
hémérsékletnél valik szupravezetdvé, mint az F,(T)-vel jellemezhetd minta. Vagyis az F,(T)-
hez hasonlé eloszldsfiiggvények 1étrehozdsdval magasabb kritikus hGmérsékletet érhetiink el.

A kritikus dramsiriség a magashdmérsékletii szupravezetSkben tobb nagysdgrenddel
kisebb, mint a kozonséges szupravezetSkben. Kiilonosen alacsony a kritikus dramsdriscg a
kritikus hémérséket kozelében. Ez a perkoldciés kép alapjdn egyszerlien magyardzhato, sot
még egy lehetséges megolddst is kindl a problémdra. A perkoldcios kiiszObnél, vagyis T=T.-
nél, csak néhdny it létezik a mintdban, amelyen keresztiil szupradram folyhat. Ahhoz, hogy
megnoveljiik ezen szupravezetS utak szdmdt, egyre tobb Josephson-dtmenetet kel
szupravezetdvé tenni. Vagyis, hogy magas hdmérsékleten is nagyobb kritikus dramstriiséget

érjiink el, az F(T) eloszldsfiiggvénynek élesen csokkennie kell.

Fp 4 A 2.6.3. 4brén ldthat6 F;(T) pl. nagyobb kritikus
dramsiir(iséget eredményez, mint az F,(T) vagy az

F,(T). Altaldban a magasabb kritikus

. - homérséklethez nagyobb (E)-kell, mig a nagyobb
T, T
2.6.3 dbra Nagyobb kritikus aramot Kritikus gramsiriiséghez kisebb D(E)=(E?)-(E)’
eredményezd eloszldsfiiggvény

elérése sziikséges.

2.7 A vezetGképesség szarmaztatasa a diffuziés allandobol

Végezetill érdemes még megemliteni, hogy a vezetSképesség tanulmdnyozdsdra a
perkoldciés elmélet alapjdn egy mdsik ut is kindlkozik. Ez tulajdonképpen a diffuzié

modellezésén alapul.
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A pontperkoldcids képben helyezziink egy részecskét, vagy egy "hangydt” egy foglalt
pontra. A hangya minden lépésben kivalaszt égyet kozvetlen szomszédai koziil. Ha az foglalt,
akkor a hangya 4tlép oda, mig ha ires, akkor a helyén marad. A koévetkezd 1épésben ismét
kivdlasztja az egyik szomszédjét, és odalép, ha az foglalt. Ezt a folyaﬁatot kellGen sokszor
ismételve kapjuk a diffizié modelljét. Ebbdl a modellbdl meghatdrozhaté a D diffizios

dllandd, amibdl a

D=2, (56)

e
Einstein-féle dsszefiiggés alapjdn a p, mozgékonysdg kiszdmithatd. (k a Boltzman dllandd, e
- az elektron t6ltése) A mozgékonysdg a
j=0E (57)
differencidlis Ohm-térvénnyel a kovetkez6 kapcsolatban dll:
o=enp, , (58)

ahol j az drams(irliség vektor, E az elektromos térerdsség, o a fajlagos vezetGképesség, illetve

n az elektronok koncentrdcidja. Vagyis

o=22D | (59)
kT
tehdt
o~D . (60)

Az ilyen, "hangya a labirintusban" jellegl problémdk, kiilonbozd jelenségekkel

kapcsolatban, behatd kutatdsok tdrgydt képezik.
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3. MODELLEK ES SZAMITASI ALGORITMUSOK

A 2.3 pontban emlitettek képezik a fizikai alapjait annak, hogy a magashdmérsékletl
szupravezetd anyagokat-egy ellendlldshdlézattal modellezziik, amelyben véletlenszerden

kivélasztott helyeken az ellendlldsok helyett rovidzdrak szerepelnek. (3.1.a dbra)

a Az algoritmus kritikus pontja egy ilyen

I,
Ty hilézat eredd ellendlldasdnak kiszdmitdsa.

Erre, a 2.4 pontben ldtottak szerint, kétféle

mdédszer is ismeretes, amelyek

megvaldsitdsra is keriiltek. Mivel ez a két

Ue mddszer mind a hdlézat generdldsa, mind a

3.1. dbra Egy 5 X5-0s ellendlldshdlézat (n=5,
p=0,3), illetve az "elemi cella"

hélézat generdldsa, mind pedig az ellendllds
kiszdmitdsa terén erfsen eltér egymdstdl,

elGszor ezen két eljdrds gyakorlati kivitelezésérdl lesz szo.

3.1 A Kirchoff-féle hurokegyenletek mddszere

El6szor a Kirchoff-féle hurokegyenletes mddszer keriilt megvaldsitdsra. Az algoritmus
hdrom lényeges pontbdl 4ll: a hdl6zat generdldsa, az R ellendlldsmatrix felirdsa s végiil Gauss-
elimindcidval az eredd ellendllds kiszdmitdsa. Tekintsiik 4t kiilon-kiilon ezeket a 1épéseket!

A 3.1.a 4bran ldthatd hdlézat a 3.1.b dbrdn lithaté elemekbdl, mint elemi ceildkbdl

lett felépitve. Minden csomdponthoz tartozik egy ilyen elem. Az r,, illetve az r, ellendlldsok
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csak a 0 vagy 1 értékeket vehetik fel, egymdstdl fiiggetleniil. Ezt minden egyes csomdpont
esetében egy véletlenszdm-generdtor segl’tségkéve] hatdrozzuk meg. A véletlenszdmok a 0 és
1 kozotti tartomanyba estek. Ha a generdlt véletlenszam értéke kisebb egy eldre megadott,
rogzitett p szdmndl, akkor az illet6 ellendllds értéke 0, vagyis egyszerfien rovidzdr keril a
helyébe, mig ha a véletlenszdm nagyobb, vagy egyenld p-vel, akkor az ellendllds az 1 érteket
veszi fel. Igy érjiik el azt, hogy a hdlézatban p valdsziniiséggel szerepeljenek a rovidzdrak,
illetve I-p valdszintiséggel az ellendlldsok. Ezzel a mddszerrel, soronként felépitjik az egész
hélézatot. Ezutdn még létre kell hoznunk a hdl6zat f6korhéz vald csatlakozdsi pontjait. Ezt
egyszeriien gy oldottuk meg, hogy az els6 és az utolsé oszlop csomépontjaihoz tartozd r,
ellendlldsokat kinulldztuk (mdr ahol eredetileg nem nulla volt)’. Ezzel létrehoztunk egy, a
3.1.a 4brdn ldthatéhoz hasonlé felépitésii hdldzatot.

Ezutdn kovetkezik az ellendlldsmadtrix felirdsa. Ez, ha a minta linedris mérete n, akkor
egy (n-1)>X (n-1)? -es mdtrixot jelent, illetve a szdmit6gép térkapacitdsanak szempontjdbdl egy
ugyanekkora méretdi (kétdimenziés) tombot. Alkalmazva a Gauss-elimindciét a mi
probléménkra, vagyis a (28)-as egyenletrendszerre, a kovetkezd megdllapitdsokat tehetjiik.
Az egyenletrendszer megoldhaté, hiszen a hdlézat a fokor szempontjdbdl mindig
helyettesithetd eredSjével. Azonban el6fordulhat, hogy egyes mdtrixelemek a fGdtidban nulldk,
amit mi a fenti levezetésben kizartunk. Ilyen eset akkor fordul el3, ha pl. az i-edik hurokban
minden ellendllds helyébe rovidzdr keriil. Ekkor azonban az i-edik hurokban minden ellendllds
helyébe rovidzdr keriil. Ez azt jelenti, hogy az i-edik huroknak semelyik madsik hurokkal nincs
koz0s ellendlldsa, tehét az egész i-edik sor az R mdtrixban nulla, (s mivel az R szimmetrikus

mitrix, ezért az i-edik oszlop is nulla) vagyis a Gauss-eliminacié szempontjdbol ezzel a sorral

9 Bar igazabdl nem szdmitott bele a hdlézatba, de a rend kedvéért az utolsé oszlop (a
kontaktus oszlop) csomépontjaihoz tartozé 7, ellendlldsokat is kinulldztuk, valamint a legalsé
sor r, ellendlldsait is, hasonléképpen.
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semmi teenddnk nincs, léphetiink a kovetkezd sorra. A Gauss-elimindcid elvégzése utdn

kapjuk a kovetkezd egyenletrendszert:

Ryl +Ry I +Rp L+ . . +Ry 1ol 12=0

(1) (1) (1) _
ROI+RG+ . +R)) o, 12=0
(2) e —
R3L+ ... +R)) ok, 1p=0

(61)

REE,"-;;?,,-nJ(n—1>2:U
Az U értéke nem véltozott meg a transzformdcié sordn, mivel minden 1épésben nulldt adtunk
hozzi. Az eredd ellendllds (61) utolsé egyenlete alapjdn éppen R,,, mivel 1, a fokorben folyo
dramot jelenti.

Ha felfrjuk egy, a 3.1.a dbrdn ldthatéhoz hasonld hdl6zatra az ellendlldsmdtrixot, akkor
azonkiviil, hogy ez egy szimmetrikus matrix, még konnyen észrevehetjiik, hogy a f64tlotol
csak +(n-1) elemnyi tdvolsdgon beliil esé elemek kiillénbézhetnek 0-t6l, vagyis az ezen a
sévon kiviil es6 elemek mindegyike nulla. Ezeknek a matrixelemeknek , mivel mdr most
nulldk, a Gauss-elimindcié szempontjdbol nincs szerepiik, tehdt nem is sziikséges tdrolni Oket.
Helyette elég, ha csak a f6atlé +(n-1) szélességl sdvjdt, vagyis (n-1 J2X (2n-1) szdmu elemet
tirolunk. Ezdltal a sziikséges tombméret nem n* szerint nd a minta linedris méretével, hanem

csak n° szerint. Ekkor azonban az j tomb (jeldljiik R™-gal) elemeit 4t kell indexelniink. Az

R és az R* tdombok (mdtrixok) elemei kozotti megfeleltetés:

RU=R; ,

k=j+(n-@i+1)) ,

(62)

vagyis pl. azR tdmb (0,0) indexi eleme az R’ tomb (0,n-1) index( elemének felel meg, vagyis

az R f64tléja az R* n-1-edik oszlopa (mivel az R" indexei is nulldtél kezdGdnek). Az R’ azon
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elemeinek, amelyeknek nincs R-beli megfeleldjiik (pl. az R",, vagy az R, ;),qn.s €lemek), az
értéke nulla. |

A Gauss-elimindcié ezek utdn a (62) transzformécids képlet figyelembevételével, a 2.4
pontban emlitettek szerint egyszertien végrehajthatd. Nézziik meg ezt egy kicsit részletesebben
eldszor az eredeti mdtrixon. Az elimindcié abbdl dll, hogy a f6dtld alatti elemeket
oszloponként kinulldzzuk. Mivel azonban a j-edik oszlopban a j +n-I-edik elem alatt (ha van
ilyen) mar csak nulldk dllnak, ezért nem kell az egész oszlopon végigmenni. Tehdt a (39)

formuldban szerepld /; most:
L=—L  (=0,1,...,m-1 ; isj+l, j+2, ..., minG+n-1m) . (63)

Ezen kiviil, amikor az i-edik egyenletb6l kivonjuk a j-edik egyenlet /;-szeresét, akkor is csak
a j-edik elemtdl kell az j métrixelemeket képezni, mivel a j-edik egyenlet elsd j-I elemét mdr
a kordbbi Iépésekben kinulldztuk, valamint a j-edik egyenlet j +n-I-nél nagyobb index( elemei

(ha vannak) mdr eleve nulldk voltak, tehdt ezekbSl nem kapunk djabb jarulékot. Ezért

REV=RQ-LRD . (k=j, j+1, . . ., minGin-1m) . (64)
Ez lithat6 a 3.2. dbrdn vdzolt folyamatdbrdn.
Itt mdr csak be kell helyettesiteni minden R; helyére a neki megfeleld R’-beli elemet. Ezt a
C nyelvben igen egyszertien, a program elejére irt makréval meg lehet oldani. Ez azt csindlja,
hogy amikor a program az R, értékhez nyil, akkor valdjéban az R, .4z, €lemmel
dolgozik.'

Azzal, hogy az elemek tdroldsdt igy oldottuk meg, nemcsak helyet sikertilt

10 Megtehettiik volna, hogy az egész programban kovetkezetesen az dszes R; helyébe a

megfeleld R’-beli elemet frjuk, 4m igy ezt csak egyszer kellett megtenniink, és a program is
dttekinthetobb maradt.
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input o
(a minta lin. mérete)

I

m=(o-1)°

(a hurkok szima,
a métrix mérete)

j=0
(oszlopindex)

Tn
i=j+1
(sorindex)
l
I
S S—
Ry =0 e init]
R0 IR
In
R::
1= =2
Rjj

R =Ryl

3.2 dbra A Gauss-elimindcié folyamatdbréja

megtakaritanunk (a szﬂ‘kséges
memdriateriilet n negyedik hatvdnya helyett
csak a harmadik hatvdnnyal nd), hanem a
futdsi id6ben is jelentOs javuldst értiink el.
Ugyanis a Gauss-elimindcid, ha az eredeti R
mdtrixra alkalmazzuk, a mdtrix linedris
méretének harmadik hatvdnydval (vagyis n’
nal) ardnyos miivelet elvégzését jelenti, mig
az R'-ra alkalmazva csak n*-nel ardnyos a
Ez 10X10-es

miiveletek szdma. minta

esetén  100-szoros sebességndvekedést
eredményez.

Mivel ugyanazon n és p értékek
mellett generdlt hdldzatoknak az ereddje
dltaldban kilonbozb lesz, ezért a fenti
1épéseket — a hdlézat generdldsa, megolddsa
— a kivédnt szdmban megismételjiik, és az
eredd ellendlldsok dtlagdt, szordsdt, stb.
vizsgdljuk.
tesztelése

Az  algoritmus igen

egyszerien elvégezhetd. Ha ugyanis minden

ellendllds értéke I (kivéve a kontaktus- oszlopokat), akkor a hdlézat ereddje papiron is

konnyen kiszdmolhatd. Lathaté ugyanis, hogy ebben az esetben a fliggdleges ellendlldsoknak

nincs jelentdségiik az ered ellendllds szempontjdbdl, mivel az ugyanazon oszlopban lévo
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csomépontok ekvipotencidlisak, vagyis akdr ossze is kothet6k. Ekkor n db ellendllds van
parhuzamosan kotve, ennek ereddje 1/n, és ez ismétldik n-1-szer, vagyis az egész hdldzat

eredé ellendlldsa (n-1)/n.'' Ez a minden vizsgdlt n-re igaznak bizonyult.

3.2 A Fogelholm-féle csomépont-eliminaciés médszer

Ennek a médszernek a bemutatdsdndl (a 2.4 fejezetben) megjegyeztiik, hogy akkor
alkalmazhat6, ha a perkoldciés hdldzatban a kotések nagy szdmban hidnyoznak. A mi
esetiinkben, a perkoldcids kiiszobhoz kozel, az ellendlldsok jelentds hdnyada helyett
rovidzdrak szerepelnek a halézatban. Mivel azok a pontok, amelyek kozt rovidzdrak vannak,
ekvipotencidlisak, s igy nyilvdnvaléan &sszevonhaték. Ezdltal a megszintetendd
csomépontok,illetve a csomépontokbdl kiindulé ellendlldsok szdma jelentSsen csokken.

A hdlézat generdldsa, és az eredd ellendllds kiszdmitdsa az aldbbi lépésekbdl dll:

1.) A kontaktus csomdpont létrehozdsa.

2.) Egy oszlop létrehozdsa, véletlen kotésekkel a kontaktus-csomépont, illetve egymds
felé. Ezt az oszlopot frontoszlopnak hivjuk.

3.) A kovetkezd oszlop létrehozdsa, véletlen kotésekkel a frontoszlop felé. Ez fogja
4tvenni a frontoszlop szerepét. Azok a csomdpontok, amelyek nem tartoznak sem a
kontaktushoz, sem pedig a frontoszlophoz, azok belsé pontok. A kontaktus és a
frontoszlop kozti hdlézattal elektromosan ekvivalens hdlézatot kapunk, ha a bels6

csomépontokat elimindljuk.

11 A7 ellendrzés kedvéért a hdlézat valamennyi 7, ellendlldsat valdéban ki is cseréltiik
rovidzdrakra, és a fenti dsszefiiggés akkor is teljesiilt.
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4.)  Elimindljuk a belsd pontokat.

A 3-as és 4-es 1épések ismétlésével felépitjiik a kivant hdldzatot.

5.) A frontoszlopot 6sszevonjuk a mdsodik kontaktuspontba.

6.) A maradék csomdpontok megsziintetése. Ezdltal a két kontaktus kozott egyetlen

ellendllds marad vissza (vagy rovidzdr), s ez lesz a hdldzat ered6 ellendlldsa.

Az imént vdzolt lefrdsban a véletlen kotések létrehozdsa azt jelenti, hogy é két povnt kozott egy
véletlenszdm-generdtor segitségével eldontjik, hogy 0 vagy 1 Ohm értéki ellendllds van-e.
(ha a nulla és egy kozé esd véletlenszdm értéke egy rogzitett p szdmndl kisebb, akkor az
ellendllds értéke nulla, kiilonben egy.

A csomépontok elimindldsa két Iépésben torténik. Eldszor Osszevonjuk azokat a
pontokat, amelyek kozdtt rovidzdr van, majd aztdn a maradék csomodpontokat kiiktatjuk,
mikdzben tjabb ellendlldsokat iktatunk be a rendszerbe. Ha ezdltal két pont kozé két ellendllds
keriil, akkor azokat parhuzamos eredéjiikkel helyettesitjiik.

Az egész algoritmus kritikus pontja az adatstruktiira felépitése, vagyis a csomdpontok
és a szomszédaik felé irdnyul6 kotések tdroldsa. Minden csomdponthoz a celldk egy lancolata
tartozik, amely celldk minden informdciot tartalmaznak a csomdpont szomszédjdrdl. A 3.2.1.a
dbrdn egy teszbleges hélézat egy darabja ldthaté. Az ehhez tartozd adatldncolat a 3.2.1.c
dbrdn van feltiintetve, mig a ldc egy celldja, a benne tdrolt informdcié tartalommal a 3.2.1.b
dbrdn keriilt bemutatdsra. Az adatstruktiira ilyen felépitésének kdszonhetSen egy csomdpont
egyik szomszédjénak torlése viszonylag egyszer(ien megvaldsithaté. Ez ugyanis egy cella
kitorlését jelenti a ldncbdl. Pontosabban kettdét, mivel pl. az i és j pontok kozotti
dsszekottetés az i és j pontokhoz tartozd adatldncban is szerepel. Egy cella torlése pedig gy
torténik, hogy az el6zd cella next pointerét (amely a torlendd celldra mutat) étdllitjuk a

lancban utdna kovetkezd celldra (vagy NULL-ta, ha a ldncban az volt az utolsé elem).
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: mutatd, amely az adatok egy ldncolatdra mutat. (A
node [i] lancolat els” elemére.) A lancolat celldk sordbol all.

Minden cella az i-edik csomdpont egy-egy szomszédjdrol
tartalmaz  informdcidkat.

L— nb : a csomépont egyik szomszédjat jeloli
*r :  mutat, amely a csomépont és a szomszéd
kozétti ellenallas értékére mutat.
*next . mutatd, amely az i-edik csomdpont egy masik
szomszédjara  mutat, illetve NULL, ha mar

nincs tobb szomszéd (ldnc vége)

node(i]
l—’ n|1 ' n|2 " n|3
*C“ *Ciz i *Cia
*next L *nextf— l NULL
|

node[ nj, |
L]

*Ci,

*next —»

C

3.2.1. 4bra a) A hdldzat egy részlete b) Az adatldnc egy celldja c) Az a dbrdn ldthato
hdldzathoz tartozé adatldnc-részlet
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Az algoritmus tesztelése ugyanolyan mddon tortént, mint a Kirchoff-mddszer esetében,
vagyis csupa 1 értékd ellendllds esetére visszakaptuk az analitikusan kiszdémolt eredményeket.
(Ezt itt csak n <15 esetre prébdltuk ki, mivel nagyobb méret esetén a sok ellendllds miatt a
futdsi id6 és a tdrigény is jelentSsen megn$) Hdromdimenzids kobos hdldzatra az eredd
ellendllds ebben az esetben (n-1)/n’ szerint adédott.

A Kirchoff-médszert kétdimenziés hdlézatok tanulmdnyozdsdra haszndltuk, mikozben
a p paramétert széles tartomdnyban véltoztattuk. A futdsi idd, és a rendelkezésre 4116 memdria
szempontjdbél a 40x40-es hdlézatok tiintek a legalkalmasabbnak a vizsgdloddsokra. A
hiromdimenzidés mintdk tanulmadnyozdsa a Fogelholm-mddszerrel tortént. Ez azonban csak

a perkoldcids kiiszob kozelében haszndlhatd.
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4. AZ EREDMENYEK ISMERTETESE

Az aldbbiakban, a harmadik fejezetben ismertetett algoritmusok felhaszndldsdval, a
modellbdl nyert eredmények ismertetésére keriill sor. A szdmitégépes programok C
programnyelven lettek megirva, és AT 486-os PC-n, illetve IBM 3090-es szdmitogépeken

lettek futtatva.

4.1 Eredmények kétdimenzids esetekben

Eldszor a hdlézat eredd ellendlldsdnak a p-t6l vald fliggését vizsgdltuk, ahol a p a
racsként vettiik fel, ezért a p, értéke 0,5. Mivel a sziikséges memdria, €s a futdsi 1d6 a hdldzat
linedris méretének novelésével drasztikusan emelkedik, ezért 40X 40-es mintdkat vettiink
alapul. A p paramétert 0-tél, 0,1-es lépésekben noveltiik egészen 0,5-ig. A statisztikus
ingadozdsok csokkentése érdekében p minden értékénél 100-100 mintdt generdltunk (ezek
eredGje R, ), s ezek dtlagait R(p)-vizsgdltuk. Azt taldltuk, hogy az ellendllds a p -p kiilonbség

hatvanyfiiggvényeként vdltozik:
R-pP) (65)
ami nem meglepd, mivel a kisérleti eredmények is ezt bizonyitottdk. Az s kitevot az (65)

ardnyossdg log-log skdldn torténd dbrdzoldsa dtjdn hatdroztuk meg. Mint a 4.1. dbrdn is

l4thatd, a kapott pontokra igen jé kozelitéssel lehet egyenest illeszteni, s ennek az egyenesnek
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a meredeksége adja az s értékét, ami ebben az esetben 1,1-nek adddott.

Ha snek az dltalunk kapott  értékét

Osszehasonlitjuk a 2.3 pont III tdbldzatéban fellelhetd

értékkel, akkor megdllapithatjuk, hogy mi kb. 18 %-kal

log R

kisebb értéket kaptunk.

. ° Az azonban végtelen mintaméretre vonatkozd, a p,

- kozvetlen kozelében érvényes adat, egy 40X40-es

-5 -a

log(Pe-P)
4.1. dbra Az eredd ellendllas halozat pedig kozel sem tekinthet6 végtelennek, s nem

vdltozdsa a rovidzdrak

valészintiségének fiiggvényében is csak a p, kozelében néztiik az ellendlldst. Straley és

Kirkpatrick is hasonlé eredményre jutottak n=>50...100-
as linedris méreti normdl vezetd-szigeteld hdlézatok szdmitdgépes szimuldldsakor [22]. A
mdsik észrevétel, amit tehetiink, hogy p.-nél az ellendllds nem vdlik nulldvd. Ez szintén a
véges mintaméret kdvetkezménye.

Ezzel parhuzamosan a mintdkon vizsgdltuk még az ered6 ellendlldsok statisztikus
ingadozdsait is, pontosabban azok szordsnégyzetének és dtlagnégyzetéknek a hdnyadosdt (ez,
mint a 2.6 pontban lattuk ardnyos a spektrummal). Azt taldltuk, hogy ez a mennyiség az R(p)

. hatvényfﬁggvényének alakjdban vdltozik:
(ARY) P (66)
R?
Ezt, szintén log-log skdldn dbrdzolva, a 4.2. dbrdn ldthatjuk. A pontokra illesztett egyenes
meredeksége adja a -/ -et, ami jelen esetben 1,61-nek adédott. Az, hogy az / értéke a IIL.
tdbldzatban szerepld értékt6l kiilonbozik, a 2.3 pontban emltett (19) és (26) Osszefiiggésekkel
leirt fluktudcidknak koszonhetS. Az [ kitevd a mérési adatok szerint is széles tartomdnyban

valtozott [24,25]. Mindkét esetben a hatvidnyfiiggvény szerinti skdldzddds egyértelmiien

50



megdllapithatd.

Madsodik 1épésben az dtmeneti tartomdnyt
vizsgdltuk meg kozelebbrdl. Ez azt jelenti, hogy
(még mindig 40X 40-es mintdndl maradva) a p-t
0,4 és 0,5 kozott vdltoztattuk, 0,05-6s 1épésekben.
Ahogy a p-vel kozelitink a p.-hez, a statisztikus

ingadozds egyre jelentékenyebbé vélik. Ezért most

2
log —*2"< A:‘ )

S3.s s

)

logR

4.2. dbra A normalizdlt fluktudcié az

eredd ellendllds fuggvényében

minden p-hez 1000 mintdt generdltunk. Az

eredmények ebben az esetben is hatvdnyfiiggvény szerint véltoztak, hasonléan mint a 4.1.,

illetve a 4.2. 4brdn ldthatd esetben. Az s kitevot.ebben a tartomdnyban 1,12-nek taldltuk, mig

az [-re 1,53 adddott.

Annak igazoldsdra, hogy a fent emlitett kitevOkre kapott eredmények valéban a kis

mintaméret miatt térnek el az elméleti tton nyert (és kisérletileg is aldtimasztott) értékektdl,

elvégeztiik az dtmeneti tartomdnyra vonatkozd vizsgdlatokat n=20, 30, 50 és 70 linedris

mérettel rendelkez6 mintdkra is.

=]

a. .01 0 02 0.03 0 04 0 0%

i/n

o

@ 81 0.02 0 03 g.04 0.05

1/n

4.3. dbra Az s fiiggése a mintamérettdl.

4.4. dbra Az [ fiiggése a mintamérettdl

(Ezekben az esetekben 0,1-es 1épésekben vdltoztattuk a p-t, és csak 100 mintdt generdltunk

51



minden p-hez.) Az s kitevd vdltozdsa a mintaméret fiiggvényében a 4.3. dbrdn ldthatd.
Pontosabban az s az //n fiiggvényeként lett dbrdzolva, s igy leolvashatd, hogy végtelen
mintaméret esetén ({//n—0) az 5 1,3 korili értéket vesz fel, megegyezésben a tapasztalattal.
Hasonléan, az [ véltozdsdt a mintaméret reciprokdval, a 4.4. dbrdn ldthatjuk. Leolvashatd,

hogy végtelen mintaméretre extrapoldlva, az / értéke koriilbeliil 2.

4.2 Az anizotrépia vizsgalata

Ezek utdn megprébdltunk anizotrépidt vinni a rendszerbe. Ez azt jelenti, hogy
megvizsgdltuk, hogyan vdltoznak a kitevok, ha a vizszintes és fiiggbleges irdnyban 1évé
ellendlldsok értéke kiilonbozik. A vizszintes és a fiigglleges ellendlldsokat kiilon-kiilon
vdltoztattuk meg. A szdmitdsokat most is 40X40-es mintdkra végeztiik el, a perkoldcids
kiiszob kozelében, vagyis a p-t 0,4 és 0,5 kozott véltoztattuk. Minden esetben 100 mintdt
generdltunk. Az eredmények a IV. tdbldzatban vannak Gsszefoglalva.

IV. Tdbliazat A kitevok fliggése a  Ezek szerint a fliggbleges irdnyd ellendlldsok

hdlézat ellendlldsaitdl
——————— cgVAltoztatdsdnak. volt nagyobb szerepe a kitevok

S 1 . . P
megvdltozdsdban. Az ilyen jellegii anizotrépia s értékét

r,.=1 r,=2 1.08 1,38 . L, . . .
=1 r,=10 L13 121 viszonylag kevéssé, mig az /-et jelentdsen befolydsolta.

=1 r,=2 1.03 1.56 . ‘ )

=1 r,=10 0.95 1.78 Ezek a helyzetek kills6 hatdsoknak kitett
szupravezetGket modellezhetnek, ugyanis pl. kiilsd
miégneses tér (a Meissner-effektus révén) befolydsolhatja

a kiilonboz0 irdnyokba es6 vezetOképességet.

Ezekkel a vizsgdlatokkal tulajdonképpen ki is meritettik a Kirchoff-mddszer
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haszndlatdban rejlo lehetdségeket. A véges memdriakapacitds miatt a mintaméretet
szdmottevéen mdr nem lehet hévelni, ez pedig elengedhetetlen lenne a megbizhatébb
eredmények elérése érdekében. Az ezutdn kdvetkezd esetekben mdr a Fogelholm-mddszert
haszndltuk fel.

Ugyan a mintaméretet ezzel a mddszerrel sem sikeriilt jelentdsen megndvelniink,
ellenben lehetdségiink nyilott hdromdimenzids mintdk tanulménybzéséra. Ezt mdr tényleg csak
a perkoldcids kiiszob kozelében sikeriilt megtenniink, ugyanis, mint kordbban emlitettiik, ez
a modszer csak akkor haszndlhatd, ha a perkoldciés hdlézatbdl a kotések viszonylag nagy

szdmban hidnyoznak.

4.3 Eredmények haromdimenzids esetekben

A hdlézatot egyszerd kobos rdcsban vettiik fel. Ebben az esetben a perkoldcios kiiszob
értéke p,=0,249 . A vizsgdlatokat JO0X 10X 10-es mintaméretre végeztiik el (csak ennyi fért
el a memdridban), mikozben a p-vel 0,23-t6]1 0,001-es lépésekben kozelitettiik meg a p,-t.
Minden p-re 100 mintdt generdltunk. Az eredmények a 4.5., illetve a 4.6. dbrdn ldthatéak.Az

s értékére ebben az esetben 0,31 , mig az l-re 2,1 adédott.
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4.5. dbra Az eredd ellendllds a révidzdrak

valdszinf(iségének

fliggvényében

skdldn) hdromdimenzids esetben

A kitevék értékének valtozasa a minta méretének fiiggvényében itt is hasonléan adédik, mint

a kétdimenzids esetre.

(log-log
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4.6. dbra A normalizdlt szérdsnégyzet az
ered6 ellendllds fliggvényében (log-log

skdldn), hdromdimenzids esetben




5. OSSZEFOGLALAS

A dolgozat elején célul tliztik ki a magash6mérsékletd szupravezetd anyagok
modellezését a perkolacids elmélet alapjdn, illetve az elméletben szerepld skdldzasi (kritikus)
exponensek meghatdrozdsdt, és viselkedésének tanulmdnyozdsat kﬁ16n5626 koriillmények
kozott. Kisérleti tapasztalatok (és elméleti kutatdsok) alapjdn, a szupravezetd anyagot random
ellendlldshdlézattal modelleztiik, vagyis a minta ellendlldsit a hdlézat eredd ellendlldsdval
azonositottuk. Ezen ellenallashdl6zat — csakiigy, mint a valédi szupravezet6k — perkoldcios
tulajdonsdgokkal rendelkezik, vagyis a perkoldcids kiiszob kozelében az eredd ellendlldsa,
illetve a vezetési zaja hatvanyfiiggvény szerint véltozik. Ezen hatvanyfliggvényekben szerepld
kitevSk tanulményozdsa, illetve a kisérleti adatokkal valé egybevetése volt a f6 feladatunk.

A modell random ellendlldshdlézat viselkedését tanulményoztuk a perkoldcids kiiszob
kozelében, szamitégép segitségével. A szdmitégépes modellek Monte Carlo mddszeren
alapultak. A hdlézat generdldsira €s az eredo ellendllds kiszdmitdsdra kétféle eljdrdst
hasznaltunk fel, amelyeket kordbban mdr a normdl vezetd-szigetel6 hélozatokra nagy sikerrel
alkalmaztak. kE}ésZ(’)r az egyszer(ibb Kirchoff-féle huroktdrvény-maodszert valésitottuk meg,
ahol a csatolt linééris égyenletrendszert egy optimalizdlt Gauss-elimindcidval oldottuk meg,
illetve adédott az eredd ellendllds. Ezt kovetden tértiink rd a Fogelholm-féle csomdpont
elimindciés médszerre. Itt a hdldzat elektromosan ekvivalens dtalakitdsainak sorozatdval
jutottunk el az ered6 ellendlldshoz.

A modellbdl nyert eredmények — a véges mintaméret figyelembevételével — jol
Kkozelitették a kisérleti titon taldlt eredményeket. Az anizotrp esetre vonatkozd vizsgdlatok

azt mutattdk, hogy az s kitevd viszonylag kevéssé volt érzékeny az ilyen effektusokra, mig
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az [ erGsen fiiggott az anizotrépia mértékétdl. Ezeket érdemes lenne mérésekkel is ellendrizni.
Az eredmények megbizhatGsdgdban tovédbbi javulds érhetS el, ha a minta méretét sikeriilne
megnovelni. Erre a Fogelholm-mddszer esetében kindlkozik lehetdség, ha a kitorolt celldk
iltal felszabadulé helyet djra felhaszndhatéva tessziik. Egy mdsik lehet6ség a tovdbblépésre
a 2.7 pontban vézolt mddszer, vagyis a vezetOképesség megkozelitése a diffiizids dllanddn

keresztiil.
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