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1. Bevezetés

A fizikai rendszerek vizsgalatanal szilkségszeriien fellépnek bizonyos véletlen jelenségek,
zajok. Véletlenszer( jelenségeknek tekintjik azon folyamatokat, melyeknek jovébeli viselkedését
nem tudjuk egyértelmien megjosolni. A véletlenszerliség magyarézatéra alapvetben kétféle
megkozelités terjedt el: a hagyomanyos értelmezés szerint nem valodi véletlenszerliségrél van szo,
csupan a rendszer makodésének leirasat lehetetlenné teszi a rendszert jellemz0 egyenletek
megoldhatatlansaga vagy a szlkséges ismeretek hianya; mig a XX. szazad elejétdl elterjedt az az
elképzelés, mely szerint bizonyos folyamatok viselkedését nem ok-okozati Osszefliggések
hatarozzdk meg, azaz a veéletlenszeri jelenségek egy részének hatterében nem is létezik
torvényszerliség vagy kivalté ok. Az elébbi felfogas szellemét jellemzi Laplace egyik allitasa, mely
szerint a megfelelé egyenletek és kezdeti feltételek birtokaban elvileg minden elére kiszdmithatd,
mivel minden eseménynek létezik kivaltd oka, és létezik az okozat létrejottének torvényszerlisége is
[1]. Az utobbi szemlélet a kvantummechanika terjedésével kezdett tért hoditani; a vele szemben
tamasztott ellenérzéseket érzékelteti Einstein, Podolsky és Rosen 'Can Quantum-Mechanical
Description of Reality Be Considered Complete?” cimii cikke [2], melyben a szerzék amellett
érvelnek, hogy a kvantummechanika mogott is kell lennie egy teljes, determinisztikus elméletnek. Az
ezzel kapcsolatos vitat John S Bell dontotte el [3]; az altala felallitott egyenl6tlenség kisérleti
vizsgalata nyoman igazolast nyert, hogy ilyen determinisztikus elmélet nem létezik. Ezzel a mérleg a

nem-kauzalis elképzelés javéara billent.

E véletlenszer( jelenségek a megfigyelé szaméra legtdbbszdr mint zajok jelennek meg. A
zajokat altalaban karos, zavar6 tényezéknek tekintjlk, melyek a mérések hibajat ndvelik; ennélfogva
igyekszunk t6luk megszabadulni, vagy legalabbis minimalisra csokkenteni a hatasukat. Kezdetben
ez a torekvés indokolta a zajok behatobb tanulmanyozasat. Késébb felismerték, hogy a zaj is a

vizsgalt rendszer sajatja, igy elemzésével magardl a rendszerrél nyerhetlnk informaciét. Az



informacidszerzés ezen valfaja kulondsen akkor kerdl elétérbe, amikor nincs lehetéség arra, hogy a
vizsgalt rendszert a mérés érdekében gerjesszik, mert ekkor beavatkoznank a rendszer
miikodésébe, vagy magat a rendszert is megvaltoztatnank. Példaként az atomreaktorokban zajl6
folyamatok fluktuacidinak neutrondetektorokkal torténd megfigyelését, vagy az integralt &ramkorok

megbizhatdsaganak vizsgalatat emlithetjlk.

A zajok kutatdsanak viszonylag uj részterllete a sztochasztikus rezonancia vizsgalata.
Sztochasztikus rezonancia alatt azt a jelenséget értjiik, amelynek soran bizonyos rendszerekben a
jelatvitel zaj hozzéadasaval javithatd. Ez pontosabban azt jelenti, hogy a jelatvitel j6sagat jellemzé
Jjel/zaj-viszony a rendszerbe adott zaj nagysaganak flggvényében maximumot mutat, azaz az
optimalis jelatvitel nem zaj nélkul kovetkezik be (ahogy ezt elsd latasra varnank), hanem adott

mennyiségu zaj jelenléte esetén.

A sztochasztikus rezonanciat a legtobb esetben fehérzaj esetére vizsgaltdk, az utdbbi
id0ben azonban egyre nagyobb érdekl6édés kiséri az ugynevezett szines zajokkal torténd
gerjesztéseket. Nozaki és Yamamoto példaul a FitzHugh-Nagumo-féle neuronmodellben hason-
litottak dssze a fehérzaj és kilonb6zé szines zajok hatasat [4], és azt tapasztalték, hogy szines
zajok esetén kisebb zajszorés is elegendd volt a rezonancia eléréséhez. Mi a fehérzaj és a szines
zajok Osszehasonlitasat egy kettds potencialvolgyben mozg6 részecske, az ugynevezett bistabil
rendszer numerikus modellezésével tanulmanyoztuk; az altalunk alkalmazott szines zajok az

eddigieknél lényegesen szélesebb skalan mozoghattak.

E dolgozat célja tehat az, hogy bemutassa a bistabil rendszerben fellépd sztochasztikus
rezonancia jellemzd paramétereinek (Ugymint a rezonanciahoz szikséges zajszoras, illetve a
rezonanciaesetben tapasztalhaté jel/zaj-viszony) a rendszerhez adott zaj tipusatol valé fliggését.
Ehhez el6szor tisztazzuk a sztochasztikus rezonancia leirasahoz sziikséges alapvetd fogalmakat,

majd kitérlink a modellezés részleteire, végul bemutatjuk a modellezés soran kapott eredményeket.



2. Elméleti attekintés

2.1. Valésziniliségszamitasi alapfogalmak
A véletlen folyamatok leirasanal a fizikai mennyiségeknek valdsziniiségi valtozok felelnek
meg. Tekintslk most roviden at ezen valdszinliségi valtozok bevezetéséhez szikséges fogalmakat,

a valoszinlségi valtozok tulajdonsagait, a velik kapcsolatos néhany numerikus jellemzét.

A véletlen kisérlet lehetséges kimeneteleit elemi eseményeknek nevezzik (jelik: w). Az
0sszes lehetséges elemi esemény halmaza az eseménytér, jele: Q (Q:={wi}). Az eseménytérre itt
nem részletezett algebrai struktlrat illesztve a Kolmogorov-féle valosziniiségi mezéhéz jutunk. A
valoszinlségi mezén eseménynek nevezzik az eseménytér egy részhalmazat. Az esemény

valoszintiségét P-vel jel6ljuk, argumentumaban az esemény szerepel.

Valosziniségi valtozo az a &: Q—R leképezés, amely mérhetd a valosziniiségi mezdn
(mértékelméleti értelemben véve). Ertékkészletiik alapjan diszkrét és folytonos valészinliségi

valtozokat kulonboztetiink meg.

Diszkrétnek nevezzik azt a valészin(iségi valtozét, amelynek az értékkészlete legfeljebb
megszamlalhatéan végtelen. A diszkrét valoszinliségi valtozét legpontosabban ugy tudjuk
jellemezni, hogy megadjuk lehetséges értékeit és azt, hogy ezeket az értékeket milyen
valoszinliséggel veszi fel, azaz az xx értékeket és a pk:=P({w: &(w)=x«}) valdszinliségeket ({w:
E(w)=x«x} azt az eseményt jelenti, hogy a & valdszinlségi valtozd az xk értéket veszi fel). A px

valoszinlsegekre igaz a kovetkezd 0sszefliggés:

;pk =1 (2.)

ha a k index végigfutia & teljes értékkeszletét. A valdszinliségi valtozordl maximalis informaciot

hordoz az F(x) eloszlasfiiggvény:



F(x):= P({o: & (@) < x}). (2.2)

Az eloszlasfliggvény megadja, hogy egy valdszinliségi valtozd milyen val6szinliséggel marad egy
adott korlat (x) alatt; segitségével azt is kiszamithatjuk, hogy egy & valdszinliségi valtozd értéke

milyen val6szinliséggel esik egy tetszéleges [a, b) intervallumba:

Plw:a<é(w)<b})=Pw:{(w)<bi\{w:é(w)<a}) =
=P({w:§(0) <b}) - P({o:5(w) <a}) = F(b)—F(a)

ahol a\ jel a halmazok kdzti kilénbségképzést jeldli.

A valosziniiségi valtozordl kevésbé pontos informéciot szolgaltat a varhatd érték, melynek

definicioja diszkrét esetben:

E():= gpk X, (2.4)

Folytonos valésziniiségi valtozorol beszéllink abban az esetben, ha létezik olyan f: [ —0

flggvény, amelyre teljestl, hogy
Fe)= [ f(oydt, (2.5)

ahol F(x) az eloszlasfliggvény. Az f fuggvényt a valdszinlségi valtozd sdriiségfiiggvenyének
nevezzik. A siriiségfiggvény segitségével is megadhatd, mekkora valosziniiséggel esik egy &

val6szinliségi valtozo értéke egy [a, b) intervallumba:
P({w:a < &) <b}) = F(b)-F(a) = [ f(x)dx— [ f(x)dx=[ f(x)dx. (2.6)

Folytonos valosziniiségi valtozéra is megadhaté a varhaté érték:

0

E(€):= [x- f(x)dx, 2.7)

—00
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feltéve, hogy lel f (x)dx konvergens.

A varhat6 érték megadja azt a szintet, amely korul a mért értékek ingadoznak, nem ad
azonban szdmot magérdl az ingadozas nagysagarol. Erre vezetjlik be a szorast, melynek definicioja

mind diszkrét, mind folytonos valésziniiségi valtozéra:

D(E):=JE([E- E(E)T), (28)
azaz a varhato értéktdl valo eltérés négyzetének varhato értékébdl vont négyzetgyok.

A &1,E2,...,En valbszinliségi valtozokat (teljesen) fliggetleneknek nevezziik, ha
P(V{o:é(@)<x ) =]Pw: (@) <x}), (2.9)
i=1 i=1

azaz annak az eseménynek a valoszinlsége, hogy a valdszinliségi valtozok egyidében a rajuk
jellemzd korlat alatt maradnak, megegyezik az egyedi valdszinliségek (az adott valtoz6 az adott

korlat alatt marad) szorzataval.

Ha tobb valdszinliségi valtozonk van, ezek 6sszegének varhato értékére igaz a kovetkezd

osszeflggeés:

E(Z E)=DE(&). (210)

i=1

Ha a valosziniiségi valtozdink flggetlenek, dsszeguk szorasnégyzete a kovetkezképpen viselkedik:

Dz(Zﬁ' )=2.D(&). (2:11)

i=1
A fizikai mérések soran fellepd véletlen jelenségekben az elemi események az egyes

mérések, a valoszinliségi valtozé az ingadozo fizikai mennyiség. A varhaté érték a fizikai mennyiség

atlagértékét, a szoras az ingadozast adja meg. Ha a mérés példaul digitalis uton torténik,



kézenfekvonek tlnik, hogy a fizikai mennyiséget diszkrét valésziniségi valtozonak tekintsuk, de
mivel a mérémiszerek pontatlansaga hatart szab a mérési adatok értékeinek, sziikseg van a

folytonos eset kezelésére is.

2.2. Véletlen folyamatok id6beli tulajdonsagainak leirasa

Fizikai mérések soran a véletlen folyamatok tulajdonsagai valtozhatnak az idében. Ezért
szilkséges, hogy a tovabbiakban a valosziniségi valtozokat idéfliggéeknek tekintstk. Az eddig
bevezetett mennyiségekben az idd mint Uj paraméter jelenik meg, példaul a srliségfuggveny alakja
f(x, t) lesz. Az id6 bevezetése Uj mennyiségek definialasat teszi lehetévé. Képezhetjlik példaul az
idbbeli  kbzépértéket, amelyet egy véletlenszerlien ingadozd feszlltségnek megfeleldé U(t)
val6szinlségi valtoz6 esetében méréssel ugy kaphatunk meg, hogy a mérés T idejére képezzilk az
U(t) jel atlagertéket:

1 T

U@); =5 |Udr. (2.12)

T

T—oo0 hatératmenetben kapjuk az (U (1)) idGatlagot:

A
Wr=1lim5 [u@yar. (2.1%)

Ha az E(U) varhaté érték id6fliggd, akkor altalaban az idéatlag nem egyezik meg a varhatd
értekkel. Ahhoz, hogy az idébeli és a sokasagra vonatkozd atlagok megegyezzenek, a statisztikai
jellemzdknek idéfliggetlennek kell lennilik. Azon folyamatokat, melyekre ez a feltétel teljesill,
Stacionériusnak nevezzilk. A stacionaritdas 6nmagaban szilkséges, de nem elégséges feltétele a
kétféle atlagérték egyezésének. Létezik a stacionarius folyamatoknak egy olyan osztalya, amelyre

mar teljestl a kétféle atlag ekvivalenciaja; ezeket a folyamatokat ergodikusnak nevezzik.



A tovabbiakban bevezetink néhany mennyiséget, amelyek a sztochasztikus folyamatok
idObeli tulajdonsagait irjak le. Elsékeént az x(t) sztochasztikus jel (id6fliggd valdszinlségi valtozo)

autokorrelacié-fiiggvényét definialjuk:

R_(t,t+17):= E(x(t)-x(t + 7). (2.14)

Az autokorrelacio-fuggvény azt jellemzi, hogy a jel T ideji eltolds esetén mennyire ,hasonlit’
onmagara. Ha egy jel esetén a t+t ideji értékek flggetlenek attdl, hogy a jel milyen értéket vett fel a
t idOpillanatban, akkor a kérdéses folyamat korreldlatlan. Ekkor az autokorrelacié-figgvény minden

0s1-ra nullaval egyenld, a 1=0 esetben pedig a jel varhato értékének négyzetét adja.

Ergodikus jelekre az autokorrelacid-figgvényt a kovetkezé médon is megadhatjuk:

T

R.(7)= 1T1m% [x(6)-x(t +)at. (2.15)

Ugyanigy vezetjlk be a keresztkorrelacio-fiiggvényt, amely két jel kozotti kapcsolatot jellemez:

R (t,t+7):=E(x(¢) y(t+7)), (2.10)
illetve ergodikus jelekre:

R, (7)= lrim%' j x()- y(t + 7)dt . (2.17)

A keresztkorrelacié igen hasznos eszk0z arra, hogy leirjuk két sztochasztikus folyamat
kapcsolatat; sok gyakorlati méréstechnikai alkalmazasa van. Segitségével megadhaté példaul, hogy
két sztochasztikus folyamat fligg-e egymastol, és ha igen, akkor az egyik folyamat masikra valo

hatasa milyen idGeltolodassal jelentkezik.



2.3. Véletlen folyamatok frekvenciatartomanybeli leirasa

Sokszor van sziikség arra, hogy a sztochasztikus folyamatokat ne csak id6-, hanem
frekvenciatartomanyban is jellemezni tudjuk (példdul a linedris differencidlegyenletekkel
modellezhetd rendszerek, valamint a periodikus 0sszetevoket is tartalmazé folyamatok esetén). A
zajok egyik lehetséges osztalyozasa is a spekiralis tulajdonsagok alapjan torténik. Erre a célra az

ugynevezett teljesitménysiriség-spektrumot hasznaljuk, amely definicié szerint a (2.14)-ben

definialt autokorrelacio-flggvény Fourier-transzformaltja:

SN = [R5z, fe(-m,m), (218)
illetve inverz transzformécioval:

Ra(®)= 5[5 -e™ar 219)

A teljesitménysiriiség-spektrumot altaldban csak stacionarius jelekre szokas definialni, mivel
kulonben az id6fuggés miatt matematikai nehézségek lépnének fel. Ezért hasznéltuk a definicioban

az autokorrelacio-figgvény (2.15)-ben megadott, ergodikus rendszerekre érvényes alakjat.

Iltt jegyezzik meg, hogy a (2.1&)-ban definialt mennyiség negativ frekvenciakra is
értelmezett, ez az ugynevezett kétoldalas teljesitménysdriiség-spektrum. Fizikailag értelmesebb
képet ad, ha csak nem-negativ frekvencidkat engedink meg, ekkor kapjuk az egyoldalas
teljesitmenysdiriség-spektrumot, amely értelemszeriien a kétoldalas teljesitménysurliseég-spektrum

kétszerese:

S()=2-8.() [fel[0,0). (2.20)
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A teljesitménys(riiség-spektrum, nevéhez hiven, a spektralis teljesitménysiriiséget adja
meg, azaz segitségével megadhato a jel tetszbleges [fi, f2] frekvenciatartomanyba esé 0sszetevoi

altal hordozott teljesitmény:
5
R = IS(f)df- (2.21)
h

Természetesen a jel Osszteljesitményét is kiszamithatjuk, ez j6I megvildgitja az egyoldalas és a

kétoldalas teljesitménysiriiség-spektrum kozétti kulonbséget:
P=[S.(df =[S(Hdf . (2.22)
—© 0

A teljesitménysiriség-spektrumot megkaphatjuk a jel Ugynevezett amplitido-spektrumabdl
is, melynek definicioja:

T

F(f)= 1}%}%' Jx@ e . (2.23)

A Wiener-Hincsin-0sszefliggések szerint:

SN =F.(f)-F.()=|F.(N), (2.24)

ahol a feltlvonas a komplex konjugalast jeldli. Ebbél az kdvetkezik, hogy az autokorrelacio-fuggvény

ismerete nélkul is kiszamithato a teljesitménystiriiség-spektrum.

2.4. A zajok osztalyozasa eloszlasuk és spektrumuk szerint



Bar a zajokat mint véletlen jelenségeket értelmeztik, mégis léteznek olyan
szabalyszerliségek, amelyek alapjan zajtipusokat kulonithetink el. Ezek kozul itt az eloszlas- és a

spektrum szerinti osztalyozasra térink ki.

A két leggyakoribb eloszlas szerinti zajtipus az egyenletes eloszlasu, illetve a
normaleloszldst (més néven Gauss-eloszlasu) zaj. Egy & zajt (mint valoszinliségi valtozdt)

egyenletes eloszlastinak neveziink az (a, b) intervallumon, ha s(rliségfliggvénye a kovetkezd alaku:

1
, haa<x<b
f(x)=1b-a (2.25)

0, kiilonben

Egyenletes eloszlasu zaj esetén annak valdszinlisége, hogy a zaj amplitudoja az (a, b) intervallumon
belil egy adott részintervallumba esik, nem fligg a részintervallum elhelyezkedésétél, csupan annak
szélességétdl fugg. A & zaj akkor mindsul normaleloszlasunak, ha sirliségfuggvénye az alabbi

alakba irhaté:

1 (x-p)?

f(x)zg'\/g'e e ) (226)

ahol p és o rogzitett paraméterek; belathatd, hogy w éppen a zaj varhatd értékét, o pedig a
szbrasat adja. A normaleloszlas igen széles korben eléforduld, altalanos eloszlas: ilyen eloszlast
mutatnak példaul egy populédciéban a testmagassag, a testsuly, illetve a vérnyomas értékei. Az
ugynevezett centralis hatareloszlas-tétel értelmében sok figgetlen valdsziniiségi valtozét 6sszeadva

az 0sszeg sUrlsegfuggvenye a norméleloszlashoz tart.

Az eloszlas szerinti osztalyozasnal sok esetben fontosabb a spektrum alapjan torténd

felosztas. Gyakran a teljesitménys(riség-spektrum frekvenciafliggése az alabbi mintat kdveti:

SU)%%;,OSKSZ. (2.27)
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A k=0 esetben a teljesitménysiiriiség-spektrum fuggetlen a frekvenciatdl; ezt a zajtipust a fehér fény
mintajara (amely a lathaté szinkép minden frekvenciajat kozel egyenlé aranyban tartalmazza)
fehérzajnak szokas nevezni. A k = 0 esetben eléallé zajtipusokat analég mddon szines zajoknak is

nevezik, igy a (2.27)-ben definialt « paramétert a zaj ,szineként” is értelmezhetjiik. Ha k=1 (tagabb

értelemben, ha 0,8<k<1,2), 1/f-zajrél beszéliink. Az 1/f-zaj igen széles korben fordul elé: megtalaljuk

vrar

vizszintjének ingadozasaiban. Az eléz6ekhez hasonloan értelmezzuk az 1/f5-zajt (k=1,5), illetve az
1/f-zajt (x=2) is; az el6bbire a difflizios zaj, mig az utdbbira a Brown-mozgas szolgaltat fizikai

peldat. Természetesen ez az osztélyozas folytonosan kiterjeszthetd « tetszbleges értékeire.

A fentiecken kivil az ugynevezett lorentzi zajok is emlitést érdemelnek. Ezek

teljesitmenys(iriiség-spektrumanak frekvenciafliggése a kovetkezd alakban all el6:

S(f)oc — (2.28)

1+ (fj
fo

ahol fo egy allando frekvencia. VegyUlk észre, hogy az 1/f2-zaj a lorentzi zaj hatéresetének tekinthetd

az f>>f, feltétellel.
2.5. A mintavételi tétel; sziirés
Akar analdg jeleket akarunk szamitogéppel mintavételezni, akar numerikus szimulaciot

alkalmazunk, a folytonosnak feltételezett jel helyett egy diszkrét pontsorozattal kell dolgoznunk, azaz

a jelet amplittdoban és id6ben is kvantalnunk kell, ahogy azt a 2.1. abra is szemlélteti.
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Az amplitiddbeli kvantalas természetesen bizonyos mértékben torzitia a jelet, de a
pontossag a legtobb esetben kielégitd, sét, altalaban meghaladja az analég mérési modszerek

pontossagat. Ennélfogva a jel amplitudobeli kvantalasa legtobbszor nem okoz szamottevé hibat.

2.1. abra: Mintavételezés (a vizszintes tengelyen az id6t, a fliggélegesen
az amplit(dét tintettik fel)

Az id6beli kvantaltsag egészen mas jellegli probléma. Ekkor az x(t) jelnek csak bizonyos t;
id6pillanatbeli értékeit ismerjuk. Ha lehetséges, akkor célszerli a mintavételi id6pontokat egymastol
egyenld tavolsdgra megvalasztani; ez esetben periodikus mintavételezésrdl beszélunk. A

tovabbiakban végig periodikus mintavételezést tételeziink fel.

A mintavételi idékoz megvalasztasakor nagy korlltekintéssel kell eljarnunk, nem minden
esetben lehet ugyanis a jelet informacidveszteség nélkil mintavételezni. Erre vonatkozik az

informéacioelmélet egyik igen fontos tétele, a mintavételi tétel:

Tétel: Ha az x(t) jel Fourier-felbontdséban az fo-nal nagyobb frekvenciaju komponensek amplitudoja

nulla, akkor a jelet teljes mertékben meghatarozzak Az :=1/(2f,) idokozonkénti mintai az alabbiak

szerint:
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( t—kAtj
" si| 7 - Al
x(t):k;m x(kAt) - At - v (2.29)

Bizonyitas: jeldlie X(f) az x(t) jel Fourier-transzforméltjat. Az inverz Fourier-transzforméaci6t

hasznalva:

Jo
X6y = [X (e df (2.30)
-/

ahol kihasznaltuk, hogy az fo-nal nagyobb frekvenciaju komponensek amplitiddja nulla. E feltétel

értelmében a transzformalt a [-fo, fo] intervallumra korlatozédik, tehat étezik a kovetkezd Fourier-

sora.
. s
X(f)=2.Core M, (2.31)
k=—0
ahol
1 Jo i2ﬂ~g;
Co=xr [X(f)-e *df. (2.32)
2f0

Felismerve a (2.20) és (2.22) kdzbtti hasonlosagot, Ck-t az alabbi alakba is irhatjuk:
C, = At-x(kAt). (2.%3)

Ezt visszairjuk a (2.31) kifejezésbe:

X(f)= im - x(kAL) - e 27 (2.34)

k=—0

A (2.34) kifejezés segitségével a jel a kovetkezd alakba irhato:
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Jo ©
x(t) = j ( ZN - x(kA?) - ei.z,;./:kmj ) ei.2ﬂ-‘f‘tdf _

=fo f=—o0
( (2.35)
= > | A x(kan)- [0 gf
e o
Az integralast elvégezve:
x(t) = z At - x(kAt) - sin(27 - f, - (¢ — kA1) 250
= - (t—kAt)

amia At =1/(2 f,) osszefuggés figyelembevételével éppen a tételben foglalt allitas. QED

A tétel mas megfogalmazésban azt jelenti, hogy ha a mintavételi frekvenciank 2fo, akkor
egészen addig nem torténik a mintavételezés soran informacioveszteség, amig csak olyan jeleket

vizsgalunk, melyekben csak fo-nal kisebb frekvenciaju dsszetevok fordulnak eld.

Nézzik meg most azt, hogy mi torténik, ha nem teljesul a mintavételi tételben foglalt feltétel,

azaz a mintavételezett jel fo-nal nagyobb frekvenciaju 0sszetevéket is tartalmaz. Vegyunk példaul

egy

f=k-f,+F (2.37)

frekvencidju szinuszjelet, ahol &k € {1, 2, 3,...}. Ekkor az x(¢) =sin(27z - 1 -t) jelnek a kdvetkez

mintavételezett jel felel meg:

: J . J (. J
x(jAt) = x(—] = s1n(27z(kf +F) —J = s1n(7zk] + 27F —j =
2/, T2 2/
- sin(Z;zeLj, ha k- j paratlan (2.38)

0

sin[27zF J
2

} ha k- j paros

0

Lathat6, hogy ez semmiképpen sem adja vissza a valddi jelet: ha k paros, akkor az f frekvencigju

jelnek ugyanaz a mintavetelezett jel felel meg, mint az F frekvenciajunak; ha k péaratlan, akkor a jel
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mintavételezett alakja egy olyan adatsor, amelyik minden masodik pontban eléjelet valt. (A
mintavételi tétel megsértésének kovetkezményeit a 2.2. abra szemlélteti). Tehat a mintavételi tétel
értelmében csak olyan jeleket tudunk informacidveszteség nélkil fs frekvenciaval mintavételezni,
amelyekben csak fs/2-nél kisebb frekvenciaju Osszetevok szerepelnek. A mintavételi tétel
figyelembevétele kilonosen akkor fontos, amikor spektrumot szeretnénk szamolni, ekkor ugyanis a
tétel megsertése esetén a kulonbozd frekvenciakhoz tartoz6 komponensek Osszeadodnak, igy

meghamisitjak a spektrumot.

2.2. abra: A mintavételi tétel megsértésének kovetkezményei

(vizszintesen az id6t, fliggdlegesen az amplit(dot tiintettik fel)

Ha ismerjuk a mérendd jel felsé hatarfrekvencidjat, a fentiek értelmében ennek a
hatarfrekvencianak a kétszeresénél nagyobb mintavételezési frekvenciat kell hasznalnunk annak
érdekében, hogy a mintavételi tétel ne sériljon. Ha ez a felsd hatarfrekvencia nem ismert, vagy
meghaladja a mérébmiszer &ltal biztositott tartomanyt, szlrést kell alkalmaznunk, azaz olyan
aramkori elemeket kell beiktatnunk, amelyek nem engedik at a jelbdl a mintavételi frekvencia felénél
nagyobb frekvencigju dsszetevéket. Ez természetesen a jel torzitasat jelenti, de ez a torzitds nem
befolyasolja példaul a spektrum mérését a kisebb frekvencidkon. Ha spekiralis elemzést végzlnk,

akkor minden esetben hasznalnunk kell sz{irét.
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A fent elmondottak arra vonatkoztak, amikor analdg jelet mintavételeziink. Numerikus
szimulacié esetén a vizsgalt jelink eleve egy diszkrét pontsorozat; ekkor nem annyira kritikus a
mintavételi frekvencia és a felsé hatarfrekvencia viszonya, azonban itt is eléadddhatnak olyan
esetek, amikor a mintavételi frekvencia felénél nagyobb frekvenciaju dsszetevék jelenléte hibat okoz,
példaul egy négyszdgjel spektrumanak analizisénél. Esetiinkben a zaj felsé hatarfrekvenciajanak
korlatozasa ett6l némileg eltérd okok miatt valik szikségesse, de err6l majd a zaj generalasarol

szbl6 alfejezetben ejtlink szot.

2.6. A jel/zaj-viszony és a sztochasztikus rezonancia

Ahogy a bevezetésben is utaltunk ra, sztochasztikus rezonanciarél abban az esetben
beszéliink, amikor egy nemlinearis rendszer kimené jelére jellemzd jel/zaj-viszony a bemenetre adott
zaj szérasanak flggvényében egy rezonancia-jellegli gorbét ir le. Ez a jelenség sokféle rendszerben
megfigyelhetd, bizonyos félvezetd eszkozokidl kezdve kémiai reakciokon at egészen egyes allatfajok
idegsejtjeiig. A sztochasztikus rezonanciat mutatd rendszerek harom alapvetd sajatsagukban
egyeznek meg: egyrészt mindegyikikben fellelheté egyfajta kiiszobszint; masrészt a bemend
determinisztikus jel mindegyik esetben gyenge (kiszoObalatti); végul mindegyikben talélhaté
zajforrés, amely vagy a rendszer sajatja, vagy kivilrél adodik hozza a determinisztikus jelhez [7]. A
sztochasztikus rezonancia alapveté mechanizmusat az alabbi egyszer(sitett sémaban foglaltuk

0ssze:

Gyenge I ——
bemend jel ] ]:> FelerGsitett kimend

rendelkez6 nemlinaris jel
zzj )

2.3. abra: A sztochasztikus rezonancia altalanos sémaja




Az abréan feltlntetett zaj lehet a rendszer sajatja, illetve kivilrél hozzaadott zaj is; a folyamat lényege,
hogy a gyenge (altalaban kiiszdbalatti) bemend jel hatasara létrejovd kimend jel mindségét a
bemenetre adott zaj segitségével javitani lehet, illetve kimend jelet lehet kapni abban az esetben is,

amikor zaj nélkul egyéltalan jelenne meg semmiféle jel a kimeneten.

A sztochasztikus rezonancia kvantitativ jellemzéséhez bevezetlink egy Ujabb mennyiséget,
az ugynevezett jel/zaj-viszonyt (angol elnevezéssel: signal-to-noise ratio, SNR). Ennek definicioja

[8],[9], [10], [11], [12] és [13] nyoman a kdvetkez6:

F+Af

lim [S()dr
SNR =2 QOSF‘A&:) , (2.39)

ahol F a bemend jel frekvenciaja, S(f) a kimend jel teljesitménys(rliség-spektruma, Sn(f) pedig a
hattérzaj teljesitménysiriség-spektruma a kimend jelben. MegjegyezzUk, hogy szdmos ellenvetés
merUlhet fel e definiciéval kapcsolatban: tobbek kozt dimenzionalisan sem lehet helyes, hiszen
teliesitményt osztunk spektralis teljesitménysirliséggel, igy az eredmény egy dimenziétlan
aranyszam helyett frekvencia-dimenzi6ju lesz. Mivel azonban az irodalomban ezt a definiciot szoktak

elfogadni, mi is ezt tuntettlk itt fel.

Az igy értelmezett jel/zaj-viszony a jel jésagat jellemzi a bemend jel frekvenciaja kordli
spektralis tartomanyban: minél nagyobb a jel/zaj-viszony, annal nagyobb sullyal van jelen ebben a
tartoményban az informéciét hordozé determinisztikus komponens a hattérzajhoz viszonyitva. A
jel/zaj-viszony segitségével pontosabban korilirhatjuk a sztochasztikus rezonancia fogalmat: akkor
beszélhetlink sztochasztikus rezonanciarél, amikor a kimend jelhez tartozé jel/izaj-viszonyt a
rendszerhez adott zaj amplitiddjanak (szérésanak) fuggvényében abrézolva rezonancia-jellegl
gorbét kapunk, azaz a jel/zaj-viszony a zaj szorasanak fliggvényében nem-nulla zajszérasnal

maximumot mutat (2.4. abra).
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A jelenség els6 latasra paradoxnak tlinhet: a hozzaadott zaj szorasat novelve egészen a
rezonancia eléréséig novekszik a jel/zaj-viszony, azaz egyre tobb zajt hozzaadva (egy hatarig) egyre
kevésbé lesz zajos a kimend jel. Ha azonban tekintetbe vessziik, hogy a bemené determinisztikus
jellink kuszobalatti amplitidéval rendelkezik, azaz Gnmagaban nem elegendd ahhoz, hogy kimend
jelet kapjunk, rogton érthetdbbé valik a folyamat: kissé leegyszerisitve azt mondhatjuk, hogy a zaj
megfeleld frekvenciaju és amplitiddju komponensei hozzaadodnak a bemend jelhez, és igy
egyuttesen mar meghaladhatjak a klszobot, tehat kimend jel megjelenését eredményezhetik. Egy

ilyen, zaj hozzaadasaval kapott kimené jelet szemléltet a 2.5. abra.

0,010

0,008

SNR(o)

0,006

0,004

0,002

0,000

2.4, abra: Sztochasztikus rezonancia (o a zajszéras, SNR: a jel/zaj-viszony)
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2.5. abra: A kimend jel zaj hozzdadasa esetén
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3. 1/f*-tipusu zajjal gerjesztett bistabil rendszerek
modellezése

3.1. A bistabil rendszer leirasa

Ahogy a bevezetében is emlitettlik, a célunk az, hogy a bistabil rendszer esetére a
kllonbdz6  zajtipusok alkalmazasédval kapott rezonanciagorbék dsszehasonlitasa révén
megvizsgaljuk, hogyan figg a sztochasztikus rezonancia helye és maximumértéke a zaj tipusatdl. A
bistabil rendszer a sztochasztikus rezonancia vizsgalatara kivaldéan alkalmas, egyszerli modell; a
rezonanciat befolyasold paraméterei j6l ellendrzés alatt tarthatok. A rendszer egy szimmetrikus
kettds potencialvolgyben mozgd részecskébél all, amelyre az erés kozegellenallason kivll szinuszos
gerjesztés és zaj hat. A kettés potencialvolgy két, szimmetrikusan elhelyezkedé minimummal
rendelkezik, amelyeket egy potencialgat valaszt el egymastol. Esetlinkben ez a potencialgat
képviseli a sztochasztikus rezonanciat mutatd rendszerekre altalanosan jellemzé kiszobszintet. A
bemend jellink a szinuszos gerjesztés; ennek amplitiddjat olyannak vélasztjuk, hogy 6nmagaban ne
tudja atvinni a részecsket egyik potencialvolgybdl a masikba (ne haladja meg a kiiszobszintet). Mivel
a kimend jellink a részecske tartozkodasi helye (illetve annak eljele), igy 6nmagaban a szinuszos
gerjesztés nem hoz létre konstanstdl kilonb6zd kimend jelet. A zaj szorasat és spektralis
tulajdonséagait a késdbbiekben részletezett mddon szabalyozni tudjuk, egy adott zajtipus esetén
fokozatosan novelve a zaj szérésat, a jel/zaj-viszonyra egy rezonanciagorbét kapunk. Egy masik
zajtipusra (az el6z6tél kilonbozd k-értékkel jellemezhetd 1/f*-tipusu zajra) megismételve az eljarast
egy Ujabb rezonanciagorbéhez jutunk; a kulonbdzd szines zajok hatdsa kozétti kulonbséget az

egyes rezonanciagorbék dsszehasonlitasaval tudjuk megallapitani.

A tovabbiakban a bistabil rendszer jellemzoit részletezzik. Elsdként térjink ki a

szimmetrikus kettés potencialvolgyre, amely az alabbi potenciéllal irhato le:
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a 2 b 4
Vix) =——-x"+—-x", 3.1
(x) 5 2 (3.1)

ahol a és b rogzitett paraméterek; értékuket mi a modellezés soran egységnyinek valasztottuk. A

potencialvolgy alakjat a 3.1 abra szemlélteti. A potencial két minimuma + x, -nél van, ahol

AV =—, (2.5

a potencialgat teteje az origdban van. A potencialb6l szarmazé erd a potencial negativ gradiense,

azaz

—iV(x)za-x—b-x3. (2.4)
Ox

A részecskére azonban nemcsak ez a potencialbdl szarmazé erd hat, hanem egy

kézegellenallasi erd is:
F(X)=-y-x. (3.5)

Az egyszer(iség kedvéért a kozegellenallasi egyutthatdt is egységnyinek valasztjuk.

A fentieken Kkivil a részecske egy A amplitidoju és F frekvencidju szinuszos gerjesztés
hatasanak is ki van téve. Ezt gy is felfoghatjuk, hogy a szinuszos gerjesztés periodikusan modulélja
a potenciélt, azaz a V(x,t) = V(x)—A-Sin(Qﬂ'-F -t) id6fliggd potencial volgyeinek mélysége
ciklikusan valtozik, a megjelolt helyzetekben a zajnak lehetésége van arra, hogy a részecskét
atbillentse a masik potencialvolgybe (3.2. abra). Ha a hangolhaté szorasu és ,szinli” &(t) zaj
jelenlétét is figyelembe vesszilk, a részecske mozgasegyenlete dsszességében a kovetkezOképpen

irhato:
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m-¥(t) = —%V(x) _F,(¥)+ A-sin2z-F )+ &(t). (3.6)

Azt mondtuk, hogy a részecske mozgéasat er6s kozegellenallas csillapitja, igy amellett a gyorsulas
elhanyagolhat6 az egyenletben. A fentieket 6sszegezve a bistabil rendszert leir6 differencialegyenlet

az alabbi alakban all el6 [14]:
X(t)=x—x"+A-sinz-F-t)+ &(2). (3.7)

Modelliink tehat Iényegében a fenti (3.7) differencialegyenlet; ennek numerikus megoldasaval,

illetve a megoldas spektralis elemzésével tanulmanyozhatjuk a sztochasztikus rezonanciét.

~~
X 0.2

0,1+

3.1. abra: A kettés potencialvolgy
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3.2. &bra: A kettés potenciélvolgy periodikus modulaciéja (Forras: [7])

3.2. A numerikus modellezés stratégiaja; szoftverkornyezet

Mielétt a modellezés lépéseit részletekbe menden megvizsgalnank, tekintsiik most at, hogy
milyen részfeladatokat kell a modellezés soran elvégeznink. Els6ként a bemend jelet és a zajt
(lletve, numerikus szimulaciérdl lévén sz6, az ezeknek megfelelé diszkrét adatsorokat) kell
eléallitanunk, adott ,zajszint” és zajszérast bedllitva. Majd meg kell oldanunk a differencial-
egyenletet; a megoldasbol a tranzienseket eldobva, alkalmas transzformécioval nyerjuk a kimend
jelet. A kimend jelnek ki kell szamolnunk a teljesitménystirliség-spektrumat, majd megfelelé6 szamu
spektrum atlagolasa utan jel/zaj-viszonyt kell szamitanunk. A fenti eljarast novekvé zajszérasokra is
megismételve, az adott spektralis eloszlasu (,szinl”) zajra megkapjuk a jel/zaj-viszony zajszorastol
valo fliggését. A zaj spektralis eloszlasat fokozatosan valtoztatva feltérképezzik, hogyan figgenek a
sztochasztikus rezonancia paraméterei a zaj tipusatdl. Végeredményben tehat egy olyan

adatallomanyt hozunk létre, amelynek elsé oszlopaban az 1/f“zaj spektralis eloszlasat jellemzé x

paraméter, masodik oszlopaban a zaj szorasa, a harmadikban pedig az adott x-hoz és
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zajszorashoz tartozo jel/zaj-viszony kap helyet. Kdvetkeztetéseinket ezen adatéllomany elemzésébdl

tudjuk majd levonni.

A fenti miveletek kiterjedt szamitasi eszkoztarat igényelnek: sziikség van pszeudo-
véletlenszdm-generatorra, gyors Fourier-transzforméciora és ennek inverzére, teljesitménysrliség-
spektrumok szamitaséara és ezek atlagolasara. Célszer(i tehat a numerikus modellezéshez egy olyan
szoftvert valasztani, amelyben ezen eszk6zok kész rutinok formajaban rendelkezésre allnak. Ezért
dontottlink a LabVIEW 6i mellett. Ebben a tudomanyos és mérnoki célokra kifejlesztett programban
a fent emlitett részfeladatok egy-egy ikon lehelyezésével megoldhatok; sét, ugyanebben a

kérnyezetben az eredmények akar futés kozben is egyszeriien és gyorsan megjelenithetdk.

3.3. A differencialegyenlet numerikus megoldasa

Bar az id6rendiség azt diktalna, hogy elészor a zaj és a bemend jel elballitasardl ejtstink
sz6t, latni fogjuk, hogy a valasztott differencialegyenlet-megoldd algoritmus szabja meg a

modellezés szamos paraméterét, ezért célszerl elsoként azt targyalni.

Mi a negyedrendii Runge-Kutta-mddszert valasztottuk a differencialegyenlet numerikus
megoldasahoz (az analitkus megoldés a véletlenszerii jel, azaz a zaj jelenléte miatt sem

lehetséges), amely a kovetkez6 alaku differencialegyenletek megoldasara alkalmas:
(1) = f(x,1). (3.8)

Ha az eljaras 1épéskdzét h-val jeldljik, az algoritmus az alabbi médon vazolhato:
1
Xy =X, +g(k1 +2k, + 2k, +k,), (2.9)

L=t +h, (3.10)
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ahol
ky=h-f(x;,t;); (3.11)
k h
k,=h f(x_/+?‘,tj+5} (3.12)
k h).
key = h f(xj+72,tj+5j, (3.13)
ky=h-f(x; +ks,t,+h). (3.14)

Esetlinkben az f fliggvény a differencialegyenlet jobboldala, amely szétvalaszthat6 egy explicite csak

helytdl fliggd és egy tisztan idéfliggd részre:
fx, ) =x—x"+A-sinQx-F-1)+&E@) = H(x)+ (). (3.15)

A (2.11)-(2.14) egyenletekbdl lathatd, hogy az algoritmus végrehajtasa kozben Iétrejovo, és

ezert elére nem ismert k egyutthatok csak a helyfuggé részt befolyasoljak; az algoritmus az idéfliggd
részt csak az elére meghatarozott h Iépéssel (illetve ennek felével) Iépteti. Ennélfogva megtehetjlk,
hogy a tisztan id6fliggd tagokat (a bemend jelet és a zajt) el6re legeneraljuk, igy az algoritmus
végrehajtasa sorén csak az 6ket reprezentald tombok megfeleld elemeit kell kiindexelniink és a

helyfliggd részhez hozzaadnunk.

Az algoritmus leirasabdl az is kitlinik, hogy az id6fliggd résznek megfeleld tombot tgy kell
eléallitanunk, hogy az egymast kovetd tdmbelemek az id6fliggé rész hi2-vel novekvé helyeken vett
értékeinek felelienek meg, igy az algoritmus szdmara éppen szlkséges értékek a tomb
kiindexelésével egyszeriien megkaphatok. Ebbdl persze az is kovetkezik, hogy az id6fuggé részt
megjelenité tomb elemeinek szama kétszer akkora, mint a differencialegyenlet megoldasat
megjelenité tdmb elemeinek szdma. Ha az iterécios lépések szamat (igy a megoldastomb elemeinek

szamat is) N-nel, az idofliggs részt reprezentalo tombot {7,175 "-vel jeldljik (a legtobb
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programozasi nyelv jeldlésrendszerével 6sszhangban a tomb kezdbindexe 0), a Runge-Kutta-eljaras

ténylegesen az alabbi médon valosul meg:

ky=h-[x,-x,+1,,]; (3.16)
kl kl ’ .

ky=h- xj+?— xj+7 +1 | (3.17)
k2 k2 ’ .

ky=nh- xj+7— xj+7 +1,, | (3.18)

by =helx;, +hky—(x, + k) +1,,,,]; (3.19)

az x kovetkez6 értékét itt is a (2.9) 0sszeflggéssel szamolhatjuk; idévaltozdra nincs is szikség,

hiszen azt az | tdombbe belefoglaltuk a tomb elemeinek meghatarozasanal.

A Runge-Kutta-eljaras stabilitasara nézve kritikus a h 1épéskoz megvalasztasa. Ha ugyanis
ez tul nagy, a jobboldalnak megfeleld fliggvény két Iépés kozt tulsagosan nagyot véltozhat, igy az
eljaras instabillé valhat. Mi a Iépéskozre azt irtuk eld, hogy a szinuszjel T periddusideje ennek egész

szamu tobbszorose legyen:

h:zZ:L, ahol g€ [J N (3.20)
q F-q

Tapasztalataink azt mutattak, hogy q=128-ra az algoritmus nem minden frekvencia esetén stabil,
mig q=256-ra minden altalunk vizsgalt frekvenciara teljesllt a stabilitas, ezért az utobbi felbontasnal
maradtunk. Azért a ketté hatvanyait alkalmaztuk, mert a megoldastomb hosszat (N-t) is célszer(
kettd hatvanyanak valasztani (a késébbiekben ugyanis Fourier-transzforméaciét akarunk végezni, és
ez olyan tdmbokre, amelyek hossza kettd hatvéanya, a Iényegesen kisebb miveleti igényl gyors
Fourier-transzformacioval is megoldhato), igy ha N és q is ketté-hatvany, mindig teljesll, hogy a

mintaban egész szamu periddus van. Ha az utdbbi feltétel nem teljestilne, kiszélesedne a szinuszjel
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vy

szamolni.

3.4. Az id6fiiggo rész elballitasa; az 1/f*-zaj spektralis tulajdonsagainak
és szorasanak beallitasa

Az el6z6 alfejezetbdl kiderllt, hogy célszerli az id6fuggd részt (a szinuszt és a zajt)
reprezentald tombot kétszer olyan hosszinak valasztani, mint a differencialegyenlet megoldasat
megjelenitd tdmbadt, Ugy, hogy az egymast kovetd tombelemek az id6fuggd rész hi2-vel késébbi

értékeinek felelienek meg.

Az id6fuggb rész két tagbdl all: a szinuszjelbdl mint bemend jelbdl és a zajbdl. Ezek kozil a

szinuszjel eléallitdsa kézenfekva:

s, ::A-sin(Zﬂ-F-g-jj, ahol0< j<2N—-1. (2.21)

igy a fent targyalt feltételek teljesiilnek: a Runge-Kutta-eljarasban a szinusz ¢ ; helyen vett ertekének
S,;» @ t;+h/2helyen vett értéknek s,,.,, a ¢, + hhelyen vett értéknek pedig s, ., felel meg.

Megjegyezzik, hogy a szinuszflggvény periodicitasa miatt elegendd lett volna az elsé 2q elemet
eléallitani és az indexelésnél a 2qg-val vett maradékot figyelembe venni, de mivel a zajunk nem
periodikus és az meég hozzaadodik a szinuszjelhez, ezért végeredmenyben egyszeriibb mind a 2N

elemet eldallitani.

A zajjal kapcsolatban mér tobb a tennivalonk: rendelkezésunkre all a LabVIEW 6i Gauss-
eloszlasu fehérzajt generalo rutinja, ennek felhasznalasaval kell a kivant spekiralis eloszlasu és
szorasu zajt létrehoznunk. Ezenkivil a Runge-Kutta-eljaras stabilitasara is tekintettel kell lennink:

annak érdekében, hogy egy Runge-Kutta-lépés (h/2) alatt a zaj ne véltozzon tul nagyot, eléirjuk,
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......

lépés legyen. Ez, mivel a Runge-Kutta-eljaras |épéskoze adott, a zaj felsd hatarfrekvenciajanak

korlatozasat, azaz a zaj szliréseét jelenti.

Mind a spektralis tulajdonsédgok bedllitdsat, mind a zaj szlrését célszerii
frekvenciatartomanyban elvégezni. Ehhez a kiindulasként szolgalo fehérzaj Fourier-transzformaltjat

kell vennink; mivel diszkrét jelekkel dolgozunk, a diszkrét Fourier-transzforméciot (illetve ennek

kisebb miiveleti igény( valtozatat, a gyors Fourier-transzformaciot) kell hasznélnunk. Egy {x }'’{'

id6fliggo adatsor {X, };",' diszkrét Fourier-transzformaltjanak definicioja a kovetkezo:

xe M ahol 0<k <M 1. (3.22)

......

k
fk_k.éf_M—.&_ (2.23)

A diszkrét Fourier-transzformalt definicidjaba behelyettesitve konnyen ellenérizhetd, hogy az X,

komplex egyitthatokra az alébbi 6sszefliggés érvényes:

Xy, =X, =X, (3.24)

ahol a felllvonas a komplex konjugalast jelenti. Ha figyelembe vessziik, hogy egy komplex szdm

abszolutértéke megegyezik konjugaltjanak abszolutértékével, ebbdl az kovetkezik, hogy az f, és az
emlitett 0sszetevé megfeleltetheté egy — f, frekvencianak. Ez azt eredményezi, hogy a diszkrét

Fourier-transzformacidval el6allitott spektrum szimmetrikus lesz mind az M/2 index( pontra, mind az

origora.
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Ahhoz, hogy a sztochasztikus rezonancidnak a zaj spektralis tulajdonségaitol vald fliggését
tanulmanyozhassuk, a (2.27) osszefliggés szerint olyan zajt kell el6allitanunk, amelynek a
teljesitménys(iriség-spektruma a frekvencia x-adik hatvanyanak reciprokaval, azaz a frekvencia
(-x)-adik hatvanyaval aranyos. Ha a LabVIEW 6i 2% ciklushosszU fehérzaj-generatorat vessziik
hangolhatd. A (2.24) Gsszefliggés szerint ugyanis a teljesitménysirliség-spektrum a (2.23)-ban

definialt amplitidd-spektrum abszolutérték-négyzete, az amplitudé-spektrum viszont a jel Fourier-
transzformaltjaval aranyos (annak id6atlaga). Nem kell tehat mast tenniink, mint Fourier-
transzformalnunk a fehérzajt, a transzformaltat (amely kozelitéleg konstans minden frekvenciéra,
hiszen fehérzajrél van szd) a frekvenciat megjelenité index (-i/2)-edik hatvanyaval megszoroznunk,

és a végén inverz Fourier-transzformaciéval megkapjuk a kivant spektralis eloszlasu zajt.

vrar

Gauss-eloszlasu Fourier- Inverz Fourier- A széras
fehérzaj ”| transzformécid transzformécio beallitasa
A 4
Szorzas a frekvencia- A felsé
index (-k/2)-edik » hatarfrekvencia
hatvanyaval beallitdsa
A kivant

szorasu 1/f*-zaj

3.3. abra: A zaj eldallitasanak lépései

A fenti attekintés utan vizsgaljuk meg részletesen, hogyan is hajtjuk végre ezt a spektralis
transzformaciot. Mint emlitettik, rendelkezéstinkre all egy Gauss-eloszlasu fehérzaj, esetlinkben egy

{w; 5" tomb; ennek diszkrét Fourier-transzformaltiat jeldlie {#, };%;". Mivel fehérzajrél van sz,

il =,

Vk,n:0<kn<2N-1. (3.25)
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Tekintsik most az alabbi ablakfliggvényt, amely a diszkrét Fourier-transzformacié szimmetriajat

tikrozi:

_ k, hak<N
O(k)=N—|N —k| = Nk haksN (3.26)

Mivel a k index a frekvenciat jeleniti meg a (3.23) 0sszefliggés szerint (esetinkben M, azaz az
adatsor hossza 2N-nel egyezik meg), a spekirum ©(k) ablakfliggvénnyel vald szorzésa az
osszetevok amplitudojat az adatsor feléig a frekvencidval egyenes aranyban ndveli, az adatsor
feletdl kezdve pedig a frekvenciaval szintén egyenes aranyban csokkenti. Nekink olyan zajra van
szikségunk, amelynek a teljesitménysirliség-spekiruma a frekvencia (-k)-adik hatvanyaval, igy
Fourier-transzformaltja a frekvencia (-k/2)-edik hatvanyaval aranyos. Ezért a fehérzaj diszkrét
Fourier-transzformaltjat a ©(k) ablakfliggvény (-k/2)-edik hatvanyaval kell beszoroznunk. Mivel a
fehérzaj Fourier-transzformaltja kdzel konstans (azaz megfelelé szamud atlagolas utéan konstans),
eredményként a kivant spektralis eloszlasu zaj Fourier-transzformaltjat kapjuk. Ezen a
transzformalton még sz(irést kell végeznlink a fentebb emlitett okokbdl. A sziirést egyszeriien gy
oldjuk meg, hogy egy bizonyos frekvencia (illetve az annak megfelelé A index) felett az 6sszetevék

amplituddjat nullanak valasztjuk. Ez az alabbi fuggvénnyel valo szorzasnak felel meg:

1, ha®k)<A

Plky= {0, ha ©(k) > 2 (5:27)

Végeredményben tehat a kivant spekirélis eloszlasti zaj diszkrét Fourier-transzformaltia a

kdvetkezéképpen all eld:

W, -k %, hak<2A
EX =W, -(Ok)) 2 -D(k)=40, ha A<k<2N-1 (3.28)

W, -2N-k) 2, ha2N-A<k<2N-1

Magaét a zajt inverz Fourier-transzformacidval kaphatjuk meg:



gr=Yaren o<j<an-l. (3.29)

Mint mar emlitettlik, a zaj felsé hatarfrekvenciajat a Runge-Kutta-eljaras stabilitasa
érdekében kell korldtoznunk. Ha azt akarjuk, hogy a zaj legnagyobb frekvenciaju dsszetevéjének egy
periddusdban husz Runge-Kutta-lépés legyen, a h/2 Iépésnek megfelelé 2/h frekvencia a zaj felsd
hatérfrekvencidjanak huszszorosa kell, hogy legyen. Ennek megfeleléen kell a A sz(irési indexet

meghataroznunk. A (3.23) 6sszeflggés értelmében a felsé hatarfrekvencia:

A A
fh:fl:—h:m’ (2.20)
2N

mivel a mintahossz 2N és az id6élépés h/2. Ez a felsé hatarfrekvencia a 2/h frekvencia huszadrésze:

A1
SN 3.51
=N Ton (2.31)

igy

i (3.52)
10

Az el6zbekben beallitottuk a zaj spektrélis tulajdonsagait és felsé hatarfrekvencigjat.

Hatravan még a zaj szérasanak szabalyozasa; ezt egyszerlien ugy végezzUk el, hogy kiszamitjuk a

{&5}2N" adatsor szorasat, ezzel leosztiuk az egész tdmbot, majd megszorozzuk a kivéant o

szbrassal:

, 0<j<2N-1. (3.33)

Az igy kapott adatsor mar a kivant ,szin(i” és szdrasu zajt reprezentalja; a spektralis eloszlast és a
szbrast megjelenitd paramétereket tetszéleges Iépésben valtoztatni tudjuk, igy lehetévé valik, hogy a

kulonb6z6 zajtipusok sztochasztikus rezonanciéra gyakorolt hatasat vizsgaljuk.
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Végeredményben az idéfliggd részt megjelenitd tomboét a szinusz és a zaj 6sszegeként

allitiuk elé:
I,:=5,+&%7, 0<j<2N-1. (2.34)

Ezt a tdmbdt a Runge-Kutta-algoritmus soran a mar targyalt mddon kiindexelve jelentésen
meggyorsithatiuk az algoritmus végrehajtasat, hiszen nem kell minden iteracios Iépésben

figgvényeket meghivnunk.

3.5. A kimené jel

A Runge-Kutta-eljaras lefutdsa utan egy {x,}7; toémbot kapunk, ami a (3.7)
differencialegyenlet x(t) megoldasanak felel meg az alabbiak szerint:

x, =x(j-8)=x(j-h). (3.35)

Ez a megoldasfliggvény azonban még tranzienseket tartalmaz, ahogy ez a 3.4. abran is lathato:

2.0-

1.5-

1.0-

0.5-

]

0.0-

-0,5-

-1.0- I I
0.0 5.0 10.0 15.0 20.0
£ is)

3.4. abra: A differencialegyenlet megoldasa zaj nélkil, tranziensekkel egy(tt (F= 1Hz, A=6 egység)

Nem tudhatjuk el6re, hogy a tranziensek milyen hosszu tartomanyt Olelnek fel, ezért a

legkézenfekvobb megoldas, ha a megoldastomb elsé felet eldobjuk, és csak a maradék {x } f’;]‘v 1
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tombbel szdmolunk tovabb. Ez a megoldés nem takarékoskodik ugyan a gépid6vel, de legalabb

biztosan kisz(iri a tranzienseket.

A kimend jelink még nem kozvetlenul ez a tranziensektél megszabaditott megoldas-
flggvény lesz. Sokkal szemléletesebb ugyanis, és a céljainknak is jobban megfelel, ha a kimend jel
csak azt az informéciot tartalmazza, hogy a részecske atment-e egyik potencialvolgybdl a méasikba.
Ekkor kiszObalatti szinusz-amplitidé esetén nem is jelenik meg konstanstdl kulonbozd jel a
kimeneten. Mivel a kettés potencialvolgy minimumhelyei egymas ellentettjei (lasd 3.1. abra), a
kimend jelet egyszeriien ugy kaphatjuk meg, hogy a megoldasfliggvény eléjelét vesszik. Ez a
tranziensek kiszirésérél mondottakat is figyelembe véve a kovetkez6képpen teheté meg:

1, hax.y,,. >0

y; =9 0, haxy,,. =0, Oﬁjég—l. (3.20)

=1, haxy,,,, <0

Kimend jeliink tehat a (3.36) altal definialt {y,}'"/*" tomb lesz, ez hordozza azt az informaciot,

hogy a szinuszos gerjesztés és a zaj egyuttesen atvitte-e a részecskét egyik potencialvolgybdl a
masikba. A tovabbiakban ennek a jelnek fogjuk a teljesitménysiirliség-spektrumat vizsgalni, majd a

ra jellemzé jel/zaj-viszony értékét fogjuk kiszamitani.

3.6. A teljesitménysiiriiség-spektrumok szamitasa, a spektrumok
atlagolasa

A teljesitménysirliseg-spekirum szamitdsahoz kész LabVIEW-rutin all rendelkezésre.
Bemend paraméterként az idétartomanybeli adatsort, annak id0-lépéskdzét, és a hasznalni kivant
ablakfuggvényt kell megadnunk, eredményil a jel teljesitménysiriiség-spektrumat kapjuk. Az
ablakfuggvény kivalasztasara kilonosen Ugyelnink kell, mivel zajok vizsgalatanal semmilyen

ablakfuggvény hasznélata sem javasolt.
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Eddig nem tértunk ki arra, hogy a (2.27)-ben leirt spektrélis szabalyszeriiség csak szamos
spektrum atlagolésa utan lesz érvényes. Most azonban ezt a tényt figyelembe kell vennink, igy
egyetlen teljesitménysiriiség-spektrum vizsgalata helyett szamos (esetiinkben 1000) teljesitmény-
slir(iség-spektrumot kell atlagolnunk. A fent emlitett LabVIEW-rutin a spektrumok atlagolasara is
alkalmas egyben, csak egy ciklust kell koré szervezni, amely a kivant atlagok szaméaval megegyez6

alkalommal allitja el6 a zajt és oldja meg a (2.7) differencialegyenletet; a rutin kiszamolja az egyes

kimend jelek spektrumat és végeredményként egyetlen atlagolt teljesitménysirliség-spektrumot ad
ki. Ezen atlagolt teljesitménysUriség-spekirum alapjan szamolhatjuk az adott spektralis eloszlasu és

szorasu zaj esetén a kimend jelre jellemz6 jel/zaj-viszonyt.

3.7. A jel/zaj-viszony szamitasa

Az el6z0 alfejezetekben lattuk, hogyan all elé adott zajtipus és zajszéras esetén a (2.7)

differencialegyenlet megoldasa, majd ebbél a kimend jel, végil a kimend jel atlagolt
teljesitménystiriiség-spektruma. A sztochasztikus rezonancia vizsgalatdhoz mar csak a jel/zaj-
viszonyt kell kiszamitanunk. Ehhez a jel/zaj-viszony (2.39)-ben adott definiciojatol némileg eltérd
modszert alkalmazunk: vesszik a kimend jel teljesitménysiriiség-spektruméat az els spektralis
csucsnal (azaz a periodikus jel F frekvenciajanak megfelelé pontban), ebbdl kivonjuk a hattérzaj
teljesitménys(riiség-spektrumanak a csucstol jobbra és balra esé 3-3 pontban vett atlagat, majd az

eredményt elosztjuk az elébb emlitett hattérzaj-atlaggal. Az eljarast a 3.5. dbra szemlélteti.

A (3.23) dsszefiiggés értelmében egy M pontbdl &lld, 8t idSlépéssel vett id6fliggd adatsor

spektrumaban a frekvenciaegység a kovetkezo:

5 = . (3.57)
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3.5. abra: A jel/zaj-viszony kiszdmitasdnak vazlata

Esetlnkben a kimend jel pontjainak szdma N/2, az id6lépés h, igy a frekvenciaegység:

1 2
S5 = _ . 3.38
A (3.38)
2
Az elsé spektralis csucs a bemend jel F frekvencigjanal van, ennek indexe:
el _p N-h (3.39)
of 2
Figyelembe véve a Runge-Kutta-eljaras h 1épéskozének (3.20)-ban foglalt elballitasat:
m=p. N L _N (3.40)
2 F-q 2q

ahol g azt mutatia meg, hany Runge-Kutta-lépés van a bemend jel egy periddusaban, azaz
hanyszorosa a bemend jel periodusideje az altalunk valasztott id6kvantumnak. Az elsé spektralis

cstcs tehat az m indexnél van, ennek segitségével a jel/zaj-viszony a kivetkezOképpen szamolhat6

ki (az {S;}\",?™" tomb a kimend jel atlagolt teljesitménys(irliség-spektrumat jelenti):
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m+3

1
S =g DS,

i=m-3

SNR = ——— " (3.41)

m+3

1
o 25

i=m-3
i#m

Meg kell jegyezniink, hogy a fenti modon szamitott jel/zaj-viszony nem lesz fliggetlen az
adatsorban szereplé pontok szamatol, hiszen minél tdbb pont van, annél szélesebb tartomanyon
oszlik el ugyanaz a teljesitmény. Ez az allitas a diszkrét szamitasi modszerek figyelembevételével
egyszerlien belathato; mi azonban itt nem foglalkozunk ezzel, hiszen a kilonb6zd adatsorokban a
pontok szama ugyanaz, igy ez a modszer is alkalmas kulonboz6 zajtipusok hatasanak Ossze-

hasonlitasara.

A (2.41) 0sszefliggéssel tehat meg tudjuk hatarozni adott spektralis 6sszetételli és szdrasu
zaj esetén a kimend jelre jellemzd jel/zaj-viszonyt. A szimulécié soran kiilénb6zé zajtipusokra kell a
rezonanciagorbét (a jelizaj-viszony fliggését a zajszorastol) meghatéroznunk; ehhez elészor
beallitiuk a zaj ,szinét” jellemzé k paramétert, és ezt konstans értéken tartva ndvekvd zajszérasokra
meghatarozzuk a jel/zaj-viszonyt, igy egy adott zajtipusra megkapjuk a jel/zaj-viszony fliggését a
zajszorastol. Az eljarast mas x-értékekre is megismételve feltérképezhetjik, hogyan fligg a

sztochasztikus rezonancia a zaj tipusatol.

3.8. A numerikus szimulacioé paraméterei

Az el6z6 alfejezetekben vazoltuk a numerikus modellezés modszereit; itt, a
reprodukalhatosag és az eredmények ellendrizhetésége érdekében felsoroljuk a szimulacié konkrét

paramétereit.
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Az adatok szamat (azaz a (3.7) differencidlegyenlet megoldasat megjelenitd tomb
elemszamat), N-t, 16384-nek valasztottuk; ahogy ezt a 3.4 alfejezetben megindokoltuk, a bemend jel
és a zaj pontjainak szadma ennek kétszerese, azaz 32768 volt. A bemen6 szinuszjel frekvencidja, F,
1 Hz volt, periédusonként 256 |épést tettiink a Runge-Kutta-eljarasban (q=256), azaz a h lépéskoz a
(3.20) 06sszeflggésnek megfeleléen 0,00390625 s volt. A bemend jel amplitudojat 2 egységnek

valasztottuk; ez a kiiszdb meghaladasahoz sziikséges értéknek kortilbelll a fele, igy a bemend jel

onmagaban nem hozhatott 1étre kimend jelet. A zaj felsé hatéarfrekvencidja a (3.351) dsszefliggés
értelmében 25,6 Hz volt minden esetben. A zaj spektralis 0sszetételét jellemzd k paraméter értékét
0-tol 2-ig valtoztattuk, 0,1-es lépésenként. A teljesitménys(rliség-spektrum értékét 1000 atlagbol
szamoltuk. Egy-egy rezonanciagorbét 30 pontban vettink fel; a zaj szérasanak maximalis értéke 12

egység volt.
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4. Eredmények

A (2.7) differencialegyenlet megoldasat zaj nélkil, a fent részletezett paraméterek mellett a

4.1. abra szemlélteti. Lathatd, hogy a részecske a pozitiv tartomanyban oszcillal a bemené jel

frekvenciajaval megegyezé frekvenciaval; a potencialgat képezte kiiszobdt nem képes meghaladni.

1.3-
1.2-1 |
1.1-

. 1.0-

]

0.9-

0.8 -

EZIH“ T

1 I
0.0 5.0 10,0 15.0 z0.0
£ {s)

4.1, abra: A megoldasfliggvény zaj nélkil, 1 Hz-es, 2 egység amplituddju bemené jelre
(taz id6, x(t) a részecske helye az id6 fliggvényében)

Ha a bemend jelen Kkivil zajt is adunk a rendszerhez, a részecske mar képes atlépni a
kliszobdt. A 4.2. abra a megoldasfliggvényt mutatja 7,6 egység szoérasu fehérzaj hozzaadasa
esetén. Itt a részecske méar a negativ tartomanyon is tartézkodik, tehat a zaj hozzasegitette ahhoz,

hogy a kiisz6bot atlépje.

Mint mar emlitettik, az altalunk tanulmanyozott kimené jel nem kozvetlendl a (3.7)

differencialegyenlet megoldasa, hanem a megoldas el6jele. A kimend jel alakjat 7,6 egység szérasu

fehérzajra a 4.3. abra mutatja be.



59

2.0-
1.5-
1.0-
0.5-
0.0-

'|:||5_

-1.0-

'1.5_

_ZID_

-2.5- :

0.0 5.0 10.0 15.0 20,0
t(s)

)]

4.2, abra: A megoldasfliggvény 7,6 egység szdrasu fehérzaj hozzaadasa esetén
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4.3. abra: A kimend jel 7,6 egység szorasu fehérzaj hozzéadasa esetén

A kimend jel teljesitménysiriiség-spektrumat a 4.4. abran tuntettik fel, 7,6 egység szorasu
fehérzaj hozzaadasaval, 100 szimulacié atlagabol. Az abrardl leolvashatd, hogy a bemend jel
frekvenciajanal, azaz 1 Hz-nél egy csucs talalhato. Mi e csucs kornyezetében szamoltuk ki a jel/zaj-

viszonyt; lathatd azonban, hogy a zajteljesitmény jelentés része az alacsony frekvencidkon

osszpontosul.
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4.4. abra: A kimenod jel teljesitménysiiriiség-spektruma 7,6 egység szorasu fehérzaj hozzaadasa esetén

Az atlagolt teljesitménys(rliség-spektrumokbdl jel/zaj-viszonyt szamolhatunk; a jel/zaj-
viszony zajszoréastol valo fliggését kirajzolva a sztochasztikus rezonancia gorbéihez jutunk. A 4.5.
abra haromféle zajra (1/f-zajra, 1/f96-zajra és fehérzajra) szemlélteti a sztochasztikus rezonanciat, az

abran jol megfigyelhetd a kilonféle zajtipusok hatasa koz6tti kilonbség.

Célunk az volt, hogy bemutassuk, a sztochasztikus rezonancia jellemzé paraméterei, azaz a
rezonanciahoz szlikséges zajszoras és a rezonanciaesetben tapasztalhat6 jel/zaj-viszony, hogyan
flggenek a zaj spektralis eloszlasat jellemzd k paramétertdl. Eredményeinket a 4.6. és a 4.7. abrak

foglaljak 0ssze.



SNR(c)

4.5. abra: Sztochasztikus rezonancia kiilonbdzé zajtipusokra (o a zajszdras, SNR a jel/zaj-viszony)
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4.6. abra: A rezonancidhoz szlikséges zajszéras fliggése a zaj ,szinétél”
(omaxa rezonanciahoz szlikséges zajszdras, k a spekiralis paraméter)
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max

SNR
/I

4.7. abra: A rezonanciaesetben tapasztalhato jel/zaj-viszony fliggése a zaj
,Szinétdl” (SNRmax a jel/zaj-viszony rezonanciaesetben, « a spektralis paraméter)

Az abrak tanusaga szerint a fehérzajjal torténé gerjesztés ugyan nagyobb jel/zaj-viszonyt
eredményez, mint a szines zaju gerjesztések, ez utdbbiak alkalmazésaval azonban maér kisebb
zajszorasok esetén is bekOvetkezik a sztochasztikus rezonancia. A 4.6. abrardl tovabba az is
leolvashatd, hogy a rezonanciahoz szikséges zajszoras korantsem az 1/f-zaj esetén minimalis, azaz

nem mondhatjuk, hogy az 1/f-zaj optimalizélna a sztochasztikus rezonanciét.
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5. Osszefoglalas

E dolgozat célja az volt, hogy egy bistabil rendszerben bemutassa, hogy a sztochasztikus
rezonancia bekdvetkezéséhez sziikséges zajszoras és a rezonanciaesetben tapasztalhaté jel/zaj-
viszony hogyan fligg a rendszerhez adott zaj tipusatdl. Ehhez olyan zaj-el6allitasi modszert

hasznaltunk, amelyben a zaj ,szinét” tetszélegesen finom léptékben hangolni lehetett.

A dolgozatban elészér a sztochasztikus rezonancia targyalasahoz sziikséges alapvetd
fogalmakat tekintettik at, majd a bistabil rendszer leirdsara és numerikus modellezésének
részletezésére tértunk ki, kilonos tekintettel a tetszbleges spekiralis eloszlasu zaj el6allitasat
lehetOvé tev0 zajgeneralasi mddszerre. Ezutan egy-egy abran bemutattuk a modellezés egyes
részfeladatainak konkrét megvaldsulasat, végil a sztochasztikus rezonancia bekovetkezéséhez
szilkséges zajszoras és a rezonanciaesetben tapasztalhaté jel/zaj-viszony zajszintdl valo fliggését

abrazoltuk.

Eredményeink azt mutattak, hogy az 1/f“-tipusii zaj spektralis eloszlasat jellemzé «
paraméter novekedésével (azaz a fehérzajtdl vald tavolodassal) csokken ugyan az elérhetd jel/zaj-
viszony, viszont kisebb zajszérasok is elegendéek a rezonancia létrejottéhez. Azt taléltuk, hogy a
bistabil rendszer esetében az 1/f-zaj nem jatszik kitiintetett szerepet; nem ez a zaijtipus optimalis a

sztochasztikus rezonancia megvaldsitasahoz.

A dolgozatban vazolt szimulaciét egyelére szinuszos bemend jelre végeztik el, tovabba
csak a kimeneten vizsgaltuk a jel/zaj-viszonyt. A jovében a szimuléciot tobbféle iranyba is tovabb
szeretnénk fejleszteni: tanulmanyozzuk a sztochasztikus rezonancia zajtipustol valé fliggését mas
periodikus bemend jelekre (példaul kilonbdz6 kitdltési tényez6jii négyszogjelekre) is, illetve a
bemeneten és a kimeneten szamolt jel/zaj-viszonyok 6sszehasonlitdsaval megnézzik, hogy

lehetséges-e, és ha igen, milyen zajtipusokra optimalis a jel/zaj-viszony javulasa. Mivel a numerikus
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differencialegyenlet-megoldo algoritmusok esetleges instabilitésa, illetve az esetlegesen fellépé més
szamitasi artefaktumok Ovatossagra intenek az eredményeink megbizhatosagat illetden,
mindenképpen szukség van analdg szimulacidval vald dsszevetésre is; itt azonban a zaj spekirélis

tipusanak kelléen finom léptékben valo hangolasa még megoldasra var.
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