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BEVEZETES

A természetben elé6forduld jelenségek altalanos tulajdonsaga,
hogy az egymastél vald bonyolult fliggéseik, valamint a
kvantummechanikai hat&rozatlansag miatt eleve véletlenszerfQiek.
Ezért egy kisérlet sordn mért értékek nem abszolGt pontosak és
gyakran csak statisztikai médszerekkel értékelhetbdk Kki. Az
eredmények informdcidtartalma pedig gyakran zajfolyamatok
jellemz6inek meghatarozasaban rejlik.

E dolgozat targya egy speciélis zajtipus, melyet 1/f zajnak
neveznek. A szazad els®é felében kezdbdd elektronikai mérések
soran figyeltek fel ra, mint az alacsony frekvencidkon erbs
tébblettel rendelkez6 zajra [1]. A késbbbi vizsgalatok pontos
definiciét és szamos modellt eredményeztek [1,2]. Aktualitésat
azonban nem vesztette el, ugyanis a vizsgalatok soran kideriilt,
hogy nemcsak az elektronika teriiletén fordul eld6, hanem olyan
folyamatrél van szd, amely dltalanosan megtaldlhatdé a természeti
jelenségek korében [21]. A felépitett modellek azonban gyakran
csak egy-egy specidlis teriileten érvényesek, a zajtipus eredetére
vonatkozdé altaldnos magyardzattal nem tudnak szolgdlni.

célunk az 1/f zaj egyszer(, egy elemi folyamatot feltételezd
modelljének vizsgadlata. Ez az X, =f(X,) iterdcidés egyenleten
alapul, amely sztochasztikus fliggést biztosit az A&ltala
szolgaltatott értékek kdzdtt. A modell rekurziv jellege, azaz egy
véletlen folyamat valamely idépontban vett értékének az elbzd
pillanatban ismert értékébbl vald elballitasa, a folyamat markovi

tulajdonsagaval biztosithatd. Ennek é&rdekében olyan algoritmust



készitiink, amely a Markov-folyamatokat jellemz6 &tmenetmarixok
felhasznalasaval végzi az emlitett iteraciodt. Atmenetmdtrix az
1/f folyamatokhoz is rendelhetf, ily mdédon lehetbség nyilik a
markovi tulajdonsdg vizsgalatdn keresztil az iteracidés modell
feldllitasara. A vizsgalt 1/f folyamataink szamitdgépes
modellekbbl -és valéddi fizikai rendszerekbdl szarmaznak. Négy
zajforrast készitlink, ezek a folyamat elballitasanak mdédjaban
kiilénbdznek. Ezzel alkalom adédik a kiilénbdz6é eredetG 1/f zajok
kisérleti vizsgalatara. Valamennyi a Gauss-eloszlast koveti, ez
a legédltalanosabban elb6forduld zajtipus.

A dolgozat elsb része a vizsgalatokhoz szlikséges fogalmakat
és az irodalmi attekintést tartalmazza. A mdsodik részben, amely
a 3. és 4. fejezetet fogja at, az alkalmazott programok
ismertetését, az egyes modellek és kisérleti elrendezések
nikddését targyaljuk. Ide keriiltek a mérési eredmények is. Az 5.
fejezetben az eredmények kiértékelését végezziik. Az utolsd

fejezet az eredmények dsszefoglalasat tartalmazza.



2. IRODALMI OSSZEFOGLALAS

2.1 Sztochasztikus jelek leirasa

Egy 1/f tulajdonsdgot mutaté fizikai rendszeren, ezenkivil
egy analdg és két szamitdgépes modellen végezzik vizsgdlatainkat.
A késébb targyaldsra Kkerulé modellek egyszerlisége folytan
elegend® a vizsgalandd tulajdonsdg mérésével foglalkoznunk; az
igy kapott eredmények az adott tulajdonsaggal rendelkezd fizikail
rendszerekre is érvényesek . A szamitdgépes feldolgozds miatt az
analdog jelek jellemzdinek leirdsdat a feszlltsegfuggvény
vizsgdlatan keresztiil vezetjuk be. A szamitdgépes modellekkel
eléallitott folyamatok ezen Jjelek diszkrét realizacidjdnak
tekinthet®k. Egy u(t) fesziiltségjelet a ra vonatkozé matematikai
leirds alapjan két £6 csoportba oszthatjuk:

a, determinisztikus

b, sztochasztikus.
Egy rendszer valamely t, idépillanatbeli &llapotat ismerve, a
miltjdra és Jjovdjére nézve is informdacidkat nyerhetink.
Determinisztikusnak nevezziik az olyan rendszereket, melyek
viselkedése valamely tetszbleges idépontban pontosan megjosolhato
a t, idépillanatbeli &llapotdbdél. A madsik csoportba tartozd
renszerek véletlenszera folyamatokat mutatnak. Az ezen
folyamatokat leiré jelek jovObeli értéke, a miltbeli viselkedésik
alapijan, kdzelitben adhatd meg a valdszin(iségelmelet

médszereivel. Tekintslk &t az ehhez szukséges fogalmakat.



2.2 Statisztikai jellemzdk

Bar a sztochasztikus folyamatok eredményeképpen létrejovéd
zajok véletlenszerfiek, a véletlen események mogoétt statisztikus
térvényszer@ségek huzdédnak meg. Ezek felismerhetdsege feltételezi
az események tetszdleges sokszor, azonos korilmények kozdtt valo
elvégezhetdségét. A fizikai kisérletekre ez a feltétel teljesul.
Valamely esemény nagyszamui bekoévetkezése esetén értelmezhetjuk
a relativ gyakorisagat: ha n szami kisérletbdél valamely A esenény

n,~szor kovetkezett be, az

Ba (2.1)
n

szamot az A esemény relativ gyakorisaganak nevezzuk. Hogy ez az
érték a kisérletek ndévekvd szdma mellett Kkonvergdl, a
valdszinfiségszamitas gyakorlati alkazhatdsaganak alapjat képezi
[4,6]. A valdszinGségelméleten beliili ezt alatamasztd tételt, a
nagy szdmok toérvényének nevezziik. Tehat azt mondhatjuk, hogy
létezik a kovetkezd hatarérték [41]:

p(a)=lim 22 | (2.2)
n

n—e

Ezt a szamot az A esemény Dbekdvetkezése valdszinlségének
nevezziikk. A kisérletek kimeneteleképpen bekovetkezd események
halmazdn, mnint eseménytéren értelmezett bdrmely flggvenyt
valészinGségi valtozdnak nevezlink. A fizikai kisérleteinkben egy
elemi esemény egy adott fesziltségérték mérése, a hozzarendelt
valdoszinGségi valtozot a mért érték szdmértéke jelenti. Az ezen
értékekhez rendelt (2.2) valdszinfiségek a 2zaj amplitidddjdnak
statisztikai jellemzését adjdk. A koévetkezd kifejezésekbol a

pontos definicidkat kapjuk.



Az elsdrendi valdszinliségi slrliségfiiggvény

N szdmi egyenérték(i, egymdstél fuggetlen rendszert egyiddben
vizsgdlva legyen AN azon jelek szdma, melyek amplitiddja az x és
x+Ax értékek kézé esik egy adott t. idbépontban, ekkor az elsd

valdészinQiségi slrQségfiggvény definicidja [7]

. AN 1
Pl fad =500 W ax (2:3)

ax-0

Az elbézbekben definidlt sGr(Gségfiggvény segitségével udjabb

hasznos szadmértékeket definidlhatunk.

Statisztikus ko6zépérték
A jel vdrhatd értékét adja meg, elsbdrendG momentumnak is nevezik

[71:

+o0

Mx(t)) =[x p(x, t)dx . (2.4)

Négyzetes kozépérték

A folyamat dtlagos teljesitményével aranyos értéket ad:

+00

M(x(t,)?)) =fx2 p, (x,t)dx . (2.5)

Szérasnégyzet
A Jjel 4dltal felvett értékek a kozépértéktdl barmely tavol
eshetnek. A szérdsnégyzet a kozépértéktdl vald atlagos négyzetes

eltérést jellemzi, variancidnak is nevezik:
+00

D?(x(£,)) = [(x-M(x))? py (x, £,) dx = M(x?) -M(x)? . (2:6)

A s26rds (a 2.6 kifejezés négyzetgydke) pedig azt jellemzi,

mennyire sGrQsdédnek az amplituiddértékek a kozépérték koreé.



Az eddig bevezetett kozépértékek egy &ltaldnos, n-edrend(
momentumnak nevezett kifejezésbe foglalhatdk, de szemléletes keép

csak az elbzbBekben latott integrdlokhoz rendelhetd [3].

Modus
Egy valészinlségi vdltozo azon értékét nevezzik modusnak, amely

mellett a slrGségfiliggvényének maximuma van [6].

2.2.1 Tébb valészinfliségi valtozo

A kisérleteinkben a mérésekkor elbdforduld lehetséges értékek
halmazdhoz, mint eseménytérhez két valdszinGiségi valtozot
rendeliink, ezek a két egymds utdn mért érték szamértékeivel
egyeznek meg. Legyen A és B a két esemény, ezek egylttes
bekdvetkezése esetén az A esemény B-re vonatkozé feltételes

valészin@iségét a kdvetkezbképpen értelmezik [6]:

P(AB)
P(B)

P(A|B) = , (2.7)

ahol P(AB) a két esemény egyiittes elb6forduldsa esetén a (2.2)-ben

értelmezett valdszinlGség.

Mdsodik valészinifiségi slriliségfiiggvény

Tekintsink ismét N szami egyenérték(i, egymdastsl fliggetlen
rendszert a t, és t, id6pontokban. Legyen AN most azon Jjelek
szdma, melyek x amplitudéja a t, idépontban x és x+Ax kézé, a t,
idépontban pedig x’ és x’+Ax’értékek kozé esik. A masodik

valdészinGiségi strGségfiggény definicidja [7] :

. N1l 1
x, t.,x!, £)=1im2&Y = = |
D, ( a ») wom N AX ax! (2.8)
ax-~0

ax’-0



Kovariancia, korrelacidés egyltthatéd

‘Ha tobb valdészinGségi vdltozét vizsgalunk egyszerre, felmerul
ezek egymastél vald filggése. Ezen flggés szorossdgat is egy
szammal jellemezhetjik. Legyen £ és n két valdszinGségi véltozé‘
melyek csak sztochasztikusan fliggenek egymastdl, ezek egylttes
kovarianciajat (azaz egylttes szordasnégyzetét) a kovetkezd

6sszefliggés definidlja [6]:

D?(E,n) =M[(E-M(E)) (n-M(n))] = M(En) -M(E)M(n) ,  (2-9)
ahol M(E) és M(n) a & és az n valdsziniségi vdaltozok varhato
értékei. Ervényes a kodvetkezd egyenldtlenség [6]:

D?(E,n) < D(§)D(n) . (2.10)

Az egyenldbtlenséget a D(E)D(n)-val osztva a

- DEEn) 2.11
R(§,m) D(E) DN ( )

kifejezést kapjuk, ami a két valdszinliségi vdltozd

korreldcids egyiitthatéja. Ertéke:

[R(E,m)|s1 . (2.12)

Az R(E,n)=0 a két véaltozé korreldlatlansdgat Jjelenti. Minél
kbézelebb van R(E,n) az 1-hez, &ltaldban annal szorosabb a
kapcsolat a két vdltozdé kozott. Gauss-folyamatokra az R(E,n)=0 a

statisztikai fliggetlenséget is jelenti.

2.3 Sztochasztikus folyamatok

Sztochasztikusnak nevezink egy olyan folyamatot, amely egy

fo(t),...,f.(t) olyan idéfiggvény csoporttal irhaté le, melyen



beliil mindegyik fliggvény egy-egy véletlen valtozd jel [3]

(2.1.8bra):

|
[N M t
~Z

fa(ty) fa (t})
/N , N,

~, < 7 7 ="

2.1. 4bra Sztochasztikus folyamat id&éfiliggvényei [3].

Tegyiik fel, hogy a vizsgalt idéfiliggvényeknek t, idbépillanatokban

régzitjik az értékét, ezek rendre
£ (), 5,0t £5(E) vovvy £,(e) . (2.13)

Ha n elég nagy, képezhetjik az ezen pillanatokban vett amplitudék
statisztikai &4tlagat (sztochasztikus folyamat ugy foghatdé fel,
mint id6pontrél idépontra valtozéd slrlségfiggvényl valészin(ségi
védltozé). Az olyan sztochasztikus folyamatot, amelyben ezen
statisztikus jellemz6k idbében valtozatlanok, staciondriusnak
nevezzuik [37. Az olyan folyamatokat, melyekre az elsd
strGségfiggvény (2.3) iddéfuggetlen, a mdsodik (2.8) pedig a

megfigyelési idékuloénbségtdl figg csak:

io0



D (x, £)=p, (x) , Dy (x, t,x',t)=p,(x,x, t,~t,) , (2.14)
gyengén staciondriusnak nevezzik. Ez a tovdbbiakban elegendd lesz

a szamunkra.

Iddbeli atlag
Legyen u(t) egy feszlltségjel. A statisztikus atlagokhoz
hasonléan képezhetjiik ezen idb6figgvény kiildénbsz6 iddépillanatokban

felvett értékeinek az atlagat:

’ta

<u(t)>, = 11 th [uterae (2.15)
a~® a -ta

ezt elsbrendG idbdatlaglagnak nevezzik [3].

Szemléletesen: a fesziltségijel elsbrendd idbéatlaga az
egyenfesziiltségi komponenst adja meg. Ugyanakkor a masodrend(
idbédtlag a jel dtlagteljesitményét adija:

*ta

2 = . 1 2 t t (2.16)
<u®(t)>, %iril 2t. :[u (eyde .

(Hasonldan az elbzbekhez a magasabbrendG &tlagok itt sem
rendelkeznek szemléletes tartalommal.) Ha a valtakozd komponens
teljesitményére vagyunk kivdncsiak, az datlagtelijesitmény és az
egyenkomponens teljesitményének a kiildnbségébdl kaphatjuk meg

[37]:

< (ule) -<u(e)>,)? >, = <u?(t) >, ~(Ku(t)>.)2 . (2.17)

Visszatérve a sztochasztikus folyamatokra: a stacionaritds

azt jelenti, hogy mindegy az, hogy eldszdr az iddtengely mentén

11



dtlagolunk és ezutdan vesszlk a statisztikus atlagot, vagy pedig

forditva. Azaz:
<M(f(tj))>t= M(<f;(t)>,) . (2.18)

Ha a fentieken kiviil az is tejesil, hogy a statisztikus és az

idéatlagok megegyeznek egymadssal:
M(£(t))) = <£;(6)>, (2.19)

akkor a folyamatot ergodikusnak nevezzik [3]. A gyakorlatban
letdbbszdr ez az eset fordul eld, mivel csak egyetlen jelbdl
szarmazik a vélelen folyamat oly médon, hogy a jelet
idészakaszokra bontjuk, és ezeket tekintjuk az egyes
részfiggvényeknek. Ergodikus esetben tehat a Jjel iddatlagai
statisztikus &tlagoknak tekinthetbdk (és forditva). Emiatt az
elsébrendl idbddtlag megegyezik az elsbdrendli momentummal, azaz a
jel egyenkomponense a varhaté értékkel, a mdsodrendl iddbatlag
(azaz a jel teljesitménye) a madsodrendd momentummal, a
védltdkomponens 1 ohmra vonatkoztatott dtlagteljesitménye pedig a
szérasnényzettel [3]. (Igy tehdt maga a szérds a valtdékomponens
effektiv értékének felel meg.) A stacionaritds és az ergodikussdg
is definidlhaté mggasabb rendben, amennyiben a (2.18) egyenléség
az adott rendig teljesiil, a tovabbiakban elegendbek a fent
emlitett definicidk.

Egy fizikai rendszer vizsgdlatakor stacondrius folyamatot
kapunk, ha a rendszert termodinamikai egyensilyi dllapotdban
mérjik [8]. Az 4ltalunk vizsgdlt folyamatokat ilyeneknek
tekintjik, igy a tovédbbiakban, staciondrius, ergodikus
folyamatokrél beszélink, ha a fenti tulajdonsdgokat nem is

emlitjik.

12



2.4 Valdszinfiségi sliriiségfiiggvények

Az aldbbiakban a tovdbbi vizsgdlatok sordn felhaszndlt

slrGségfliggvények alakijait lathatjuk.

Egyenletes eloszlas
Egy E valészinGségi vdltozd egyenletes eloszlasd az [a,b]

intervallumban, ha

ha a=<=x<b,

(2.20)
0 egyébként.

I
t
!
' a b x

2.2 abra Az egyenletes eloszldas slriiségfiiggvénye [22].
A vdrhaté értéke M(E)=(a+b)/2 és a szdérdasnégyzete D?’(f)=(b-a)/12

[10].

Exponencidlis eloszlds
A A paraméteri exponencidlis eloszlas sfiriségfiiggvénye:

Ae=*,  4hol A > 0 valds szém-_

= (2.21)
0 , egyébként

Fo = |

) F\X)

F(x)
A>0,

P 2o

X

2.3. abra Az exponencidlis eloszlas siirfiségfiiggvénye [22].

A vdrhatd érték 1/), a szdrasnégyzet 1/A°.

13



Poisson-eloszlas

Az qt paraméter Poisson-eloszlds sGrlségfiggvénye [10]:

"
p(t)=@geeﬁt at>o (2.22)

L Kb
|

i

2.4. abra A Poisson-eloszlas sfirliségfliiggvénye [22].

ahol a varhatd érték és szdrdsnégyzet is at.

Normalis-eloszlds (Gauss-eloszlas)
Fizikai kisérletekben leggyakrabban elbdforduld a Gauss—-eloszliés.
Gyakorisdgdt a centrdalis hatdreloszlds tétel indokolja. A (p,0)

paraméteri normdlis eloszlas srfiségfliggvénye [6]:

_ (x-p)?
p(X): 1 e 20?2 ~o0 { X { , (2'23)
Va2no
LEX)
-0 <X<+0
m X

2.5. abra A normdlis eloszlas sfirfiségfiggvénye [22].
ahol pu a varhatd érték, o a szdoras (ezenkivil az x=u helyen

. maximum, az x=ptc helyen inflexidés pont van).

Egytittes normdlis eloszléas

A E,,E, valdszinGségi vdltozok egylttes normdlis eloszldsudak, ha

14



egylttes shOrGségfiggvénylk:

p(xllxz): _— e 7 (2-24)

2.6. dbra Az egylittes normdlis eloszldas slirliségfiiggvénye [22].

ahol

1 2, =My 2 X, =My [ X,—I X, —~M,\?

00 = ] | T agf BT (R R (2.25)
1-@ 0 g, LP) P

a 0,,0,,m,m,,p valds &llanddk, melyekre o,>0, 1i=1,2 és O0<p<l

[4][10]. Ezen 4llanddknak szemléletes jelentésiik van,

M(E) =m, , M(E,) =m,
D(E,) =0, , D(E,) =0, (2.26)
R(E,,8,) =0 .

azaz m, és m, a megfeleld valtozdék varhatd értékét, o, és o0, a
szérast, a p korreldcids egyltthatét adja. Ha tobb valdszinGségi
vdltozé egylittes eloszldsa normdlis, akkor az egyes valtozdk
ki11én-kiilén mind normdlis eloszlasudak. Igy £, egy (m,,0,), £, pedig
(m,,0,) paraméteri normdlis eloszlésu valtozd. Legyen (a;;) egy
2x2-es szimmetrikus, pozitiv definit mdtrix, legyen (b.y) az (ai;)
inverz mdtrixa. Ekkor a Q(x,,X.) kvadratikus format atirhatjuk a

2
O(x,, %))=Y, (x,-m;) b, (x;~-m,) (2.27)
i,7=1

15



alakba. Az (a;y;) matrix elnevezése a két vdltozd kovariancidjat

adoé

M[(E,-m) (§,-m) ] = a;,= 0,0, (2.28)

Osszeflggésbdl addddan kovarianciamdtrix. Ezenkiviil érvényesek a

kévetkezd Osszeflggések:

2 b b22

11 2
e = ’ :—.:a (2.29)
ST T T2
Az (a;y) és a (b;;) mdtrix a kovetkezb6 alaku:
1 __e
2 2 0.0
o7 -00,0 o3 192
(aij) = 21 : ' (bij) = (2.30)
-00,0, O -0 2
0,0, o2

Ha a korreldcids egyltthaté p=0, a £, és £, korrelalatlanok. Ez
dltaldban nem jelent flggetlenséget, de normdlis egyilittes
eloszlas esetén ebbdl a fliggetlenség is kdvetkezik. Forditva, ha
a £, és £, vdltozdék fluggetlenek, akkor az egyiittes str@iségfiiggvény
szorzat alakra esik szét, amib6l kévetkezik Q(x,,x,) alakjat nézve
a p=0.

Ha a £, és E, vdltozdk egylittes eloszldsa normdlis, akkor £,
feltételes eloszldsa a E,=x, feltétel mellett szintén normdlis.
Ennek konkrét alakjat a késbbb definidlandé &tmenetmdtrix

ismeretében a 3.2. fejezetben ldtjuk.

2.5 Teljesitménys(irliség-spektrum, autkorrelacié-fiiggvény

Egy f£(t) Jjel idbbeli lefutdsdnak (id&beli képének) amplitudd
statisztikdjdndl tovdbb is léphetink. A Fourier-transzformdcid
alkalmazdsdval az idobétartomdnybeli Jjelet a benne fellépd

harmonikus komponensek amplitiddd- és fazisspektrumdaval irjuk le.
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Ezek a frekvenciatartomdnybeli képek ekvivalensek az
idbtartomdnybeli képpel. Eszerint ha f(t) nem periodikus, véges

energidjui jel és

flf(t) ldt <o, (2.31)

akkor
()= fF(f)ejZ““ df (2.32.a)
F(f) = ff(t)e-ﬂnftdt , (2.32.b)

ahol tehdt F(f) az f(t) jel Fourier-transzformdltja [3]. Méas

alakba atirva:

F(f)=A(f)e ) | (2.33)

Az A(f) az f(t) amplitudd spektruma, &(f) a fadzispektuma. (Az
A(f) paros, a ®(f) paratlan figgvény.)

Sok esetben elég, hogy egy fdzis nélkili figgvényt, a
teljesitményslGriségspektrumot haszndljuk jellemzésre [11]. A Jel
energidjadra van tehdt szlikséglnk. Ha f£f(t) periodikus a jel
energidjat a (Parseval-tétel néven ismert) kovetkezd kifejezés

adja [3]:
E=f |F(E) |2 df ., |F(£H)|*= |aH) ]2 . (2.34)

Ha azonban f(t) nem periodikus és nem tGnik el a véges

idétartomdnyban, vegylink egy x(t) segédfiggvényt, amely f(t)-vel
a [-t,,to]idb6tartoményban egyezik meqg, egyébként pedig zérus. x(t)
véges energidaiju, felirhatdak a (2.32) Osszeflggések, és a

segédjel energidajdt a megfeleld (2.34) kifejezés adja. Az x(t)
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segédjel id6tartama 2t,, ezzel az energiat osztva:

4o

Puo= 1 f |x(£) |2 df . (2.35)

0~.»

-ty

a 2t, alatti atlagteljesitményt kapjuk. Ha t, » © = x(t) - f(t):

Limel (|x(6)[? af = [ ( 1im -1 . e
Lim = _fmlx(f_)l df L( lin | XD Prar . (2.36)

Az S(

(2.37)

.
mennyiséget az £(t) jel teljesitménysliriség-spektrumanak nevezziik
(valds, péaros fliggvény) [3].

Ha képezzik az egymdstél T tdvolsdagra 1évd f(t)
figgvényértékek szorzatdnak idbatlagdt (felhaszndlva az x(t)
segédfiiggvényt):

¢t°

R(7) llm——fx )x(t+T)dt = <F(£) F(t+T) >, (2.38)

o
07> ‘to

az f(t) Jel autokorrelacié-fiiggvényét Kkapjuk (valds, paros
figgvény) [3]. Ertelmezése a kdvetkezd: ha egy adott 7,-ban
R(7,)>0 , akkor az eredeti jelbdl az egymastdl 71, tévolsééra 1évd
pontok nagy .atlagban azonos ; ha R(7,)<0 , akkor ellentétes
el6jeliek. Ha R(7,)=0 , f(t) értékei annyiszor lehetnek
ellentétesek, mint azonos jelfiek, nincs korreldcié koéztiik, azaz
faiggetlenek. (Gauss-folyamatokra igaz a forditott Allitas is.)
Igy ha R(7)=0 valamely 7127,~-t&1 kezdve, akkor a 7,~-nél nagyobb
idékilénbségekre a Jjel jovdjére nézve jésolni nem lehet.
Megemlitjlk még, hogy az R(7=0) a jel dlagteljesitményét (egyben
a szdérdsnégyzetét) adia

Az autokorreldcié-fliggvényt és a teljesitménys@rGségspektumot a

Wiener-Hincsin-tétel kapcsolja dssze, mely szerint
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+o0

R(‘r)=f5’(f)ej2"f’ df (2.39)

az autokorreldcido~fliggvény Fourier-transzformdltija a

teljesitménysGrGség [3].

2.5.1 Zajok osztdlyozasa spektrdlis intenzitds szerint

A kuldénféle eredetli zajok egy lehetséges csoportositdsat a

teljesitménystGriség-spektrumuk alapjdn adhatjuk meg.

Fehérzaj
A konstans teljesitménysGr@iség-spektrumi zajokat fehérnek

nevezzuk:

S(f) =konst. (2.40)

Ilyen alakban az energidjat kiszdmitva, végtelennek adodik. A
Wiener-Hincsin-tétel alapjdn az autokorreldcidés fliggvénye a
Dirac-féle § flggvény, ami azt jelenti, nincs korreldcié a jel
értékei kozott. A redlis fehérzaju jelek s&vkorlatoltak.
Fehérzajt mutat példdul egy R értékG ohmos ellenellds. Ezt a zaijt
termikus zajnak is nevezik, T hbémérsékleten S(f)=4KkTR a spektrum

értéke, konstans, ahol k a Boltzmann-&llandd [15].

1/f*-zaj

Ha a teljesitményslr@iség-spektrum

1

S(f) =C}—2' 7 C=kOI’)SC. (2.41)

alaku, akkor 1/f?-zajrél beszéliink. A fehér zajhoz hasonldan ez
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is gyakori. Ez a koévetkezdkkel magyardzhatd: fizikail
renszerekben gyakori Jjelenség, hogy egyik mennyiség a mdsik
integrdljaként (vagy derivaltjaként) adoédik. A Fourier-
transzformacid

A7) . (Gonf)® F(1) (2.42)
dat*n

tulajdonsdga miatt a fehér zaj (iddbeli) integrdljaként adodd zaj

1/£f2?, az 1/f? zaj derivdltjaként addédo zaj pedig fehér spektrumu.

1/f? zajt mutat példdul egy Brown-mozgdst végzd részecske [16].

Az 1/f zaj

A természetben a legklilénfélébb terilileteken elb6fordulé zajtipus.
Megtaldlhaté a félvezetd eszkdzdkben, a bioldgiai rendszerekben
is. Ide az 1/f* , ahol axl spektrumi zajok tartoznak. A
szigorian oa=1 kitev6ijG jel végtelen energidjui, redlis esetben
sdvkorlatozottnak kell lennie. Az alsd hatdrfrekvencia
meghatdrozhatésdga a mérések véges iddtartama miatt korldtozott.
Félvezetd eszk6GzO0kre 10°Hz frekvencidig kimutathaté az 1/f
fliggés. Egyes esetekben ez az alsd hatarfrekvencia 10”5Hz, ami

300 éves ciklusoknak felel meg [21].

Lorentzi zajok
Az exponencidlis lecsengés(i autokorreldcié-figgvénnyel rendelkezb
zajok teljesitménystlrlség-spektuma a Wiener-Hincsin-tételbdl

addéddéan Lorentzi

R(t)=Ce ® =« S(fHHl=c——° (2.43)
1+(2nft,)?

Beldthatd, hogy a Poisson-folyamatokra ezek a kifejezések

fenndllnak [5]. Ha egymdstdl fliggetlen Poisson-folyamatokat
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Osszegzilnk, a 7, értékekre pedig g(7)=1/7 eloszldast
feltételezunk, sévgorlétolt 1/f zajt kapunk [9], melyet a 3.2.2
fejezetben bemutatott szdmitdgépes modellben hasznalunk ki.

A fent emlitett zajtipusok teljesitményslrliség-spektrumainak

dbrdit a kés6bbiekben ldthatjuk.

2.6 Digitalis jelfeldolgozas

Analdg jelek analdég dramkdérdkkel valé feldolgozdsa sok
esetben célravezetdbb, mint a digitdlis feldolgozds, viszont az
utébbi alkalmazdsdval szdmos olyan szolgdltatds érhetéd el, ami
teljesen mds alapra helyezi a jelekkel vald mérést.

A jelfeldolgozds els6 1lépése az analég Jjelek diszkrét
idejGvé és értékfivé valsé alakitdsa, azaz digitalizdldsa. A (2.7)
abrdn az analég jelek feldolgozdsdnak 1lépéseit lathatjuk a

mintavételezést6l a szoftveres felhassznalasig.

f(t) “"’} B \ » A/D P! szamitogép

2.7. abra A jelfeldolgozds folyamata.

Ezen fejezetben az egyes lépéseket aldtdmasztd tételeket

targyaljuk.
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2.6.1 A mintavételezés elnmélete

Az elektromos Jeleket egy &A/D (analdg/digitdl) konvertere

keresztiil mintavételezziik. Hogy ez a diszkrét idejGvé val

jelalakitds milyen frekvencidval térténjék, a Shannon és Nyquié

dltal megfogalmazott tételek adnak felvildagositast [11]. .

mintavett Jjelet szdrmaztassuk az eredeti f(t) jel és egy un. s(t

mintavevd jel szorzataként: f£,.,(t)=f(t).s(t) , ahol f..(t)

nintavett flggvényt jelenti. Ekkor igazak a kovetkezd dllitdso!

[3]:

1. Egy savhatarolt jelet (amely nem tartalmaz f...—nal nagyob
frekvencidju tagokat) egyértelmfien meghatdrozzdk a jel 1/2f..
vagy ennél sGrlbben vett értékei. A mintavételezés soran igy
informdcidé nem vész el, ami a 2. dllitdsnak felel meqg.

2. Az 1. tétel szerint mintavett jelet egy f.., hatdrfrekvenciaj
aluldteresztd szGrbn engedve at, az eredeti jelet kapjuk
vissza.

Bizonyités:

Az s(t) mintavevé fiiggvény legyen a kdvetkezd impulzussorozat (2.

dbra):
1 , ha t<t<¢t,
s(t) =
0 , ha t,<t<t+T (2.44)
S(t+kT)=s(t) -o< k<
$8)
= T ‘
U+

0t t,

2.8. 4bra A mitavavd impulzussorozat.
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Azaz egy, a valdsagosnak megfeleld, véges idejG mintavételezést
tételezlink fel.

Az s(t) Fourier-sora:

Ap 51n(nw0£¥§) , 5
s(t)=2L Y% - 2 o™t kol w,=2E . (2.45)
T & pe AL T
2
Ezzel a mintavett fuggvény a kdvetkezd alaku:
Ar & sin(nwo—%E ]
£ (L) =£(¢t) -_TQZ e — @ (2.46)
n=-e nw,—
2
A Fourier-transzformdltija:
o o e sin(ne Af) .
Fo(£) = [ £5,(£) @08 dE = [£o) =) 7™t eotdt =
b e n=-e nwo__
2
. At
v« Sin(nw,==) += )
= A—th At2 ff(t)e—”"(f'”f°)t dt , emiatt

n=-e nw,

A& sin(nwofkg)
Fp(£)= =2} xp— Flf-nf) . (2.47)
n=-e Il(;.)o—2

Azaz véges, At ideji impulzussorozattal mintavett jel spektruma
az eredeti sd&vhatdrolt jel spektrumdbél egyszer(i eltolédssal
adédik. Ebbbl azonban mdar a mdsodik &llitdas is kiolvashatd.
Onkényesen tegyiik fel ugyanis, hogy az eredeti f(t) jel spektruma
az origéra nézve egy szimmetrikus hdromszdgalak (2.9/a &bra), a
2.9/b abran ekkor lathatd, hogy f£f..(t) spektrumdban az elézd F(f)
ismétlbdik £, egész szami tébbszdérdseinél, és ezen eltoltak
amplitiddi a sin(x)/x kifejezés koévetkeztében egyre csdkkend

tendenciat mutatnak. Itt most pontosan a 2. allitdsban foglalt

23



fy 2y 3ty Lfy Sty Bty Tha
-3ty -2t -fo fo 2t 3t,

2.9. abra A savhatdarolt (a) és a mintavett jel (b) spektruma

véges idejl mintavétel esetén (f..=f,=2f,,).

TFHH

a,
- f
-ty 10 +f,
| Fmv (1))
. ; |
-21, o ctu | e \ 21, 3,
ures hetyek
b, 4Pt
atlapolasok
i i
S 2 ot tw | futg 26y 3 f

2.10. abra A mintavett jel amplitiddéspektruma, ha f,=f.,>2f...

(a), 1il11. ha f,.<2f.,. (b).

fo=2f..x esetet valasztottuk. Ekkor egy f,.. hatdrfrekvencidiji,
idedlis szlrbvel visszakapjuk az eredeti (bdr amplitdddban
kisebb), =fp.<f<+f... sdvba foglalt jelet.

A gyakorlatban a végtelen meredek levagasi szGrd
megvaldsithatatlansdga miatt az f,, > 2f,. esetet valasztijuk, igy
egy véges levdgdsi meredekségQi aluldteresztd szGrd is elég az

eredeti jel kuldnvdlasztdsdra, mert van Ures hely a felhaszndlt
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savok kozott: 2.10/a abra. Abban az esetben azonban, ha a
mintavételi frekvencidra kirdétt feltételt nem tartjuk be, az
f..(t) egyes spektrumrészel &tlapoldédnak és az eredeti Jel
spektrumat mdr nem lehet kildnvdlasztani, torzuldsok lépnek fel

(2.10/b abra).

El6szlird, A/D konverter

A gyakorlati megvaldsitds sordn, hogy a jel sdvhatéarolt
legyen, eldémintavételezési szGrbdét kell alkalmazni, melyet nagy
levdgdsi meredekség jellemez [11].

A fenti elven sdvhatdrolt jel az anldég-digitdl dtalakitdba
jut. Itt egy kvarcoszcilldtor 4ltal vezérelt odrajel tlitemére
megtérténik a mintavételezés. Egy tarté dramkdr ezt az értéket
nindaddig hozzdférhetdé mdédon tartja, mig a diszkrét értékf(ivé
valé atalakitds (azaz a bindris kédolds) meg nem torténik. Az
igy kapott bindris szavak a szdmitdégép mendridjdba beolvashatdk,
és tovabbi 4&talakitdsuk a felhaszndldé &ltal alkalmazott

szoftverektbdl figg.

2.7 Markov-folyamatok

Legyen a vizsgadlt fizikai rendszeriink lehetséges
dllapotainak a szdma egy diszkrét halmaz: A. Jeldljiik ezeket az
allapotokat a 0,1,2,... szamokkal. A rendszer idében

allapotvaltozdsokat végez, ezen 4&allapotait a t=0,1,2...
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idépontokban megfigyeljik. A £,,8,,E,,... valdszinfiségi vdltozdkat
definidljuk a koévetkezbdképpen:

£.=i, ha a rendszer a t=n idépontban az i &llapotban van. A &,

a kiinduldé &lllapotot jelzi. A rendszer éllapotvéltozésainakr
sorozatat elsbébrendi Markov-ldncnak nevezzik, ha  barmely

ti<te<...<t,, idépontok és Xk,,K.,...,K., dllapotok esetén :

P(Etm=km1|5tl=kl, coi b=k, = P(Etm:kmllécfkn) . (2.48)
azaz a rendszer toa~beli toérténetének valdszinlségét
egyértelm@en meghatdrozza a t, id6pillanatbeli 4dllapota
[4,5,10].

A magasabb rend( Markov-folyamatok "emlékezete" t6bb multbeli
dllapotra is kiterjed, ezek vizsgdlatdhoz a 2.2.1 fejezetben
ladtott mdédon kettdnél +tébb valdszinlségi valtozét és  ezek
jellemz6it kellene bevezetni. A tovabbiakban csak elsédrendf
folyamattal foglalkozunk, igy elegendb csak két valdszin@ségi
vdltozé egyluttes slGrGségfiggvényét vizsgdlni. Ezenkivil
folyamatos Markov-folyamat is definidlhatdé lenne, de a diszkrét
idejG mintavételezés miatt eleve csak diszkrét realizdcidéjukban

vizsgdlhatdék [12].

Atmenetvalészinfiségek

Az alabbi valdszinfiségeket r 1lépéses dtmenetvaldszinfiségeknek

nevezzik:

AP = P(E,,=k|E=1) (2.49)
Ennek szemléletes jelentése az, ha feltesszik, hogy i dllapotbdl

indultunk ki, annak a valészinGsége, hogy r 1lépés utdan a k
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dllapotba jutunk az ik midtrixelemmel egyenld. Az
dtmenetvalészin(iségek az idének is fliggvényei. Ha P, figgetlen
n-t61 (azaz .idéfﬁggetlen), a Markov-lancot homogénnek vagy
staciondriusnak nevezzik. Ebben az esetben az n index el is hagy
haté. A valdsziniségeket egy mdtrixba foglalhatjuk Ossze, és

dtmenetvaldészinliség-matrixnak nevezzik:

Diy ++- Pip---
(r) ‘
p. = , ahol (2.50)
n® ik Dni Dpp» -
P20 . Yoyl . (2.51)
k=1

Ez egy végtelen négyzetes matrix, melynek i+l-edik oszlopa &,.,
ertékének valdszinfiségi eloszldsdt adja, azon feltétel mellett,
hogy E£.,=i. Ha az &llapottér véges, akkor P,;” véges négyzetes
matrix. A folyamatot teljesen meghatdrozza az egylépéses
dtmenetmdtrixa és a folyamat t=0 pillanatbeli
valészinliségeloszlédsa [10].

Egylépéses dtmeneti valdszinGségekre: r=1, el is hagyhatdé az r

index:

pi=p, . (2.52)

Ha ,Py;Y’ n-t61 fuggetlen, akkor

(r) _ (1)
GJPii = (P T (2.53)
az r lépéses dtmenetvaldszinliségek matrixa egyenlbd az egylépéses

dtmeneti valédszinliségek matrixdnak r-edik hatvdnydval [4]. Ezt

médsképpen is kifejezhetjik:

n
(ry) _{r,)
ha r=r;+r, : P&?=E:£l?1ng . (2.54)
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Ezt Markov-féle egyenlbségnek nevezzzik.

Ergodicitas

Ha annak a valészinGsége, hogy a folyamat kezdetben a j
dllapotban volt: Py, azaz £, eloszlésa P(£,=j)=p,;, akkor annak a
valészinGsége, hogy az n-edik pillanatban a folyamat a k

dllapotban van, éppen
pk(n) = Epj nij=P(En=k) ‘ (2.55)
=0

A folyamat egylttes eloszlédsdnak meghatérozééén fellil érdekes
kérdés a ,P,, mdtrixok aszimptotikus viselkedésének megdllapitasa,
ha n-o. Az varhatd, hogy a kezdeti &llapot hatdsa egyre jobban
mérséklédik, és igy ha n-o, ,P;, az 1 értékétdl fliggetlen
hatdrértékhez tart.Egy Markov-lanc ergodikus, ha 1léteznek a

kovetkezbd hatdrértékek :

T

DPii1,.. Pin P;... Py
1impP{ =lim : = : =(P, P,), ahol (2.56)
1 . n-oe

pnl... pnn pl... pn :

a k=1,2..., r=0,1,2... [4]. Azaz barmely i &llapotbdl indulunk

ki, sok lépés utdn i-tb61 fliggetlen P, valdszinliséggel lesz a

rendszer a k allapotban.

Markov tétele
Egy véges sok dllapotd homogén Markov-lanc akkor és csak akkor
ergodikus, ha van olyan (P,;')” v-dik hatvédny, melynek legaldbb egy

oszlopdban minden elem pozitiv [4]. A P, hatdrértékekhez vald
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konvergencia exponencidlis sebesség(i. Azaz van olyan v lépésszanm,
és legaldbb egy olyan &dllapot, melybe v lépéssel minden mndas

dllapotb6l pozitiv valdszinfiséggel eljuthatunk.
Példa Markov-lancra

Vizsgdljunk egy olyan egydimenzidés bolyongdst, azaz Brown-
mozgast, melynek 4llapottere az egészek véges vagy végtelen
halmaza. A részecske, ha 1 &llapotban volt, egy &tmenet
alkalmaval az i-1,1i,i+1 &dllapotok valamelyikére mehet at. Az
dtmenetivaldszinGség-matrix:

r, ppb 0 O

o ...
p=|N 1P (2.57)

0 q 1, P,

alaki, ahol p,>0,q:>0,r,20 , qutrctpe=l és k=1,2,...,255.
Ha £.=k, akkor k>1 esetén:

P(En+1:k+1|£n=k) =Dy

P(E,,,=k-1|E =k) =gk , (2.58)

P(gnd:klgn:k) =rk
Az egész szdmokon vald szimmetrikus bolyongdson olyan Markov-
lancot értink, melynek &llapottere az Osszes egész szam és
dtmenetmatrtixa a kévetkezb6 elemekbbl 4l1l:

r , ha j=i+1

” p ., ha j=i-1 i,j=0,:1,:2,... (2.59)
r=0 , ha j=1

o
I

Ekkor a (2.57) alatti &sszegre vonatkozd kifejezésbbl: p=1/2.
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3. Szamitdgépes modellek

A dolgozat azzal a kérdéssel foglalkozik, jellemzb-e a
markovi tulajdonsdg az 1/f folyamatokra. Két szdmitdgépes és két
kisérleti dramkori modellel elballitott 1/f folyamatot
készitettlink. A markovi tulajdonsdg vizsgdlatdra egy algoritmus
dallithatd fel. Az algoritmus tesztelése érdekében a modellezést
Brown-mozgdsra és fehérzajra is elvégeztiik. A koévetkezbkben ezek

részleteit és a mérési eredményeket tdrgyaljuk.

3.1 Mérési elv

Sztochasztikus jelek markovi tulajdonsdgdnak vizsgdlata arra
a gondolatra épilil, miszerint vizsgdljuk meg, hogy egy Jel
(korrelaciods idén belili) T idbeltolassal kapott
atmenetmatrixdbdl visszagenerdlhaté Uj idb6bfolyamat azonos-e az
eredeti jellel. Ez a (3.1) folyamatdbrdn bemutatott algoritmus

elvégzését jelenti:

| A/D —bemV(tn)

3.1. d4bra A markovi tulajdonsdgot ellendrzd algoritmus.
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Az &bran minden egyes blokk egy-egy szdmitdgépes programot
jeldl, a blokkokban pedig ezen programok eredménye lathatd. Az
egyes blokkokhoz tartozé algoritmusokat a  kovetkezdkben
targyaljuk részletesen. Az dbra bal oldalén egy, a (2.7) abran
latottaknak megfelelben mintavételezett és digitalizdlt jelet
(for(tn) ), és egy szdmitdgépes modellel nyert zajfolyamatot ( &,)
jeldltliink bemenetként. Ezen bemend jeleket a valdszinGségi
slrségfiggvénylik és a teljesitményslriség-spektrumuk alapjéan
jellemezzik. Az algoritmus bemend és az eredményeképpen kapott
jeleinek Osszevetését tehdt ezen két fliggvény menete alapjan
végezzik.

A bemend jelbdl empirikusan meghatdrozzuk az dtmenetmdtrixot
( Py ), majd ebbdl visszagenerdljuk az idéfolyamatot (m.). Az
utdébbi 1lépést, és igy az egész algoritmust az un. inverzelem
nédszer tamasztja ald, melyet késbdbb részletesen ismertetiink.
Ezen eljdrds miatt az algoritmus eredményeképpen kapott folyamat
valészinQségsQrGség fliggvénye megegyezik a bemend idbéfolyamat
slr@ségfliggvényével. Tehdt ha akdzben, hogy az dtmenetmdtrixot
meghatdrozzuk, informdcié nem vész el (mivel egy Markov-
folyamatot az dtmenetmdtrixa egyértelm@ien leirja), a jobb oldalon
kapott idéfolyamétnak az eredeti spektrumot is vissza kell adnia:
S’ (f)=S(f). Az dtmenetmdtrix létrehozdsakor a bemend jelértékek
korreldcidja fontos paraméter, Jjelentésére és mérésére késdbb
visszatérink.

Mieldtt a konkrét megvaldsitasra ratérnénk, végezzlink egy
elb6zetes becslést az eredményekre vonatkozdan. Egy idedlis 1/f
zajhoz, divergencia miatt, a (2.39)-ben definidlt autokorreldcid
fliggvény nem rendelhetd, de egy sadvhatdrolt 1/f zaj

autokorreldcid fuggvénye 1létezik, és logaritmikus lecsengési [9]:
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C
< f.<f<f

ha S(f)= £ * 2
0

£ < f, vagy £> £,

R(t) _ ._C-ln(2nf,T)

)~ - < ', h
<u?(t)> In(£,/£) a

é% < T < ii . (3.1)

Azaz a folyamat "memdridja" hosszd hatétdvolsdgu. Diszkrét
id6lépésekben gondolkodva ez azt Jjelenti, hogy a folyamatot az

\

elséfendﬁ dtmenetmdatrixa nem biztos, hogy kielégitben jellemzi.
A Dbelble visszagenerdlt folyamat esetleg nem azonos az
eredetivel, és nem 1/f spektrumd. Van azonban olyan folyamat,
mégpedig a Brown-mozgds, amely hasonldan erbsen korreldlt az
egymdsutdni dllapotaira nézve (ugyanis 1/f* zaj "memdridja" is
végtelen hatdétdvolsdgi), mégis markovi folyamat, tehdt leirhatd
egylépéses dtmenetmdatrixdval. Célunk annak elddéntése, hogy a

gaussi 1/f zaj rendelkezik e a reprodukdlhatdsdgot maga utdn vond

markovi tulajdonsdggal.

3.1.1 Az algoritmus lépései

Kovessik végig a (3.1) folyamatdbra egyes lépéseit. Ezen
részprogramok minden egyes konkrét modellben azonosak. Eltérés
csak a zajfolyamatok generdldsdanak médjdban van, ezeket a

megfeleld modellek tdrgyaldsdndl latjuk maijd.

A slrfiségfiggvény és a spektrum mérése

Az algoritmus bemend idéfluggvényének paraméterei tehdt a
sGrGségfliiggvénye és a spektruma. A digitdlis feldolgozds miatt a
vizsgdlat sorén alkalmazdsra kerilt valdészinGségi
sGrGségfliggvényeket és spektrumokat a 2. felyezetben definidlt

megfeleld folytonos fuiggvények diszkreét realizdcidjanak
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tekinthetjik. A Markov-folyamatok bevezetésénél latott t=0,1,2...
idépontokban beérkez6 E,,E,,E.... lehetséges értékek egy véges
diszkrét halmazt alkotnak, azaz a modellezett fizikai rendszeriink
dllapotainak halmaza a tovéabbiakban legyen az A={0,1,2,...,255)
halmaz. Az 1gy egymdsutdn érkezd értékeket nagysdgquk szerint
szelektalva a relativ gyakorisdgaikat kell feljegyezni. A (2.2)
kifejezés szerint értelmezhetd6 a P(&;=j)=p, valdészinGiség minden
j=0,1t2,...,255 diszkrét értékre. A valdszinfiségi
sGrségfliggvényt ezdltal tapasztalati dton szarmaztatjuk a

programban elhejezett
P(j)=P(j)+1 (3.2)

értékadd utasitdssal, ahol £,=j egy beérkezett zajértéket jelent.

Az algoritmust a (3.2) abrdn lathatjuk. A
konkrét megvaldsitds sordn elbszor 1024 db

elemmel feltdltlink egy g témboét, majd ezt

a ciklust a P(q(i))=P(qg(i))+1 sorral egy

ujabb kils6 ciklusba &gyazva, azt sokszor -0

1
végrehajtjuk. Ekkor tehdat n=k*1024 adatot | P&;)=p({;)+1 F‘*ﬂ
haszndltunk fel, ahol a k értékét a i<n \ijzgj;

tovédbbiakban a mintdk szamdnak nevezziuk. Az

L
n

/output p (] )/,«/

igy kapott P vektor elemeinek a mérések L2777

- TN
szamaval (n-el) valé osztdsa, azaz a (stop )

tényleges relativ gyakorisdgok kiszamitasa

felesleges feladat, mivel a fliggvényt 3.2. dbra A

dbrazold programok a tengelyeket zgggiigigggYeny
megfelelbden skalazzak. Igy csak a tengelyek
beosztasait kell pontosan megadni. A (3.3) 4&bran kettd igy

készlilt sOrGségfiiggvényt 1ldathatunk kidl6nbdézd szdamd mintdbol

kiértékelve. Ezzel az eljdrdssal staciondrius elsérend(
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1003

p(x)*n
p(x)*n

40

20

3.3. dbra Empirikusan meghatdrozott sfirfiségfiggvények
a, k=10; b, k=100 mintdra.

sriségfiggvényeket kapunk.

A teljesitménysQriség-spektrum
(start,
kiszamitédsdat, ha a mintdk elemeinek fiiziij
Jinput k/
szdmdt kettd hatvanyaként vdlasztjuk “E:ji:?
neq, egy FFT (Fast-Fourier- i=0 |
Transformation) néven ismert j=0 <
algoritmussal végezhetjuk [11]. Az | qﬁs=% [P
- |
FFT eljdrast a programban egy e pa—
_ . 3 102§f3%§=iiﬂi
figgvényként kell meghivni, amint ez \\V1: —
i
a (3.4) folyamatdbran 1lathatd. Az 'sp=FFT (q) +sp
|
dbrdn léatott sp tombben a g-beli [ U ——
<g1<kA;>A{1=l+lF—J
idéfiiggvények mintdnkénti Sl B
spektrumainak &tlagdat tdroljuk. A /butput Sp /
(3.5) abran egy 1/f zaj igy készilt (EESE}

spektrumai l4thatodk.
3.4. ébra A spektrum
Itt emlitjik meg mégegyszer, hogy kiszamitdsanak
algoritmusa.
statisztikus folyamatok véges
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a, b,

. .

1
ho! G
= z
O -3 g’
— —

V Q [ 1 1.5 P 2 5 0 o = 1 1S 2 25

log(£f) log(£f)

3.5. 4&bra 1/f zaj spektrumai a, k=2; b, k=30 mnintdra
atlagolva.
megfigyelési idétartam alatt meghatdrozott paraméterei mindig
csak becslilt értékek, és ezek 1is statisztikusan ingadoznak az
elméleti értékek koéril. Hogy ez a statiszkai hiba kicsi maradjon,

az egymdstdél fliggetlen méréseket dtlagolni kell.

Atmenetmatrix, egyittes sfirfiségfiggvény
A valédszinGségi slOrGségfiggvény meérésénél latottakhoz
hasonldéan az egymdastdl r 1lépéskdzre beérkezett értékek kozott

értelmezhetbd

P(E,,,=7|E,=1) (3.3)

feltételes valdszinfiségeket tapasztalati udton szdarmaztatjuk. A
lehetséges (i,]Jj) pdrositdsok, ahol i,j= 0,1,...,255 , relativ
gyakorisdgai sok mérés utan konvergdlnak. A megvaldsitds ismét
az, hogy sok ilyen (i,j) part vizsgdlva, egy lehetséges pdar
minden egyes eldforduldsa esetén a P matrix p;; elemét 1l-gyel

noveljik. Igy az &tmenetmdtrix elemeinek megaddsa a (3.4)

utasitds szerint torténik:
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PZ(qg(i),q(i+r))=P*(g(i),qg(i+r))+1 , (3.4)

ahol a g(i) vektorban (i=0,1,..,1023) az egymds utdn generdlt
vélgtlen értékek vannak tdrolva. A mérés egy elemi mlvelete most
is egy ilyen vektor feltdltését jelenti. Ebbbl a vektorbdl egy r
(r=1,2,3,...) szdami elemmel vald eltoldsal 1024-r db part
olvashatunk ki. A (3.4) sort tehdt egy 1024-r pdrt kiértékeld
ciklusba, majd ezt egy kiulsbd ciklusba 4gyazva, ¢és azt ismét
sokszor futtatva a P mdtrixban egy egylittes eloszlds sGrlségének
diszkrét realizdcidjat Kkapjuk. Elegendd csak az egylittes
sGrliségfliggvény, mivel ebbbdl az r-lépéses dtmenetmdtrixot a

P(E,.,=7.,8,=1)
P(§,=1)

PT(E,, =7l€,=1)= (3.5)

a (2.7) feltételes valdszinliségekre vonatkozd 6sszefliggés alapjan

nyerhetjik, nivel P(E,=1)

ismert az ugyancsak a méréskor ?mmth7

felvehetd6 valdszinlGségstirliség

alapjan. Az algoritmust a (3.6)
dbran léathatijuk. Ily médon egy

staciondrius masodrend(

valdszinliségi sGrségfliiggvényt

| P(a3) . a(ien))=R(a(3) ,q(5+r)) +1 =

mérink. A (3.7) a&bran egy —
<3 <@i—§j =3e1p

fehérzaj igy szdrmaztatott o T
D ey -
egylttes sGrliségfliiggvényét N [t
n
lathatjuk. /output b,/
—
A mérések soran igy nyert (}EqQ

dtmenetimdtrix egy 256x256-0s . .
3.6. dbra Az dtmenetmatrix
(| A|=256) négyzetes, homogén eldallitésa.

matrix.
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3.7. dabra Egyittes sfirfiségfiggvény k=1500 mintabdl.

A konkrét méret emlitésével magyardzhatévd vdalik az
dllapothalmaz mérete is. A Shannon-tételnek megfeleld, £,
frekvencia megvdlasztdsdval az idbéfolyamatok leirasa ésak az
amplitiddéértékek finomabb beosztdsidval javithatd. Az analdg-
digitdl konverter 12 bites bindris szdamokat szolgdaltat. Hogy
ebb61 mégis csak 8 bitet (2°=256) haszndalunk fel, annak az oka
az, hogy az dtmenetmdatrix mérete, és igy a szdmoldasi idé is az
dllapotok szdmdval négyzetesen nbé. Egy mdtrixelemet 4 byte-on
dbrazolunk. Igy esetiinkben az atmenetmdtrix 256 Kbyte-os mérete

az amplituddébeosztds szempontjdabdl is megfelelbd4nek bizonyult.
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Kimeneti sGriiségfiggvény és spektrum

Az egyluttes slrGségfiiggvény elkésziltével mar csak az utolsé
lépés van hédtra, azaz vissza kell generdlni a sﬁrﬁségfﬁggvénynek‘
megfeleld folyamatot. Ezt az inverzelem mddszerrel végezzik. (A
médszert aldatamasztd tétel feltételez egy egyenletes eloszlasu
generdatort, rendelkezésilnkre allt egy un. additiv véletlenszam-
generdtor, amellyel egyenletes eloszldsd fehérzajt allithatunk
eld.) A tétel a kdvetkezd [13]:

Legyen adott a 3 valdszinGségi valtozd f(x) x€la,b]

sGrségfliggvénye, melynek eloszlédsfiiggvénye

F(x) =ff(y)dy . (3.6)

Legyen u egyenletes eloszldsui a [0,1) intervallumban, ekkor F*(u)
valdszinliségi valtozd eloszldasflggvénye F(x). Bizonyitdsa egy

sSor:

P(F™*(u) sx) =P(usF(x))=F(x) . (3.7)

Tehdt egy u véletlen értékhez az x=F*(u) € [a,b] értéket'kapjuk.
Ekkor azonban hallgatdlagosan feltettiik, hogy 1létezik F' (azaz
hogy F szigordan monoton né). Azonban az F(x) lehet monoton is,
ekkor az F™* érték helyett az F(x)=u egyenlet gydkének az

X,=inf(x |u<F(x)) értéket tekintsiik. A feladat tehat a P(&,:=i)=p,
i=0,...,255 valdszinfiségekkel megadott diszkrét £, valdszinQségi

vdltozd generdldsa. Az eloszlasfiggvény ekkor

F(x)=P(§<x)= Y p; . (3.8)

Jix;<x

ahol x5 a &, vdltozd lehetséges értékeit jeldli.

Az inverz fuggvény helyett a
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J
G(uy) =min(j |u;<Y p; ) (3.9)
=

figgvényt haszndlva a £,=G(u;) a keresett diszkrét eloszléast
kéveti. Az algoritmus jobban ldthatd, ha bevezetjik a
=P,

q,=D,*P,

o (3.10)
Q355=Po* + + « *Pass

jeldlést. Ekkor egymdsutdn generdlva az u; egyenletes eloszléasu
szdmokat, a G(u,) fuggvény értéke azon j index megkeresését

jelenti, melyre q;, < u; < g, teljestil. Ezt a programrészletet

ismét egy 1024 db, a

 kxivant sQrQiségfiggvényt,

véletlenszamot generald
ciklusba helyeztik. A
v p(x)
(3.8) d@bran az egyenletes
eloszléasd u; szédmok
sGrQségfiggvénye 1l1lathatd,
melyet 5000 mintabsl

kaptunk.

3.8. abra Az alkalmazott egyenletes
eloszléas sfiriségfiiggvénye
k=5000 mintdbdél.
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A (3.9) abran az inverzelem mdédszer algoritmusa 1lathaté. A

legbelsd ciklus magjdban szerepld

értékodsszehasonlitasok szama
elérheti a 256-ot. Ez sok idé6t
igényel, mivel toébb ezer
mintdra van szlkség. A
megfeleld index (ami a keresett
£, valészinfiségi valtozdét is
jelenti) visszakeresését
intervallum felezgetéssel
végezzik. (Ezt a mdédszert
nevezik bindris keresésnek,
szukcessziv approximdcidénak
is.) Ezzel maximum 8 db
6sszehasonlitdsra van
szlikségunk, és 1gy a gépidd
lényegesen csbkken. A médszer
tesztelése az, hogy egy adott
f(x) sGrGségfiggvénybbl

elbdallitijuk a fliiggvénynek

/output Ej =i

i
j<10%j=j+1 -
I

3.9. dbra Az inverzelem médszer

algoritmusa.

megfeleld véletlen folyamatot, majd ebbdl a (3.2) 4dbran l&atott

algoritmussal visszanyerjik a tapasztalati sGrlségfiggvényt 256

diszkrét pontban. A médszer hatdsossdagat bemutatd példaként a

(3.10) abrén az f(x) ~ (x-130)* és a g(x) ~ xe™ filiggvényekre mar

a visszagenerdlt sGrGségeket lathatjuk.
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0O 0O13CF T v M 3 0,608

0.20637¢L

£ (x)
g(x)

0.0048¢

C.0065

a oo3z

o,o016{

3.10. dbra Sfiriségfiiggvények visszagenerdldsa az inverzelen
médszerrel k=3000 mintdbdl.

A P(E..=]J|E.=1) i,j=0,1,...,255 Kkifejezéssel definidlt
dtmenetmdtrixbdl valéd folymatvisszadllitdsndl az elbébbi
algoritmus médosul. Ekkor a £,=1 érték egy feltételt szab a
kévetkezb Enn=] érték meghatdrozdséra, mert a
P(&..=]J| E.=konst.)=p; valészinfiségek a E.,=konst. fiiggvényei. Ezen
feltételes valdszinliségek az dtmenetmatrix £,-dik sordhoz tartozé
metszetet (ill. vektort) adjdk. Ezzel azonban az el6z6 esetet
kaptuk meg, mivel egy ilyen metszethez mdr tudunk véletlenszamot
generalni, mint 14ttuk. Hogy melyik metszetb6l kell a kovetkezd
E... véletlenszamot generdlni, azt az el6z6 lépéskor kapott és
most, mint feltételként szerepld E, véletlenszam adja meg. Igy a
kovetkezd érték csak az eldz6 fliggvénye, a markovi tulajdonségnak
megfeleléen. A folyamatot a §&,=128 értéktél inditjuk. Az
algoritmus, melyet a (3.11) 4&brdan lathatunk, itt is 1024 db

szdmot general egy ciklusban.
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Az dbran a Z vektor 1024
TN

elen, ez tartalmazza start)

. /
sorrendben a véletlen /input B,k /
értékeket, a g témb a Py ;j=1
dtmenetmdtrix sorvektorait z(1023) =128
adja. A noise szubrutin e

2 (0)=2(1023)4
pedig az inverzelemnm L———T’ ***** —
médszerrel egy véletlen i=1

!
értéket ad wvissza a 2 2(i)-noiselq(z(i-1))] 4

vektor kdovetkezb

i=i+1
elemeként. A programot a
(3.2) és a (3.4) abran
latott algoritmusokkal
. j=j+1
6sszekapcsolva a kimend
sGrGségfiggvény és a
spektrum kiszdmithaté. A
kdvetkez8kben ezekre 3.11. dbra A folyamat vissza-
dllitdsa az iverzelem

latunk példét, amely médszerrel.

egyben az egész algoritmus tesztelését is jelenti.

3.1.2 Az algoritmus tesztelése

Brown-mozgas

Vizsgdljuk meg ismét az &tmenetmdtrixok bevezetésénél
példaként emlitett egydimenzidés szimmetrikus bolyongdst. Az ott
latott Jjeldléssel ez a p=1/2, r=0 A4tmenetvalédszinlségeket
jelenti. Azaz egy részecske mozgdsdnak ennél a modelljénél az I

dllapotbél az i-1 vagy az i+l dallapotba azonos, 1/2
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valészinfiséggel jut a részecske, fuggetleniil attdél, hogy jutott
oda és hogy jut tovdbb. Ha £, az n-edik .1épés utani helyzetet
jelenti, akkor £,,&,,... Markov-lancot alkot. Ha n:,M2,.-.-
fliggetlen valdszinfiségi valtozdk, melyek csak a -1,+1 értéket
vehetik fel 1/2, 1/2 valdészinfiséggel, akkor £, eléallithatd a
E.=1M,+N.+...+n, médon. Az &llapottér legyen ismét a 0,1,...,255
elemekb81 4116 halmaz. A 0 és a 255. dllapotot definidljuk ugy,
mintha ott rugalmas fal lenne elhelyezve. Egy ilyen folyamat

atmenetmatrixa:

0 1 0
To Po O 1 0 1
p=|P T P -2 2 (3.11)
0 pr p o X o 2
) 2 2

A p=1 (és igy az r,=0) miatt a 0 &llapotba keriilt részecske
minden esetben az 1 4llapotba keril vissza. Ez pontosan a
rugalmas falnak felel meg. A konkrét megvaldsitds soran az 1,
valdészinliségi valtozét a (3.8) dbran 1lathatd, egyenletes
eloszldst szolgdltatd, generdtorral 4llitjuk eldé. Legyen n-edik

értéke A, € [0,1), akkor n,~t definidljuk az

(3.12)

1, ha Apo0.5
M2"1-1 , ha A,0.5

hozzdrendeléssel. A részecskét a £,=128 dllapotbdl inditjuk. Egy
ciklusban 1024 lépést tesz. Az algoritmus hasonlé az el6zbekhez.
A (3.12) 4&abrdn a részecske egy ilyen ciklusat 1ldathatjuk. A
részecske bolyongdsdnak, mint id6figgvénynek a spektruma 1/f°
[16]. A (3.13/a) 4&brdn 5000 mintdra &tlagolt spektrumot
ldathatunk. Az &tmenetmdtrix 30000 mintdbdél készilt, s ebbdl a

visszagenerdlt folyamat spektruma ismét 5000 minta atlaga, ez a
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£ ()

a 1 00O =200 300 < 30 S oo

3.12. d4bra A Brown-mozgas iddbeli képe.

(3.13) &bra jobb oldalan lathaté. Mindkét spektrum menete 1/£%:°.

a' bl

2 2
\
H o “ o
“ a
o - o ..
0 0
— —
-2 2
.3 )
o (O 1 1 5 2 2.5 la} o s 1 1.5 2 2 3
log(f) log(f)

3.13. dabra a, A Brown-mozgdst végzd reszecske eredeti
spektruma; b, visszanyert folyamat spektruma,
mintdk szdma k=5000.

Az algoritmus elvégzése utan az eredeti folyamat

slGriségfliiggvényét és spektrumat visszakaptuk.

44



Fehérzaj

Legyen n, egy (0,1) paramétert normdlis eloszldsu zajgenerator
dltal a t, pillanatban elbdllitott zajérték. Ebbbdl a kovetkezd
médon szdrmaztattuk a £,, ismét 0 és 255 kozdétti, diszkrét

értékeket felvevd zajfolyamatot:

[ (n,+d) * 22531 , ha -d< m, <d
£n= 0 , han, < -d (3-13)
255 , han, 2d

Ez pedig azt jelenti, hogy az 7, € [-d,d] intervallumba esd
elemeket attranszformal juk a [0,255] tartomdnyba. A
hozzdrendelésben szerepld [] zdrdjel egészrészképzést jelent, igy
a d=3.5 vdlasztdssal a [-3.5,+3.5] intervallumba esb szdmokbdl
ismét az A=(0,...,255}) diszkrét 4llapothalmazhoz jutunk. Az
eredeti zajfolyamatbél dtlagban minden 100000 elembbl 47 esik a
[-3.5,+3.5] intervallumon kiviilre. Ezen 7, értékekhez a £,=0 és
E.,=255 tartozik, azonban a hatdrok ilyen definidldsa nem rontja
el a statisztikdt. A (3.14) &brdn a £, zajfolyamatot, a

sGrségfiggvényét és a spektrumdt ldthatjuk.

3.14/a &dbra A fehérzaj iddfiggvénye.

Fehérzaj esetén az egymds utdn kdvetkezbd értékek korreldalatlanok,
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pix) o.co

log(s(£f))

0.5 1 1.5 2 2 s

x log(f)

3.14. abra b, A fehérzaj sfirfiségfiggvénye;
c, spektruma k=5000 mintdbdl.

a korreldciés egyiitthaté =zérus. A (3.15) 4&dbran az egylttes
sGrfiségfiggvényt, a kimeneti Jel sGrGségfliggvényét és a
spektrumdt 1ldthatjuk. Az algoritmus elvégzése utan ismét

visszakapjuk a folyamatot, a korreldlatlansdgat megtartotta.

a A

P(x,y)

3.15/a dbra A fehérzaj egyiittes slriliségfiiggvénye k=30000
mintdb6l dtlagolva.
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log(S(f))

o 50 100 150 200 250 a s 4 1 s

log(£f)

3.15. dbra b, A visszadllitott fehérzaj slirliségfiiggvénye;
c, spektruma k=5000 mintabél atlagolva.

3.2 Az 1/f zaj markovi tulajdonsdgdnak vizsgdlata a szamitogépes

modellek alapjdn

Ha azonban olyan folyamatokat vizsgdlunk, ahol a

korreldcidés egyitthaté tobb 1lépés esetén sem nulla, az
atmenetmdtrix meghatdrozdsdndl a korreldcidét is figyelembe kell
venni, hogy a konkrét r lépésszamot meghatdrozhassuk.

A korreldciés egyutthatd mérését a (2.11) kifejezés alapjan
a felvett 1024 db-os mintdkkal is elvégezhetjiik. Ehelyett azonban
az egylittes slrGségfliggvénybbdl szdrmaztatjuk a korreldcids
egylithatét. Ezt kétféle médon is megtehetjik.

A (2.25) Q(x%.,%.) kifejezésébdl kapott
2

O(x,,%x,)=Y, (x,-m;) by; (x,-m;) = konst. (3.14)
i, j=1

egyenlet egy mdsodrendf feliilet kanonikus egyenlete. Ha az ebben
szerepld (b;,) matrixra teljesil, hogy rang(b;;)=2 és pozitiv

definit, akkor a Kkanonikus alak egy ellipszist hatdroz meg az
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(X,,X;) sikban [14]. A (b,;) matrix (2.30) alakjabél kévetkezik,

hogy

1

2
0102

det (B) =

(1-¢) > 0 , mert 0<ojo; , 0<@<l , (3.15)

azaz pozitiv definit matrix. Ezenkivil:

L+0, det(B)>0 (3.16)

01
azaz masodrendig a fbminorok determindnsa nem 2zérus, tehat
rang(b;;)=2. A (3.14) egyenlet hatvanyozéasaval kapott
X,=p(X%,,%X.)=Konst. egyenlet, ahol p(x.,X.) a (2.24) kifejezésben
ldtott mdsodrend valészinGségi sGrlségfiggvény (m,=m,=128),
szintén egy ellipszis pontjait hatdrozza meg az x,=konst.’ sikban.
A p korrelacidés egyiitthaté ezen ellipszis tengelyeinek
viszonyédbdl meghatdrozhaté. Ha elvégzink egy
f6tengelytranszformdciét, amely az (x,,%X,) koordindtarendszer
eltoldsdabdl és elforgatdsdbsl dl1l, a kanonikus egyenlet az

2 2
Nz _ g - (3.17)
a2 b?

ismert alakot veszi fel, ahol

a?= . b2= , (3.18)

ahol a c¢>0 konstans. A (3.16) 4&brdn egy mért p(x.,X;)
stGrGségfliggvény szintvonalas abrédzolasat lathatjuk. Az
(%.,%2)(Y.,Y2) koordindta transzformdcidé sordn az eltolast a
(128,128) vektorral kell végrehajtani, mivel az ellipszisek
kézéppontja (a p(x,,X.) kifejezésében szerepld m,=m,=128 varhato
értékek miatt) ebben a pontban van. Az elforgatdst a (b;y) matrix

sajatvektoraibol adéddan a=45°-al kell végrehajtani, amint ez az
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abrédn is lathato.

IS NN A AN A R RN RS

[

240.00

210.00

180.00

150.00

120.00

90.00

60.00

30.00

AR EEE RN R EA RO REREERE

—

SEERANEN AN NS AN NN SN E NN

AL b L bt i

0.00 ’
30.00 60.00 90.00 120.00 15000 180.00 210.00 240.00

=3
=3
=3

3.16. abra Az egyiittes sir{iségfiiggvény sikmetszetei.
Mintdak szama k=2,6%10°, p=0,6.

Ha az egylUttes sGrGségfiggvény felvételekor a £, és ., értékek
k6z6tti korreldltsdg nd, azaz p kdzelit az egyhez, az ellipszis
laposabb 1lesz, amib&l kovetkezik, hogy az ellipszis e
excentricitdsa is tart az egyhez . Az e=1 esetben az ellipszis

egy szakasszda fajul. Ha a p korreldciod csoékken, az ellipszis egy
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szabdlyos kérhoéz kdzelit, azaz ha p-0, akkor e-0. Az

excentricitds az ellipszis tengelyeinek hosszdbdl az

e = Vaz-b? _ | 20 (3.19)

a 1+

egyenlettel adhaté meg. Ebb6l a p=p(e) inverz flggvény a szigoru

monotonitds miatt kifejezhetb:

(3.20)

A korreldcids egyilitthaté igy a nagy és a kistengelyek hosszdnak
mérésével meghatdrozhatd.

A masik médszer a 2.4 fejezetben mdr megemlitett p(X2] X,)
feltételes sflrGségfliiggvény konkrét alakjdbél adédik. Legyén £,
(m,,0,), E. pedig (m,,0,) paraméteri normdlis eloszléasud
valdészin@iségi vdltozé. Ekkor a (2.7) kifejezésbbl addéddan az
dtmenetmatrixot a £=x, feltétel melletti p(xﬂ)g) szintén normdlis

eloszlasu feltételes valdszinliségi slrQség adja meg:

—i X, —m\2
1 e () <x, <» ,

J2To §3.21
ahol m= mf%ig(xl—ml) , 0=0,/1-0°
1

P(&,.,=%,18,=x,) =p (%,]x,) =

Ez egy (m,0) paraméteri normdlis eloszlds. A E, ¢és £,
valdszinfiségi védltozdék egymds utdn ugyanazokat az értékeket
veszik fel, igy mindketté ugyanazt a normdlis eloszldst irja le:
0,=0,=0’, m=m,=m’. Emiatt a feltételes eloszlas varhatd értéke

médosul:

m = m’+Q (x,-m’) = ox,+konst. , (3.22)

amely pedig x, linedris fliggvénye. Méréseinkben a P(X2] X1)
feltételes egylittes eloszlds egy dtmenetmdtrix realizdcidja, ha

X,, X, € A={0,1,...,255) dllapothalmaznak. Haszndljuk ismét az
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X,;=i, X,=] Jeldlést. Az

dtmenetmdtrix x,=1i

sordhoz tartozd

diszkrét valdszinliségek normalis eioszlést koévetnek. Mivel egy

normdlis eloszlds varhaté

értéke

egyben a sGrGseégfliggvény

maximumhelyét (modusdt) is megadja, a (3.22) egyenletben m az

x,=1 feltételhez tartozd modust

adja meg: m=m(x,=i), ahol

i=0,1,...,255. Az dtmenetmatrix

minden sordban a maximumok

indexeit kikeresve éppen az

m=m(x,=1i) figgvényt kapjuk

meqg, amely a (3.22)

kifejezésbb6l addéddan egy p

meredekségli egyenes. A (3.17)

dbran egy maximumkeres6

algoritmussal elbdallitott
m(x,=1) fuggvény ldthatd. Ebbb1l
egyenesillesztéssel a p

kézvetlenil megkaphatd.

Egy r lépéses

dtmenetvaldszinliségre a

p

korreldcids egyltthaté a fent

latott médon mérhetbd. A
lépésszam ndévelésével a
korreldcio csokken. Nagy
lépésszamokra p—0 ' az
dtmenetmdtrix pedig a

fehérzajra kapott matrix felé

kb6zelit (3.18 abra). Ezt a

konvergenciat a (2.56)

oF

3.17. dbra A matrix (x.) soronkén
vett maximumainak helyfliggése,
p=0,6.

i x

||||||||||||

T T T T T T T T T T T T T T T T T T YT T T T

RSN NENERENENNENUNINEUE U NN U RN U NN

3000 Xl
B e
D’)OCIOO 30.00 60.00 $COC 12200 15000 18C.00 210.00 71:0:10 ’
3.18. dbra A p=0-ra az

ellipszisek kordk lesznek.
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ergodicitédsi feltétel irja le.

A mérések sordn a korreldcids
egyutthatodt ugy kell
megvdlasztani,hogy az N
atmenetmdtrix egy korreldlt o 2|
jelet hatdrozzon meqg.
Masképpen: vdlasszuk uUgy az r o +

lépésszamot, hogy p(r)>1l/e ,

azaz Kkorreldcids 1d6n belili o so yao 150 zoc

atmenetmdatrixokat mérjink. A

(3.19) dbran a p=p(r) 3.19. abra A korrelaciéb
lépésszamfiggése.

fliggvényt ldthatjuk. Az abrat

a (3.22) Osszefliggésen alapuld médszerrel hatdroztuk meg. A két

médszer relativ hibdja kisebb, mint 5% , ez a pontossdg az r

lépésszam meghatdrozdsdhoz tokéletesen elegendb.

3.2.2 1/f modell (A)

Az els6 1/f zajmodellt az FFT algoritmus segitségével
d4llitjuk eld. Legyen 1, € [0,255] ismét a (0,1) paraméterf
normdlis eloszléasid fehérzajt elballité generator t=n
idbépillanatban nyert diszkrét értéke. Ezen értékekre végezziik el
az FFT transzformdcioét. Az igy kapott f; diszkrét frekvencidju
Fourier-komponenseket szorozzuk be £,7/* -vel, ahol >0 valds
szdm. Ezzel a fehérzaj teljesitménysGr@Gség-spektrumat egy 1/f°
spektrumba skdaldzzuk &at. Igy az inverz FFT transzformdacidval
kapott 10/, zajértékek spektruma 1/f*. Az o=1 esetben (0,1)
paraméterfi normdlis eloszldsd 1/f 2zajt kapunk. Egy ciklusban

ezzel a modszerrel ismét 1024 elemet szdmitunk ki, majd ismét a
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[(nh+d) »228]

2d
En= 0 , ha ng < -d
255 , hanl > d
hozzdrendeléssel kapjuk ismét az A=(0,1,.

, ha -d< nl <d

..,255)

(3.23)

diszkrét

allapothalmazi normdlis eloszldsu folyamatot. A (3.20) &bréan egy

minta idébeli képe és egy 260000 mintdbdl késziilt r=1 lépéses

(p=0.6) egylttes sOrGségfliggvénye ldathatd.

.a’ 25
£ (&)
1 i
1B a o |
s O 3
=] = 0 1TOoQ 1S oo == O
L~
3.20. abra Az A modell iddfiggvénye (a) és egyluttes

sfiriségfiggvénye (b). k=260000.

Az eredeti és a i
X,
~ visszagenerdalt zajfolyamat b, plxy)
5 0 0 0 mintas

sfirGségfliggvényei és

spektrumai a (3.21) d&bran

lathaték. A (b) 4&dbran a
spektrum meredeksége
a=1,00 .

3.20/b abra
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b,
0.s
©.00%
-1
0.u0
p(x) oo
o.0% ~
2]
o) BEE-]
o.on (o]
—
2.5
o,001
-3
o
o o s 3 1.5 ? 2
x log(f)
C, d,
6,009
1.4
1.2
o,007
p (%) 1
—
Q,00s { -~
Y o.8
vl
0,003 ~~ o.s
o
@]
— o.4
0,001
0.2
o a
o 50 100 150 200 250 o 0.5 4 1. s 2 2.5
X log(f)

3.21. dbra Az A modell siriiségfiiggvénye (a), spektrumd (b);
a visszagenerdlt jel sfiriségfiiggvénye (c), spektruma (d).

A visszanyert zajfolyamat lorentzi spektrummal rendelkezik, ami
bizonyiték arra, hogy a fenti médon generdlt gaussi 1/f zaj nem

Markov-folyamat.
3.2.3 1/f modell (B)

A mdsodik zajmodell elemi Poisson-folyamatok 6sszegzésével
allit eld 1/f zajt.
Legyen £, az a valdszinGségi vdltozd, mely pozitiv egész értékf,

és azt szamldlija, hogy egy adott esemény hdnyszor kévetkezett be
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a (0,t) idétartam alatt.

fgy E.~t egy nemcsékkend
lépcsds fuggvényként lehet
dbrdzolni. A (3.22) 4&bréan
egy ilyen figgvény
lathaté. Az esemény a
t,,t.,... 1idbpillanatokban

jelenik meg ; aB

bekovetkezéseinek szama

200 a0 800 200 1000

mindig «c¢sak 1-gyel nb.

Ilyen folyamatra példa egy 3.22. dbra Egy esemény szamldlasa.
radioaktiv anyag dltal

kibocsdtott réntgenfotonok szadma, egy gép meghibdsodasai, stb.
Ezek az események Poisson-eloszlést

kévetnek [10].

Legyen annak a valdszinfisége, hogy legaldbb egy esemény

bekévetkezik egy h hosszusdgu idbdbtartam alatt

p(h)= ah+o(h) a>0 , ahol lim51%2-=0 . (3.24)

h=0

o(h) annak a valészinfisége, hogy ketté vagy tébb esemény
ké&vetkezik be h idd alatt. Zarjuk ki, hogy ez a kettd vagy tdbb
esemény egyszerre kovetkezik Dbe. Legyen P,(t) annak a
valészin@isége, hogy m esemény toftént t idd alatt: P.(t)=P(&.=m)

m=0,1,2,... . Ezzel
o(h)=Y B, (h) . (3.25)
m=2

Tegyik fel, hogy diszjunkt iddintervallumon bekdvetkezd események
szama filggetlen egymdstél. Emiatt annak a valdszinlisége, hogy

egyetlen esemény sem fordul eld a (0,t) idd alatt, kielégiti a
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Py (t+h) =P, (t) Py(h) =P, (t) (1-p(h)) (3.26)
egyenletet. Ezt atalakitva:

P, (t+h) -P,(t)

> =-p, (r) 2 (3.27)

A h—0 hatdrértékképzéssel a P,/ (t)=-aP,(t) differencidlegyenlethez
jutunk. A P,(0)=1 kezdetiérték-vdlasztdssal a P,(t)=e™* megoldast

kapjuk. Tetszbleges m értékre a

P(E,=m) =P, (£) =2 L g et (3.28)

kifejezést kapjuk, amely az at paraméter@t Poisson-eloszlds
slGrtGségfuggvénye [10].. Az.elbfordulésok szadmdnak varhaté értéke
t id6 alatt at.

A megvaldsitott Poisson folyamatunk esetében a. t
idéparaméter diszkrét idbegységeknek felel meg: t=0,1,2,... .
Legyen az MNMe."Mn € [0,1) valdszinlségi véaltozd a (Brown-mozgds
esetén) mar emlitett egyenletes eloszldsui generdtor dltal a t=n
idépillanatban szolgdltatott érték. Generdljuk folyamatosan ezen
véletlen szamokat. Legyen 71/ € (0,1) egy tetszbdleges szdam.
Tekintslk egy elemi eseménynek valamely 71, véletlen értéknek a
[0,7/] intervallumban valé elb&bforduldsdt. Ekkor a diszkrét
idéparaméter szerepét n, a h idd6 alatti legaldbb egy esemény
elb8forduldsdanak, azaz a-nak a szerepét pedig a 7’/ Jjdtssza (mivel
éppen 7’ az uUn. geometriai valdszinGsége egy véletlen 1, érték
[0,7’] intervallumba esésének). Az &ltalunk génerélt folyamatban
egyetlen esemény bekévetkezését vizsgdljuk (m=1). Igy a
folyamatban egy szabad paraméter marad, mégpedig az egyes
események koézotti idétartam. Jeldljik azt a valdszinlségi
vdltozét E,.’-vel, amely egy elemi esemény n-edik

bekdvetkezéséig az n-1 -edik bekdvetkezése Sta eltelt. A (3.23)
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abrdn l4athatd algoritmus a £/, valdszinGségi valtozot allitja

eld. Az algoritmust két
. .
paraméter vezérli: az i vdltozé start)
~
addig novekszik, amig 1023-at !
- . . i=0
el nem éri, ugyanis egy ilyen
ciklusban 1024 idbegységre wj:}_ j P .
dllitjuk fel a folyamatot. A j 1T

paraméter az egyes / N, /‘ |
bekévetkezések koézoétt eltelt /J\\ ai=i+l |
< <t A

et |

-

idét szamldlja, ez a keresett {/

l
véletlen érték. A E’, valtozd £i=
i

értékei felfoghatdék ugy, mint

valamely mkdédési  egységek @ i

élettartamai. Az elsb egység a n

£/, id6pillanatban hibdsodik @

meg, ezt azonnal Kkicserélijik

3.23. dbra A felujitasi iddk

egy ujra, amely a E’,+E, generalésa.

idépillanatban hibasodik meg,

stb. A E=FE’.+...+E’, n=1,2,... (E=£’,) &sszeggel définiélt
valdészinfiségi vdltozdé egy un. "feldjit4si fblyamatot" hatdroz
meg. A felujitdsokat szamldld N, vdltozd azt méri, hdny feludjitéds
tortént a [0,t] intervallumon: N.=n, ha §, <t< £&,., , n=0,1,2,...
A (3.22) 4&bran pontosan egy ilyen feldjitdsi folyamatot
lathatunk. Egy A paraméter@G Poisson-folyamat olyan feldjitdsokat
szamlalé folymat, ahol egyes egységek élettartamai azonos A
paraméteri exponencidlis eloszldsuak [10]. Igy az &ltalunk
elballitott egymdstdl flggetlen E’, valészinfiségi vdltozdk olyan
exponencidlis eloszldsudak, ahol 7’/ az eloszlds paramétere. A

(3.24/a) dbran egy 7’=2/256 paraméteri ilyen sGr@iségfiiggvényt
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lathatunk, amely két felujitds koéz6tt eltelt id&tartamok
tapasztalati sGrfiségfigvénye. A (3.24/b) dbrén a szamitott

p(x)=7'exp(-7’'x) slOrGségfiggvény ldthatd.

0.co4 | 0O.004 ¢

o0.002 a.ocaz2 L

A "
[u] 200 400 600 800 1000 o 200 400 600 8a0 1000

3.24. abra A felijitdsi idd0k mért és szamitott
slirliségfiiggvénye. k=10000.
Egy mintdnak ismét 1024 idbegységre esb folyamat felel meg. A
mintdk szdmdt a slrlségfliggvény esetében 10‘-re vdlasztottuk.
A &', véletlen értékeket egy un. "random-szigndl"
elballitdsdra haszndljuk fel. Ennek értékei «csak kétfélék
lehetnek: -1, +1 (a E’, értékeket ily mdédon kapcsoldsi idb&knek is

nevezhetjik). A folyamatot a
" j -
Ea=(-1)7 , ahol E;sn<k,, , £,=) &}, j=0,1,... (3.29)
i=o

hozzdrendeléssel definidljuk, amely azt jelenti, hogy a £/,
értéke altal meghatdrozott idbétartam alatt a £”,=1, n=0,1,...,E",,
a £’, idépillanatban a folyamat -1 -re vdlt és igy marad egészen
a E’,+f’, idbpillanatig, stb. A random-szigndlt a (3.25) &bran
lathatjuk 7/=19/256 paraméterrel. Ha a 7’ paraméter kicsi, két

billenés kozdtt sok 1idd telik el, ami az exponencidlis
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eloszlasbdl is adddik.

A

3.25. abra A random-szigndl iddbeli képe.

A fenti dbran lathatd Poisson-folyamat autokorreldcid flggvénye
exponencidlis lecsengésf (a 7’paraméter reciprokat r7*-al

jeldlve) [5]:

25 3.30
R(t)=FE?e * . ( )

Esetlnkben az E=1, mivel a folyamat a +1 értékeket veszi fel.
A Wiener-Hincsin tételbdl kdvetkezik, hogy ehhez a korrelacid

fliggvényhez lorentzi spektrum tartozik:

*

T

S{w)=c——M—
1+ (w1*)?

(3.31)

Ha tobb Poisson-folyamatot Osszegzink dgy, hogy a 7" paraméter
eloszldsdt egy 7,<7<7, 1intervallumban a g(7)=1/7 -nak vesszik,

a 1/f spektrumot kapunk. Ugyanis

1

wln(fi)
LP)

sty =[—— g(r)de=
0

(tan'wt,-tanwt,) ,
1+m 1:2 2 1 (3.32)

amibbl az w7, <<1<<7,0 intervallumon 1/f addédik. Az 6sszegzést Ugy
végeztik el, hogy 7’=(7*)"' az 1/256, 2/256, 4/256,...,256/256
értékeket veszi fel, minden értékre elddllitjuk a (3.25) abran

lathaté Poisson-folyamatot, majd az amplituiddkat 6sszegezzik. A
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(3.26) &bran egy igy Osszegzett folyamat idébeli képe lathatd.

&,

£ () ;

(] =200 - OO0 & 0O 0O (=R iim) 1000

3.26. abra A B modell idéfuggvénye.

A (3.27) 4bran a folyamat sfr(ségfliggvényét és a spektrumat

l4thatjuk. A sGrségfliggvény a centrdlis hatdreloszlds tétel

0.z 4 N

p(x) -o.s \l/f

log (S (f))
7

log (f)

3.27. abra A B modell sirlségfliggvénye k=100 mintdboél (a), a
spektruma k=1000 mintdbél (b), a=1.0 .

értelmében gaussi eloszlasu. A folyamat csak néhany
amplituddéértékkel rendelkezik, egy lehetséges értékhez tobb

mintaelem esik, igy a mintdk szdmédt elegendd kisebbre vdlasztani.
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A folyamat egylittes sGrlségfiliggvényét r=1 lépéssel k=30000

mintdbdl készitettilk, a (3.28) &bran a szintvonalas dbrdzoldsa is

Ay
{
? p (xV y) L'T’*’T"Y_'”—“ uE T T T R T LIRSS
r ©N 8!
| IR &
W i
SRR I IR
18000 - ]
RV B X IR JEIRe
800 4
SO IR I I JRCURORR
9600 b
IR I I TN
6400 I
200 | X
O @GO o i
DDOL__A_x_LAII‘?ll NSRS TENNE
000 3200  B4.00 9500 12800 16000 19200 224.00

3.28. abra A B modell egyiittes
slirfiségfiggvénye.

lathaté. Az algoritmus eredményeképpen kapott zajfolyamat

sGr@iségfiggvénye és spektruma a (3.29) &bran lathatod.

log(S8(f))

s 1 1S 2 2 s

X log (f)

3.29. abra A visszadllitott folyamat sliriségfiiggvénye k=100
mintabél (a), spektruma k=1000 mintdabél (b).

Az 1/f spektrumot ebben az esetben sem kapjuk vissza, azaz az
elosztott 1idbdllandéju lorentz-folyamatok szuperpozicidjaval

kapott 1/f zaj sem Markov-folyamat.
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4. Kisérletek fizikai rendszerek zajdval

A szamitdgépes modelleken kiviil két elektromos &ramkori
modellt is vizsgdltunk. Ezekben egy Zener-diéddt és egy MOSFET

tranzisztort alkalmaztunk, melyek erés zajforrdsok [15,17].

4.1 Gyakorlati 1/f folyamat (C)

Az els6 fizikai modellben egy n-csatornds, kilritéses modusu
BF 964 jelG MOSFET tetrédat alkalmaztunk. A (3.30) &brdn lathato
kapcsoldsi rajzon a draindram a 22KN-os ellendlléason
feszlultségingadozdst hoz 1létre, melyet TL 08l-es mlveleti

erb6sitékkel a 10V -0s tartomdnyig erb6sitfink fel.

A mGveleti erbsit6k

elbtt 0,16Hz alséd 15V

R1 Re
hatarfrekvenciaju

¢ C1 1tk ¢ C2 1k + C3

fellildteresztd :—TE’””“F Loooour ;I.-:'”““F

szlirbket helyeztiink 22x

el az alacsonyfrek- BF 954

vencids komponensek

és az egyenfesziiltség

levagdsara. A teljes

10*-szeres erdsitést

négy fokozattal érijik

el. Erre ezen

erb6sitdk atviteli . ]
3.30. dbra A C modell kapcsolasi rajza.
gérbéje miatt van

szikség, ugyanis koriilbeliil egy 30Hz-es alsé hatarfrekvencia

felett az dtvitel -20 dB/dekdd -al csdkken Ugy, hogy az erbsités-
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sdvszélesség szorzat &dllandd marad, mégpedig koézelitbleg 3MHz
[18]. Emiatt az erbdsitést 10-szeresnek véve, 300KHz-ig egyenletes
atvitelt kapunk. A kés6bbi felhaszndlast tekintve ez tdkéletesen
elegend6. Az dramkért +15V feszililtséggel tdpldlijuk. A hélézati'
zajok szGrését 0,16Hz felsd hatarfrekvencidaji aluldteresztd
szlGrbkkel végezzik. A tranzisztor felerésitett zajéat
feszlultségosztdén keresztil kapcsoljuk a (2.7) &bran 1latott
elbmintavételez6 szGrb6hdz. Az igy megépitett dramkér maximdlisan
5,1V félértékszélesséqgl Gauss-eloszlédsu feszlltségijelet
szolgdltat, melynek spektruma 1/f%, ahol «=0,88 , ami az 1/f

modellezési célunkra megfelelb.

4.2 1/f modell (D)
A mdsik dramkdrinket két részbbdl dllitottuk Oszze. Az elsbd
a zajforrds, egy Zener-diéda =zajdt erbsiti fel, a masik egy

alkalmas szlréssel ebbbl 1/f zajt dl1lit elb.

A (3.31) abran

ldthaté kapcsoldsban egy

ZPD12 Jjelft 12V-os diddat ]E

I1UOO\JF

alkalmaztuntk
zajforrdsként. 15V-os

tdpfesziltségrblegy 330KO-

os ellendlldson at a

didéddt zdardiranyban, a

letoreési pont 0 s

kérnyezetében mkoédtetjik.

Ebben a tartomdnyban a

didda fehérzajt szolgdltat 3.31. abra A D modell Kkapcsolasi

[19]. A jel felerbsitését rajza-
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ismét TL 081 mOveleti er6sitbkkel végezziik. A két fokozattal
megvaldsitott erbsités 47*33x1500-szeres. Az egyenletes &atvitel
felsé hatarfrekvencidjat a 47-szeres erbsités htarozza meg, ez
kdzelitbleg 60KHz. Az elbz6 dramkdrhdz hasonldan kétféle szGrést
is végzink az adramkdrben: fellilateresztd szGrbkkel a
kisfrekvencias 1/f zajt és az egyenszintet vagjuk le az erbsités
elb6tt, az alulateresztd szfirbkkel a haldzati zajokat szGrjik ki.
Az Aramkdrt +15V fesziiltséggel tdpldljuk. A kimeneten maximalisan
3,3V félértékszélesséqq, Gauss-eloszlasi, fehérzaj mérhetb.

A D modell masik aramkdre egy szlir6ladnc. Ennek alapja az,
hogy egy A(f) atviteli fiiggvényt aramkdr a bemenetére adott x(t),

S(f) spekturumd, jelet egy y(t) id6fliggvényd,

5,(£) =|A(£) |> 5,(£) (3.33)
spektrumi jelbe viszi at. Ha |a(£)|* ~ 1/f és S,=konst. (azaz a
bemend jel fehérzaj), akkor a kimeneten 1/f zajt kapunk [20]. Az
|A(E) |>~1/£ atviteli fliggvényt proporcionédlis szGrbék
felhasznédalasaval

biztositjuk [21]. A

(3.32) &bran a teljes

szGrbdt lathatjuk.

Jeldlje A;(w) , ahol

w=2nf, egy

proporciondlis szlrb

atviteli filiggvényét.

A teljes szfrbd

atvitelét az egyes

szOrék kozé kapcsolt 3.32. abra A sz{irdlanc kapcsolasi

k&vetd rajza.
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erésifbk miatt az

Alw) =]l 4, (w)
i (3.34)

szorzat adja. Bode-diagramon a logaritmusképzés miatt ebb&l a

szorzatbdl Osszeget kapunk:

20*1og(A(w))=2oZlog(A1-(w)) (3.35)

A (3.33) abradn egyetlen proporcionilis szGrbtagot és Bode-

diagramjat lathatjuk.

& A : -
Shaldly s bk 5 g

(dB)

bemenet kimenet

-20

-40

3.33., &bra Proporcionalis szfird
és atviteli fiiggvénye.

Az atviteli fiiggvénye:

. . @
R+ 1 i 1'*'.7—1.
i [
Aj(0)=—JI9C . =, ahol
b3 1 .
Ry +R2+ja)ci 1"'-7? (3.36)
p
oloameiz—d | olegmeie_ 1
1 b1 1 1
R, c (R+R)S) ¢
Az f' é&s f/ hatarfrekvenciak az R}, R,, c értékével

megvdlaszthaték. Az f'< f <f, intervallumon a Bode-diagram
—20dB/d meredekségf. Ez azonban csak kdzelitbd egyenes, pontosan

csak az intervallum kdzepén 1évé inflexids pontban igaz, mig a
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valdésagos szaggatott vonald gdrbe -10dB/dekdad meredekség. Emiatt
az |A;(f)|* az f< £ <f) intervallumon -20 dB/d meredekségfi, tehat
|A;(£)|? ~ 1/f. Ha az egyes szfirbtagok f; pélusfrekvenciait az
elb6z6 tag f,! zérusfrekvencidjadhoz toljuk el az 1/f menetf
atvitel nagy tartomdnyra is kiterjeszthetd. Valasszuk azonosnak

az Osszes szlrbtagban az R,/ és R, ellendallast. Ekkor a
hatarfrekvencidk eltolasat a c'értékek bedllitasaval végezhetjiik.
A log(f/))-log(f,)=1 (azaz £,=10%f)) kivant feltétel a =-10dB/d

merdekségi egyenes alapjan

R, +R
20*log(1T2)=10 (3.37)

2

egyenletet k&veteli meg. Emiatt R,'=2,16*R,. Ezen feltétellel
elérhetb, hogy annyi szlrbtagra lesz szlikséglink, ahany
frekvenciadekdd felett akarjuk az |Ai(f)|2 ~ 1/f Aatvitelt
biztositani. A m@kddési tartomanyt valasszuk 1Hz<£f<10°Hz -nek,
azaz négy szGrbtagra van sziikséglink. A hatarfrekvenciéakra
vonatkozé (3.36) kifejezésekbbdl kodvetkezik, hogy az R/4R)
értéknek legaldbb 10°0-nak lennie ahhoz, hogy fo=1Hz, a legelsb
pdlusfrekvencidndl C, értéke a uF-os tartomanyba essék. Legyen
R,=1,08%10°Q, R,=5,03*10°0 igy a C=1uF, C,=100nF, C,=10nF, C;=1nF
névleges értéki kondenzatorokat alkalmazhatjuk. A panalen az
ellendllasokat viszont két eltérd értékQi ellendllds soros
kapcsoldsival 4llitottuk a pontos értékfire. Kovetd erbsitbként
TL 074 mGveleti erb6sitdt alkalmaztunk, mert egyetlen tokban éppen
a kivant 4db mGveleti eré6sitd &11 rendelkezésre.

Az igy O6sszedllitott szlir6bvel a fehérzaji forras jelét az

1Hz<f<10KHz intervallumon 1/f spektrumi jellé alakitjuk &at.
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Eldmintavételezd szfirfi, A/D konverter

A (2.6.1) fejezetben 1l&ttuk, hogy a mintavételezés elbtt a
fent elbdallitott jeleket sdvhatdrolttd kell tennilink. Ennek médja
egy elbdmintavételezési szlrd alkalmazéasa. Méréseink soréan egy
Cauer tipusi elliptikus szfir6t alkalmaztunk, melynek jellemzbje,
hogy atviteli tartomanya 3KHz-ig tart, és itt az a&atviteli
ingadoz&sa 0,1dB. 4,5KHz-nél az elbbbi szinthez képest -50dB az
elnyomdsa. A C é&s a D modellek 1/f mGkbédési tartomdnyai a
3KHz-ig terjedd intervallumot tdlteljesitik.

A (2.6) fejezetben emlitett Shannon-tételnek megfelelben a
digitaliz&last f_,,=10KHz mintavételi frekvenciaval végeztik el.
Az alkalmazott A/D konverter egy PC-30 jelfi &talakitd kartya,
melyet egy IBM AT/486 szamitdgépbe épitve mGkdédtettink. Az 1/f,
idbksz8nként beérkezbd fesziiltségértékeket a konverter 25us alatt
kédolja (szukcessziv approximdciés elven) egy 12 bites binaris
szamma. *10V -os méréshataron mérve ez 0,005V-os felbontast tesz

lehetbveé.

3.4 A kisérleti modellek eredményei

Az A/D koverter altal szolgdltatott szamokat 16-al elosztva
8 bites felbontast kapunk. Ekkor kapjuk ugyanis az eddigiekben is
hasznalt 256 értékf felbontdst. Egy mintat ismét 1024 db elembbl
411itunk 6ssze. Ezen mitak szamat tovabbra is k-val jeldljik. A
memdridba bekeriilt értékek tovabbi feldolgozdsa a bemutatott

algoritmusok felhasznadlédsaval tdrtént.
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A (3.34) &abrédan a C modell idé6fliggvényét és egylittes
sGrGségfiiggvényét lathatjuk. Az r=5 lépésszam véalasztasaval a

korrelacids egylitthaté p=0,5 -nek adédik.

o =20 o - O O s o O 2 a o o oo

i plx,y)

A A

S ITTTTTRIE S RN TR S IRET AU RN ERURENNURTENSEERC!

[AENUSESNRRETI [NYNNETEESUNSIRT N RUREREL
0.00 30.00 6000 90.00 120.00 150.00 183.00 210.00 240.00

3.34. abra A C modell id&fiiggvénye (a), egyiittes

sfirfiségfiiggvénye (b) k=260000 mintabdl.

A (3.35) abran az eredeti és visszageneralt sGrGségfiiggvényt és

teljesitménystrGség-£fiiggvényt lathatjuk.
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0,011 *
0,88
p (%) 1 /%

0,007 G 2
SN
0

o
o
0,003 { —~

Q

o 1

o S0 100 150 200 250 Li 1.5 2 2.‘5 :; 3.5
x log(f)

0,011 }

p (x)

0,007 }

log(s(f))

a.,003 |

o a.s 1 1.5 2 2.5

X log(£f)

3.35. abra a, A C modell sfirfiségfiiggvénye; b, spektruma.
c, Az visszadllitott id&folyamat sfirfiségfiiggvénye;

d,spektruma. A mintak szama k=5000.

Az algoritmus eredménye az elb6zbekkel megegyezbd: a regeneralt zaj
lorentzi (3.35/d &bra). Tehdt a MOSFET 1/f zaja (mely egy valédi
fizikai rendszerben fellépd Gauss-folyamat) sem markovi.

A D modell Zener-diédaval elballitott fehér =zajanak

idéfliggvényét és spektrumat a (3.36) abran lathatjuk.
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(=} 1TO000

3.36/a abra A D modell fehér zajanak iddfiiggvénye.

Ebb6l a fehérzajbél a szlrbdaramkdr
segitségével 1/f zajt készitiink. A b, .
(3.33) kifejezés 1lényegében ezen
szGrb atviteli fliggvénye §‘

m
négyzetének mérését jelenti, ha a 8
sz(Gré bemenetére fehérzajt adunk. °
Az igy kapott jel idé6filiggvényét a
(3.37) abr&n  l&athatjuk. e

log(f)
Megfigyelhet$, hogy ez a szfirés
elétti  fehérzajhoz viszonyitva 3-36/b dbra A  fehérzaj
spektruma.
"lomhabb", ami pedig éppen a
£ (e
|
i [
fan] =20 o - O O = s o o 8 O o 1T 0o

3.37. abra A D modell 1/f zajanak idéfiiggvénye.
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magasabb frekvencidjd tagok sllydnak csodkkenésébbdl adddik. A
(3.38) a&abran a (3.37) Jjelhez tartozdé sGrGségfiiggvényt és

spektrumot lathatjuk .

a, bl
c.o1s5 [ T v
0,011 3
p (x) o
~ 2
0,007 )]
o
O 1
—
0,003
o]
o -1
1 1.5 2 2.5 3 3.s
X log (f)

3.38. adbra Az 1/f zaj sfirfiségfiiggvénye (a), spektruma (b)
k=5000 mintabdl.
A (3.39) &bradn az egylittes sfirGségfliggvény és az algoritmus
eredményeképpen kapott folyamat sGrGségfiliiggvénye és spektruma

lathaté.

d,
Ly

BT T T T T T T TR O T I TITTTrrTreT q

"l‘ fl

0““ \
[t
JOAT \\\ W,

300 F

000 DulLbius s I s e d gy
000 3000 W00 3000 12000 13000 18G.00 210.00 240.00

3.39/a abra A D modell egyiittes sfirfiségfiiggvénye. Mintak szama

k=270000, a korreldcids egylitthatd p=0,6 .
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0,015

0,011

p(x)

0.,0Q7?

log(S(f))

0,003

3.39/b abra Az algoritmussal kapott folyamat sfirfiségfiiggvénye
és spektruma k=5000 mintabdl.

Az eredeti jel spektrumdt ebben az esetben sem kaptuk vissza,

vagyis az eredeti Gauss 1/f zaj ebben az esetben sem markovi.
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5. A modelleken végzett mérések eredményeinek Osszefoglalasa

Kisérleteink célja az 1/f folyamatok markovi tulajdonsag
vizsgalatan alapuld rekurziv modelljének feldllitasa volt. Ehhez
két szamitdgépes ill. egy analdég modellt és egyvvalédi fizikai
1/f folyamattal rendelkez6 rendszert vizsgaltunk. A mérés egy
algoritmus elvégzését jelentette. Ennek eredménye, hogy minden
vizsgalt folyamat esetében az algoritmussal Gjragenerdalt zajok
spektrumai lorentzi gdrbék.

Ezt Ggy értelmezhetjiik, hogy az algoritmus miikddése k&zben
a bemend folyamat informdcidtartalmdbél csak annyi marad megq,
amennyi az adott korreldciéji Jjel markovi tulajdonsaganak
megfelel. Ha az &atmenetmdtrix ismerete nem kielégitd a leiras
szempontjabél (mivel a masodrendlG shrGségfiiggvény a (3.5)
kifejezés szerint egyértelmd kapcsolatban van az
dtmenetmatrixszal), az azt jelenti, hogy ezeket a folyamatokat az
elsbrendfi és a masodrendfi sGrGségfiiggvényeik nem jellemzik
egyértelm@ien. Tehat elsbrendl &tmenetmdtrix mérése nem elég egy
1/f folyamat iteréciés modelljéhez. Mas szbéval: a vizsgalt 1/f
zajok egyikevsem Markov-folyamat.

Egy tovabblépési lehet6ség a magasabb rendG dtmenetmatrixok
mérése, ami magasabbrendl egylittes sfrGiségfliggvények mérését
jelenti. Lehetséges, ha a generédlt folyamat "emlékezetét" két
lépésre kiterjesztjiik, mar kielégitd leirdst kapunk. Ez tehat egy
X,+1=f (X,,X,,) rekurziv egyenletet jelentene. Ezenkivil a masik
alapfeltételt, mely szerint Gauss-eloszlasd 1/f zajokat
vizsgaljunk, ugyancsak elejthetijiik. Végs6 soron, ha talalnank egy

r-ed rend &atmenetmatrixot, amelynek felhaszndlasaval az
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inverzelem mddszer alapjén r lépéssel a zaj visszageneralhatd
Ggy, hogy ezzel az eredeti 1/f folyamat is visszadll, ezt az r
lépéses modellt tekinthetjilk a keresett iterdciés modellnek.
Elindulhatunk az Atmenetmdtrix mérésével mas Gton is. Ez a
(3.22) kifejezés Gjraértelmezésébbl fakad. Tegylk fel, hogy van
két valdészinfiségi valtozénk, legyenek ezek a mért &, &,
értékek.f,,, értékét akarjuk becslilni £, értéke alapjan. Keressik
e célbdl §,,, értékének adott £, -re vonatkozd M(§,,,|£,) feltételes
varhaté értékét. A két valtozd  egylittes eloszlasabol
meghatdrozzuk az x vVvaltozd y=M({,.|§, =x) £flggvényt, és a
paramétereket becsiiljiik. Tehat keressiik a £, vdltozdnak azt a
h(f,)=a+bf, linedris fliggvényét, mely mellett az M([ (£.4:-h(£0))7)
minimalis (ez pedig a h({,)=M(£,,|&.) esetben &l11 fenn). Ezt a
feltételezett fliggvénykapcsolatot lineéris regresszidnak
nevezziik. Esetiinkben £, §,, egylittes eloszlasa két dimenziés
normalis eloszlas, a keresett feltételes eloszlads pedig mint
(3.21) kifejezésnél lattuk ( mytpo,/o0*(x-my), 0,(1-p%) ) paramétera
normalis eloszlas. Ebbb&1 kdvetkezik, hogy a feltételesvvérhaté
érték M(£n+l|‘g’h=x)= m+po,/o*% (x-m), azaz a §£,,, valtozd §,-re
wvonatkozé regresszids gdrbéje egy po,/0, iradnytangensQ egyenes. A
£..1 becslését a £, valtozd értékébdl igy a &, =my+po,/o* (&,-m)
adja. Esetilinkben, mint lattuk m=m,=m, o0,=0,. Emiatt {, ,,=pf,+konst.
Keressiik ezen kézelitd formula alapjan az iterédcibs egyenletet a
£..=pE,+n, alakban, ahol p a korreldciés egylitthatd, 7, a £,-t61
fiiggetlen valészinfiségi v&altozé. A vizsgdlt esetben 19, egy
fehérzajbdl szarmazdé véletlen szamot jelent. Ez az iterédciéds
egyenlet ugyancsak lorentzi spektrumot szolgdltat, és rendelkezik
egy érdekes tulajdonsaggal. Ha p-0, akkor fehérzajt kapunk

eredményiil. Ha p-1, 1/f? zajt; 0< p <1 esetben pedig lorentzi
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spektrum az eredmény. A p értékével a spektrum tdréspontjatdl
kezd6dd egyenes db6lési szdgét valtoztathatjuk, a p értékének
megvalasztdsiaval az egyes estekben ennek értelmében kapjuk a

megfeleld spektrumokat (5.1/a,c éabra).

a, bl

0.58

loaSCT)
~
>
legScCr)

-2.6 4 L L L A L E ! L ) " L I

0 0.5 1 1.5 2 2.5

o
o
v
“©
N
N
w

log(f) tog(f)

E:.

C,

e

tegsSCr)
lo@S(CrY

L

1.5

tog(f)

o

log(f)

5.1 abra Az eredeti algoritmussal generdlt spektrumok:
b, p=0,18 és 4, p=0,61; ezekhez az egyszerflisitett rekurzidval
késziilt spektrumok: a, és c, abra.

Van azonban még egy érdekes tulajdonsdg, amely miatt nem

érdektelen foglalkozni ezen egyszer(Gbb rekurziés formuldval. Ha
az (A) modellben nyerheté 1/f* folyamatbdl elballitjuk az a, mint

paraméter, O0<a<2 tartomadnyba esb& egyes é&rtékeihez tartozd
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Atmenetmatrixokat, majd ezekb6l az algoritmus segitségével
ﬁjragéneréljuk a zajfolyamatokat, akkor hasonldé médon viselkedd
lorentzi spektrumokat kapunk. Tehdt ha beldthaté a két
rekurziénak az azonos spektrumok eld&llitésdban vald valamiféle
ekvivalencidja, akkor a masodikként latott egyszerilibb rekurzid
(pl. a szaémoldsi id6k miatt) is azonosan alkalmazhatdé. A (5.1)
Abran a itt emlitett két rekurzidval kapott spektrumok lathatdk.
A £,.,=pE.+n, rekurzids formuldban a p értékét vettik paraméternek,
az 1/f* folyamat esetén az a értékét valtoztattuk. Eszerint
elbszdr az 1/f* folyamatban az a=0,25 és a=2 értékeket valasztva,
k=30000 mintabdl elballitottuk az egylépéses atmenetmitrixokat.
Ezekb6l a (3.22) kifejezésen alapuld médszerrel a korreldcids
egylitthaték rendre p=0,18 és 0,61-nek adddtak. Ezen korrelaciés
egylitthatékkal a §,,,=pf,+n, rekurziés formuldval k=5000 mint&bdl
spektrumokat generdltunk. Ezek rendre az 5.1/a és 5.1/c abran
lathatdak. A korrelacid ilyen valasztadsaval tehat illesztettiik a
¢£..=pE.+n, rekurziét az 1/£* folyamathoz. Az dtmenetméatrixokbdl az
inverzelem médszerrel is visszagenerdltuk a spektrumokat,
ugyancsak k=5000 mint&bdél, az 5.1/b (a=0,25) és az 5.1/d (a=2)
abran 1lathaték. Igy az egymdsnak megfeleld spektrumok egymas
mellé keriiltek. Az &abrabdél lathatd, hogy a menetiik j6 egyezést
mutat.

Ha a kétféle generdldsi mdéd megegyezik az eredményeket
illet6en, nem érdektelen egy magasabb rendf atmenetmétrixhoz is
regressziés fiiggvényt keresni. A £,,=p&,+1, linedris rekurzid
magasabb rendfi 4ltalanositésédban szerepld koefficiensek ugyanis
éppen az dtmenetmatrix alakjanak felirasaban hasznalt
korreléaciématrix elemeibd4l adddnak. Ezen tényezb6khdz az egyes

zajtipusok esetén esetleg szemléletes tartalom is rendelhet6.
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6. Az eredmények Osszefoglalésa

célul thGztiik ki az 1/f zajok egyszer(, egy elemi Markov-
folyamattal rekonstrudlhatdé modelljének megalkotasat. A
kisérleteinkhez sziikséges 1/f zajokat szamitbégéppel generalt és
valédi fizikai folyamatbdél nyertiik. A kisérleti mérésekhez
zajforrasként MOSFET tranzisztort illetve Zener didédat
alkalmaztunk. A szamitdégépes modellek egy egyenletes eloszléast
szolgaltatd vélelenszam generatorra épliltek. Egyikben a Fourier-
transzformacidét alkalmaztunk, masikban pedig fiiggetlen Poisson-
folyamatokat Bsszegeztiink. A célul kitGzdtt feladat megoldasara
egy zajfolyamatot generdald algoritmust készitettiink, mely a
vizsgalt folyamatokhoz rendelhet6 atmentmdtrixot hasznalja fel.
Az algoritmus mGkddését két Gjabb szamitdgépes modellel
ellenbriztiik. Az elvégzett kisérletek &ltalédnossagat a vizsgalt
folyamatok (gaussi) eloszlésédnak gyakori elé6fordulédsa, valamint
a kiildénbsz6 mdédon elbdllitott 1/f folyamatokra végzett vizsgédlat
tamasztja ala.

A mérési eredmények alapjdn arra a kovetkeztetésre
jutottunk, hogy az 1/f folyamatok nem rendelkeznek markovi
tulajdonsaggal. Ezen a folyamatok a keresett iterdciés modellnél
dsszetettebb, bonyolultabb modellt k&vetelnek meg. A tovabbi
vizsgalatok egy lehetséges irdnydt az egynél magasabb rendl

dtmenetmatrixok mérésével jeldltiik ki.
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