1. Grafmodellek

1.1 Konigsbergi hidak (Euler, 1736)

Problema: Konigsberg mellett volt egy Pregel nevii folyd, két szigettel. A folyd két partjat és a szigeteket hét
hid kototte 6ssze. Bejarhatjuk-e — volt a legenda szerint a kénigsbergi polgarok problémaja —
a hét hidat ugy, hogy minden hidon pontosan egyszer sétalunk keresztul és az utunk végén visz-
szaérjunk a kiindulasi helyhez?
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Grafmodell: A foly6 kulénb6z6 partjai ill. a szigetek legyenek a graf csucsai, a hidak pedig a graf élei. Be le-
het-e jarni a grafot ugy, hogy minden élen pontosan egyszer haladjunk at és visszatérjink a ki-
indulasi ponthoz? (Azaz van-e a grafnak zart Euler-bejarasa?)
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1.2 Adjunk tanacsot a vandornak!

Probléma: Egy vandor egy kecskével, egy kaposztaval és egy farkassal, at szeretne kelni egy folyon.
A vandor csénakjan egyszerre csak egyikuket tudja atvinni. Ha a kaposztat és a kecskét otthagy-
ja az egyik parton, mig a farkast atviszi, akkor a kecske megeszi a kaposztat. Ha a farkast hagy-
ja valamelyik oldalon a kecske tarsasagaban, akkor természetesen a farkas megeszi a kecskét.
Hogyan juthat at a kecskével a kaposztaval és a farkassal a tulso6 oldalra, ugy hogy mindnyajan

megmaradjanak?

Grafmodell: Vezessik be az alabbi réviditéseket: Kecske(K), kaposzta(k), farkas(F), vandor(V)!
A feladat megfogalmazasa szerint a lehetséges allapotok a foly6 két partjan a kévetkezbk
(A zarojelben lévd betlisorozat mindig a masik parton 1évé allapotot tukrozi):
FKkV(0) Fk(KV) F(KkV)
FKV(k) KV(kF) K(kFV)
FkV(K) k(KFV)

KKV(F) 0(FKKV)
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Fk(KV) F(KkV) K(kFV) k(KFV) O0(FKkV)
® o

Flsz(O) FKV(k) FkV(K) KkV(F) KV(kF)

FK(KV) F(KKV) K(FV)  K(KFV) O(FKKV)
. o . o

FKKV(0) FKV(k) FKV(K) KKV(F) KV(KF)

Legyenek egy graf csucsai az egyes allapo-
toknak megfeleltetve az élek pedig a lehetsé-
ges atmeneteket abrazoljak.

Keresslnk egy olyan «élsorozatot» a grafban,

amely az FKkV(0) pontot 6sszekdti a O(FKkV)
ponttal.

Egy lehetséges megoldas pl.:

FKKV - Fk - FKV - k- kKV - K- KV -0
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1.3 Hogyan jut be egy rablé leggyorsabban a Baltimore Hilton Inn szobaiba?

Probléma: A Baltimore Hilton Inn vendégei egy-egy 4-jegyl szamkombinaciot kapnak szobakulcs helyett.
A megfelel6 ajtdn 1évé szamzar a 4 szam megfeleld sorrendben valo beltésére nyilik, fuggetle-
nadl attol, hogy elbtte hany szamjegyet Gt6ttlink be.

(Pl., ha szobank szamkombinacibja 0014, akkor a szoba tdébbek k6zétt a 23510014 szamsoro-
zatra kinyilik.)

Hany szamjegyet kell minimalisan beltni egy okos rablonak ahhoz, hogy biztosan bejusson akar-
melyik ajton?

A feladatot binaris négyjegyl szamok esetében oldjuk meg. Ez esetben a szallodaban legfeljebb
16 szoba lehet, ennyi kilonb6z6 szamjegykombinacio lehetséges. Az tigyetlen rablé 64 szamje-
gyet Ut be.

Grafmodell: Legyenek az iranyitott graf csucspontjai a haromjegyl binaris szamoknak megfeleltetve.
Két csucs pontosan akkor legyen 6sszekétve iranyitott éllel, ha lehagyva a nyil kezdépontjahoz
tartoz6 szam elsd jegyét és hozzairva egy 1-est vagy egy 0-at a nyil végpontjaban Iévd szamot
kapjuk. Az adott élhez rendeljik hozza a hozzairt szamot.
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Keressiink a grafban egy «sétaty,
azaz a graf 6sszes élét tartalmazé
élsorozatot, melynek
— kezd6- és végpontja meg-
egyezik és
— minden élt pontosan egyszer
tartalmaz.

Egy lehetséges szamsorozat pl.:

1111 0110 0101 0000

A valosagnak megfeleléen az utolsé
jegyek nem olvashatdk 6ssze az el-
s6 jegyekkel . Ezért irjuk a szamso-
rozat elején szerepl6 els6 harom je-
gyet a sorozat végére, igy megkap-
juk azt a bitsorozatot, amely a 16 4-
jegyl bitsorozatokat mind tartalmaz-
za: 1111 0110 0101 0000 111

101 1
\ 4 L
[ > 0@
011 0 110
0
5
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2. Alapfogalmak
2.1 Graf fogalma

G(V,E) graf egy rendezett par, ahol V egy nem ires véges halmaz, a szégpontok (csucsok) halmaza, E pe-
dig a V halmaz elemeibdl képzett (nem feltétlendl kilénbdz6) parok egy halmaza. Ez utobbit az élek halma-
zanak nevezzuk.

Ha az éleknek iranyitasa van, azaz az élek E(G) halmazanak elemei rendezett parok, akkor a grafot iranyi-
tott grafnak nevezzik és G(V,E)-vel jeldljik.

G(V,E) (k6zbnséges) graf é(V,E) (iranyitott) graf

€5
1
V={1,2,3,4} V={1,2,3,4}
E={e;.€,.65.8,} E={e,,6,,65,€,.65)
e,={1,2}, &,={2,3}, €,={3,4}, e,={2,4} e,={1,2}, &,={2,3}, €,={3,4}, e,={4,2}, e;={2,4}
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2.2 Elek, csucsok

Két pont szomszédos, ha éllel 6ssze vannak kétve.

:V W:

Két él szomszédos, ha valamely csticspontjuk kézos., Sz0mszedos cslicsok

Szdégpont fokszaman(¢): a ra illeszkedd élek szamat
ertjuk.
Iranyitott grafnak kifoka és befoka van.

Ha ¢(b)=0, akkor b izolalt pontja a grafnak.

Ha két csucsot egynél tébb él két 6ssze, akkor tobb-
szoros élrdl beszélliink. Az a szam, amely megmutat-
ja, hogy a grafban hany példanyban szerepel egy él,
az illet6 el multiplicitasa.

Hurokélnek nevezzik az olyan élet, melynek kezd6-
pontja és végpontja megegyezik.

Egyszerii grafnak nevezzik az olyan iranyitatlan gra-
fot, melynek nincs t6bbsz6rds éle és hurokéle.

A tovabbiakban, ha mast nem mondunk, graf alatt
egyszert grafot fogunk érteni.

¢(a)=3

P

A {v,w} haromszoros
multiplicitasu él

4

Szomszédos élek

Py (@)=2
Ppe(a)=1

CX

A e={v,w} hurokeél
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2.3. Grafok izomorfiaja

Két graf izomorf, ha van csucsaik kéz6tt olyan bijekcid, hogy valahanyszor két csucs szomszédos az egyik
grafban, a nekik megfelel6 pontok szomszédosak a masikban is.
Példa:

A grafelméleti vizsgalatok soran izomorf grafok k6zott nem tesziink kilénbséget.
Példa: Az 6sszes lehetséges négy szdgpontu «kildnb6zd» (azaz nem izomorf) graf.

AT A
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2.4 Matrixreprezentacidk
n szégpontu graf szomszédsagi matrixa (csucsmatrixa) az az nxn-es C matrix, melynek elemeire
"k, ha az i és j szdgpontok 6ssze vannak kétve G-ben egy k multiplicitasu éllel

c(ij) =
0, egyébkeént.

n szégpontu m élG graf illeszkedési matrixa az az nxm-es M matrix, melynek elemeire

i “1, ha a j él illeszkedik az i szégpontra G-ben
m(i,j) =
0, egyébként.

@ 1 ®
4 " 2 C-=
@ 3 0
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2.5 Fontosabb graffajtak

Nuligraf (N,): n csucsu el nélkdli graf.

K4 K5

Teljes graf (K, ): n csucsu egyszer( graf, mely-
nek barmely két csucsa szom-
szédos.

Cs

Kor (C,): n csucsu egyszeri graf, melyben min-
den pont foka 2.

o @ o *—©
Ps
Ut (P,): n= 3 csucsu egyszerl graf, melyet
C,-bdl egy tetszlleges él elhagyasaval
kapunk. Vagy 2 pontu 1 éla graf.

Ce
£

r-regularis graf: olyan egyszerlt graf, melynek
Osszes pontjanak foka r.
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Paros graf (K,’S): olyan egyszerl graf, melynek szégpont-halmaza felbonthato két diszjunkt A és B halmaz-
ra ugy, hogy a graf dsszes élére igaz, hogy A halmazbeli szégpontot B halmazbeli sz6g-
ponttal kot 6ssze.

Néhany «teljes» paros graf*
(A «teljességy itt azt jelenti, hogy az A halmaz 6sszes eleme szomszédos a B halmaz dsszes elemével.)

Ky j Q ; Q &
Kas Ks,3 Kas

*A fekete pontok az A-hoz, a fehérek a B halmazhoz tartoz6 szégpontok.
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2.6 Részgrafok

Részgraf: G(V,E) részgrafja G,(V,,E,), ha V,0V, E,UE, ha valamely {v,,v, }LJE,, akkor v, és v, csucsok
V, elemei.

G © G, G,

G-v G-e

G, feszitett reszgrafja G-nek, G,-nek nem.

Feszitett részgraf: Olyan részgraf, amelyben pontosan akkor szomszédos két pont, ha az eredetiben is
szomszédos.
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G grafvonala: Ha a G graf éleinek egy e, e,,...,e = {v,,V,}, {V,,V3}, ..., {V,4,V,,} sorozataban G élei nem is-
métlddnek, akkor G-nek e pont- és élsorozat alkotta részgrafjat G grafvonalanak (sétgja-
nak) nevezzik. A grafvonal zart, ha v,=v,, nyitott, ha v #v_. A grafvonal hossza: a benne

szerepld élek szama.

4 4
5 3 5 3
1 2 1 2
zart grafvonal: {1,2}, {2,3}, {3,5}, {6,4}, {4,3}, {3,1} nyitott grafvonal: {5,1}, {1,3}, {3,5}, {5,2}, {2,3}, {3,4}
4 4
5 3 5 3
1 2 1 2
ez a zart grafvonal a graf egy kore: ez a nyitott grafvonal az 5-6s és a 3-mas sz6g-
{1,3}, {3,2}, {2,5}, {5,1} pontokat 6sszeké6td ut: {5,2}, {2,1}, {1,3}
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2.7 Osszefligg6ség, komponensek

A G grafrol akkor mondjuk, hogy 6sszefiiggé, ha barmely két csucshoz tartozik G-beli ut, mely a két csu-
csot 6sszekoti.

Téetel: Legyen a G graf csucsainak V halmazan értelmezett R relacié a kévetkezd:
(p,9)0R, pontosan akkor, ha létezik G-ben p-t g-val 6sszekdtd ut vagy p=q.
Az R relacié ekvivalencia-relacio.

Bizonyitas: R reflexiv és szimmetrikus (trivialis).
Tranzitiv: (p,qCR és (q,n)OR O (p,r)UR, ha p,q,rdV. 9
Induljunk el p-bél a g-ba vezetd L, uton,
menjlnk rajta addig, amig nem ériink el
az els6 olyan csucshoz, amely a g-bdl
az s-be vezet6 L, uton rajta van.
Innentdl folytassuk az utat a g-t és r-et
Osszeko6td uton, amig r-be nem jutunk.
Ezzel egy utat hataroztunk meg p-bdl r-be.

Ly 38 ) alsc
_~ csatlakozas 20" ya

G graf egy komponense az a feszitett részgraf, melynek
csucsai az R relacio eqy ekvivalencia-osztalyaba tartoz-
nak.

2 komponensbél all6 graf
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2.8 Tagok. Ciklikus dsszefliggdség

Legyen a T relacié a G(V,E) graf élein értelmezve:
(e,f)IT pontosan akkor, ha van G-ben olyan kér, melynek mind e és mind f éle, vagy ha e=f.

Belathatd, hogy T ekvivalenciarelacio E-n. Az egy ekvivalenciaosztalyhoz tartoz6 élek halmazat végpontja-
ikkal egyutt a G graf egy tagjanak nevezzik.

A G graf p pontja G-nek artikulacioja, ha van G-ben két p-hez illeszkedd olyan él, amelyek kilénb6z6 ta-
gokba tartoznak. Az egy tagbdl allé grafot ciklikusan 6sszefiiggének nevezzik.

Azonos taghoz tartoz6 éleket az abran azonos sorszammal jel6ltik.
A témdr pontok a graf artikulacioi.
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3. Fak és erdok

Ha egy G graf kérmentes, akkor erdének nevezziik.
Ha egy G graf kérmentes és 6sszefliggd, akkor fanak nevezzik.

1> =

Az erd6 komponensei fak
3.1 Tétel: Az alabbi allitasok ekvivalensek:
(a) n szégpontu graf fa,

(b) 6sszefiiggd, n szdgpontu, n-1 élszamu graf, (e) n szbgpontu graf, melynek barmely két pontjat
pontosan egy ut kot 6ssze,
(c) n szdgpontu, n-1 élszamu, kérmentes graf,
(f) n szbgpontu dsszefliggd graf, melynek élhal-
(d) 6sszefiiggd, mely barmely élének elhagyasaval mazat egy tetszdleges éllel bévitve a keletkezett
két komponensre esik szét, grafban pontosan egy kér van.
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A paraffinmolekulak grafmodelijei fak

® ® ® ® ® ® @) @) ®
@ © ® 6 © © ® @ © © © ® O © © © ©
® G) G) G) ) ® ® ® ®
metan etan propan normalis butan
Allitas: A paraffinok altalanos képlete C_H, ., (n=1,2,3,...) ®

nyilt szénlancok, azaz molekularis modelljeik fak.

Bizonyitas: A graf pontjainak szama = szén és hidrogén atomok szama ® © ®
= n+2n+2 = 3n+2
A graf éleinek szama = pontok fokanak dsszegének fele
= 1/2(4n+2n+2) = 3n+1.
A modell tehat egy olyan graf, melynek eggyel kevesebb éle
van, mint pontja, valamint nyilvan 6sszefliggo.
A 3.1(b) Tétel érteimében fat kaptunk.

izobutan
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3.2 Fa Priufer kédja:

Szamozzuk meg az n szégpontu F fa pontjait: {1,2,...n}.

Hagyjuk el a legkisebb indexi olyan csucsot, mely els6foku és jegyezzik fel a szomszédjanak indexét: v(17).
Ismételjik az eljarast a maradékfara addig amig csak egy pont marad: v(i), i=2,3,...,n-1

Az igy kapott szamsorozat (v(1),v(2),...v(n-1)) az F fa Prifer kddja.

Példa:

a

wd

>B— @y

—a
~r@ —@.n

13 3 3

7 6 3 5 7 6
a @ 4 & O
2 4
(3 3
€ 5 / §
L —e @
5 4 §) 7 5
[ 4 @- @ @o— @
4
(3 3.5 5 (3,3 55,7 (3 3,5,577)

F kédja: (335577).

Gondoljuk meg!: n szégpontu fa Prufer kddja n-1 hosszusagu, jegyei 1 és n kézé esnek,
valamint utolsé jegye mindig n.
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Hogyan épitjuk fel a fat, ha a (v(1),v(2),...v(n-1)) kédja ismert?

Tetel: A Prifer kéd egyértelmd: minden olyan n-1 elem( szamsorozat, melynek elemei az {1,2,...n}
halmazbdl valdk, valamint az utolsé jegye n, egyetlen {1,2,...n} szégpontu fat hataroz meg.

Példa: Fa kddja: (1177888)

(1) A fa szégpontjainak halmaza: {1,2,3,4,5,6,7,8}

A fa kodja: (1177888)

(2) Elei:
% 1 1 7 7 8 8 8
u X 2 3 4 5 6 i 8 e(1)={1,2}
Vv 1 7 7 8 8 8
u A 2 3 4 5 6 7 B e(2)={1,3}
Vv 7 7 8 8 8
u 1 2 3 4 3 6 7 B e(3)={7,1}
v 7 8 8 8 3
u A 2 3 4 5} 6 7 8 e(4)={7,4}
v 8 8 8
u A 2 3 A o] 6 7 B e(5)={8,5} /
Vv 8 8 o
u A 2 3 4 3 6 7 8 e(6)={8,6} )
Vv 8 © !
u A 2 3 4 8 B 7 A8 e(7)={8,7}
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4. Feszitofak

Eqgy graf feszitéfaja (feszitoerdéje), olyan fa (erdd) részgraf,
amely a graf 6sszes csucsat tartalmazza.

Algoritmus n szogpontu osszefligg6 graf feszitéfajanak
meghatarozasara: G néhany feszit6faja

1. Valasszunk egy tetszéleges G_-beli csucsot. Legyen ez a

P
készitend6 F graf egy csucsa. ®)

2. Ha az 6sszes csucsot bevalasztottuk az F grafba, akkor
kész.

3. Egyebkent pedig bovitsik az F-et egy olyan G _-beli P csucs-
csal és egy ra illeszkedd e, éllel, amelyekre fennall, hogy
* a P csucs nem szerepel F-ben
- az él P-t valamelyik F-beli csiccsal 6sszekoti G -ben.

4. Folytassuk az algoritmust a 2. pontban.

Tétel: Az algoritmus minden 6sszefliggé graf esetén végrehait-
hato, eredménye a graf egy feszitéfaja.

A G graf feszitéfajanak épitésekor
F-et P-vel és e -vel bovitjuk.
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Kovetkezmény: Minden n szégpontu 6sszefliiggb grafnak van feszitéfaja.
Minden n szégpontu k komponensi grafnak van feszitéerddje, melynek élszama: n-k.

Cayley tétele: Egy teljes n csucsu grafnak nn-2 feszitéfaja van.
Bizonyitas: Meghatarozandé a lehetséges Priufer kodok szama.

Minimalis sulyu feszit6fa épitése o0sszefliggd grafban

Példa: n varost 6sszek6td vasuti haldzatot szeretnénk kiépiteni.
Feltételeink: barmely varosbol eljuthassunk barmely varosba,
valamint a vasuti hal6ézat kiépitése legyen a lehetd legolcsobb.
Adottnak tekintjik az egyes varosokat 6sszek6td kdzvetlen
utvonal kéltségeit.

Grafmodell: G graf pontjai legyenek a varosok, élei a lehetséges kdzvetlen

utvonalak ket varos kozott. 4
Az egyes élek «sulyai» a megfelel6 kiépitendd utak koéltségei. £ Gret « eyu uoobby
A graf sulya: az élek sulyanak ¢sszege. iua;.lozaja,,dh siya Y

Feladat: A legkisebb sulyu feszitéfa meghatarozasa.

Moho algoritmus: A mar ismert feszitdfa keresé algoritmust minddéssze annyival mddositjuk, hogy a
3. pontot kielégitd tulajdonsagu csucsok ill.az illeszkedd élei kdzil azzal bovitjuk a fat,
amely a lehetd «legolcsobby, azaz melyre az él sulya a legkisebb.

Bizonyitas: Teljes indulcioval igazolhatd, hogy a kapott feszitéfa a legolcsébb.
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G L feszitéerddjére vonatkozé kotéélei, fundamentalis
korrendszere

Egy G grafnak legyen legyen L egy feszitberddje. G-nek L-be nem
tartozé éleit a G L-re vonatkozo kétééleinek nevezzik.

Tétel: Ha L G-nek egy feszitberddje és az e él G-nek L-re vonat-
kozd kotééle, akkor G-nek pontosan egy olyan kére van, amely
az e élt tartalmazza, de G mas , L-re vonatkozd két6élét nem.
Tekintsik G-nek azon koéreit, melyekhez G L-re vonatkozé kétéélei
k6zUl pontosan egy tartozik.

Ezen kérdk halmazardl azt mondjuk, hogy G-nek L-re vonatkozo6
fundamentalis kérrendszere.

Graf rangja, nullitasa

n szégpontu k komponens( é élszamu grafra

G, rangja: G, tetszlleges feszitberdbjének élszama: ¢(G) = n-k.

G, nullitasa: G tetszGleges fundamentalis kérrendszerének elem-
szama: Y(G) = é-n+k.

Kotéélek: e, f, g; fundamentalis
korrendszer: Ky, K,, Kj

u(G)=0 pontosan akkor, ha G erdd
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5. Euler-bejaras 9

Euler-bejaras (séta): G grafban olyan élsorozat, amely 8
a graf minden élét pontosan egyszer tartalmazza.
. o , , . 10 6 |3 2 6 /3
Nyitott az Euler-bejaras, ha az élsorozat nyitott, zart,
ha az élsorozat zart. 4
1 1

Ha egy grafnak van zart Euler bejarasa, akkor Euler

grafnak nevezzik.
Ha egy Euler graf valamely élét elhagyjuk,

5.1 Euler tétele: a keletkezett grafban van nyitott Euler-bejaras.

Eqgy izolalt pontot nem tartalmazé G graf pontosan akkor Euler graf, ha G dsszefiiggd
€s minden csucs foka paros.

érkezo él
Euler tételének bizonyitasa:

[0 Tekintsik G egy Euler bejarasanak valamely P pontjat. Valahanyszor P-n
athaladunk 2 csatlakozo6 élt hasznalunk fel, melyek pontosan egyszer szerepelnek
a bejarasban. A bejaras kezd6pontja (= végpontja) esetében kell lennie «indulo»
ill. «érkezd élnek». Az 6sszefliggbség az élsorozat definicidjabdl kdvetkezik.

0 Az alabbiakban bemutatunk egy algoritmust, melyrél belathatd, hogy az Euler-tétel tavozo €l
feltételeit kielégitd graf esetében mindig végrehajthato, eredménye zart Euler bejaras.
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5.2 Euler bejarast elballité algoritmus Euler-graf esetében
1. Induljunk el a graf egy tetszéleges a pontjabadl.

2. Készitstink élsorozatot (bejarast) ugy, hogy egy élt legfeljebb
egyszer valasztunk. Folytassuk, amig visszajutunk az eredeti
a ponthoz.

3. Ha minden él szerepel a bejarasban, akkor kész.

4. A kapott bejarason keressiink olyan p pontot, amelyikre még
illeszkedik szabad él.
Jarjuk koérbe az el6bb kapott bejarast a kezd6ponttal, majd p-be
érkezve bovitsik a bejarast egy, p-bdl induld és p-be érkezd
kérrel, melynek élei G még fel nem hasznalt éleibdl valok.

5. Folytassuk az algoritmust a 3. pontban.

Megjegyzés: A bemutatott algoritmus minden lIépésben a bejarast
egy korrel boviti.
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Euler bejaras: abcaecdbfda
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Tétel: Az algoritmus, amennyiben a G graf kielégiti az Euler-tétel feltételeit végrehajthato és eredménye a

G graf egy zart Euler bejarasa.

1. Induljunk el a graf egy tetszbleges a pontjabdl.

2. Készitslink élsorozatot(bejarast) ugy, hogy egy

A pontok foka paros, elakadni csak a-ban lehet.

élt legfeljebb egyszer valasztunk. Folytassuk, HH (Kort kapunk.)
amig visszajutunk az eredeti a ponthoz.
3. Ha minden él szerepel a bejarasban, akkor 00 Az élek szama véges, kétszer ugyanazt az élt
kész. nem hasznaljuk fel. Kbvetkezésképpen az algo-
ritmus véges sok Iépésben befejezbdik.
Az eredmény G egy zart Euler-bejarasa.
4. A kapott bejarason keressink olyan p pontot, [0 A graf dsszefiiggd, tehat ilyen p létezik.
amelyikre még illeszkedik szabad él.
Jarjuk koérbe az el6bb kapott bejarast a kezd6- 00 G-bdl kivéve a felhasznalt éleket a maradékgraf
ponttal, majd p-be érkezve bdvitsiik a bejarast pontjai vagy izolalt pontok vagy paros fokuak: el-
egy p-bdl indulbd és p-be érkezd korrel, mely- akadas tehat csak p-ben lehetséges.
nek élei G meég fel nem hasznalt éleibdl valdk.
5. Folytassuk az algoritmust a 3. pontban.
Tempus S _JEP-12435 25 Matematika/Grafelmélet



6. Hamilton kor, Hamilton ut
Dodekaéder-jaték (Hamilton ir matematikus, 1860):

Egy dodekaéder (12 szabalyos 6tszdg hatarolta szabalyos test) csucsainak helyén lyukak vannak.
Helyezzlink el 20 dugét a lyukakba az alabbi jatékszabaly szerint:
1. Az els6 dugot barhova elhelyezhetjik.
2. Ezutadn minden dugét az utoljara elhelyezett dugoval szomszédos (éllel 6sszekapcsolt),
még be nem to6ltott lyuk valamelyikébe illesztjuk.

Grafmodell és megoldas:

<

A grafban bejel6lt korén haladva tetszdleges pontbdl indulva kapunk egy megoldast.
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G graf Hamilton kére/atja: olyan kor/ut a grafban, amely a graf minden pontjat tartalmazza.

6.2 Van-e minden o6sszefiggd grafhoz Hamilton kor?

Példa: Bejarhatunk-e egy nxn-es sakktablat Ibugrasokkal egyetlen I6val ugy, hogy a 16 minden mezdre pon-
tosan egyszer ugrik €s a végeén visszaugrik kiindulasi helyére? Tegyuk fel, hogy n tetszéleges 3-nal

nagyobb paratlan szam.

Grafmodell: Feleljenek meg G pontjai a tabla egy-egy mezdjének, élei pedig legyenek a lbugrasnyira fekvé
mez8&paroknak megfeleltetett pontparok. Van-e a G-ben Hamilton kér?

P
R
RS

%

&

<

N

AR
EIERK
G

XA

Megfeleltetés 5x5-as sakktabla esetén.

Megoldas: A l1bugras szabalya értelmében minden Iépésnél ellenkezb szinre ugrunk. Megoldas tehat akkor
lehetséges, ha a graf pontjainak szama paros. Ez az n-re vonatkozé feltételnek ellentmond.
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"Ha egy G grafnak «elég sok» éle van, akkor van Hamilton kore/utja...."

Hamilton koér/ut I1étezésének szilkséges és elégséges feltétele a grafelmélet egy megoldatian problémaja.
Tételek egész sora ad meg kulénféle elégséges feltételeket Hamilton koér/ut 1étezésére vonatkozoan.

(G. A. Dirac, Erd6s P., Pésa L., Rédei L....).

Egyet ismertetiink kézuluk.

Tetel (Ore, 1960): G egyszer( n (n=3) pontu grafnak van Hamilton kére, ha barmely v,w nem szomszédos
pontparra igaz, hogy ¢(v)+¢(w)=n.

Bizonyitas: Tegyuk fel indirekt, hogy G-ben nincs Hamilton kér.
Bovitstik G grafot élek hozzaadasaval addig, mig a keletkezett H grafban mar van Hamilton uit,
de nincs Hamilton kér. Belatjuk, hogy ez lehetetlen.

H Hamilton utja legyen v, - v, - .... > v,.
H v, és v, pontjai nem szomszédosak H-ban érvényes rajuk, hogy fokszamuk 6sszege meghaladja n-et.
H-ban tehat van két szomszédos pont v, , és v,, amelyek egyike v,-gyel, masika pedig v -nel szomszédos.

Ekkor H-ban van Hamilton-kér: v, - v, - ....v,, -V, - vV, , - .... V; - v, . EZ ellentmond a feltételeknek.
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