
Fuzzy következtetési modellekés a fuzzy igazságértékeken alapuló logikaDoktori értekezés téziseiGera Zsolt

Témavezet®:Dr. Dombi József
Szegedi TudományegyetemSzeged, 2009





1. BevezetésAz értekezés f® eredményei az alábbi három pontban foglalhatóak össze.El®ször, bemutat egy olyan új, hibrid fuzzy szabálytanuló modellt, amelyklasszikus fuzzy következtetési szabályok alkalmazásával állít el® egyszer¶ fuzzyszabályokat, amelyek amellett, hogy elegend®en jól leírják az input adathal-mazt, egyszer¶ségük miatt emberek számára is könnyen értelmezhet®ek. Má-sodszor, bemutat egy új, a fuzzy tagsági függvényeken alapuló fuzzy követ-keztetési eljárást, amely amellett, hogy hatékonyan ötvözi több más eljárásjó tulajdonságait, használata számítástehnikailag is egyszer¶. Harmadszor,felülvizsgálja az ún. fuzzy igazságértékeken alapuló következtetési eljárásokat,új eljárásokat mutat a különféle összetett fuzzy igazságértékek számításáraés megvizsgálja az ún. type-2 fuzzy implikáiókat tartalmazó fuzzy logikákalgebrai tulajdonságait.2. A Squashing függvényAz ún. szigmoid függvényt az alábbiak szerint de�niáljuk
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ahol β > 0. Az approximáió hibájára vonatkozóan az alábbi lemmát bizonyí-tottam.2.2. Lemma. Rögzítsük δ értékét. Ekkor εβ < c · 1
β , ahol c = ln 2

2δ konstans.A squashing függvény alábbi deriváltjai folytonosak. A formulákban a szigmoidés a squashing függvények maguk is el®fordulnak.
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a,δ (x).2.1. Szakaszonként lineáris tagsági függvények approxi-máiójaA vágófüggvény használatával szakaszonként lineáris fuzzy tagsági függvé-nyek alkothatók, így a squashing függvénnyel ezen tagsági függvények approxi-máiójára is lehet®ség nyílik. Egy trapéz alakú tagsági függvény konstruálásá-hoz két vágófüggvény konjunkiója szükséges. Ehhez a �ukasiewiz operátortválasztottuk, mivel így maga a konjunkiós operátor is közelíthet® squashingfüggvénnyel. Egy trapéz alakú fuzzy tagsági függvény approximáiója tehátaz alábbi módon állítható el®:
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.3. Fuzzy szabályalapú osztályozás squashingfüggvényekkelA publikált háromléps®s, fuzzy szabály konstrukiós algoritmus az alábbilépésekb®l áll [3℄:
• El®ször a tanítóadatok fuzzi�kálása történik trapéz alakú tagsági függ-vények közelítéseivel.
• A második lépésben egy genetikus algoritmus alakítja ki a fuzzy szabá-lyokat.
• Végül egy gradiens alapú lokális optimalizáiós eljárás �nomhangolja afuzzy tagsági függvényeket. 2



Annak érdekében, hogy elkerüljük a túlzottan komplex szabályokat, a mo-dellben sak a diszjunktív normálformának megfelel® fuzzy szabályok alakítha-tóak ki. Szabályok egy adott halmazát egy olyan mesterséges neurális hálóvalreprezentáljuk, amelyben a rejtett neuronok mind konjunktívak, azaz m¶kö-désükben egy konjunktív operátornak felelnek meg. Hasonlóan, a kimenetineuronok típusa diszjunktív. Minden kimeneti neuron pontosan egy osztály-nak felel meg, így a többosztályos feladatokban több kimeneti neuron szerepel.Egy vizsgált input elem abba az osztályba kerül, amelyhez tartozó kimenetineuron aktiváiós szintje a legmagasabb. A második lépésben történik e sza-bálystruktúra kialakítása egy genetikus algoritmus segítségével. A harmadiklépés szükséges feltétele, hogy a fuzzy tagsági függvények deriváltjai folyto-nosak legyenek, ezért használtuk a squashing függvényt a tagsági függvényekközelítésére.3.1. AlkalmazásokHasználjuk az alábbi jelölést a trapéz alakú tagsági függvények tömör le-írására:
[a1 <δ1

x <δ2
a2] ,ahol ai-k és a δi-k trapéz bal és jobb oldalainak közepét és szélességét je-lölik. Ha a trapéz egyik oldala kívül esik a vizsgált intervallumon, jelöléseitelhagyjuk.A vizsgált feladatok a UCI gépi tanulás adatbázistárból származnak. Ered-ményeink az Iris adatbázison:

• Iris Setosa: [x3 <1.7 3.8]

• Iris Virginia: [1.5 <0.5 x4]

• Iris Versiolor: [0.35 <3.76 x3 <1.55 6.6] ÉS [0.27 <1.28 x4 <0.32 1.9]Ezen szabályok 96%-os pontossággal írják le az adatokat, 5 hibásan osztá-lyozott példával, 98%, 92% és 96%-os bizonyossági szintekkel, mindössze kéttulajdonság �gyelembevételével.Eredményeink a Wine adatbázison:
• Wine 1: [435 <683 x13]

• Wine 2: [x10 <3.36 5.9]

• Wine 3: [x7 <1.26 1.74] 3



Ezen szabályok 95%-os pontossággal írják le az adatokat, 6 hibásan osztályo-zott és 3 osztályozatlan példával, 88%, 85% és 85%-os bizonyossági szintekkel,három tulajdonság �gyelembevételével.Eredményeink a Ionosphere adatbázison:
[0.69 <0.5 x1] ÉS [−0.19 <0.013 x5]Ez az egy szabály 1/2-es küszöbértékkel 88%-os pontosságot ad.Eredményeink a Thyroid adatbázison:

• Normal: [4.92 <2.46 x2 <6.95 14.57]

• Hypo: [x2 <3.75 6.2]

• Hyper: [10.95 <4.31 x2 <12.77 36.8]Ezen szabályok 94, 8%-os pontossággal írják le az adatokat, 11 hibásan osztá-lyozott példával, 95%, 88% és 94%-os bizonyossági szintekkel, mindössze egytulajdonság �gyelembevételével.4. Következtetés approximált fuzzy intervallu-mokkalLegyen A, A∗ ∈ F (X) és B ∈ F (Y ) fuzzy halmaz az X ill. Y univer-zumokon, ahol F jelöli a fuzzy halmazok halmazát. Az ún. "ompositionalrule of inferene (CRI)" szerint - amelyet Zadeh vezetett be [7℄ - az A∗ inputfuzzy halmaz és a "HA A AKKOR B" szabály ismeretében, a B∗ ∈ F (Y )konklúziót az alábbi módon kapjuk:
B∗(y) =

∨

x∈X

{A∗(x) ∧ R(A(x), B(y))} ,ahol R ⊂ IX × IY egy fuzzy reláió.Vizsgálataink tárgya az általánosított CRI következtetés zártsági tulajdon-ságai szigmoid alakú tagsági függvényeken, az alapvet® folytonos t-normákatés azok reziduálisaikat tekintve.4.1. Az általánosított CRI zártsági tulajdonságai4.1. Tétel (Klasszikus CRI). Legyenek A, A∗, B szigmoid alakú fuzzy tag-sági függvények, és tekintsük a klasszikus CRI következtetést. Ekkor B∗ azalábbi módon számolható. 4



Ha A és A∗ monotonitása megegyez®, azaz vagy mindkett® szig. mon. n®vagy sökken, akkor
B∗(y) = B(y) ∨ A∗(A−1(B(y)))ahol A−1 az (egyedi) inverzfüggvénye A-nak. Ekkor B∗ szintén szigmoid alakú.Ha A∗(x) = A′(x) egy ′ negáióra, azaz a függvények monotonitása külön-böz®, akkor B∗(y) = 1, azaz ekkor a konklúzió értelmezése: "ismeretlen".4.2. Következmény. A fenti tétel három speiális esete:

• Ha A∗(x) > A(x) minden x ∈ X-re, akkor A∗(A−1(x)) > x és így
B∗(y) = A∗(A−1(B(y))) minden y ∈ Y -ra.

• Ha A∗(x) ≤ A(x) minden x ∈ X-re, akkor A∗(A−1(x)) ≤ x és így
B∗(y) = B(y) minden y ∈ Y -ra.

• Ha A∗ megfelel A egy élesítésének (ν mértékben), akkor B∗(y) két részreosztható A−1(ν) értéke alapján, és hasonlóan számolható az el®z® kétesethez.4.3. Tétel (Szorzat alapú CRI). Legyenek A, A∗, B szigmoid alakú fuzzytagsági függvények, és tekintsük az általánosított CRI következtetést a szorzatt-normával és Goguen implikáióval. Ekkor B∗ az alábbi módon számolható.Ha A és A∗ monotonitása megegyez®, akkor
B∗(y) = B(y) ·

∨

x:A(x)≥B(y)
{A∗(x)/A(x)},ahol B∗ szintén szigmoid alakú.Ha A∗(x) = A′(x) egy ′ negáióra, akkor B∗(y) = 1.4.4. Tétel (Nilpotens CRI). Legyenek A, A∗, B szigmoid alakú fuzzy tag-sági függvények, és tekintsük az általánosított CRI következtetést a �ukasiewizt-normával és a hozzá tartozó reziduális implikáióval. Ekkor B∗ az alábbi mó-don számolható. Ha A és A∗ monotonitása megegyez®, akkor

B∗(y) = B(y) +
∨

x:A(x)≥B(y)

{A∗(x) − A(x)}.Ekkor B∗ akkor és sak akkor szigmoid alakú, ha A∗ ⊆ A.Ha A∗(x) = A′(x) egy ′ negáióra, akkor B∗(y) = 1.5



Ezen tételek a fenti három alapvet® t-normával izomorf t-normákra is iga-zak. A minimum t-norma esetében, mivel az sak önmagával izomorf, ez tri-viális. Tetsz®leges folytonos Arkhimédeszi t-normák esetén, a generátorfügg-vény izomor�zmus szerinti transzformáiója nem befolyásolja a bizonyításoklépéseit. Összetett, ún. "ordinal sum" t-normák esetén a fenti tételek különalkalmazhatóak az egyes összetev®kre:4.5. Tétel. Legyen △ folytonos t-normák egy tetsz®leges rendezési összege(ordinal sum), jelölje ⊲ ennek reziduálisát. Legyen A,A∗ és B szigmoid alakútagsági függvény, és
B∗(y) =

∨

x∈X

{A∗(x)△ (A(x)⊲B(y))} .Ha A és A∗ azonos monotonitású, akkor B∗ szigmoid alakú amennyiben △minden összetev®je vagy a minimum vagy szigorúan monoton. Ha ráadásul
A∗ ⊆ A, akkor B∗ szigmoid alakú minden △-ra. Abban az esetben, ha A és
A∗ különböz® monotonitású, akkor B∗ ≡ 1.A �ukasiewiz t-normán alapuló altalánosított CRI sak akkor zárt szig-moid alakú függvényekre, ha A∗ ⊆ A, mivel ebben az esetben B∗ ≡ B. Ál-talános esetben a konklúzió nem szigmoid alakú, mivel a tagsági függvényminimumértéke pozitív. A szorzat t-norma használata mellett, a konklúziószigmoid alakú. A klasszikus CRI szintén zárt szigmoid alakú függvényekre.4.2. A tagsági függvény alapú következtetésA tagsági függvény alapú következtetés [4℄ (Membership Driven Inferene,MDI) az alábbi

B∗ = A∗ ◦ A−1 ◦ B,ahol A és B egy szabály premisszája és következménye, A∗ az input és B∗ azoutput.Ez a következtetési eljárás egyszer¶, és sak az A, A∗ és B szigmoid alakútagsági függvényekt®l függ. Nem tartalmaz expliit módon semmilyen kon-junktív, implikatív vagy más m¶veletet, sem bármilyen hasonlósági vagy tá-volságmértéket. Bár az MDI a klasszikus CRI-b®l eredeztethet®, maga az eljá-rás értelmezhet® egy módosított, a fuzzy igazságértékeken (fuzzy truth value,FTV) elvégzett következtetésként is, ahol a fuzzy igazsgértékek halmazán al-kalmazott módosító leképezés az identitás. Kiemelend®, hogy nem létezik olyant-norma, amelyre az FTV módosító leképezése az identitás lenne, emiatt azMDI nem speiális esete az FTV-ken alapuló következtetésnek. Az MDI f®tulajdonságait az alábbi tétel foglalja össze.6



4.6. Tétel. A tagsági függvény alapú következtetés szigmoid alakú tagságifüggvényeken az alábbi tulajdonságokkal rendelkezik:i) Ha A∗ = A, akkor B∗ = B (általánosított modus ponens)ii) Ha B∗ = ′ ◦ B, akkor A∗ = ′ ◦ A minden ′ negáióra (általánosítottmodus tollens)iii) Ha C∗ = B∗ ◦ B−1 ◦ C, akkor C∗ = A∗ ◦ A−1 ◦ C (általánosított lán-szabály)Az alábbi általánosabb tulajdonság is fennáll, lefedve az els® két esetet:iv) Bármely f unáris operátorra, A∗ = f ◦ A akkor és sak akkor, ha B∗ =
f ◦B. A megfelel® f operátorral ez magában foglalja az A ν-élesítését is.Továbbá, bármely A és B tagsági függvényre (nem sak szigmoid alakúra) A∗ ≡

0, azaz meghatározatlan akkor és sak akkor, ha B∗ ≡ 0, és A∗ ≡ 1 azazismeretlen akkor és sak akkor, ha B∗ ≡ 1.Az ún. fuzzy abdukió feltételeit is teljesíti az MDI: amennyiben B∗ adottés A∗ ismeretlen, akkor A∗ = B∗ ◦ B−1 ◦ A.Az MDI következtetés nem azonos sem Zadeh általánosított CRI-jével,hiszen más axiomákat teljesít, sem a hasonlóságon alapuló következtetéssel,mivel nem használ semmilyen hasonlósági mértéket. Mégis, mivel A∗ ◦ A−1értelmezhet® akár egy fuzzy igazságértékként (truth-funtion), vagy az A és
A∗ közötti hasonlatosságként (similitude), az MDI a fuzzy következtetéseksorában a CRI és a hasonlóságon alapuló következtetés "között" helyezkedikel.4.3. Az MDI hatékony számítása4.7. Tétel. Ha minden alkalmazott tagsági függvény squashing alakú, azaz ha

A(x) = 〈a <δa
x〉β

A∗(x) = 〈a∗ <δa∗
x〉β

B(x) = 〈b <δb
x〉βakkor B∗(x) = 〈b∗ <δb∗

x〉β , ahol
b∗ = b +

δb

δa
(a∗ − a) δb∗ =

δbδa∗

δa7



4.8. Tétel. Tegyük fel, hogy β > 0 véges. Ha minden alkalmazott tagságifüggvény egy trapéz alakú függvény közelítése squashing függvényekkel, azaz ha
A(x) = AΠ(x; β, aL, δL

a , aR, δR
a ),

A∗(x) = AΠ(x; β, a∗
L, δL

a∗ , a∗
R, δR

a∗),

B(x) = AΠ(x; β, bL, δL
b , bR, δR

b ),akkor B∗(x) = AΠ(x; β, b∗L, δL
b∗ , b

∗
R, δR

b∗), ahol
b∗L = bL +

δL
b

δL
a

(a∗
L − aL), δL
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δL
b δL

a∗

δL
a

,

b∗R = bR +
δR
b

δR
a

(a∗
R − aR), δR

b∗ =
δR
b δR

a∗

δR
a

.5. Fuzzy igazságértékeken végzett m¶veletekszámításaiÁltalában, a fuzzy igazságértékeken végzend® m¶veletek alapjait képez®konvolúió számítása nagyon számításigényes. Ha vizsgálatainkat lesz¶kítjükfolytonos Arkhimédeszi t-normákra és t-konormákra, a komplexitás nagymér-tékben sökkenthet® [5℄.5.1. Tétel. Ha △1 = ∧, ▽ = ∨ és △2 = △ tetsz®leges folytonos, Arkhimé-deszi t-norma, akkor az alábbiak igazak minden f, g ∈ F fuzzy igazságértékre.
(f N∧ g) (z) =

∨

z=x∧y

(f(x)△ g(y)) =
((

fR △ g
)

∨
(

f △ gR
))

(z),

(f H∨ g) (z) =
∨

z=x∨y

(f(x)△ g(y)) =
((

fL △ g
)

∨
(

f △ gL
))

(z).5.2. Tétel. Ha △1 és △2 t-normák, △1 folytonos és Arkhimédeszi, akkoralábbiak igazak minden f, g ∈ F-re. Ha z > 0,
(f N g ) (z) =

∨

x≥z

(f(x)△2 g(x⊲1z)) =
∨

y≥z

(f(y ⊲1z)△2 g(y)) .Ha △1 szigorúan monoton, akkor z = 0-ra
(f N g ) (0) =

(

f(0)△2 gR(0)
)

∨
(

fR(0)△2 g(0)
)

,8



és ha △1 nilpotens, akkor z = 0-ra
(f N g ) (0) =

∨

x

(

f(x)△2 gL(x′)
)

=
∨

y

(

fL(y′)△2 g(y)
)

,ahol ⊲1 a △1 reziduális implikáiója, és x′ = (x⊲1 0) a ⊲1-hez tartozó negá-ió.Hasonló tétel igaz kiterjesztett, folytonos Arkhimédeszi t-konormákra.5.3. Tétel. Ha △ tetsz®leges t-norma, ▽ egy folytonos és Arkhimédeszi t-konorma, akkor az alábbiak igazak minden f, g ∈ F-re. Ha z < 1,
(f H g ) (z) =

∨

x≤z

(f(x)△ g(x⊳ z)) =
∨

y≤z

(f(y ⊳ z)△ g(y)) .ahol ⊳ a reziduális koimplikáiója ▽-nek. Ha ▽ szigorúan monoton, akkor
z = 1-re

(f H g ) (1) =
(

fL(1)△ g(1)
)

∨
(

f(1)△ gL(1)
)

,és ha ▽ nilpotens, akkor z = 1-re
(f H g ) (1) =

∨

x

(

f(x)△ gR(x′)
)

=
∨

y

(

fR(y′)△ g(y)
)

,ahol x′ = (x⊳ 1).5.1. Bal- és jobbmaximális, illetve monoton fuzzy igaz-ságértékekAz el®z® tételek általában nem sökkentik számottev®en a kiterjesztettm¶veletek számítási komplexitását. Az alábbiakban fuzzy igazságértékek egy-egy jól meghatározott részhalmazaira elért eredményeket mutatjuk be. Jelölje
F+ és F− a monoton növekv® illetve sökken® fuzzy igazsáértékek halmazát.Egy f fuzzy igazságérték balmaximális ha fL = fLR, jobbmaximális ha fR =
fLR és normál ha fLR = 1, ahol

fR(x) =
∨

y≥x

f(y) and fL(x) =
∨

y≤x

f(y).5.4. Következmény. Ha f jobbmaximális és g ∈ F−, akkor
(f N g) (x) = fLR(x)△2 g(x),és f N g ∈ F−. Továbbá, ha f normál, akkor f N g = g, azaz f egységelem.9



5.5. Következmény. Ha f balmaximális és g ∈ F+, akkor
(f H g) (x) = fLR(x)▽ g(x),és f H g ∈ F+. Továbbá, ha f normál, akkor f H g = g.5.2. Fuzzy igazságértékeken végzett m¶veletekfolytonosságaAz alábbi elégséges feltételeket bizonyítottuk az f N g és f H g összetettfuzzy igazságértékek folytonosságára vonatkozóan, feltéve f és g folytonossá-gát. Jelölje Fc a folytonos fuzzy igazságértékek halmazát.5.6. Állítás. Az f, g ∈ Fc fuzzy igazságértékek f N g szigorúan monoton kon-junkiója folytonos, ha f vagy g bal- vagy jobbmaximális.5.7. Állítás. Az f, g ∈ Fc fuzzy igazságértékek f N g nilpotens konjunkiójafolytonos, ha f ∈ F+

c vagy g ∈ F+
c .5.8. Állítás. Az f, g ∈ Fc fuzzy igazságértékek f H g szigorúan monoton disz-junkiója folytonos, ha f vagy g bal- vagy jobbmaximális.5.9. Állítás. Az f, g ∈ Fc fuzzy igazságértékek f H g nilpotens diszjunkiójafolytonos, ha f ∈ F−

c vagy g ∈ F−
c .5.3. Kiterjesztett �ukasiewiz m¶veletek lináris fuzzyigazságértékekenA kiterjesztett �ukasiewiz konjuniót és diszjunkiót fuzzy igazságértéke-ken az alábbi konvolúiókkal de�niáljuk:

(f NW g)(z) =
∨

z=(x+y−1)∨0

((f(x) + g(y) − 1) ∨ 0)

(f HW g)(z) =
∨

z=(x+y)∧1

((f(x) + g(y) − 1) ∨ 0)Legyen L ⊂ Fc a lineáris fuzzy igazságértékek halmaza, melyre
fa,b ∈ L ⇐⇒ fa,b(x) =

{

x − a

b − a

}1

0

,ahol a 6= b, x ∈ [0, 1] és {t}b
a = a ∨ t ∧ b. Jelölje L+ ⊂ F+

c a nemsökken®,és L− ⊂ F−
c a nemnövekv® lineáris fuzzy igazságértékek halmazát. A normál,nemsökken® (nemnövekv®) lineáris fuzzy igazságértékek halmazát jelölje L+

1(L−
1 ). 10



5.10. Tétel. Minden fi = fai,bi
∈ L+-re (i = 1, 2):

(f1 NW f2)(z) = (f1(1)△W f2({b1}z ⊲W z))

∨ (f2(1)△W f1({b2}z ⊲W z)) ,ahol {x}z = z ∨ x ∧ 1.Monoton növekv® lineáris fuzzy igazságértékek �ukasiewiz konjunkiójaminden esetben folytonos, a linearitást sak normál fuzzy igazságértékek ese-tén ®rzi meg.5.11. Következmény. Minden fi = fai,bi
∈ L+

1 -re (i = 1, 2):
(f1 NW f2) (z) = f1(b2 ⊲W z) ∨ f2(b1 ⊲W z).Továbbá, f1 NW f2 szintén lineáris, paraméterei:

aNW
= (a1 + b2 − 1) ∧ (a2 + b1 − 1),

bNW
= b1 + b2 − 1.5.12. Tétel. Minden fi = fai,bi

∈ L−-re (i = 1, 2), ha z > 0:
(f1 NW f2)(z) = (f1(z)△W f2({b1}z ⊲W z))

∨ (f2(z)△W f1({b2}z ⊲W z)) ,és ha z = 0:
(f1 NW f2)(0) = f1(0)△W f2(0).5.13. Következmény. Minden fi = fai,bi

∈ L−-re, az f1 NW f2 �ukasiewizkonjunkió akkor és sak akkor folytonos, ha b1 + b2 ≥ 1.6. Implikáiók fuzzy igazságértékekenLegyen A = (A,0,1,⊑, 4), ahol A ⊆ F . Egy • : A × A → A függvénytype-2 fuzzy implikáió A felett, ha teljesíti az alábbi peremfeltételeket
0 • 0 = 0 • 1 = 1 • 1 = 1; 1 • 0 = 0,illetve monoton sökken® az els®, és monoton növekv® a második argumentu-mában a ⊑ vagy a 4 részbenrendezések egyikére.11



6.1. Kiterjesztett S-implikáiók és S-koimplikáiókAz S-implikáiókat egy▽ t-konorma és egy ′ negáió alkotja a x′ ▽ y képletalapján. Az S-koimplikáiók az S-implikáiók duálisai, de�níiójuk x′ △ y, ahol
△ egy t-norma. Ezen m¶veletek type-2 kiterjesztései a ◮ és a ◭ m¶veletek,amelyek fuzzy igazságértékeken értelmezettek [6℄.6.1. Állítás. A ◮ és ◭ m¶veletek zártak FC-n, a konvex fuzzy igazságértékekhalmazán.6.2. Állítás. A ◮ és ◭ m¶veletek zártak FN -en, a normál fuzzy igazság-értékek halmazán. Továbbá, f ◮ g és f ◭ g akkor és sak akkor normál, ha
f, g ∈ FN .6.3. Tétel. A ◮ m¶velet akkor és sak akkor type-2 fuzzy implikáió A ⊆
F felett, ha A részalgebrája az FCN konvex, normál fuzzy igazságértékekettartalmazó algebrának.6.2. A ∧ és ∨ m¶veletek kiterjesztett reziduálisaiHasonlóan a minimum (∧) és a maximum (∨) fuzzy operátorokhoz, ezektype-2 kiterjesztései, az ún. meet (⊓) és join (⊔) m¶veletek széles körben hasz-náltak. A ∧ és ∨ m¶veletek reziduálisai a jól ismert

x⊲∧ y =

{

1 if x ≤ y,

y különben, and x⊳∨ y =

{

0 if y ≤ x,

y különben.Ezen m¶veletek kiterjesztéseit jelölje ⊏ és ⊐. Jelölje továbbá minden f ∈ F-re
f r(x) =







∨

y>x
f(y), if x < 1,

0, különben. f l(x) =







∨

y<x
f(y), if x > 0,

0, különben.Ismert, hogy bármely reziduális implikáióra x⊲ y = 1 akkor és sak akkor,ha x ≤ y. Ennek kiterjesztett megfelel®je a f ◮ g = 1 ↔ f � g egy � rész-benrendezésre F-en. A szükséges és elégséges feltételeket az ◮ = ⊏ esetben azalábbi tétel foglalja össze.6.4. Tétel. Minden f, g ∈ F-re, f ⊏ g = 1 akkor és sak akkor, ha1. f, g ∈ FN , és2. gl(x0) = 0, ahol x0 = sup{x | f(x) > 0}.12



6.3. A ⊏ és a ⊐ m¶veletek disztributív tulajdonságai6.5. Állítás. Az alábbi disztributív szabályok igazak minden f, g, h ∈ F-re.1. f ⊏ (g ∨ h) = (f ⊏ g) ∨ (f ⊏ h), f ⊐ (g ∨ h) = (f ⊐ g) ∨ (f ⊐h),2. (f ∨ g)⊏h = (f ⊏h) ∨ (g ⊏ h), (f ∨ g)⊐h = (f ⊐h) ∨ (g ⊐h).Általános esetben ⊏ nem disztributív a ⊓ és a ⊔ m¶veleteken, sak az alábbiegyenl®tlenségek igazak.6.6. Tétel. Minden f, g, h ∈ F-re
f ⊏ (g⊓h) ≤ (f ⊏ g)⊓ (f ⊏h), f ⊏ (g ⊔h) ≤ (f ⊏ g)⊔ (f ⊏ h).6.4. Algebrák konvex és normál fuzzy igazságértékekenEgy fontos részalgebrája F-nek az FI intervallum fuzzy igazságértékekalgebrája. Ez bizonyítottan izomorf az (I [2],∧,∨,′ , 0, 1) algebrával, ahol I [2]az I-n zárt intervallumok halmazát jelöli. Beláttunk két negatív eredményt.6.7. Tétel. Az intervallum fuzzy igazságértékek FI halmaza nem zárt a ⊏ ésa ⊐ m¶veletekre.6.8. Következmény. A konvex fuzzy igazságértékek FC halmaza nem zárt a

⊏ és a ⊐ m¶veletekre.Pozitív eredményt bizonyítottunk normál fuzzy igazságértékekre.6.9. Tétel. A normál fuzzy igazságértékek FN halmaza zárt a ⊏ és a ⊐ m¶-veletekre. Továbbá, f ⊏ g ∈ FN (illetve f ⊐ g ∈ FN ) akkor és sak akkor, ha
f, g ∈ FN .Bizonyítottuk továbbá, hogy a bal- vagy jobbmaximális fuzzy igazságérté-kek algebrája valódi részalgebrája F-nek [6℄.6.10. Tétel. Az FM = (FLM ∪ FRM ,⊓,⊔,∗ , ⊏,0,1) azaz a bal- vagy jobbma-ximális fuzzy igazságértékek algebrája valódi részalgebrája (F ,⊓,⊔,∗ , ⊏,0,1)-nek.
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