26 LIPKA ISTVAN.

5, A «factorisatio numerorum» problém:’ajérél, Mat, és F;’z. Lapok, 38

(1931), 1—15. o.
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BERICHT ZUR VERTEILUNG .DES
JULIUS KONIG-PREISES VOM JAHRE 1938.

Die Budapester Lordnd Eotvés Mathematische und Physikalische
Gesellschaft hat ihren Julius Kénig-Preis fiir 1936 Herrn Dr. L. Kanvdr
zuerkannt, Kommission: L. Terr Prisident ; Mitglieder: E. EerrvAry,
D. Kéne, A. Szfies; Referent: Sr. Lieka. Hier gibt der Referent eine
Analyse und Wiirdigung der Kalmérschen mathematischen Arheiten, die
sich auf Funktionentheorie, analytische Zahlentheorie, Algebra, Mengen-

~ lebre und mathematische Logik heziehen und " dsren Liste sich am Ende’

des Referates befindet.
St. Lipka.

A SZAMELMELET ALAPTETELEROGL.

Bevezetés.

1. Az elemi szdmelmélet alaptélelét — amely szerint min-
den természetes szdm, lényegében® csak egyféleképpen dllithatd
eld torzsszdmok szorzataként — a tankdnyvek legtébbnyire
vagy a legnagyobb kézés osztd, vagy a legkisebb kézés tobh-
sz6rds alaptulajdonsdgainak felhasznalisdval bizonyitjak be. A
legnagyobb kézos osztén alapuld tirgyalds® abbhol indul ki,
hogy két egész szdmnak, a-nak és b-nek,® legnagyobb kozos
osztéja, d, eld4llithato

d = ax -+ by 1

alakban, ahol « és y egész szamok. Ezt vagy a legnagyobb ké-
z6s osztd meghatdrozdsdra szolgdlé Eukripes-féle algoritmus se-
gitségével bizonyitjik be, vagy tgy, hogy megmutatjak, hogy a
legkisebb pozitiv egész szdm, mely az (1) alakban elé4llithate,
osztdja a-nak is, b-nek is. A legkisebb kéz6s t6bbszéréssn ala-
pulé targyalds* kiindulépontja az a tétel, hogy két egész szdm
legkisebb kozds tébbszérése® osztoja barmely koz8s tébbszors-

1 Azaz a tényezék sorrendjétsl eltekintve.

2 L. pl. P. G. LemuNe DIRICHLET: Vorlesungen 1iber Zahlentheorie,
Braunschweig (4. kiadis, 1894), 4,, 5., 8. §; P. BacHMANN : Niedere Zoahien-
theorie, erster Teil, Leipzig (1902), 34., 35., 40., 41. old.

8 Egész szimon mindig racionalis egész szamot értek; latin kis betd
mindig ilyent jelsl.

* L. pl. GrosscuMip Latos: Eldaddsok o mathematika elemeibdl, Buda-
pest (1928), 2,, 6., 7. §; E. LANDAU Vorlesungen diber Zahlentheorie, erster
Band, Leipzig (1927), 5—12. old. ,

5 Azaz pozitiv kézdés t6bbszéréseik legkisebbike.
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siiknek. Mind a két tirgyalasmod a térssszdmok alaptulajdon-
sdgdnak bebizonyitdsdval folytatodik, amely szerint egész szd-
mok szorzata csak gy lehet oszlhatd egy l0rzsszdmmal, ha
valamelyikik oszlhaté vele.

Ebbél viszont a szdmelmélet alaptétele — amely nyilvdn igy
is fogalmazhato: ha

})1212. . -_2)1* = (»_Z] gg' . 'qS! (2)

ROl Pyv Parervy Prs Q3s Qase- - §s AN 0rzsszdmok, akkor r=s ds
Das Pare -y Pr SO1PeNLES] ellelintve ugyanazok, mint ¢, ¢y, (s —
példdnl 7 szerinti {eljes indukcidval adodik. Ha » =1, akkor a

.6

“tétel evidens:® ekkor ugyanis (2) szerint
Dy =q,fs~+-Gs

ami, minthogy p, tdrzsszdm, ¢sak gy dllhat fenn, ha a jobh-
oldalon is csak egy tényez6 van's az egyenld p,-gyel. Tegyiik
fel, hogy igaz a tétel, ha a baloldalon » tényez6 van; akkor
71 tényezd esetére igy adédik: ha o

D12 PrPrat = a2 s (3)

akkor a ¢,¢,...¢s szorzat oszthatd p,i4-gyel, tehdt, minthogy
Pr+t tOrzsszdm, valamelyik tényezdje is; de mivel ezek is térzs-
szdmok, valamelyikiik, példdul i, egyenld kell hogy legyen P41~
gyel. De akkor (3)-hél

PPas e = G142 o Qie—1Gk+1- - Gs;

itt mdr csak r tényezé 4ll a baloldalon, tehat a feltevés szerint
r=8~—1 és a haloldalon 4116 ténjfez()’k sorrendté] eltekintve ugyan-
azok, mint a jobboldalon &llok; igy »-1=s és DPy> Dasre v vy Py Pt
sorrendtdl eltekintve ugyanazok, mint ¢, ¢,,.. ., q,.

2. Ismeretesek azonban a szémelmélet alaptételének a leg-
nagyobh kézos osztd és a legkisebb kdzés tébbszérds fogalmd-

6 Még inkibb evidens u tétel 7==0 eseiéhen (0 tényezdﬁbﬁl allo szorza-
ton 1-et szokis érteni).
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tol fiiggetlen hebizonyitasai is. Mar Gauvss? is adott kézvetlen
bebizonyitdst a térzsszamok alaptulajdonsdgdra; ijabban pedig
F. A. Livoemany,® Zerwmero® és Krappavr*® kézéltek nagyon
egyszert kozvetlen hebizonyitdsokat a szdmelmélet alaptételére.
Ez utobbi kortlmény késztet arra, hogy kézéljem azt a hebizo-
nyitast, melyet az 1932/33. tanév oOta tohh egyetemi ecléadd-
somban is tdrgyaltam. Ez a bebizonyitds a kévetkezd lemman
alapul:

Ha négy nemnegativ eqész szdm, a, b, ¢

és d, teljesiti az ¢ d
ab = cd %)
egyenletet, akkor van tovdbbhi néyy oly ¢ ¢ “
nemnegativ egész szdm, t, u, v, w, hogy b
. (X w

a=tu, b=vw, ¢=1tw, d=wuw. (5)

{A I, u, v, w szamokat célszerdl az oldalf ldthatd tdablazatban
elhelyezni.) "

Ez a lemma — amelyet a tovabbiakban «négyszamtiételr
néven fogok emliteni — nyilvanvald kdvetkezménye a szdm-
elmélet alaptételének.* Az 1. §-ban azonban megmutatom, hogy

7 C. F. Gauvss: Disquisitiones arithmelicae, Sectio secunda, art. 13,
14., Werke, erster Band, Goltingen (Zweiter Ahdruck, 1870), 14., 15, old,
1. még Kimscuir Jozser: Matematikei versenytéielek, Szeged (1929), 16,
17. old.

8 ¥, A. LinpeMany: The.Unique Factorization of a Positive Integer,
Quarterly Journal of Muth., Oxford Series, 4 (1933), 319—520. old.

9 L, ZERMELO : Elementare Betrachtungen zur Theorie der Primzahlen,
Nachrichten Gittingen, Math.-Phys. Klasse, Fachgruppe I : Mathematik, Neue
Folge, 1 (1984), 43—46. old., kuléndsen 43—44. old.

10 &, Krappaur: Beweis des Fundamentalsatzes der Zahlentheorie, Jahres-
bericht der Deutschen Math.-Ver., 45 (1985), 430. old.

11 Ennelfogva a négyszimtiétel érvényes thinden olyan integritasi tarto-
manyban, amelyben az ‘egyértelmil tirzstényezds eldallitds tétele érvényes;
1. A. Komrserr: Vollstindige Losung einer neuen diophantischen Aufgabe,
Math. Annalen, 112 (1936), 395—410., kilénosen 396—397. old. Komserr
szerint (természetes szamok esetére, a szamelmélet alaptételének kovetkez-
ményeképpen) mir EULER ismerle a négyszimtételben foglalt allitast.
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nagyon egyszertien be lehet bizonyitani a szédmelmelet alap-
tételének felhaszndldsa nélkil is.

A négyszdmtétel «csirdjaban» mutatja meg a szdmelmélet
alaptételének okat, Ha ugyanis valamely % pozitiv egész szamot
kétféleképpen kezdink el szorzatra bontani: n= ab, n=cd,
akkor alkalmas tovdbbontds atjan: a=tu, b=rw, illetSleg c=tv,
d=wuw, mindkettébsl ugyanahhoz az
n= tuvw felbontdshoz juthatunk (mint
ezt az 1. dbra szemlélteti). Minthogy ha-
sonléan minden, a tovdbbi széthontis
kozben lehetséges «eldgazds» utdn ko-
vetkezik bhe ilyen «gsszetaldlkozdsy,
planzibilis, hogy a legvégén minden
szétbontds ugyanabba a végsé szét-
bontasba torkollik. Ez a gondolatmenet
tuow megfogalmazhaté Ugy, hogy a szdm-
elmélet alaptételének hebizonyitdsat
adja: kitlinik innen a négyszamtételnek

"

1. adbra.

a szamelmélet alaptételével vald tisztdn kombinatorikai kap-

csolata. E kapesolat kombinatorikai természetének kidom-bori-

tasdra a 2. §-ban a négyszamtételrSl a szdmelmélet alap-

tételére valo attérést szemléletesen, grdfelméleti tétellént fogom
megfogalmazni, mégpedig kétféleképpen is. Ugyanitt megmu-
tatom, hogy ez az dtmenet, ha nem helyezlink sulyt a meg-
gondolds kombinatorikai jellegére, minden grafelméleti meg-
fogalmazds nélkdl is, nagyon egyszertien elvégezhetd.

A 3. §-ban a négyszémtételt dltaldnositom tébbtényezds szor-
zatokra és ez dltaldnositds segitségével 0jhol bebizonyitom a
a szamelmélet alaptételét. A 4. §-ban pedig megmutatom, hogy
a négyszamtétel nem tekinthetd a szdmelmélet alaptételének
bebizonyitdsdra szolgdlé ad hoc médszernek, hanem az elemi
szdmelmélet szdmos mas tétele is konnyen kovetkezik beléle.
Olyan tételekrél van sz6, amelyeket rendesen a legnagyobb kd-
z0s oszté (1) elédllitasabol, néha a legkisebb kézds tébbszoérds
fentemlitett alaptulajdonsigabol szoktak bebizonyitani; a négy~

e
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szamtétel segitségével vald bebizonyitasuk azonban didakti-

kai szempontb6!l elénydsebb, mert kénnyebben megjegyezhets :

ugyanis minden egyes esetben nyilvinvals, hogy melyik az a
négy szdm, amelyre a négyszéamtételt alkalmazni kell.

1. §.

3. A négyszamtételt a szerint mend teljes indukcioval fo-
gom bebizonyitani; azaz egyrészt megmutatom, hogy igaz e
tétel négy oly a, b, ¢, d szémra, amelyek kozil a =0, mds-
részt, hogy, ha (adott pozitiv a mellett) igaz a tétel barmely
négy oly «', V', ¢', d' szdmra, ahol &' << a, akkor igaz (tetszé-
leges b, ¢, d mellett) az a, b, ¢, d szédmokra is.'?

Ha a=0, akkor (4) szerint cd=0, tehit vagy ¢=0, vagy d=0.

=0, ¢=0. Az els6 esetben a bal- a¢= 0, d=0.
oldali, a masodikban a ‘
c | d jobboldali tébldzatbol c d
olvashatok le £, %, v, w
a 0 d | oly értékei, amelyek az o ¢ 0
(5) egyenletnek eleget
b b 1 tesznek. b 1 b

Tegyitk fel most mar, hogy a négyszamtétel igaz négy oly
o' b, ¢, d' szamra, abol o'< a; feladatunk megmutatni érvé-
nyességét az a, b, ¢, d szimokra (2>0) is. Osszuk el c-t a-val,
legyen a hanyados*® ¢, a maradék r; akkor

c=ag+r 0sr<a (6)

12 Az alkalmazisok szempontjabol elég volna a négyszamtételt abban az
esethen behizonyltani, ha «, b, ¢; d egyike sem 0; azonban épp a teljes
indukeioval valo behizonyités megkénnyitésére célszertt azt is megengedni,
hogy valamnelyikiik O legyen. — Szimmetria-okokbol fel lehetne tenni, hogy
a a legkisebb ‘a, b, ¢, ¢ kdzill; ez azonban nem egyszeriisitené lényegesen
a hebizonyitast, :

18 Ha o3> ¢, akkor lermészetesen g =0 (és r=c}.



32 KALMAR LASZLO.

ab = cd = aqd + rd,
rd = a (b — qd). 7y

Innét és (4)-bdl

Minthogy = < @, slkalmazhatjuk a négyszamtételt az o' =r,
b'=d, ¢'=a, d'=b—qd szdmokra;** van
tehdt négy oly 4, 7, k, | szdm, hogy (. a
jobboldali tablazatot)

r=14, d=1FKl, a=1k b—qgd=jl. 8) . r i g

(8) masodik és negyedik egyenletéhdl
b=gd+jl="(gk+N 9)

k l

(6)-bol, (8) harmadik és els6 egyenletéhél

c | ¢ 6= kg +ij=ikg+5). (10

@ i k (8) harmadik egyenlete, (9), (10) és (8) ma~
: sodik egyenlete*® mutatja, hogy a bal-

b | gty | 4 oldalt 4llé6 tablazatbol leolvashatd ¢ =i,

tesznek az (5) egyenleteknek, qu. e. d.

4. Az (5) egyenletekb6l nyilvénvald, hogy, ha a, b, ¢, d egyike
sem 0, akkor ¢, %, v, w is pozitiv egész szdmok ; tovabbd, hogy, ha.
a, b, ¢, d mind nagyobbak 1-nél és sem a=¢, b=d, sem
pedig a =d, b =¢ nem 4&ll, akkor #, u, v, w koziil legfeljebb.
egyik lehet egyenld 1-gyel. ‘ ‘

2.8

5. Legyen n adott, 1-nél 1iagjobb egész szdm. Az n szam
faktorizdeids grdf-jén a kévetkezd Fn iranyitott grafot?® értjiik.
Feleltessiink meg n# minden

N = Ny Ny . iy

14 Tzek egyike sem megativ; o, b', ¢'-re ez vildgos, d'-re pedig (7)-b6L
kovetkezik, .

15 Ha a==0, akkor (4)-bdl és (5) elss, harmadik és negyedik egyenleté~
bél mar kévetkezik (5) méasodik egyenlete is, igy hogy (9) tulajdonképpen
nélkilozhets. -

16 A grafelmélet itt felhasznalt alapfogalmaira nézve 1. D. Kéntg: Theorie
der endlichen und unendlichen Grophen, Leipzig (1986) 1. §-at.

u="k v==kq+j, w=1 szimok eleget.

T
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1-nél nagyobb egész tényezék szorzataként vald el6allitdsdnak.
(beleértve az 7= 1 esetnek megfeleld n=n elSdllitast is) egy-
egy pontot, mégpedig két elballitasnak akkor és csak akkor
ugyanazt a pontot, ha azok csak a tényez6k sorrendjében tér-
nek el egyméstol. A j és ( pontokat akkor és csak akkor
kossitk 6ssze egy PQ irdnyitott éllel, ha a P-nek megfelels
szorzatelgallitashol (roviden: a P el6allitashol) a Q eldallitds tgy

9235

9. dbra.

jon létre, hogy valamelyik tényezc'ijét tovdbb bontjuk két ténye-

" z6re. Pl. a 60 faktorizdcids grafjat, F,-at, a 2. dbra szemlél-

teti (a két pontozott él itt figyelmen kivil hagyands). Ha p
primszam, Fp egyetlen egy szdgpontbol &4ll s éle nines.
‘Nyilvanvalo, hogy §» véges graf. Ugyanis n el6éllitdsainal csak
véges szamu szdm johet figyelembe tényezéként (minden tényezd
kisebb 1évén n-nél); s-a tényez6k szdma nyilvan (joval) kisebb,
mint 7. E szerint §-nek véges szdml szOgpontja van,!? tehat

17 ¥, szdgpontjainak széma az az f(n) fliggvény, amellyel két dolgozatom-
ban:. A -«factorisatio numerorum» problémajarsl, Mat. és Fiz, Lapok, 38

Matematikai és Fizikai Lapok. XLIII, 3
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(minthogy két-két szégpont. legfeljebb egy éllel van dsszekotve)
éleinek szama is véges. .

Ha n valamely P szorzatelGallitisandl valamelyik -tényezd
Osszetett szam, akkor ennek két tényezére vald szétbontdsdval
oly elédllitdshoz jutunk, amelybe visz P-bél Fn-nek éle.*® For-
ditva is, ha Frnek P-bél indul ki éle, akkor a P eléallitasnal
legalabb egy tényezd Osszetett szdm. E szerint a szamelmélet
alaptétele tgy fejezhetS ki, hogy az Fn faktorizdeids grdfnalk
eqyetlen egy olyan szdgpontja van, amelybdl nem indul ki él.

Vildgos az is, hogy §» minden szdgpontjdba, kivéve az n=n
cegytényezds elallitdsnak» megfelelé P, pontot, fut éle Fp-nek;
ha ugyanis a P el¢allitisndl legaldbb két tényezd van, akkor
e két tényez6t szorzatukkal potolva oly Q eldallitdst kapunk,
amelybdl visz P-be él. EbbSl nyilvin kovetkezik, hogy az §,

graf dsszefiiggd; ugyanis barmely szogpontjabol el lehet juini

a graf éleibdl all6 Gton (nyilellenében) Pgha, tehat (Py-on 4t)
barmely mds szégpontba is.

Az §, grafnak ninecs cikluso (azaz irany szerint 1s egymas—
hoz csatlakozo, egyszerti zdrt vonalat alkotd PPE, PPg,
Pk_iP,c, PkP1 élei). Ez nyilvanval kovetkezménye annak, hogy, ha
PQ éle Fn-nek, akkor a O eldallitasndl (eggyel) tobb tényezd
szerepel, mint a P eléallitasnal.

6. A négyszamtétel folyomanyakent a ©==5, grafnak a ké-
vetkezé tulajdonsdga van:

T tulgjdonsdg. Ha PQ és PR a G grdfnak valamely szdg-
pontjdbdl kitnduld, két kulinbozd szdgpontba futd élei, akkor
van G-nek oly S pontja, amelybe (-bdl is, R-b4l is visz
G-nek pdlyavonala*® (1. 3. &bra).

(1931), 1—15. old. és Uber die mittlere Anzahl der Produktdarstellungen der
Zahlen, erste Mitteilung, Acte Scwntzarum Math., 5 (1930—32), 95—107. old.
foglalkoztam

18 A PQ glt P-bé] kiinduld, Q-ba fuid, P-b8l Q-ba vivé élnek mondom
hasonléan késéhb palyavonalak esetén,

18 Agzaz irany szerint is egyméshoz csatlakozd éleinek 6nmagat nem
metsz6 nyitott vonalat alkoté sarozata. (Ciklus nélkuli grafnal az énmagat
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Legyen ugyanis a P eldallitds P
= MMy . - Ny ,
g
és keletkezzék ebbéla ( eldallitds azaltal, ™
hogy #nt ab-re, az R el6dllitds pedig az-
dltal, hogy nt cd-re bontjuk fel (4, j =1,
2,..., vagy 7). Ha 437, akkor Aallitdsunk i
evidens: (-han 7t cd-re bontva ugyan-° 3. abra.
ahhoz az S el64dllitashoz jutunk, mlntha
R-ben mrt ab-re bontjuk, gy, hogy 03 és AS dei Fn-nek.
Tegyik fel tehdt, hogy ¢ =j; akkor
. n; = n; = ab = cd,
tehdt a négyszamtétel szerint van négy oly szdm, ¢, 4, v, w, hogy
a=1tu, b=rw, c=1ty, d=uw.

Minthogy Q és R kiilonb6z6 pontok, sem a=c¢, b =d, sem
@ = d, b = ¢ nem allhat, tehdt a 4. megjegyzése szerint £, u, v, w

koziil legfeljebb egyik lehet 1. Ha P

egyik sem 1, akkor jelentse Q' a e

0-bal a-nak tu-val, R’ az R-bél \\
c-nek tv-vel vald potlasdval kelet- /

kezd eléallitast; akkor Q'-ben bt @ R
vw-vel, R'-ben pedig d-t ww-vel pé- -ab- ced-
tolva ugyanahhoz az S elld4llitdshoz + j(
jutunk, ugy, hogy Q_Q7§ ¢s RR'S a 0 R
kivint tulajdonsdgi palyavonalak d b bvd--
(4. sbra). Hasonléan jarhatunk el, ¢

ha ¢, u, v, w koziil valamelyik 1; \“\ /
ekkor ezt az 1-gyel egyenld tényezdt Ky

el kell hagynunk, gy, hogy Q' vagy v tuvwe

Q-val, vagy S-sel, R’ vagy R-rel, 4, &hra.

nem metszés feltétele magatol teljesiil.) Az irdnyitdst nem tekintve egymas-
hoz csatlakozo élek dnmagit nem metszé nyitott vonalat alkoté sorozatat
tinak nevezik.

g%
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vagy S-sel lesz azonos; ekkor tehat a Q—§ és ﬁg élek a kivant
tulajdonsagu pdlyavonalak. -

9. T szerint a szamelmélet alaptétele bennefoglaltatik a kévet-
kezé 4ltalanos grafelméleti tételben:

"Ha ® osszefiggd, véges, ciklus nélkili, T' tulajdonsdgi ird-
nyttott grdf, akkor &-nek egyetlen egy olyan U pontja wvan,
amelybdl nem indul ki €l .

Hogy van ilyen U pont,® az kézvetlentl beldthatd. Valasz-

szuk ugyanis P-et @ pontjai koziil tetszolegesen, P, -t Py-at,.
- pedig sorra 1ugy, hogy ©&-nek legyenek PI s PP,,, .. elel.
E pontok sorozatdban nem fordulhat eld ismétlédés (mert
®-nek nines ciklusa), tehat a sorozatnak vége szakad (mert
® véges); utolsé pontja a kivdint tulajdonsiggal bir.

Annak megmutatdsara, hogy ilyen U pont csak egy van,
bebizonyitom, hogy, ha & valamely U pontjabol nem indul ki
él, akkor barmely mds A pontjabol visz U-ba pdlyavonal. (Eb-
b6l persze kovetkezik, hogy A-b6l indul ki 6l.) Tegyiik fel, hogy
ez nem 4ll és legyen & egy lehetd legkevesebh ponttal hird
olyan Osszefiigg8, véges, ciklus nélkili, T tulajdonsagt graf,
amelynek van két oly pontja, U és A, hogy U-bo6l nem indul
ki é1 és A-bol nem visz U-ba pdlyavonal.

Minthogy @ &sszefiiggs, van oly o ttja, amely A~t U-val
vsszekoti (L. 5, dbra). Legyen o-n B az els§ olyan pont U-tél
szédmitva, amelyb6l nem visz' U-ba pélyavonal (ilyen pont van,
ha més nem, akkor A).

Legyen B szomszed;;a az o uton U felé ¢ (C==U, mert sem
UB sem BU ¢l nincs, az elébbi az U—ra tett feltevés, az utobbi
a B definiciéja miatt); a feltevés szerint van olyan = pédlyavonal,
amely G-b6él U-ba visz. Legyen = C-bél kiindulé éle d—ﬁ Mint-
hogy = minden pontjdhol visz U-ba péalyavonal, B nines mJta
7-n; tovibbd az o 1t BC élének irdnyitdsa szukségkeppen (,4B

20 Ez a tény, §,-re alkalmazva, annak felel meg, hogy = felbonthatd
torzstényez6k szorzatara.
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kiilénben a BC & és = a B-b6l U-ba vivé pélyavonalat adna.
Ennélfogva a T tulajdonsdg miatt &-nek van oly E pontja,
ahova B-bél ig, D-bél is visz palyavonal (ebbél egyébként nyilvin-
valé, hogy D = U).

Tekintsiik most azt a @' iranyitott grafot, amelyet B, D,
tovdbba @-nek azok a pontjai alkotnak, amelyekbe vagy B-bél,
vagy D-b6l visz @-nek pélya-
vonala, tovabba ®-nek azok
az élei, amelyeken legalabb
egy ilyen pdlyavonal dtmegy.
A 7 palyavonal DU szakasza,
valamint a BE, DE palyavo-
nalak '-héz tartoznak. Ennél-
fogva @' Osszefiiggl; ugyanis
barmelyik szogpontja dsszekot-
heté vagy B-vel, vagy D-vel,
tehat, minthogy ezek (E-n &t)
egymassal is dsszekothetok, &'
barmely szdgpontja osszekot- - B &bra,
hets barmely mdsik sz6gpontja- -
val is. Minthogy &' része ®-nek, viligos, hogy véges és mklus nél-
kuh graf. Tovabba @’ is T tulajdonsagh. Legyenek ugyams PQ 'és
PR (Q %= R) élei ®'-nek; minthogy ezek G-nek is élei, van
@-nek oly S pontja, amelybe Q-bo6l is, R-bél is visz pélya-
vonala. Azonban e palyavonalak (s igy az | S pont is) hozzdtar-
toznak ®'-héz is; ugyanis a DP vagy | BP palyavonalat (ilyen
van, mert P pontJa ®'-nek) akar a PQ éllel és a QS palya-
vonallal, akdr a PB éllel és az RS péalyavonallal meghosszab-
bitva ®-nek D-bo), illetdleg B-b6l kiindulé palyavonalat kapjuk.

Minthogy ®'-nek kevesebb szégpontja van, mint &-nek
(ugyanis C nem lehet pontja ®'-nek. mert G-nek nines ciklusa),
@'-re 4ll a bebizonyitandé allitds. U-bol &'-nek sem indulhat
ki éle, tehat adodik, hogy ®' minden pontjahol visz ®'-nek

°4
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‘pélyavonala U-ba. Ez azonban ellentmond annak, hogy B-hél
nem visz U-ba pilyavonala ©-nek, tehat ®&'-nek sem.
8. Az imént bebizonyitott tétel végtelen grafokra nem érvé-

nyes, amint ezt a 6. dbrén szemléltetett, lefelé hatdrtalanul -

meéghosszabbitandé graf mutatja, Ennek az osszefiiggs, T tulaj-
donsdgn grafnak nincs ciklusa; mégsem indul ki sem az U,
sem az U, szogpontjabél éle®! Konnyen meg lehet adni olyan

XY
6. abra.

RN

véges, Gsszefiiggd, T tulajdonsagl, de ciklussal ‘- biré grafot is,

©  amelynek két ilyen szégpontja van.**

9. Annal meglep6bb viszont, hogy a T tulajdonsdg egy kis
modositasdval olyan iételhez jutunk, amelynél nem kell a graf-
ol feltenniink sem azt, hogy véges, sem azt, hogy nincs ciklusa.
Ez a modositott T" tulajdonsdg a kovetkezd:

Ha PQ és PR o © grdfnak valamely sz6 Jpontjabol két k-
lonboza pontjdba vivé élei, akkor vagy van ©-nek (QR vagy
RQ 1rdn _/zta,su) QR éle, vagy pedig van olyan S pontja G-nek,
amelybe Q-bél is, R-bdl is visz éle ©-nek. :

Be fogom tehat bizonyitani a kovetkezd tételt:

21 A P pontot és a beldle kiindulé két élt el lehetne hagyni; azért vet-
tem -ezeket hozzd a grafhoz, hogy, a fakiorizicids grifokhoz hasonloan,
csak egy olyan pontja legyen, amelybe nem fut &l -

22 DNlyen graf keletkezik pl. a 6. bran lathaté grafbol, ha P és a beldle
kiindulo élek elhagyédsa utin azt hengerre rajzoljuk ngy, hogy a «pagoda»
legfels6 «emelete» egybeessék valamelyik alsé «emelettels,

e ey
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Hao o ® 6sszefiggd irdnyitott grdaf T' tulajdonsdgi, akkor
legfeljebb *® egy olycm U pontja lehet, amelybsl nem indul
ki él.

Ismét elegendd bebizonyitanunk, hogy, ha a ® graf U pont-
jabol nem indul ki él, akkor ® barmely masik A pontjdbol
visz U-ba palyavonal. Tegyiik fel ugyanis, hogy ez & valamely
A pontjéra nem 4ll. Kossiik Ossze
A-t U-val ismét © egy o utjaval
és legyen ezen, U-t6l szdmitva, B
az elsé pont, amelyb6l nem visz
palyavonal U-ba, legyen tovibba C
a B pont szomszédja az w fton U
felé. Akkor C-bél visz = palyavonal
U-ba és a BC él iranyitdsa CB.

Legyen z-n, U-tél szdamitva, D
az elsé olyan pont, amelybél indul
ki olyan DE ¢él, hogy E-bél nem
visz palyavonal U-ba (. 7. dbra);
ilyen D pont van, ha mas nem, akkor
C. Vilagos, hogy D==U; legyen F'a D _ 7. ibra.
pont szomszédja 7-n U felé. K nincs
rajta 7-n (kiilonben vinne E-bél pélyavonal U-ba), igy minden-
esetre E== F. A T' tulajdonsdg szerint a kdvetkezé hdrom eset
koziil valamelylknek allnla kell ¢

tror

ekkor F-bdl is  indulna k1 oly FE él, amelynek mas1k vég-
pontjahol nem visz U—ba pélyavonal.
b) ®-nek van EF éle. Bz az él = I U szakaszaval egyutt

srey

c) @-nek van FE-bdl és F-b6él ugyanabba az S pontba vivé
ES és FS éle. D definicidja szerint S-bél visz U-ba pilya-

23 K‘E)nnyen latni, hogy ha @ végtelen graf, akkor nem feltétlendl van
ilyen U pont.
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vonal; ez ES-sel egylitt (ill, ha e pélyavonal &tmenne KE-n,
ennek egy része) E-bél U-ba vivé pélyavoqalat adna, ellentét-
10. A most beblzonyitott grafelméleti tételt is fel lehet hasz-
nalni a szdmelmélet alaptételének bebizonyitdsdra. E célbol az
7 szdm faktorizdcios gréfjanak fogalmdt ugy modosi’quk hogy
a P és () pontokat akkor is Osszekétjik ~egy PQ éllel, ha a
P-nek megfeleld szorzatelallitishol a Q-nak megfelelé els4lli-
tds agy jon létre, hogy nem egy, hanem tébb tényezéjét bont-
juk tovibb két-két tényezére. (L. n ==60 esetén a 2. abrat, a
pontozott élekkel egytitt.) Annak bebizonyitdsit, hogy az igy
keletkez6 Fyn modositott faktorizdcios graf T' tulajdonssgn, az
olvaséra bizom; ebbél a 9, tétele segitségével ijbol kdvetkezik
a szamelmélet alaptétele.

11, Ha nem helyeziink stlyt a négyszamtételrdl a szdmelmé-
let alaptételére valdé dtmenet tiszta kombinatorikai jellegére,
akkor a szamelmélet alaptételét legegyszeribben a kovetkezd-
képpen bizonyithatjuk be a négyszdmtételbsl. Tegyiik fel, hogy
a szamelmélet alaptétele nem 3ll; és legyen n a legkisebb oly
pozitiv egész szdm, amelynek két, lényegesen kiilénhozé, torzs-
tényez6s eldallitisa van: P és (. Foglaljuk 6ssze tetszésszerint
P bizonyos tényezéit (nem valamennyit) és legyen ezek szor-
zata @, mig P t6bbi tényezdéinek szorzata b; hasonléan legyen
O bizonyos tényezéinek szorzata c, a tébbi tényez6jének szor-
zata pedig®* d. Akkor a, b, ¢, d kisebbek 7n-nél, tigy hogy ezek
csak lényegében egy-egyféle modon bonthaték fel térzsténye-
26k szorzatdra. Az n szdm P felbontdsét megkapjuk, ha n=ab-
ben @ és b helyébe torzstényezds felbontdsukat irjuk; hasonléan
megkapjuk a ( felbontdst, ha n=cd-ben ¢ és d helyébe torzs-
1ényezds felbontésukat irjuk.

24 Pl a legyen P egyik tirzstényezéje, b a tobb1ek szorzata hasonloan
¢ és d a Q el6illitasra nézve.

3
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Minthogy ab=cd, a négyszamtétel szerint van négy oly po-
zitiv egész szam, ¢, u, v, w, hogy

a=tu, b=wvw, c=1tv, d=uw. (11)

Nyilvén t, u, v, w is kisebbek n-nél, igy ezeknek is egy-egy
térzstényezés felbontisuk van.®® Ha e torzstényezés felbonta-
sokat t, 4, ¥, w helyére a (11) égyenletekbe beirjuk, megkapjuk
a, b, ¢, d egy-egy toristényezés elSdllitdsit, tehat ezek egyetlen
torzstényezds eloallitdsat. E szerint n-nek P eléallitdasat Ggy kap-
juk meg, hogy az n = tu.vw egyenletbe, a Q eléallitast pedig
gy, hogy az n = tv.uw egyenletbe beirjuk & u, v, W helyébe
ezek torzstényezds eldallitasat. Igy tehdt P és O, a feltevéssel
ellentétben, csak a tényezék sorrendjében killonbdznek egy-
mdsto6l.

3. §'
12. A négyszamtételt tobbtényezbs szorzatokra a kovetkezd-
képpen dltaldnosithatjuk :*¢
Legyenek a, tgs..vy Gpj Dy Doyev o
szdmok, amelyek kozott fenndll az

bs olyan nemmnegativ egész

by Clas + oy = DyDgn . by

egz/enlet Akkor van oly, nmemnegatw egész szdmi elemekkel
bird, r sorbdl és s oszlopbdl dllé mdtriz, amelynek az egyes
soraiban dllé elemek szorzata rendre a, Gy ..., Gy QZ €4Y6S
oszlopaiban dll6 elemek szorzata pedig rendre by, bgy..., Ds.

256 Ha valamelyikiik 1, akkor torzstényezds eldallitasan a «O tényezds»
szorzatot értjiik ; tehat 1 helyébe torzstényezSs elSillitasat beirni annyit
jelent, mint elhagyni az 1-et,

26 KomrseLt szerint (L. a 11 labjegyzetben idézett helyet) ez az &ltalino-
sitas szerepel KRONECKER «Vorlesungen tiber Zahlentheories-jahan. Azonban
e mi egyetlen altalam ismert kiadaséban (L. KRONECKER : Vorlesungen vber
Zahlentheorie, erster Band [tébbh nem jelent meg], herausgegeben von
K. HenseL, Leipzig (1901)) nem talalhato erre vonatkozo rész. A Korseltnél
allo széveghdl vilagos, hogy e tételre, mint a szamelmélet alaptételének
kovetkezményére gondol.
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Ha =1 vagy s=1, akkor a tétel tantologikus. Ha r=s=2,
akkor éppen a. négyszamtételbe megy dt. Elegendd tehat a ko-
vetkez8 két dolgot megmutatnom :

) Ha a tétel igaz =2, s=2, valamint egy bizonyos r és
s = 9 esetére, akkor igaz 7 helyett 7 -+1-gyel s==2 esetére.

b) Ha a tétel igaz — egy bizonyos r érték mellett — s=2,

valamint egy bizonyos s esetére, akkor igaz s helyett s 1~

gyel is.

Elegends b)-t megmutatnom, hiszen @) ebbél az r=2 spe-.

cializalassal, a szobanforgé matrix sorainak oszlopaival valé fel-
cserélésével 6s s helyébe 7 tételével keletkezik.

Legyen tehat igaz a tétel » egy bizonyos értéke mellett
.§ = %re, valamint egy bizonyos -s-re. Legyen' a;, ty;.., ay;
by, bgse -y by Darr +s+1 olyan nemnegativ egész szdm, amelyek
kozott fennall az

(adig. . . = DiDa. . Dgbgs (19)

egyenlet. Alkalmazzuk a bebizonyitandé tételt mindenekelsit az
1y Goserey Gp D1y Daseves Doty Bs=Dsbsr1 szémokra. Adédik, hogy
van oly (i) (=1, 2,..., 7; j=1,2,..., s) mitrix, amelynek
elemei nemnegativ egész szdmok, ugy, hogy

a; = tirbia.. Ly ha =1, 2,..., 7 (13)
bj=t1jtu2j...t1«.7, ha ] = 1 _.:, .y b'—i . (14.‘)
mig : , .
tistﬁs- . -trs - bsbs+1~
Alkalmazzuk most a bebizonyitandd tételt a tis, fage.«s s}
bsy bsss szdmokra. Adodik, hogy van 2r olyan nemnegativ
egesz SLAM, Uy, Ugys+ vy Upy Ugs Ugse oy Upy LOEY

tis =uw, ha i=1,9...,7; - (15)

bs = Uglge . Up; - (16)
bspr1== la. . Up. S (17)

A (13) és (15) egyenletekbdl

= biatia. . by, s—qUits,. ha 1= 1,2,...,7;
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ez az egyenlet, tovabba (14), (16) és (17) mutatja, hogy a tétel
a (12) egyenlet bal- és jobboldaldn &llo szamokra is igaz: a
keresett matrix

t1 tg oo b e U Ury
( tay  fag .- . lg,s—1 Uz V2 )
bt bra eee bps—1 Ur Up

13. A négyszamtétel ez altaldnositasahol a szamelmélet alap-
tétele nagyon egyszertien adodik. Tegyiik fel ugyanis, hogy

PiDy- - Pr = (1945
ahol Dys Pgseevs Pps Gyr Gas--os G, tOrzsszamok. A mnégyszim-
tétel z’lltalénositésa/szerint van olyan nemnegativ egész szdmu
elemekb6l 4llo matrix, amelynek els§, masodik, ..., 7-edik sora-
ban 4116 elemek szorzata rendre Py, Pyr--+s Py elsb, masodik,. ..,

~ s-edik oszlopdban 4ll6 elemek szorzata pedig rendre ¢s; Gas- > gs

(és tobb sora vagy oszlopa nines). De akkor e matrix minden
soraban vagy oszlopaban, egy-egy elem kivételével, csupa 1 4ll;
az egyetlen, 1-t6l kiilénhozé elem a kérdéses sorhoz vagy osz-
lophoz tartoz6 pi, illetéleg ¢;. De akkor r is, s is egyenld a
matrix 1-t6l kilénb6zé elemeinek szdmdval; maguk ez elemek,
a matrix sorai szerint rendezve, rendre p,-gyel, p,-vel,..., p,-rel,
a matrix oszlopai szerint rendezve pedig rendre g,~gyel, go-vel, .. .,
gesel egyenldk; azaz p,, Dys-.., D, csak sorrendben kilonbdz- -

nek ¢, goye -5 ¢5tol

4. §.

14, Megmutatom, hogy a négyszdmtétel nagyon jol hasznil-
hat6 néhdny, az elemi szamelméleti eldaddsokban szerepelni
szokott tovabbi tétel bebizonyitdsdra is. E §-ban szdm minde-
niitt pozitiv egész szdamot jelent; minthogy oszthatosdgi téte-
lekrél van szd, nyilvanvalé, hogyan lehet azokat tetszbleges
raciondlis egész szamokra dtvinni. ‘

Ha egy ab szorzat oszthatd egy ¢ szdmmal, de egyik te-
nyezdje, a, relativ primszdm c-hez, akkor a szowzat mdsik
lényezbre, b, oszthatd c-vel.
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Ugyanis a feltevés szerint van olyan d egész szém, hogy
_ab = ed, (18)
a négyszdmtétel szerint van négy oly ¢, U, v, w egész szdm, hogy
b = VW, 6= tv,‘

@ = tu, d=uw. - (19)

Minthogy a-nak és c-nek ninecs mds koézds osztdja, mint 1,
sziikségképpen t=1, tehdt c=v, b=cw, azaz b oszthatod c-vel.

Abban az esetben, ha ¢ térzsszdm, ez a tétel dtmegy a torzs- '

szdmok alaptulajdonsdganak kéttényezds szorzatra vonatkozo spe-
cidlis esetébe. A tényezdk szédma szerinti teljes indukeiéval be-
bizonyithatjuk ebbdl a térzsszdmok alaptulajdonsigit a maga
altaldnossdgdban s igy, a bevezetésben részletezett modon, a
klasszikus mederben maradva is eljuthatunk a szdmelmélet alap-
tételéher. (BEz az a mdd, ahogyan egyetemi el6addsaimban be
szoktam bizonyitani a szémelmélet alaptételét.)

15. Valamely ab szorzal minden osztdja elddllithatd o egy
osztéjdnak b egy osztdjdval vald szoraataként.?® Ha ugyanis d
osztdja ab-nek, akkor van olyan ¢ egész szdm, hogy (18) fenn-
4ll; a négyszdmtételt alkalmazva adodik, hogy van négy oly

t, %, v, W egész szam, am‘elyekre (19) fenndll. A (19) egyeuletek

mutatjak, hogy u osztéja a-nak, w osztéja b-nek és d ezeknek
szorzata, | '
~ Vildgos, hogy forditva, o bérmely osztéjanak b barmely oszto-
javal val6 szorzata osztgja d-nek. Altaldban ab valamely osztoja
tébbféleképpen is eldallithato a tételben emlitett modon. Azonban :
Ha o relativ primszdm b-hez, akkor ab minden osztdja csak
egyféleképpen dllithatd eld o és b egy-eqy osztdjdnak szorzata-
ként. Ez belathato a 14.-ben bebizony1tott tétel segltségével is;
a négyszamtételbdl kozvetlendl igy adédik: ha ab valamely

oszt6ja, d; kétféleképpen is eléallithato @ 8s b egy-egy osztojd-
nak szorzataként: _
d=cef, d=gh,
27 A bebizonyitashol latszik, hogy ez a tétel nem egyéb, mint a négy-
szdmtételnek més (kevésbbé szimmetrikus) megfogalmazésa,
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ahol (azt, hogy k osztéja l-nek, a szokott modon a k|l jellel
jelélve)

ela, b, yla, hjd,
akkor ef = gh, tehdt a négyszamtétel szerint van negy oly &, u,
v, W szdm, hogy
h = uw. (20)

Minthogy ue és elu, az oszthatosdg G. n. tranzitiv sajatsiga
folytan wle; hasonléan wlh és R|b miatt wulb; tehdt w=1,
mert a-nak és b-nek nines mas kézés osztéja. Hasonloan, vig
és glo miatt via, vlf és f|b miatt vb s igy v=1. E szerint
(20)-hol e=1t= g f=w= h, vagyis a kétféle elSallitis mégis
csak ugyanaz. :
Ezek az alkalmazdsok mér eléggé mutatJak a négyszamtétel

haszndlhatosdgat az elemi szamelmelet targyaldsanal,
Kalmdr Ldszld.

e=tu, [=wvw, g=1tv,

UBER DEN FUNDAMENTALSATZ DER
ZAHLENTHEORIE.

Es werden mehrere Beweise fiir den Fundamentalsatz der elemen-
taren Zahlentheorie (Satz von der eindeutigen Darstellbarkeit der natiir-
lichen Zahlen als Produkte von Primzahlen) gegeben, unabhingig vom
Begriff und’ Eigenschaftén des griften gemeinsamen Teilers (oder der
kleinsten gemeinsamen Vielfachen). Simtliche Beweise beruhen auf dem
folgenden Lemma («Vierzahlensatz»): .

Geniigen die michinegativen ganzen Zahlen a, b, ¢, d der Glei-
chung ab=cd, so gibt es vier weitere nichinegative Zahlen t,u, v, w,
so dafi @ =tu, b=rovw, ¢c=1tv, d = ww.

Dieser Satz wird natiirlich ohne Anwendung des Fundamentalsatzes
der Zahlentheorie, durch vollstindige Induktion in Bezug auf a bewiesen.
Der Ubergang zum Fundamentalsatz der Zahlentheorie wird sowohl
graphentheoretlsch wie auch rein zahlentheoretisch geftihrt. Schliefilich .
" wird gezeigt, daff der Vierzahlensatz auch somst fiir Vorlesungszwecke
niitzlich ist, da daraus auch einige weiteren elementar-zahlentheoretischen

Sutze ziemlich direkt zu entnehmen sind. ,
‘ ' Lasslé Kalmar.



