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Szele Tibor ethangzott el6addsdban kitiind ismertetést adott az utGbbi

¢vekben végzett hazai fontosabb algebrai kutatdsainkrol. Néhany apré, kiegé-

szit0 "megjegyzésen kiviil hozzaszold azt az észrevételt teszi, hogy kutatdink a

csoportelméleteri kiviil -az algebra- egyéb Agait is szinte hasonlé mértékben

mitvelték, igy a gyflirfielméletben éppen Szele Tibornak is becses kutatisai
vannak, s igen.jelentdsek Fuchs Ldszld idevagd vizsgélatai. Egyébként pedig
- sokszor megitélés dolga, hogy egy-egy vizsgalatot hova szamitunk, igy példaul
- Hajds Gyorgy csoportelméleti tétele a gyfirlielméletbe is tartozik. Egyaltaldn

. az algebra fejezetei egymdstol alig hatérolhaték el. Hazdnkban az algebrénak -

régi, erdemekben gazdag multja van, elég erre nézve Hunyadi Jend, Konig
Gyula, Kiirschdk Jozsef, Bauer Mihdly nevét emliteni. Mai algebristdink is

joles6 -megnyugvéssal elmondhatjik, hogy sikeres munkéval 4poltdk a tradi-
cidkat. Orvendetes id6sebb s fiatal algebristdinknak nagy széma, féleg az el-

~ mult évtizedekkel vald dsszehasonlitisban, amikor istert killsnbdzé okokbol
sok tudds volt kénytelen kivandorolni az: orszdghbél. Nem- véletlen, hogy a

Magyat Tudoményos Akadémidnak tdmogatdsa, s ezen keresztiil Népi Demo-

krdcidnknak -tudoménypartolé politikdja meghozta 4lddsos gylimdlcsét. Mint

mindennemfi tudomdnyos kutatinkat, tigy benniinket algebristakat is a tudo- -

manynak ez a megbecsiilése sarkaljon”tovabbi munkdra. -

“rutinjara bizhatnd magat,

-épiilé elméleti termé§zettudoménqu;»elsésorban az él’méleti-’ fi;ika; utat mutat
- a kisérleti természettuddsnak a maga kisérletezése kozben? ‘ -

A MATEMAT'IKA ALAPJAIVAL KAPCSOLATOS
UJABB EREDMENYEK |

o KALMAR LASZLO lev. tag =~ : .
- Eldadia a Matematikai Allands Blzottsdg 1951 december 13-dn tartott iilésén

- A tudomdny célja a valéség_inégismerése, avégett, hbgy a valéségbt az
emberiség Altaldnos jolétének megvaldsitisa és fokozdsa érdekében megval-

‘toztathassuk. E cél felé valo torekvésben fontos szerepe van a matematikanak:
'+ absztrakci6 segitségével megdllapitani az anyagi vildg térformainak és meny- -
- nyiségi viszoryainak' kiilonboz6 - koriilmények kozott egyarant érvényes torve-
‘nyeit. A'matematika az elméleti természettidomanyok nélkiilézhetetlen eszkdze :

ezek nélkiil pedig a kisérleti természettudds sttétben: tapogatodznék, l‘egfeljebb j

Ha azonban -megnézztik a matematikusnak -munkamégdszerét, amikor a -
kisérleti természettudés szdmira az utat megvilagito elmélet épitése sordn
egy-egy problémat igyekszik megoldani, akkor azt latjuk, hogy 6 maga tobb-
nyire sotétben tapogat6dzo, pisztin rutinjira timaszkodo kisérleti modszerrel |
dolgozik. Otletszeriien végigprébalja a felvetsdd gondolatokat, hatha valamelyik -
célhoz vezet, Vajjon nem lehetséges-e olyan tudomdny, amely ekdzben utat :
mutasson a matematikusnak,, -hasonléan, mint ahogyan a matematika és a t4

Ilyen tudomény szerepét van hivatva. betdlteni a matematika Aalapjz_z‘inak :
tudomdriya. Hogy teljesen betdlthesse, a matematika kiilénb6z6 teritletein dol- |
goz6 ‘matematikusok matematizaldsdnak altalanositott tapasztalatava kell vdlnia.
Egy-két 1épést mér megtett ebben az irdnyban és az erre vonatkoz6 kutatisokba
néhany: :vmagyar,, matematikus is belekapcsolédott. o o

. \E tekintetben szamos haladé tradiciéra tekinthetiink vissza. Ezek kozott

S -id6rendben is, de jelentdségtiknél fogva is els6 helyen alinak a két Bolyai
* kutatdsai a geometria alapjaira vonatkozélag. Bolyai Jdnos, az orosz Loba-

csevszkij-vel egyidében, a hiperbolikus geometria felépitésével megtette a leg-
fontosabb 1épést a parhuzamossdg axidméjinak a geometria tobbi axiémajatsl -
valé fliggbségére vonatkozd tobb évezredes probléma megolddsa felé. Appendixe
cimében jogosan dllapitotta meg Kant idealista kijelentéseivel szemben, hogy .
az a kérdés, hogy a val6sdgos vildgban milyen geometria érvényes, az Euklides- |
féle-e, vagy nem, a priori soha el nem donthets, tehat kisérleti Giton vizsgilandd.
Jol tudjuk, milyen fontos szerépe volt Bolyai Jdnos e megallapitdsdnak a modern :
fizika kialakuldsdban, - . ' : ' :
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'Nagy érdeklGdést mutatott. a matematika alapjai irdnt Kdnig‘ Gyula; 6
volt az els8, aki Hilbert bizonyitdselméleti gondolatait. megértette és Hilberfet
sok tekintetben megeldzve tovabbfejlesztette. Fia,.a fasisztdk dltal haldlba

tildozott Konig Dénes, grafelméleten kiviil elsdsorban halmazelmélettel foglal-

kozott, a matematikdnak olyan dgdval, amelyet sokan a matemahka alap]alhoz :

szdmitanak.
- A matematika alapjainak tudomanya terén ma mﬁkodb magyar matema—
tikusok — eltekintve néhdny halmazelméleti -kutatdstol — elsbsorban a mate-

matikai logika kérdéseivel foglalkoznak. Munkdssdguk ismertetése- sordn nem

szotitkozhatom az utolsé évre, mert az idevagd kutatdsokban szerepld fogalmak

és problémak nem kozismertek a matematikusok kozdtt €s igy azok megértése

végett régebbi kutatdsokat i§ figyelembe. kell venniink.

A matematikai. loglka egy1k fontos teenddje, hogy a kovetkezmény fogal~ -

manak matematikai szempontb6l szabafos, a matematika legktilénboz6bb terti~
letein, mindenféle kovetkeztetésre egyarant alkalmazhaté meghatdrozdsat adja.
Kozelfekvd azt is' megkivanni, hogy adott Allitdsokrél (tételekrdl, feltevésekrél
vagy sejtésekr6l) a meghatdrozds alapjdn mindig el lehessen donteni véges

szamit Jépésben, vajjon egy tovabbi adott Allités kvetkezménylik-e. A matematikai

‘ loglka az ilyen meghatérozas kérdését az w. n. eldontésproblémdra vezeti vissza.

Az eldontésprobléma annak a feltételeit keresi, hogy egy adott logikai
formula barmely halmazon azonosan igaz legyem@ ezzel ekvivalens masik (u. n.
‘dudlis) alakjéban annak feltételeit keresi, hogy egy adott logikai formuldhoz

legyen olyan halmaz, amelyen kielégithetd, A logikai formuldk, amelyekrdl itt
s20.van, olyan formuldk, amelyek logikai fizggvényekbél u. n. logikai muvelez‘elc '

és kvanforok segitségével épiilnek fel.
‘Logikai” fliggvényen olyan- egy- vagy tobbvaltozos fiiggvényt:. érttmk

A amely egy tetszbleges halmazon (u. n, 1nd1v1duumtartomanyon) van értelmezve

értékei pedig logikai értékek, vagyis egy kételemii halmaz elemei, amelyeket
sigaz“-nak és ,hamis“-nak neveztink. Logikai fliggvényre példa az az F(x)
fliggvény, amely a természetes szdmok halmazdn tgy van értelmezve, hogy
értéke  ,igaz“, ha x primszam, ,hamis“, ha x Osszetett szdm; vagy az a
G(x, y,2) filggvény, amely a sik pontjai halmazin .igy van értelmezve, hogy
értéke Jigaz, ha x,y,z egy egyenesen fekvs pontok, . kiilénben ,hamis®.

Logtkai miiveleten olyan egy- vagy tobbvaltozos fliggvényt értlink, amely-

nek fliggetlen véltozdi is' a - logikai értékek halmazan futnak at, értékei is

logikai értékek. Pl a negdcid miivelete az az egyvaltozés X fiiggvény, amely- -

nek értéke ,,1gaz“,_ha X értéke ,hamis®, viszent ,hamis, ha X értéke ,igaz“;

a konjunkcid mitvelete az a kétvdltozés X & Y figgvény, amelynek értéke

akkor és csak akkor :,igaz“, ha X értéke is, V értéke is ,igaz“, mdsktilénben
- hamis®; az implikdcid mitivelete az a ketvaltozos X — Y fiiggvény, amelynek
‘értéke akkor és csak akkor ,hamis ha X érteke ,igaz”, Y értéke ,hamis®,
és minden mds -esetben igaz“.
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Kvantornak nevezzuk a kovetkeztS két, Ioglka1 ng venyéken veégezhetd,, |
nggvényoperaclm '

sigaz“, ha F azonosan igaz“
F J— b . ; » H
(DFE= 3 »hamis“ minden mis esetben
(w. n. dltaldnos kvam‘or); és o '
) hamis®, ha F azonosan hamis“'
E N » )
- ( x)F(x) i ,igaz® minden mas esetben : :
(u. n. exisztencidlis kvantor). Tobbvaltozés logikai fiiggvényre alkalmazva egy

~ kvantort, eggyel kevesebb véltoz6s fﬁggvényt kapunk; pl. (x)F(x, y) csak y-

tol figg, az x 1. koz‘ott vdlfozé (mint ff(x, ¥) dx-ben az x).

Egy logikai formula értéke attél fugg, melyik' halmazt valaszt;uk indi-
viduumtartorhany gyandnt, hogyan definidljuk rajta a formuldban szerepls

- logikai fiiggvényeket és az individuymtartomény mely elemeit helyettestjiik a '

formuldban szerepld, nem kotott, (u. n. szabad) . valtoz6k helyére. Azonosan - .
1gaznak neveziink egy logikai: formuldt égy halmazon, ha barhogy definidljuk’
ezen a halmazon a formuldban szerepld logikai fiiggvényeket, mindig (a ‘szabad

.valtozok barmely értékére). ,igaz“ lesi az értéke’; kielégithetOnek neveziink
" egy logikai formuldt egy halmazon, ha lehet 1igy definialni ezen a halmazon

a formuldban szerepld logikai fiiggvényeket, hogy (a szabad valtozok alkalmas
értékelre) »igaz“ legyen. az értéke. Pl

QEQ-FE)
bérmely halmazon azonosan igaz, ' '
((FG ) & 0N (FGx ) & F(3, 9) > Fl ) (ED ) FE) y)
mmt kénnyen lathato, barmely véges halmazon azonosan- igaz fo1mula a
((X)Fax, x)'& (x)(y)(z)((F(x ») & F(,2)) =~ F(x,2))) &
\ ' & ()W) (F(x, 3)— (E2)(F(x, 2) & F(z,7)))
formu]a klelégxtheté'a val6s (vagy a raciondlis) szimok halmazan (,igaz® lesz
az értéke, ha F-et ugy ‘definialjuk, hogy F(x y) akkor és’ csak akkor legyen‘

- sigaz®, 'ha x <y, kiilsnben ,hamis*).

‘A logikai formulak bizonyos spec:dlzs osztdlyazra ‘meg van oldva az .
Idbntésprobléma azaz ezekhez az osztalyokhoz van olyan algorltmus, amely-
nek segitségével barmely ‘adott, a kérdéses osztalyhoz tartozd formuldrdl véges
szami lépésben el lehet donteni, hogy azonosan igaz-e (barmely halmazon),

* ill. hogy kielégithets-e (alkalmas halmazon). Az eldontésprobléma redukcid-

elmélete viszont az elddntésproblémat specidlis formula-osztalyokra vonatkozo,
vagyis a kérdéses osztalyokhoz tartoz6 formuldk azonosan igaz, ill. kielégithet6
voltinak feltételeit kérdezé eldéntésproblémira igyekszik visszavezetni, Az
eldontésproblémara vonatkozd magyar kutatdsok legnagyobb része az eldbn—' i
téanrabléma redukeidelméletére vonatkorzik
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: Az altaldnossag megszoritisa nélkil feltételezhetjiik, hogy a logikai for-
" muldban, amelyr8l sz6 van, nincs szabad valtozo, tovdbba maga a’ formula
prenex alakii. Ezen azt értjiik, hogy ugy keletkezik, hogy logikai fiiggvényekre
. €lébb logikai miiveleteket alkalmazunk, majd az igy keletkez6 M formuldban
egymdsutin kvantorokkal kotjitk le a valtoz6kat. A kvantorok alkalmazdsa
el6tt keletkez6 M formulat a kész formula magvdnak nevezziik, a kész for-

muldban a mag elétt All6 - kvantorok smozatat a kérdéses pxenex formula

_ prefzxumdnak Pl

: WF () & (X)(y)(F(x, )—>F(y, X))
‘Tmem prenex f01mula,

(NER)(F(x, J’)_*(G(x: 2) & G(Z, )

prenex formula, prefixuma (x)(y)(E?), magva F(x, )—»-(G(X, 2) & G(z,9)).

- Rovidebb kifejezésm6d kedvéért nevezzitk egy prenex formula tipusdnak
allés s jeleknek azt a sorozatdt, amely- tigy keletkezik, hogy a formula
preﬁxumaban minden “altaldnos. kvantort. IT, minden exisztencidlis kvantort =

jellel p6tolunk; a tipusban az egymésutini IT vagy ¥ jelek ,szorzatdt“ hat-

- vanyjeldléssel roviditjiik. Pl. az emlitett prenex formula tipusa IT°3.

Kalmdr az 1932-es ziirichi nemzetkozi matematikai kongresszuson tartott
" eléadésdval olyan vizsgélatokat kezdett, amelyek az elddntésprobléma vissza--

- vezetésére irdnyulnak olyan formuldk kielégithetségének kérdésére, amelyekben
csak - egyetlenegy logikai fliggvény szerepel €s az is kétvdlfozds. Egyittal
igyekezett azt is- elérni, hogy a formiula’ tipusa mmél egyszer(ibb legyen. [gy

késtbb - bebizonyitotta, hogy az eldontésprobléma - visszavezethetd olyan for-

‘muldk  kielégithet6ségének - kérdésére;, amelyek = egyetlenegy, kétvdltozds,

“logikai fﬁggvényt tartalmaznak és emellett I7311" (Ackermann-féle) tipustak.

(Ackermann csak -azt- bizonyftotta be, hogy az eldéntésprobléma visszavezet-
heté Smrzm" tlpusu de akarhany logikai fiiggvényt tartalmazé formuldk kielé-
‘githettsége kérdésére; hasonld eredményekrd] nevezték el a kés6bb emlitend®

‘tipusokat is). Kés6bb, Surdnyival kﬁzﬁsen, bebizonyitottdk a megfeleld teduk-

cibs tételt I° 3" (Godel-fél le), II"3 és II"IIT" (Pepis-féle) tipust, egyetlen,
kétvaltozos, Iog1ka1 fiiggvényt tartalmazé formuldkra vonatkozéan Legutébbl

dolgozatalban Kalmdr a megfelelé redukc1és tételt AT 3" IT és IIS" IT tpus

esetére is bebizonyitotta. -
Surdnyi 1943-ban irt doktori dlSSZEIt&CléJéban az eldbntésprobléma
redukcidelméletének teljesen @ij fejezetét nyitotta meg. Az addigi redukci6-

tételek mindegyike vagy" csak az dltalanos, vagy csak az exisztencialis kvan—_ :
torok szdmat redukélja adotf szdmra. Surdnyinak sikeriilt el6szor bebizonyitania

olyan redukciotételt, amely egyidejiileg mindkét szdmot adott szdmra redukalja
(de a formula magvaban szerepl logikai fiiggvények szdmét nem). Bebizonyi-
totta, hogy az .eldéntésprobléma visszavezethet6 -olyan formuldk kielégithets-
segeének kérdésére, amelyek akéar IT3Y, tehat egyidejiileg Godel-féle és Pepis-
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féle, akar IPsIT tipustiak. Legujabb dolgozataiban (specialis) Aékerfnann—féie .

"SIIZIT% IT3IT? tipust formuldk klelégxthetésegenek kérdésére redukélta az

eldontésproblémét tovabb4, ha megengedjiik, hogy ‘a formuldban hatirozat-

- lan logikai fiiggvényeken kivill az'a kétvaltozos rogaitett logikai fliggvény is

szerepeljen, -amelynek értéke akkor és csak akkor _»igaz“, ha x==y, akkor
II3PIT é§ SIT3IT tipust formuldk esetén is bebizonyitotta a megfeleld tételt. -
Emellett az is elérhet6,. hogy egyvaltozos logikai fliggvényeken kiviil a SITSII?
¢s II3*IT* tipusok esetén legfeljebb hét, a. ITS°IT és SITS'IT tipusok - esetén -
legfeljebb négy kétvaltozds logikai fiiggvény szerepeljen a formula magvaban -
(az utébbi esetben nem szdmitva az emlitett rogzitett fiiggvényt). T

- Mas természeti, nem a formula tipusélra hanem az mdtvzdzzumz‘artomdny

’ szdmossdgdla vonatkozé redukciGtételt bizonyitott -be” Kalmdr az 1. -Magyar

Matematikai Kongresszuson: megmutatta, hogy az elddntésplobléma vissza-
vezethet6 arra a kérdésre, mely logikai formuldkhoz van olyan véges halmaz,
amelyen az adott formula kielégitheto. (Elézéleg Liwenheim azt bizonyitotta. .
be, hogy -az eldontésprobléma visszavezethet6 a megszamlalhaté individuum-

tartomanyokon valé kielégithetbség kérdésére ; tovabbi redukcid lehetbsége azért -
latszott valdsziniitlennek, mert adott-véges n szamossdg esetén ‘meg van oldva: -
az a kérdés, mely formulak elégithetdk ki valamely ‘n elem( halmazon) '

Az elddntésprobléma redukcidelméletének eredetileg az volt a célja, hogy
olyan spec1ahs esetére redukalja az eldéntésproblémat, amelyet mdr sikeriil
megoldani. Az a remény, hogy ezt sikertl elétni, Chirrch tétele folytdn szét-
foszlott; e tétel ugyanis azt mondja ki, hogy nincsen olyan algorzz‘mus, amelynek -
segitségével barmely adott formulardl véges szamu Iépésben el lehetne donteni, L
azonosan igaz-e, ill. kielégithet6-e. E tétel bizonyftasahoz természetesen el6bb

- szabatosan- definidlni kellett az algoritmus fogalmét, amelyet a matematikus,
‘ mmdennapl munkajiban éppentigy rutinjdra tdmaszkodva szokott alkalmazni .

szabatos “definici6 nélkiil, mint a kovetkezmény fogalint. Church maga meg- .
keriilte ‘€zt a magébanvéve. is - jelentds feladatot azzal, hogy - 8nkényesen “azt -
nevezte megengedett algoritmusnak, amely egy bizonyos, 4ltala feldllitott axiéma-
rendszerbenr kifejezheté. Ez szabatosan definidlhaté fogalom ugYan, csak éppen -

| ‘az nem-magatol értetbdd, hogy fedi az algontmusnak a matematikus minden--

napi praxisdban  hasznalt fogalmat. Az algoritmius - fogalmdnak kielegittbb- .

- szabatos' definici6jat adta: Kleene, amennyiben visszavezette azt az olyan szam-

elméleti fliggvény fog_almz'tra, amelynek  minden adott helyen véges szamd.
lépésben ki lehet szdmitani az €rtékét s azt javasolta, hogy ez utdbbi-fogalmat

" a rekurziv fiiggvény fogalmanak egy jelentds altaldnositasival azonositsuk. Az

algoritmus fogalméanak olyan szabatos deflmcléjat amelyrél nyilvdnvald, hogy.

+ fedi a mindennapi fogalmat, Markov szoviet matematikus adta meg az I.

Magyar Matematikai Kongresszuson Meg lehet mutatm hogy az algorltmus
fogalménak e harom defmlcuS]a ekvivalens. ‘
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. Churchnek azt a tételét, hogy vannak algoritrﬁussal m'ég' nem oldhat6
problémdk, az idealista filoz6fusok gy allitottdk be, hogy az matematikai
bizonyitéka az agnoszticizmusnak, tehat cafolata a dialektikus materializmus
azon Allitasénak, hogy a vildg megismerhet8. (Church elsb példija algorit-

mussal meg nem oldhat6 problémara mas volt, nem az “eldontésprobléma.) -

Church tételét ebbsl a  szempontbol nagy ,haladasnak tekintették = Gdodel
egy régebbi tételéhez képest,.amely csak azt mondja ki, hogy adott axiéma-
rendszethez (ha az bizonyos, pontosan megfogalmazhaté, de igen Altalanos
feltételeknek eleget tesz) van olyan probléma, amely ebben az axiémarend-

szerben nem “oldhatd meg. Beallitisuk szerint a Godel-tétel a tuddsnak csak °

-oegy-e gy axi6marendszerre vonatkozd relativ hatarat fedi fel, ezzel szemben a
Church-tétel azt bizonyitja, hogy a tudasnak-abszoliit hatara van. A matematika
alapjai koriil folyé ideol6giai harcban tehat hasonld szerep jutott a Church-

tételnek, mint a Heisenberg-féle blzonytalansag1 relaménak az elméleti’ fmka '

kortil foly6 ideoldgiai harcban,

E kérdések tisztazasara tehat kivdnatos. vot Gédel és C/mrch tételemek.

eredeti, igen bonyolult és nehezen Attekinthetd bizonyitdsat egyszexh31te1u, a
Godel-tétel feltételeit, tovabba a két tételnek egymaéshoz vald viszonyat tisztazni.

Kaimdr 1943-ban egyszerfi “bizonyitast adott a Godel-tételre; tijabb dolgoza-

taiban bizonyitdsdt az axiémarendszerre vonatkozé, az eledetmel altalanosabb
feltételek esetére is kiterjesztette és megmutatta, hogy médszere  Rosser egy
analég tételének bizonyitésara is felhasznalhato.

A_Church-tételre vonatkozdlag. Péter Rozsa ‘megmutatta, hogy a Godel-

‘tétel egy dltaldnosan regfogalmazott alakjabol egyszerilen kivetkezik. Ezt a

~meglepb tényt tovabb elemezve, Kalmdr az amsterdami filozéfiai kongresszuson
megmutatta, hogy a Church-tétel egyenesen specidlis esefe az ‘altalanosan meg-
fogalmazott Godel-tételnek. Ezzel kideriilt, hogy a Church-tétel agnoszticista
- beallitdsa helytelen, a Church-tétel - sem mond ki tébbet, mint a, Godel-tétel,

t. 1. azt, logy ha pontosan eléirjuk, milyen médszereket szabad hasznalni, akkor -

mmd1g maradnak olyan problémék, amiket nem tudunk megoldani. Ez azt
- mutatja, hogy ahhoz, hogy a matematikai problémakat sorra mindet megoldjuk,
mddszereinket is allandéan fejlesztentink kell. Ez a kovetkeztetés teljes ssz-
hangban van a dialektikus materializmussal, amely nem azt allitja, hogy a
-vildg egyszersmindenkorra, pontosan eléirhaté  moédszerekkel megismerhett
. {ezt a mechanikus materializmus 4llitotta), hanem azt, hogy nincs olyan, a
valdségra ‘vonatkezd probléma, amelyet médszexemk kellé fejlodése sordn meg
ne lehetne oldani..

A Church-tétel agnosztlclsta bedllitisa egy tudatos ferd1tésen alapu] t. i
hogy a Church-tétel ugyanolyan értelemben vett probléma-abszolit- megold-
hatatlansdgat mutatja ki, mint amilyen értelemben vett probléma relativ meg-
oldhatatlansdgarél sz6l a Godel-tétel. Valdjaban a Church-tétel nem is egy
problémara, hanem egy problémaseregre vonatkozik, hiszen pl. minden egyes

TN
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logikai formula kielégithetbségének kérdése kiilon-kiilén probléma. Egy vegtelen -
sok problémabdl all6 problémasereg algoritmussal valo megoldhatatlansaga sem-

miképpen sem jelenti a valdsdg megismerhetetlenségét; hiszen a valdsig meg--

ismerése a meglsmerésx folyamat fejlédésének minden egyes fokan csak véges
szdmi’ probléma megoldasat klvan]a Igaz, hogy a matematikus egyes esetekben

. Végtelen 'sok problémat is meg tud oldani egyidejlileg (t. i valamilyen para-

métertdl fliggd problémat e paraméter barmely értékére). Igy pl. van olyan
algoritmus, amelynek segitségével barmely. adott raciondlis egyiitthatéji poli-

nomrol véges szama lépésben. el tudjuk ~donteni, .reducibilis-e a ‘raciondlis -

szamok testében (ebben a problémaseregben maga a polinom a paraméter).

a valosag thegismerése szempontjabol,. mert ilyen esetben nem kell a sereg
minden egyes problémajival kiilon foglalkozni (csak a paraméteér helyébe a
megfelel6 értéket behelyettesiteni az altaldnos megolddsban). Azonban semmi
okunk sincs elvéarni, hogy barmely p10b1émasereghez legyen ilyen &ltalanos

" Az, hogy ez bizonyos problémaseregek esetén sikertl, nagyon hasznos a f

megoldds. Ha valamely .problémasereghez nincs, az azt mutatja, hogy mér " .

ahhoz s modszereink - 4llandd dialektikus fejlédésére van sziikség, hogy a kér-

deéses sereghez tartozo problémékat sorra mind meg tudjuk oldani. Igy pl. az

eldéntésproblémara vonatkozé Church-tétel azt mutatja, hogy a dialektikus
fejlédés szlikségessége mdr a logikdban is fennall: ahhoz, hogy bdarhogyan

,megadott 4liitdsokr6l eldtnthessiik, kovetkezménytik-e egy tovabbi élhtas

logikai modszereinket is 4llanddéan fejlesztentink kell. N

Ezenkiviil annak, hogy valamely problémaseregrél sikertl bebizonyitani,
hogy nincs olyan - algoritmus, amelynek segitségével a sereg  barmely adott
probléméjat meg lehet oldani, az a jelentdsége is megvan, hogy ez. megkiméli

* a matematikust attél a hidbavalé munkatél, hogy az ilyen problémasereghez

megoldd algoritmust keressen; hasonl6an, mint ahogy a Ruffini—Abel-tétel
meg6vja az algebristat attél, hogy hidba keresse az éltalinos otodfoki egyenlet
algebrai megold4sdt, vagy a = transzcendencidjanak Dbizonyitisa aitol, hogy a

kor- négyszogesitésével foglalkozzék. {ly médon a Chureh-féléhez hasonlé meg-
oldhatatlansagi tételek alkalmasak arra, hogy a matematikust tdjékoztassdk

artdl, milyen irdnyban végezze, jobban mondva, milyen: iranyban ne végezze
gondolat—kisérletext mintegy segitik abban, hogy a maga kutatasanak selejtjét

csokkentse, Természetesen csak akkor van egy megoldhatatlansagi tételnek
ilyen szempontb6l jelentdsége, ha a matematikusokat tényleg foglalkoztatd

problémaseregnek algoritmikus megoldhatatlansagara vonatkozik.

A Church-tétel folytdn az eldontésprobléma minden egyes redukciotétele

' példdt szolgéltat algoritmussal meg nem oldhatd problémaseregre. Ha ugyanis

az elddntésprobléma visszavezethetd valamely specialis esetére, akkor ehhez
a specidlis esetéhez nincs megoldd algoritmus. Igy pl. Kalmdr fent emlitett
tétele, amely szerint az eldtjntésprobléma visszavezethetd arra a kérdésre, hogy |
mely logikai formuldkhoz van olyan véges halmaz, ahol kielégithetok, vagy
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- dudlis alakjaban, hogy mely logikai formuldk azonosan igazak minc ‘
- e e slal . an igazak minden véges
, halm.azon, 1j b12011y1ta§t szolgaltat Trahtyenbrot szoviet matematikusnak agrra
- a mas modszertel bebizonyitott tételére, hogy nincs olyan algoritmus, amellyel

bérmely adott logikai formuldrél el lehetne- donteni :
. véges halmazon. . ‘ c€ni, azonosan igaz-e barmely

A matematikusokat tényleg foglalkoztafé nerm ]‘ogikai természetii px'oI;léma— ’

seregek koziil az els6, amelyrél sikertilt kimutatni, ho 1 |

. . » amel ’ , nem oldhato
‘algorltm‘us_sal, az assgoctat{v rendszerek szdproblémdja %)(r)lt., Ez a problréntgg
IS-SF:rfzg) arra vonatkc?zﬂf, hogy egy adott, véges szdmt baziselem segitségével
elep_lthet’d,. vég'es szamy - generalo reldcidval definidlt - asszociativ rendszerben
.n.lely .relac_xé.k z'illnak fenn. Markov szoviet és Post amerikai mat'ematikusnak’k
- sikertilt ¢g_y§d?gﬁleg egy;néstél fiiggetleniil mégadni'ol.yah, ‘a fenti értelemben
- végesen defunallt asszociatlv: rendszereket, amelyeknek sz().probléméja nem old-
ls_aééﬁgt])eg-aIg(])rltll)nussal. Kalmdr e tételt mindkét szerzé bizonyitasanal egy-
- szeriibb, az algebrista szdmédra konnyebben kovethetS i izonyitotta be
. akadémiai székfoglaié eldaddsaban, B : 3 ot bFOHY[tOtta i
- Szdmos matematikai logikai kutatdsnak fonto e )
1 5 ] j k- fontos segédeszkdze a rekirziv
Jiiggvények fogalma. Rekurzivhak neveziink egy fiiggvénybt,' ha ‘véltdzéihai ;gi?-)

negativ. egész értékeire a 0 konstanshél és az x 1 fliggvénybsl kiindulva végéss ~

szdmii rekurzioval €s Helyettesitéssel (fiiggvény, ill. fiiggvények fuggvényeinek
képezésével) definidlhats. A rekurzié (mas néven  teljes 'i‘ndukciév'aly“ ald
.’ ‘d‘e‘(f‘lplm’Q;}foga\l_‘méti«,tbbbféleképpen lehet ‘szabatosan megfogallhaZHi és { oy Z'
rekurziv‘_~ (f;ﬁggvények “kiilénbz6 osztélyaihdzv jutunk, amelyeknek ktivlijngg o}
szereplik ‘jutott halmazelméleti, ill. matematikai logikai kutatdsokban ’
o Ig'y' Hilbert a -kontinuumproblémdt gy prébalta megoldani hoggr 4 szam-
elméleti, azaz olyan fiiggvényeket; amelyeknek véltoz6i is a”nel’nnegativ egész

‘szdmok - halmazan futnak-at, értékei is"nemnegaﬁv.egé’sz szdmok, a masodik

- minden -osztalyba megszamlalhatéan végt 7+ jussol
ninden ztilyba 1 a 1 -vegtelen sok fliggvény jusson és e
szamelméleti  fliggvény se maradjon ki. Ha ez sikeriilne, allicbr be 'volﬁg

-, szamosztaly rendszdmai szerint halado osztdlyokba igyekezett sorolni, ugy, hogy

bizonyitva a  kontinuum szdmossdgéra vonatkozé Cantoi-féle ‘sejtés, - mert -

a sz’émgl{néleti fliggvények kontinuUm—szamos“ségL’i halmazt alkotnak. Hilbert
Qsztz}lyozasaban fontos szerepe van a szamelméleti ‘fﬁggvények d;afiﬁicié'a
‘al'akjanak. fgy az elsé osztilyba azokat a fﬁggvényeket sorolta, amelyek e] ‘
va{tozé sze1:mt1 rekurziék és helyetfesitések sorozataval definie;lhatéky csugy
- szamelmeleti ftiggvényen &t. A masodik osztalyba azokat a fﬁggvényeket ’sorolfa |
amelyeknek hasonl6 rekurziv definici6jahoz mér olyan fﬁggvényoperéciék ?s,
ke.:l_lenel_g a}melyeknek egyes valtozi szamelméleti fliggvényeken futnak 4t (més
Y.alto'zén viszont a nemnegativ egész széniokon; a rekurzid 'persze mindi
}Iye'r} (:iut:;}?v ;]ierléit iEt&ri&én{iék). llyen fliggvényoperaciéra példa az iteraci6 : ag
=, 0zos fiiggvény n-edik iteraltia | ¢ helyen; "
igy définialhat6 n széfi%ﬁi re{{urziéirlgllfemmanak értéke o % helyen L7 %),
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(0, x)=x, C
S Bt L) =fA(fin )5 S
a Hilbert-féle masodik osztilyba tartozd szdmelméleti filggvényre pedig-az a
g(x, y, n) figgvény, amely a kovetkezd rekurziGval definidlhaté az [ fuggvény-
operaci6 segitségével: _— : e
&y, 0=y+1, |
g(xi iz Il-l- 1)=](g(x> 2, ﬂ); 8] x):

. ahol I els6 argumentuma a.g(x, z,n) ﬁiggvény; mint z fliggvénye. A Hilbert-
" féle harmadik osztalyba azok a szdmelméleti fiiggvények tartoznak, amelyeknek-

rekurziv definiciéjahoz az emlitett fajta fiiggvényoperaciokon- kiviil olyan ope- '
raciok is kellenek, amelyeknek egyes véltozoi ilyen fiiggvényoperéacidkon futnak
4t stb. Hilbertnek ezen az tdton nem sikerillt bebizonyitania a Cantor-féle
sejtést; azonban egyes gondolatait felhaszndlva és 1ényegesen tovabbfejlesztve
Godel késbbb bebizonyitotta, hogy a Cantor-féle” sejtés nem cafolhaté meg a
halmazelmélet Zermelo—Fraenkel-féle axiémarendszerében (feltéve, hogy ez az
axiémarendszer ellentmondastalan). Sl PRI
, Godel fentemlitett (adott axiomarendszerben megoldhatatlan problémdkra -
vonatkozd) tételének bizonyitdsdhoz szintén lényegesen felhaszndlta a rekurziv -
fiiggvény fogalmat. Godel a kérdéses. tétel bizonyitasat egy. bizonyos axioma-
rendszerre végezte el (csak kimondta, hogy més hasonlé  axiémarendszerekre -
-is érvényes). Megmutatta, hogy ebben az axiémarendszerben egyrészt minden
rekurziv fiiggvény kifejezhetd, masrészt bizonyos, .az axiémarendszerre vonat-
koz6 4llitasok (pl. hogy egy véges formulasorozat egy adott formula bizonyi- -
tésa-e ebben az axiémarendszerben) az axiomarendszer formulainak és véges
formilasorozatainak egy bizonyos megszamlaldsdnal fellépd sorszamok rekurziv -

' fiiggvényei kozotti égyenletekkel fejezhetok ki, .EbbSl a két tényb6l Godel
- tétele az atlés modszer egy bonyolult alkalmazisa segitségével ad6dik.

Mint méremlitettem, Kleene is a rekurziv fliggvény fogalménak egjr'
Iényeges altaldnositasat hasznélja fel az algoritmus fogalmdnak szabatos meg- .
hatirozdsihoz. Ackermann- egy, a természetes szdmok egy bizonyos & tipusi

A jélréndezésével kapcsolatos transzfinit. rekurzioval definidlt szdmelméleti fiigg-

vényt haszndl fel az arifmetika ellentmonddstalansdgdnak bizonyitdsdhoz. A mar °

emlitett Markov—Post-tétel Kalméar-féle bizonyitasa ugyancsak a Kleene-féle !

értelemben vett altalanos rekurziv fliggvény fogalmét hasznélja fel. Ujabban |

 Specker s Goodstein az analizis fogalmainak és tételeinek élesitésére is alkal- .
maztdk a rekurziv fiiggvény fogalmat (pl. egy x, sorozat rekurziv médon

konvergal egy x szamhoz, ha van olyan rekurz{v ffiiggvény, hogy IX,L—xl < —}?, :

| mihelyt n > f(k)). - . U S R
Ezekb6! a példdkbél is’ latszik, milyen fontos kérdés a rekurziv fiigg-.

vény fogalma kiilonféle szabatos meghatdrozéasai soran el&alld. kilonfele fiigg-

n Matarabibai da Firileat Oartdlvinale Kizleménvel. UL o.
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vényosztilyok viszonyanak 'tiSZtéZé.'Sav.-E teritleten Péter Rozsa végzett alapvetd

kutatdsokat. A ziirichi matematikai ,kongl'esszusqn tartott elbadasaban, majd
kés&bbi dolgozataiban a rekurziv fiiggvények kiilonbdz6 osztalyair6l megmutatta,
hogy azonosak azzal a fliggvényosztallyal, amelyet Godel hasznal fentemlitett

tételének bizonyitisaban, az u. n. primitlv rekurziv: fiiggvények osztilydval. E

figgvényosztaly esetén rekurzion egy f fliggvénynek egy adott g fliggvény és-

' egy misik adott .k fiiggvény segitségével valé -
e o _ f(ofx:y:"»;);g(xiwa*)f.‘ e

v i  f(n(-}fl,‘ic,y,..~.):Iz(n,’x,y,.v..,f(n,x~,y,..'.))
“alaku  definiciéjat értiik. Péter Rozsa megmutatta, hogy ha megengedjtik, hogy

itt a masodik egyenletben f(n,x,7,. .\) helyett f-nek: olyan értekei is szere-

- peljenek, amelyeknek els6 argumentuma: ugyan n, vagy n-nél kisebb szam,

©de-x,y,... helyett tetszdleges més argumentumok - Allnak, akar olyanok is,

amelyek me‘giﬁtf tartalmazzak f-et, de mindig csak. ﬁgy, hogy f els6 argumen-
tumaban n, vagy n-nél kisebb szdm all, akkor ug‘yan‘ehhéz a fliggvényosztalyhoz

jutunk. liyen definiciéra példa: S . o

e =x |

_ f(n‘+1‘,x)':.=-n‘—'|~'x—|-f(n, x2) +fn, f(n, %)), -

- Ebbél kovetkezik, hogy a Hilbert-féle elso osztaly (bar latszolag Altalanosab-
ban van definidlva) egybeesik a primitiv rekurziv fiiggvények osztalyaval. Egy
masik dolgozataban Péfer. Rozsa olyan rekurzio Jjellegti modszerekkel foglal-
kozik, amelyekkel nem primittv rekurzlv fliggvényekhez lehet jutni, Az elsd
példat nem primitiv rekurziv fiiggvényre Ackermann adta u. n. kétszeres, vagyis
' helyett -egyidejiileg két véltoz6 . szerint haladd rekurzié segitségével ; példaja
(Iényegtelen modositastol eltekintve)-a fenti, a Hilbert-féle masodik osztilyba

7 artozé g(x, y, n) figgvény, amely kétszeres rekurzidval igy definidthatt :

o gy m Oy=m1, S

g(x0nF)=x - -

o gymy1,n4 1)y=g(x,‘g(x, m, n4-1), n).

 Péter Rézsa lényegesen egyszerlisitette Ackermann bizonyitasat és egy ‘masik,

“elyileg. még egyszerlibb, ha nem is olyan elegns fliggvényhez vezet eljarast
is adott mem primitiv rekurziv fliggvénynek kétszeres rekurzié segitségével

.‘valév szerkesztésére. Ez az eljards az dtlds modszer egy érdekes (megszamlal-

~ haté halmazon beltil valo) alkalmazasa. Késobb ezeket az eredményeket tobb-

, s20rds, vagyis egyidejfileg tobb valtozo szerint- haladé rekurziokra is atvitte :

© ezeket is egyszerll normdlalakra “hozta (amely bizonyos értelemben megfelel
az egyszeres rekurziok visszavezetésének primitiv rekurzidkra), tovabba bebizo-
nyltotta, hogy a k- 1-szeres rekurzi6 kivezef a k-szorosan rekurziv fiiggvények
korébol. Megmutatvér, hogy a k-szoros rekurziy fiiggvényck azonosak azokkal
“a szamelméleti fiiggvényekkel, amelyek a nemnegativ egész. szamoknak egy
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bizonyos w* rendtipus szerinti ’jélren’de'zésével kapésolétos_ transzfinit rekurz'z'dvdl’:
definialhatok, a hemnegativ egész szdmoknak.egy ® tipusd jolrendezése segit- -
ségével olyan szdmelméleti fuggvényt szerkesziett, amely nem definidlhato -
10bbszords rekurzidkkal. R - : SR

Péter Rdzsa belekapcsolodott azokba. a vizsgalatokba - is,: amelyek 4

" rekurzivitiggvényeknek az analizisre valo alkalmazasdra vonatkoznak. Megmutatta,

fogy ahhoz, hogy egy r pozitiv valés szam a Specker-féle értelemben rekurziv -
szeletet alkosson, azaz, hogy legyen olyan f-rekurziv fiiggvény, hogy (pozitlv

“egész m és n esetén)‘-'—‘n— > akkor és csak akkor alljon, ha f(m, n)=0; sziik- "
: 1 A S ;

séges és elegendd, hogy [rr], mint n fuggvénye, rekurziv’ fiiggvény ,légye'n..:
Megmutatta, hogy ehhez elegendd, hogy r-egy bizonyos, altala bevezetett, érte- -
lemben ' rekurzlv médon legyen irraciondlis (vagy, hogy racionalis legyen); a '

valés szamok tobb szokdsos sorfejtésér6l megmutatta, hogy rekurziv modon

dirraciondlis szam kifejtésében ‘az - egyiitthaté az indexnek rekurziv ‘fﬁggvé_n'ye.' :
1(Ezekb’en a vizsgdlatokban jrekurziv“ ‘tobbféleképpen is érthetb.) Lo

‘Mindezekb6!- 1athato, hogy Peéfer Rozsn lényeges - eredményekkel gazda- 5

- gitotta a rekurziv fiiggvények -elméletét és igy hivatott volt ez elmelet els

kézikbnyvet megirni. E konyve, amely: Akadémiank kiaddsaban jelent neg, a -
szakkorokben altalanos érdekl6dsst valtott ki. A konyv irdsa szdmos G kérdést -
hozott felszinre; jelenleg ezek megoldasan dolgozik. - Legutébbi, megielenés

" alatt 1€vo dolgozatéban tisztdzta a tobbszordsen rekurziv fiiggvények viszonyat |
" a Hilbert-féle mdsodik oszidlyba tartozé Tuggvényekkel (e vizsgilatai az osidi

nemzetkdzi matematikai kongresszuson tartott ‘el6adasara ‘nytlnak vissza) és
nagy- érdeklibdésre szamot tart6 problémakat - vetett fel a Hilbe»rt—féle‘mésodik.a
&s-magasabb. osztalyokba tartoz¢- figgvényekre “vonatkozdlag. Péler Rizsa € .

vizsgélataibol viligos, hogy a Hilbert-féle. osztalyozdsban ‘erBltetett dolog: egy -
" ydltozs -szerint haladé rekurziokra- szoritkozni; ha az osztalyozdst: tigy mado- !
* sitjuk, hogy tobbszoros rekurzidkat is megengediink, ‘akkor a mésodik osztaly
egy j6I korilirhaté része az els6 osztalyba kertil &t (viszont minden, az elst
" osztalyban akérhanyszoros rekurzioval definidlt fiiggvény a masodik- osztélyban |

megengedett médon mar egyszetes rekurzidkkal definialhat); tovibbé, hogy
az 1ij osztdlyozas esetén az elsénél magasabb osztilyba tartozo fliggvények szer-

kesztésénél  lényeges szerepet jitszanak. az olyan tobbvaltozods figgvények,

amelyek vdltozdinak sedma nem dllands, hanem egyik 'valtozojuk értékétsl

fiigg, hogy ‘hany valtoz6t kell megadni; hogy a fliggvény - értéke meg legyen
~ hatarozva (ilyen fiiggvény pl. x4 Xy X v oo A Xa ) oo

- Kalmdrnak a Godel-tételre adott egyszerlibb bizonyitdsaban a primitiv.
rekurziv fiiggvény fogalma helyett egy egyszerfibb fogalom szerepel: az elemi
(szamelméleti) figgvény fogalma. Elemi fiiggvényeknek nevezzikk azokat a-
fliggvényeket, amelyek olyan. kifejezéssel definialhatok, amely a valtozokbél és.
adott természetes szamokbol véges szdmi Osszeadds, aritmetikai kivonds,
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szorzds, aritmetikai osztas, szumma- és produktumképzés segitségével kelet~
kezik. Itt . aritmetikai kivondson -a kiilonbség abszoliit értékének, aritmetikai
" osztason a hanyados egész részének képzését: értjik. PL

| x+y+|x—y| *[(x+y)+|x~yl ]

2 L 2 =

max (x, y) =

| »min(x,y):——

5c+y—lx~e-y| '____[l(x-i-y);lx—"yli],

f)

= Z_|1~m1n<1 res (5, 1)) | =
g [l et

res(x y)mx—y[y]

L gl

ﬂ i
elem1 fuggvények

Minthogy nemcsak a Godel—tétel b1zonyxtéséban, hanem mas kutatésokban ,

is pétolni lehet a primitiv rekurziv fliggvényeket elemi filggvényekkel, felve-
t8dik az a kérdés, nem azonos-e az -elemi fuggvények osztdlya a primitiv
- rekurziv ftiggvények - osztalydval. Ezt a kérdést Bereczki llona oldotta meg,
amenny1ben az 1. Magyar Matematikai Kongresszuson beblzonyltotta hogy az

Jx, 0) =1,.
ok =

primitiv rekurzibval definialt fuggvény (amely hasonl iteraciéval ]bn létre a
hatvanyozasb6l, mint a hatvinyozds a szorzdsbél, vagy a szorzds az Ossze-
adasbdl) nem elemi figgvény. El6addsdhoz hozzdszolva Markov és Egervdry
- egy-egy- problémat . vetettek fel; az eldbbi Bereczki eredményének az elemi
filggvény fogalmanak altaldnositasdra val6 kiterjesztésére, az utobbi egy speci—
alisabb fiiggvényosztalyra vonatkozik. Bereczki jelenleg, miutdn Egervdry problé-
méajat mar megoldotta, egyrészt Markov probléméjval, mdasrészt a rekurziv
fiiggvényekre: vonatkozd blzonyos tételeknek  az elem1 nggvényekre vald
atvitelével foglalkozik. . -

- Ezekbé! latszik, hogy bir a magyar matematikusok a matematxkax 10g1ka ,

terén szamos kutatisba bekapcsolodtak, lényegében még mindig csak egyes.
részletproblémak megolddsdnal tartanak. Ez nem a magyar matematikai logika
fejletlenségének jele,- hanem annak, hogy a matematikai logika Aaitalaban
‘gyerekcipbben jar ahhoz a szerephez képest, ami a matematikus szadmara

kutatdsai soran utat mutatod elmélet kialakitdsdban rd véar, Ahhoz, hogy ezt-a

- szerepet betdlthesse, egyrészt a matematikai logikusoknak kellene a matematika.

A MATEMATIKA ALAPIAL - - RS (1 4

kulbnbbzo egyéb teriiletein SZélesebkarﬁ matematizalasi. tapasztalatokat gyij-
teniok, masrészt az ilyen tapasztalatokkal béyen rendelkez® matematlkusoknak :
is le kellene kiizdenitk ellenkezésiiket a matematikai logikdval szemben. :

Eddig egyoldaltian csak a matematikai logika terén elért magyar ered-
ményekt6l beszéltem, holott a matematikai logika kordntsem meriti ki a mate-

~ matika alapjainak tudoményédt. Ennek oka azonban az, hogy a magyar mate-

matikusok keveset foglalkoznak a matematika alapjai tudomédnydnak mas -
tertileteivel. Pedig sok teendd volna még, els6sorban a dialektikus materializ- -
musnak a matematikara valé alkalmazasa tetén. Alexits és Fenyd idevagé -
fittoré munkaja szinte folytatds nélkiil maradt. Kivdnatos volna e munka u],”
az tjabb szovjet kutatdsok figyelembevételével kib&vitett kiaddsat megimi mar
csak azért is, mert a szerzOk, mint szobeli kozléseikbdl tudom, a munka tobb
megallapitisaval ma mar nem értenek egyet. E munkabdl Ggy litszik, mintha
a dialektikus materializmus alkalmazdsa a matematikaban, a matematika torté- '
nete ]elenségemek értékelésén kiviil, csak a matematikai loglkaval kapcsolatban :
wvolna kozponti jelent6ségt. ‘
- Hogy ez nem igy van, mutatja a valészinuségszamltas megalapozasaf
kéxuh ideoldgiai harc. A valészmhségszamltas nyugaton vélsdgba jutott, mert

- miiveli idealista filozofiabol kiindulva prébaltak megalapozni. A valsdg csak

akkor” szfint - meg, = amikor  Kolmogorov. szoviet - matematikus a - dialektikus

materializmus tudatos alkalmazasaval 1 alapot adott a valosziniiségszimitas- -
nak; ezzel a valészmﬂségszamltas szabatos matematikai® diszciplindvd valt. -
Reényi nagy érdeme, hogy Kolmogorov elméletét ismertette és a valdszinliség-
szAmitds megalapozasa koriili ideologiai. harcot a. dialektikus materializmus -
alapjan részletesen kiérteékelte; e tekintetben, - kulénbsen a-Mises-féle elmélet
krl‘uka]aban, messzebb - jutott el, mint Gnyegyenko szoviet matematikus hasonl6 '

" targyt, valamivel késGbb megjelent cikkében. A két munka, amely €gymastol

figgetlentil keletkezett, az alapvetd kérdésekben ugyanarra az eredményre. jut. -

Meg vagyok arrél gybz8dve; hogy hasonlé feladatok, mint a valészinti~
ségszémitassal kapcsolatban, a matematika mds 4gaival kapcsolatban is vannak. "
Flsésorban az analizisre gondolok. Az analizis terén - aligha lenet valsagrol
Deszélni, hiszen -e téren, mint Szdkefalvi-Nagy Béla tagtirsunk elbadasabol

_.lattuk, egy olyan kis orszdgban is; mint a mienk, egy év alatt jelentds ered-

mények gazdag termését takarithatjuk be; masrészt kozismert, hogy az analizis
eredményeit milyen széles korben lehet alkalmazm De 'mégis vannak olyan’
jelenségek, amelyek azt ‘mutatjak, hogy nincs minden rendben az analizis:

~alapjai terén. Ilyen ]elenség az, hogy a fizikusok tobbsége vilagszerte nem a:

mai szabatosan felépitett analizist alkalmazza, hanem a Newton—Leibniz-féle.
misztikus differencidlszamitdst. Annak okait, hogy miért nem veszik figyelembe:
a fizikusok az analizis megalapozaséra vonatkozé tijabb eredményeket, vélemé-
nyem szerint ugyancsak a dialektikus materializmus alkalmazasdval kell fel-
derltem akkor megtalaljuk hol a hiba és hogyan lehet 1a]ta segltem
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~ Szeretném erre vonatkozdlag néhany gondolatomat még. roviden ismertetni.
Kétségtelen, hogy a Newton—Leibniz-féle alapvetésre erbsen ranyomta bélyegét
Leibniz misztikus_ metafizikus idealizmusa (szembetlin6 az analégia a vilagnak
monaszokra valé és a mennyxségeknek végtelen kicsi - differencidlokra  val6
felbontasa kozott). Azonban az is kétségtelen, hogy ami az analizis megala-=
pozésa terén a XVIIL. és XIX: szdzadban tortént, egészen Weierstrass logikai

szempontb6él mér kifogdstalan alapvetéséig, arra is ranyomta bélyegét kordnak

idealista filozofidja. Igy abban az analizis szabatos megalapozdsaval Bsszefo—

-n0do fendencidban, hogy e diszciplinét .bnmagaban .zart, a szemlélettl és a’

"gyakorlati élettdl fuggetlen rendszerként alapozzak meg, fel-lehet ismerni a

hanyatlé- kapitalizmus koranak a val6sigtol elfordulo, a tudomany 8ncélisigat .
hirdetd filozofidjat. Ennek tudhaté be, hogy a Weierstrass-féle epszilontika —

amit a matematika fe]lbdése szempontjabol csak pozitiven lehet értékelni,
“hiszen nélkiille a matematikanak olyan fontos &gai, mint a modern _topoldgia,
vagy a halmazelmélet, 1étre- sem johettek volna — mostohdbban bant a gya-
korlat kovetelményeivel, mint a Newton—Leibriiz-féle misztikus. infinitézimalis.

szAmitds, amely mégis. csak a fejl6ds kapitalizmus koraban keletkezett. fgy pl..
mit sem éf a fizikus egy olyan sorfejtéssel, amelynek. konvergencidja be vam' -

. ugyan bizonyitva 's igy lehet annyi tagjat venni, hogy azok Osszege a sor ot
- érdeklt osszegét 3 tizedes ponfossiggal megkozelitse, de vagy semmi felvila~

~ gositast nem kap arra nézve, hany tagjat vegye (mert csak gy deriilt ki a-

SOT konve1genc1é;a hogy feltettiik, hogy divergens és ellentmongas jott ki)s
- vagy «csak- olyasmit kap, hogy 1000000 tag biztosan elég erre a célra.

Jellemz& az az indokolds, amivel .a fizikus menti azt, hogy szabatossig’

tekintetében nem tart- 1épést -az- altala alkalmazott anallzls fejlédésével. Nem
beszélve arrol a rosszabb esetrdl, amikor a fizikus hisz a misztikus végtelen
‘kis mennyiségek létezésében, azzal indokolja a veliik val6 szdmoldst, hogy az
'sokkal kényelmesebb, mint az analizis szabatos fogalmainak haszndlata és ha
~ kicsire nem néziink, kozelitbleg gy is helyes. Exisztenciatételekre pedig nincs.
szitksége, mert. amit § ki akar szdmftani, arr6l gy is tudja, hogy létezik. A
kényelemre val6 hivatkozds — erte Rényi tagtarsunk hivta fel a flgyelmemet —
a Mach-féle ,,gondolkodassal valé takarékoskodds® elvének hatdsa. A megkdze~

lltés fogalma természetesen, ha a- hibahatrt is megnevezztxk szabatos fogalom, .

amlt a szabatos analizis is hasznal. Itt azonban rendszerint anélkiil hivatkozik
a fizikus a kozelits’ helyességre, hogy "szamot -tudna adni arrél, hogy milyen
pontossagu a megkozelités (legfeljebb azt a szteleo‘up vélaszt adja, hogy ,,maga—

sabbrendfi végtelen’ kis mennyiségektoél eltekintve“), A megkozélités e hataro-.

zatlan fogalmanak hasznilata vezetett az elméletileg helyes, de alkalmazdsra
- ykényelmetlen“ preciziés matematika és a ‘matematikug véleménye szerint nerit

- szabatos, de az alkalmazasokban helytalld approximacids matematika szétvd- -
lasztisdhoz. E mogttt pedig fllozéflal szempontboél ‘a kettés 1gazsag idealista-

: 'opportumsta tanénak fel elevemtése fedezheté fel
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Természetesen nem mmdlg all az, hogy az 11y modon felfogott approx1— ;
macids -matematika :a gyakorlati alkalmazasban helyes eredményre vezet. Ez.
azonban a hanyatld kapitalizmus koraban ritkan deriilhet ki. Ennek két oka
van. Ha a megkdze ités kielégitd volta a kapitalistanak is érdeke (pl. egy hid

- épitésekor, amin a kapitalista is keresztulmegy, ha. nem is gyalog, hanem .

auton), akkor a tizszeres blztonsagl tényez6 biztositja, hogy akkor . sem lesz
baj, ha a megkozelités nem elég pontos. Ha pedig ,csak® a munkds &letérl

van sz6, akkor a kapitalista is azt mondja,” hogy Lkicsire nem néziink“. A
szocializmus épitése kordban, amikor : feliilvizsgaljuk az elavult. technikai nor- -
mékat, igyeksziink az anyaggal takar ékoskodni, a selejtet csskkenteni, a mupka

- fermel&kenységét fokozni, az embert -pedig a legf6bb értéknek tartjuk, mind

gyakrabban ‘és gyakrabban ki fog deriilni, hogy a preciziés matematikatol
elszakadt approximaciés matematika hibas eredményekfe vezet. fgy elsbb-utébb
fel fog meriilni az analizis 4j alapvetésének sziikségessége, amely a misztikus
fogalmakkal épptigy végérvényesen szakit, mint a tudomdny oncéliisaganak
tévtanaval, az approximécids és precizids matematikat pedig dialektikus egy- :
ségbe fogja. J6 volna, ha ‘matematikusaink, anahstamk éppligy, mint matema-
tikai logikusaink, - Marxnak - a misztikus, a rae1onahs valamint az algebra1 :
differencidl- és integralszdmitas kiértékelésére  vonatkozd alapvetd,. sajnos -
neliezen hozzaférhetd. irasdnak 4ttanulmdnyozdsa utdn az itt felvetett kérdéssel -
is foglalkoznanak -és. miel6bb erecﬁnényeket érnének el az analizis ilyen dj
megalapozésa terén. : '

Szegedi Tudomdnyegyetem

. Bolyaz -Intézete.
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A Matematikai Bizottsdg iilésén eddig elhangzott, eldaddsok igen értékes
és magas szinvonalli beszdmolok voltak a magyar matematikai tudomdny fejlo-
 désérBl a matematika egy-egy atfog6bb fejezete terén, Nem véletlen azonban,
hogy ezen elbaddsok utdn nem alakult ki a sz6 szoros értelmeben vett vita, hanem
csak olyan hozzdsz6ldsok hangzottak el, amelyek kiegészitették az elSadast.
" Egy iilyen beszdmol6val kapcsolatban ugyanis vita csak gy alakulhat ki, ha
az eléadé az elért konkrét eredmények ismertetésén, st egyes konkrét még
megoldatlan” problémédk ismertetésén tilmenbleg kisérletet tesz arra, hogy a
matematika sz6banforg6 fejezetének kijeldlje a helyét a. matematikdn. beliil és
vazolja azt az irdnyt, amelybe a matematika illetd dgdnak fejlédnie kell, hogy
~ a jov6ben fokozottabban ttlthesse be azt a szerepet, amelyre hivatott. Nem
yitas, hogy Kalmdr Ldszlé elbadasa azon tllmendleg, hogy vilagos és sok
fontos osszefliggésre ramutatd beszamol6t nyujtott a matematika alapjai terén
a legutobbi idSkben magyar matematikusok - éltal elért valéban figyelemre-
méltd eredményekrdl, kisérletet tett arra is, hogy a matematika alapjaira vonat-

~ kozd kutatdsok -céljat és jelentbségét is vazolja és ezzel kapcsolatban kijeldlje
azt az irdnyt, amelybe a kutatdsokat a jovoben folytatni kell. Ezt elbadasa

jelentds pozitivuménak- tekintem, ugyanakkor azonban ez az értékes €s helyes -

kisérlet sziikségessé teszi a Kalmdr LdszId éltal kifejtett dlldaspont megvitatasat
is. Ezzel kapcsolatban. mar eloljaréban meg ‘kell mondanom, hogy Kalmdr

LdszIo é&llaspontjdval két lényeges ponton nem értek egyet. Az elsd kérdés a

matematikai logika szerepére vonatkozik. Kalmdr Ldszlé eldadasabol vilagosan
kittinik, hogy 6 — helyesen — a matematikai logikdt a matematika alapjaira
vonatkozé kutatdsoknak csak egyik fontos, de nem egyetlen fejezetének tekinti.
A matematika alapjaira vonatkozé kutatdsok feladataként ugyanakkor azt jeldli

meg, hogy utat' mutasson a matematikusnak . kutaté munkédjéban. Az eléadas

‘soran azonban kés6bb gy tirgyalta a matematikai logikat, mintha egyediil a
matematikai logika volna hivatott, hogy utat mutasson a matematikusnak, hogy
Jne tapogatodzzék sotétben, hogy Kalmdr Ldszldo sajat kifejezését hasznaljam.

 Ez a felfogds azonban véleményem szerint szerepének indokolatlan eltlilzdsat .

jelenti, amit azért tartok kiilondsen veszélyesnek, mert ha a matematikai logika
olyan célokat tiz ki maga elé, amelyeket nem teljesithet, ez gatolja azt, hogy
“ tényleges feladatait — amelyek ugyan szerintem :szerényebbek, mint ahogy azt
Kaimdr Ldszl6 megfogalmazta, de azért igen jelent6sek — valoban meg is.
valésitsa. Véleményem szerint a matematikai logika a matematikdnak csak a
formélis oldaldval foglalkozik és ezen fontos feladatdnak. teljesitése kbzben a
_ tartalom kérdését, a matematika és a valdsdg viszonydnak kérdését szandékosan
nem is érinti. A feladat dnmagédban véve is jelentds és nem szorul ra, hogy
jelent6ségét tigy hdzzuk ald, hogy olyan Szerepet- tulajdonitsunk neki, amelyet
éppen sajatos jellegénél fogva nem tvlthet be, Formalis apparatus nélkiil nincsen
matematika és a formalis appardtus jelent0ségét lebecsiilni teljesen helytelen

volna. Azonban mds dolog a matematika formdlis apparatusdnak ‘jelentOseégét -

elismerni és mas dolog elfeledkezni a fartalom kérdésérél. Eppen ez az alap-
- vetd ellentét a matematika -materialista €s idealista felfogésa kozott: az idealista
felfogds csak a formdt latja, mig a materialista felfogas allanddan szem el6tt

>
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tartja, hogy ‘a matematikai forméakban, habdr kozvetve és elvontan, de mégis -
a val6sdg, annak mennyiségi viszonyai és térbeli formai tiikrozddnek — hogy
Engels Kalmdr é&ltal is idézett kifejezésével éljek. Ebbol azonban nyilvanvaloan.
kovetkezik, hogy a matematikai logika csak a matematika formdlis kérdéseiben -
mutathdt utat -a matematikusnak, a matematika és a valosdg viszonyanak alap- -
vetd kérdéseiben nem. Eppen ezért, véleményem szerint ahhoz, hogy a mate-
matikus ,ne tapogatddzzék sotétben® elsdsorban nem az szitkséges (bdr ez is -
hasznos. és fontos), hogy fokozottabban megismerje és alkalmazza a matema-
tikai logika médszereit €s eredményeit, hanem ennél sokkal nagyobb jelents-
sége van annak, hogy -megismerje a dialektikus materializmust és . tudatosan
alkalmazza azt a matematika és a valosag viszonyanak kérdéseire, ez segitia .
matematikust leginkdbb abban, hogy ,ne tapogatédzzék sttétben”. o
A masik kérdés, amelyben nem értek egyet Kalmdr Ldszldval, az analizis
kérdése. Kalmdr Ldszlé parhuzamot vont a valdsziniiségszamitds és az analizis
kozott. Valdjaban a helyzet az analizisben ma egészen més, mint a valoszinti-
ségszamitdsban. A valdszinfiségszdmitds szdzadunk elsé évtizedeiben véalsagon

. ment keresztill, a vilsdgb6l a kiatat szovjet matematikusok taldltdk meg —

elsésorban A. N. Kolmogoroy — és ennek sordn, a valoszinfiségszamitas -
szabatos matematikai “elméletének ~megalkotdsdban, -nagy segitségtikre wvolt, -

hogy tudatosan alkalmaztdk a dialektikus materializmust. Hasonld jellegii val-

sagr6l ma az analizisben nem beszélhettink. Ilyen jellegii valsag valdban voit -
az analizisben is, azonban ez ‘a mult szdzad els§ felében volt €s.a Kkiltat az
analizis szabatos felépitésével Dedekind, Weierstrass, Cantor s kovetéik mutattdk
meg. Hogy ezt a kérdést vildgosan lassuk, vizsgaljuk meg, hogy mi jellemzi
a matematika valamely féjezetének vélsdgat? A valsagokat a matematikdban
(ugyantigy, mint a- tdrsadalomban) elsdsorban ellentmonddsok fellépése és -

~ kiélez6dése jellemzi, melyek kovetkeztében minden bizonytalannd . vilik és

elmosédik a hatar ,igaz“ és ,hamis® kozott. Az analizis alapveté fogalmaival |
kapcsolatban a mult szdzad elején valéban felmertiltek -ellentmondasok. (gon- -

~ doljunk Bolzano paradoxonaira, vagy a konvergencia-fogalom tisztdzatlansi-

gdbol szarmaz6 “ellentmond4sokra, vagy még el6bb. a XVIIL szdzadban ‘a |
fiiggvény fogalmaval  kapcsolatos vitdkra) és ezeknek: az. ellentmondasoknak
igen nagy torténelmi jelent8ségiik volt: ezeknek az ellentmonddsoknak a fel-

oldasara iranyulé torekvések nagymértékben hozzajdrultak az analizis szabatos .
megalapozasdhoz. llyen jellegli ellentmonddsokkal ma az analizisben nem
talalkozunk és ez is mutatja, hogy nem lehet ma vélsdgrél beszélni az anali-
zisben. Hivatkozom . itt Kolmogorovnak az 1. Magyar Matematikai Kongresz-
szuson tartott eldaddsara, ahol — a valodszinliségszamitds megalapozdsa terén

*eléttink allo feladatokat illetbleg — az analizist ‘allitotta példaképiil a valészini-

ségszamitas elé és azt mondofta: a valdszin{iségszdmitds matematikai elméle-
tének tovabbfejlesztésénél arra kell toreKedntink, hogy a’ valdszinliségszamitas
konkrét kérdéseinek megolddsahoz ne kelljen visszanytlnunk a valdsziniiség- -

" szdmitds halmazelméleti alapjaira, amelyeken végeredményben azilletd konkrét f

probléma matematikai megolddsa nyugszik, mint ahogy egy differencidlegyenlet |

_megoldisandl nem kell a val6s szdmok Dedekind-fele, vagy Cantor-féle elmé- ;

letéig visszanytlnunk, bar végsé fokon a megoldas egy ilyen elmélet létezését
feltételezi. Az analizis, alapjainak szildrdsigat illetleg tehat olyan fokon'all,
ma, hogy mintaképiil szolgalhat mds, fiatalabb - matematikai diszciplinaknak. .
Ha tehéaf az. analizis megalapozasa koriil nincsenek nyitott problémak, akkor
hogyan értékeljitk azokat a problémakat, amelyeket Kalmdr Ldszlé felhozott?

v
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A helyzet az, hogy az dltala emlitett problémak valéban megvannak, és
abban is egyetértek, hogy ezekkel a problémakkal foglalkozni kell, azonban
‘ezek a problémak nem az analizis megalapozasinak a problémai, hanem egy-
részt “az “analizis oktatdsaval kapesolatos didaktikai ~problémak, masrészt a
matematika gyakorlati alkalmazasaval kapcsolatos dltaldnos problémak, amelyek
" az analizis megalapozasatol teljesen fliggetienek akkor is, ha.az analizissel
kapcsolatban 1&pnek fel - leggyakrabban. Nagyon vigydzni kell, hogy ezekben
a kérdésekben tisztdn lassunk, hiszen e nélkill nem juthatunk egy lépéssel
sem el8bbre. Nézztink egy konkrét kérdést: Kalmdr Ldszlé beszélt arrol, hogy
egyes: fizikusok idegenkednek az analizis' szabatos matematikai elméletét0l s
szivesebben megmaradnak a végtelen kicsiny mennyiségek misztikus felfogd-
“sanal. Kétségtelen, hogy akadnak ilyen fizikusok; ez azonban nem jelenti azt,
hogy az analizis 'alapjaiban van a hiba: helyesebb  volna a hibat az' ilyen
fizikusok matematikai - tuddsidban keresni. Akkor volna indokolt az analizisben
__keresni a hibat, ha dz analizis szabatos matematikai elmélete kevésbbé volna
alkalmazhat6, mint a misztikus differencidlfogalom. Errél azonban szé sincs.
Az Alkalmazott-Matematikai Intézet munkdja sordn igen sok gyakorlati probléma

meriilt fel- és ezek megolddsa sorin minden esetben tekintettel voltunk a '

gyakorlat ktvetelményei mellett a matematikai szabatossigra .is. Azonban
egyetlen esetben sem tapasztaltuk, hogy ez a gyakorlat{ alkaimazhatosdg hat-

rdnyara lett volna: éppen ellenkezbleg, a matematikai szabatossig mindig a
gyakorlat kovetelményeit szolgdlta. A mésik "kérdés, amit Kalmdr Ldszlo

* érintett a ,preciziés® és ,approximaciés® matematika ellentéte. Valdjaban
- nincs - kétfajta - matematika, hanem csak arr6l van szé, hogy az elmélet és
gyakorlat elszakaddsa a burzsod- tdrsadalomban a matematika teriiletén is
. megnyilvanul. Ennek megvannak a tdrsadalmi -okai és valdban' beszélhetiink
a burzsoa tudomany "4ltalanos vAlsigan beltll a burzsoa matematika vélsa-

. gérdl is, ami tobbek kozbtt az elmélet és gyakorlat ‘elszakaddsaban nyilvanul
meg, de ez nem az analizis valsiga. Nekiink ma, a szocializmus-épitésének -

korszakdban a matematika tertiletén ‘is az elmélet és gyakorlat egységének
- megvalositdsara kell torekedniink és ez az analizis® tertiletén azt jelenti, hogy
torekedntink kell olyan problémék megolddsara, amelyeknek ‘a gyakorlatban
- jelentBségtik van ; torekedniink kell példdul sorfejtéseknél a: maradéktag gya-
korlatilag 'haszndlhaté ‘megbecsiilésére ; -ehhez - azonban- nincsen - sziikség a
. konvergencia ‘szabatos matematikai fogalmédnak elvetésére, vagy valamilyen
Lj“ analizisre, — az analizis ,1j alapvetésére“, ahogy Kalmdr mondta —,
hiszen ‘ez az analizis meglévl elméletének keretei kozott teljes mértékben
megval6sithaté. Egyetértek abban, hogy ,szakitanunk kell a tudomény dnceli-

saganak tévtandval® de ez egészen mas kérdés; kiilonbséget kell tenni egy

matetfatikai elmélet és polgari matematikusok vagy filozéfusok altal ahhoz fiizott
‘idealista filozofiai megjegyzések kozott. Egyébként is a ,tudomdny oOncéld-
sdganak tévtandval® a matematika barmely dgdval kapcsolatban. taldlkozunk,
igy példdul -az algebréval kapcsolatban még .nagyobb mértékben, mint az
analizissel kapcsolatban. Azt jelénti ez, hogy az algebrdban is ,0j alapvetésre®
van sziikség? -‘Természetesen egyaltaldn nem jelenti azt. Ezzel szemben valoban
sziikséges, hogy a matematikdval kapcsolatos - idealista megnyilvdnulasokkal,
a ,matematikai idealizmussal® minden vonalon felvégyiik a harcot és ugyan-
akkor a- dialektikus materializmus alapjan fokozott gonddal foglalkezzunk a
matematika és alkalmazdsainak elvi kérdéseivel. Ezzel 1ényegében visszajutottam

ahhoz, amit a ‘matematika alapjaira vonatkozé kutatasokkal kapesolatban mon- -

. letéhez szeretnék hozzdszolni. .

| ‘milyen interpretacid] ! :
. mindenképpen legfeljebb azt jelentheti, hogy a pusztin formdlis, axiomatikus
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dottam és abbanj mar egyetértek Kalmar Lészléval, hogy ezen a téren meg i
igen sok tennivalonk van. e S -

ALEXITS GYORGY r. tag:

Kalmdr LdsI6 igen vildgos eldaddsinak néhdny filozofiai jellegti rész- |

“Semmikép sem tudok_egyetértqni_Ka‘lmdrnak azzal a mégéllapitéséval, -
hogy a ,matematikai logika a matematika alapjainak a tudomdnya“. A mate-
matikai logika ‘a. matematikai gondolkodds formdival, nem pedig magéval az °

_anyagi valdsaggal foglalkozik. A gondolkodds. pedig az -anyagi létezésnek egy -

sajatos modon - vald  visszatiikrozése a ‘tudatban (Lenin). A ‘matematikai g

-logika tehdt a valésig egy sajatos visszatiikrozésének formdit vizsgdlja, nem f

pedig magat az anyagi valdsigot. Ezzel szemben a ,matematika targyata :
valosdgos vildg térformdai és mennyiségi viszonylatai alkotjdk“ (Engels, Anti-
Diihring). A matematikai- logika, mint a valdsag .visszatiikrozésével foglalkozo
tudomany, nem tartalmazhatja tehat a valésdg bizonyos viszonyait kozvetleniil
vigsgé*lé matematikai alapjait, nem lehet ,a rmatematika alapjainak a tudo- -
m nya“. .' ) ) o ) . . ) (
Kalmdr ebben a kérdésben idealista felfogdsti, mert el6bbre helyezi a
tudattal foglalkoz6 matematikai logikat, a 1ét egyes kérdéseit tirgyald mate- -

.matikandl. Ez a nézet megegyezik a logikai objektivizmus felfogasaval, ame-

lyet Leibniz ota Bolzano, Husserl, Meinong, Russell és-az bsszes tobbi logisz-. -
tikusok képviseltek. - Teljesen helytelen és a dialektikus- materializmussal. |
homlokegyenest ellenkezt, idealista allaspontot foglal el az, aki a matematikai -
megismerés formalizmusét tartja a mateniatika alapjai tudomanyénak. .. 3

Ugyanakkor helytelen volna a matematikai logika eredményeinek lekicsiny-

 lése is. Kétségtelen, hogy a matematikai. logika a .matematikai megismerés

formait, kiilénosen a formalizmus hatarait illetben jelentds eredményeket ért

el és ezek kozott elskeld helyet foglal el Kalmdr néhdny vizsgdlata. Killondsen -
- “érdekes Kalmdrnak az az eredménye, ‘amely. szerint a Church-tétel specialis :
. esete az 4ltalanosan fogalmazott Godel-tételnek. Nem tudok azonban teljesen

egyetérteni Kalmdrnak azzal a felfogdsdval, mintha ezzel az eredménnyel sike-

" tilit volna miegcafolni azt az-idealista 4llitast, hogy a tuddsnak vannak abszoldt

hatdrai. Ez a fogalmazds ismét arra mutat, hogy Kalmdr a matematikai logika :

. eredményeit a valésigra vonatkozé tényeknek - gondolja. A Church-tétel. bdr-

a — akéar ismerjlik Kalmdr eredményét, akdr nem — |

megismerésnek vannak hatdrai. Ez az éllitas pedig semmi meglep&t sem tar- :

‘talmaz, hiszen a formalis. gondolkodds korlatozott volta a ‘dialektikus mate-

rializmus ismerdinek nem jelent kiildnos meglepetést. Az érdekes csupan az, .
hogy az idealistdk ezt a tényt sajat modszereik -kovetkezetes alkalmazasdval .
kénytelenek elismerni. S , . . - o

Nem tudok végiil egyetérteni az eldadds utolsd részének néhany meg-
allapitdsdval sem. Igy helytelennek tartom a precizids €s approximdcios mate-
matika merev szétvdlasztisanak felfogdsdt. A matematikénak €z a két ten-:

dencidja az anyagi valosagrol vald ismereteink kiilonboz8 fejl6dési fokat, nem

pedig kiilsnboz6 megismerést jelent.. Az olyan llitdsok pedig, hogy az appro-

© ximaciGs matematika ,kicsire. nem néz“ elve a kapitalizmus hanyatld koranak

felel meg, a Weierstrass-féle epszilontika pedig' Weierstrass kordnak a- val6-
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$4gt6l valé elforduldsét tikrozi, teljesen alap nélkiiliek. Ezek a megjegyzések

a torténelmi materializmus tanitdsainak -elhibdzott leegyszeriisitései és semmi-

képpen sem helyes alkalmazasai a marxizmus-leninizmus filozéfidjanak.

 ACZEL JANOS: S : o
‘Véleményem szerint sem az, ha.egy tudoményagban a gyakorlatban nem

hasznalhat6 teriileteket miivelnek, sem pedig az, ha a tudomanydgat rosszul
alkalmazzdk, nem jelenti az illetd tudoméanydgnak' vdlsigat; — hanem azt -

“jelenti, hogy a szébanforgd egyes tudésok jarnak helytelen fiton. Az analizis
1ij.fejlédésére.sem a hibds -alkalmazasok és a nem alkalmazhat6 tételek jel-
lemzdek (bar ezek gyakran az élsé lépést jelentik a jol alkalmazhato eredmé-
nyek felé), hanem az elmélet és gyakorlat egységét szolgdlo, pl. szovijet
konstruktiv ftiggvénytani kutatisok és Magyarorszagon pl. Alexits (approxima-
Ciéfi lziba _effektiv becslése) €s Szdkefalvi-Nagy Béla (perturbdcid-szamitas)
eredményei. L ' c ' -

KALMARé‘ {ZIASZLO valasza RENYI ALFRED, ALEXITS GYORGY és ACZEL JANOS hozzé-
széldsara = R : ‘ o

Rényi Alfréddal -egyetértek abban, hogy a matematikusnak ahhoz, hogy
»he tapogatddzzék - sotétben®, nemcsak matematikai logikai ismeretekre van
sziiksége, hanem elsésorban a dialektikus materializmus alapos ismeretére és
tudatos alkalmazdsdra. A dialektikus materializmusta . azonban. nemcsak a
matematikusnak van sziiksége, hanem minden tuddésnak, igy pl. a kisérleti
fizikusnak is; ez semmit sem von. le annak a megallapitidsnak jelent8ségébél,

hogy kisérleti fizikusnak emellett még elméleti fizikai ismeretekre is sziiksége -
* wvan ahhoz, hogy tervszerfien végezhesse kisérleteit. HasGnldan gondolom azt, .
hogy_a- matematikai logika tovabbi fejlédése sordn egyszer majd hasznos, s6t -

nélkiilozhetetlen segédeszkdzévé valik a matematikusnak abban, hogy terv-

szerllen végezze kisérleteit egy-egy matematikai probléma megolddsara: Ter-

" mészetesen abban a kérdésben, hogy milyen problémdkkal foglalkozzék, vagy
hogy hogyan interpretdlja kapott eredményeit a valdsdg szempontjabol, akkor
sem a matematikai logtka igazitja majd el a matematikust, hanem a. dialek-

tikus _matérializmus ; abban viszont, hogy pl. egy adott szamelméleti problémat = .
analitikus, vagy algebrai modszerekkel prébaljon-e megoldani, most sem a -

dialektikus materializmus igazitja el, hanem a rutinja, a jovében pedig, tgy
vélem, a matematikai logikatol is értékes felviligositdsokat kaphat e tekin-
- tetben. Ennek feltétele azonban a matematikai logika - tovabbi, ilyen célkitii-
zések irAnydba vald fejlédése, aminek érdekében kivadnatos volna a matematika

- kiilonbdzo teriileteivel foglalkozé matematikusok szorosabb egyiittmiikodése a

matematikai logikusokkal. : : . : :
Helyeslem Rényinek azt a megdllapitasat is, hogy a matematika egy-egy
tertiletén a valsagot-az jellemzi, hogy elmosddik a hatdr a kozott, ami igaz
€s a Kkozott, ami hamis. Ilyen értelemben valdban nem. lehet most valsdgrol
beszélni az analizisben (nem is allitottam, hogy ilyén valsdg van). Ellenben
éppen ilyen értelemben mutatkozik valsdg -a matematika, killdnosen az analizis
alkalmazdsai teriiletén, ha nem is olyan alkalmazasok tertiletén, amit matema-
tikusok (pl. az Alkalmazott Matematikai- Intézet munkatarsai) adtak, hanem pl.
+ azon alkalmazdsok terliletén, amellyel a legtdbb fizikus €lt, amikor egy-egy
uj fizikai elméletet ,matematikai“ formdba Ont6tt. Ezen a térenannyira elhara-
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‘pédzotf az a Sioké’ts, hogy nyugodtan lehet matematikailag teljesen hibds
fogalmakkal és tételekkel operalni, hogy a matematikus — mélyrehato fizikai

" ismeretek nélkiil — nem tudja eldonteni, hibds-e az dj elmélet mar pusztin
"a benne alkalmazott matematikai segédeszkozok hibés voltdnal fogva,. vagy

pedig annak ellenére helyes. : ‘ '
‘ Nem tudok egyetérteni azzal, hogy ez kizérdlag -didaktikai kérdés volna.
Természetesen didaktikai téren is igyekszem mindent elkovetni, hogy a leend6
fizikusok megtanuljék, hogy a szabatos analizis nem sz6rszdlhasogatds, hanem
a fizikai kutatdsnak is fontos segédeszkoze. (Ehhez persze annak megmutatdsa
kell, hogy miért. van sziikség az egyes fogalmak szabatos definiciojara és az. -
egyes tételek szabatos bizonyitasara, “ahelyett, hogy eleve a szabatossagnak
olyan fokara helyezkedjlink, amelynek sziikségét nemcsak fizikus, hanem mate- |
matikus tanitvanyaink sem lathatjdk még be.) Ezt el6ttem is- megtették mar
sokan masok. De ha ezeknek a didaktikai er6feszitéseknek csak olyan kevés
sikere van, mint amit tapasztalhatunk, akkor fel kell vetniink azt a kérdést, -
mi ennek az oka. Nem elég az okot csak.a.fizikusban-keresni, a kritika esz- .

* kozével, hanem az onkritika eszkozét is alkalmazva megnézni, .nem. mulasz-

“foftak-¢ el valamit a matematikusok is az analizis  megalapozdsa -alkalmaval.,
T Ay Analfzis i -alapvetését természefesen nem- 1igy értem, hogy pl. akon-
vergencia szabatos matematikai fogalmét - elvessik, hanem tgy, hogy tovabb-
fejlessziik. A tovabbfejlesztés célja nem a-szabatossdgnak, hanem- az alkal-
mazhatésagnak fokozdsa. Az analizis szabatos alapvetése arra keszteti a
matematikust, ‘hogy eredményeit szabatos formdban fejezze ki; ~egy olyan .
tovabbi alapvetés, amely egytttal arra is készteti, hogy eredményét alkalmaz-
hatésdg szempontjdb6l is felmérje és minél alkalmazhat6bb eredményre (pl. -
minél gyorsabban konvergens sorfejtésre). torekedjék, csak - haszrios lehet a
matematika és az azt alkalmazé tudomdnyok fejlédése szempontjabol.

A tudomany oncélésiganak tévtanaval természetesen minden vonalon,
igy az algebrdban is fel kell venntink a harcot. Az algebréban- azonban nincs
Gij alapvetésre szitkség, mert nem talalkozunk témegesen olyan jelenségekkel,
hogy az algebrdt, feltehetten alapvetésének az alkalmazdsok - szempontjabdl
célszertitlen volta kévetkeztében, tévesen alkalmazndk,

Alexits Gyorgynek halds vagyok annak. viligos megmutatésaért, hogy ,a
matematika alapjai® szakkifejezés, amelyet vildgszerte alkalmaznak a ~mate-
matikédval kapcsolatos filozofiai  kérdésekre vonatkozd, tovabba matematikai -
Jogikai és olykor még halmazelméleti kutatdsok vsszefoglaldsdra is, fejetetejére -
allitott, idealista felfogds terméke. Kétségtelen, hogy az e kutatdsokat Ossze-

foglalo diszciplina sem az alap és felépitmény viszonya szempontjdbol (amely.

it sz6ba sem johet), sem pedig semmiféle mds materialista értelemben nem

tekinthetd alapnak. Minthogy hason!é értelemben szoktak néha a fizika, vagy
més tudomanydg ,alapjairGl“.beszélni, helyes volna, ha az Akadémia foglal-
koznék azzal a kérdéssel, sziikségesnek latja-e ennek a szakkifejezésnek meg- .
valtoztatdsat és hogy mi legyen helyette az 1j szakkifejezés. Hatarozatérol
értesitenie kellene aztdn a Kozoktatasiigyi Minisztériumot azzal a felkéréssel,

" hogy a. matematikus tandrképzés tantervében valtoztassa meg az ilyen targyt "

eldadds cimét (amelyben, amikor - 6- tartotta Budapesten, Alexits Gyorgy is:

. targyalta a matematikai logika bizonyos kérdéseit), a megfeleld, most késziils .

tankonyv cimével egytitt. A Szovjetuni6 és a népi demokratikus - orszagok, |
valamint a Német Demokratikus Koztdrsasig akadémiait is fel kellene keémi,
hogy foglalkozzanak a kérdéssel. (P1. ismeretes, hogy a nagyrészben halmaz-
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- elmélettel, emellett f8leg™ matematikai logikdval foglalkozd lengyel folyGiratnak
Fundamenta Mathematicae a cime.) 3 o

‘Més dolog azonban egy helytelen szakkifejezést alkalmazni (amikor az

. egy eléadasra vald felkérés alkalméval is szerepel az elGadds targykdrének

megijeldlésében) és .megint. mds dolog elfogadni azok felfogdsat, akik azt

" alkottak. Ezéit nem fogadhatorn el Alexifs kritikdjat, hogy idealista felfogdst

vagyok, mert e szakkifejezés alkalmazdsdval el6bbre helyezem a tudattal fog-

lalkoz6 ‘matematikai logikat a 1ét egyes kérdéseit tdrgyald matematikanal. -

Hiszen annak - elismerem, "hibdsan- — a matematika alapjai tudomanyédnak
nevezett diszciplindnak, amelybe a ‘matematikai logikét .is beleértem, abban
~ jeléltem meg a feladatat, hogy a matematika kiilonboz6 teriiletein dolgoz6 mate-
matikusok matematizdlasanak .altalinositott tapasztalativa kell valnia. Viladgos
tehat, hogy a matematikat el6bbre helyezem a matematikai logikanal, hiszen
a tapasztalat nyilvan els6dleges annak dltalanositisival szemben. Nem hiszem,
-hogy — egy rossz szakkifejezés alkalmazdsdn kiviil — bdrmi okot adtam
volna arra, hogy Alexifs azt. gondolja, hogy egyetértek a’ logikai - objektivis-

tdkkal, vagy a logicistikkal, akikkel sohasem €rtettem egyet. .

.. Sohasem Allitottam azt, hogy azzal az eredménnyel, hogy a Church-tétel
specidlis esete az 4ltaldnosan megfogalmazott Godel-tételnek," sikeriilt  volna

megcafolnom azt az idealista 4llitast, hogy-a tudasnak vannak abszolut hatarai.
Csak azt allitottam, hogy azt sikeriilt . ezzel -megcafolnom, hogy a Church-
- #ételbol kovetkezik a tudds abszolit hatdrainak létezése — legalabb. is annak
-szdmdra, aki elismeri, hogy a Godel-tételbdl nem kovetkezik; mar pedig a
- Godel-tételt még a legmerészebb agnoszticistak is csak a tudés' relativ hatarai
bizonyitékanak tekintik: B _ ' - '

Hogy egyik 4llitasbol (a Church-tételbsl) kovetkezik-e egy ‘mésik allits’

(a tudds abszolut hatdrainak létezése), természetesen nem kdzvetleniil a valo-
ségra vonatkozd kérdés, hiszen mindkét: allitas ~tudatunkban van meg. Nem
s &llftottam, hogy a matematikai logika szobanforgd: eredményei (t. i, hogy
- a Church-tételbSl nem kovetkezik: olyasmi, ami a Godel-tételbl nem kovet-

kezik), vagy barmely masik eredménye kdzvefleniil a valésagra vonatkozo tény
~~volna. Kbzvetve azonban a matematikai logika eredményei is a valosigra
< -vonatkoznak, mert hiszen, mint mar. Engels megéllapitotta, szubjektiy gondol-
~ kodédsunk -és az objektiv vilig-egyazon torvényeknek van alavetve. Igy pl. az,

hogy egy matemdtikai tételbdl. kovetkezik -egy mdsik, azoknak a tényeknek -
‘egy bizonyos objektiv Osszefliggését tlikrozi vissza agyunkban, amelyeket a

kérdéses tételek tiikroznek. (Persze a- Church-tétel esetében sokkal bonyolul-
tabb a helyzet, mert maga a Church-tétel is a matematikai logikdnak egy
tétele, tehat csak kdzvetve vonatkozik a valdsdgra; az agnoszticizmus pedig
‘mds értelemben, mint a matematikai tételek a valo vilag- térformait és meny-
nyiségi viszonyait, de — a hanyatlé kapitalista -tdrsadalom tehetetlenségét
titkrozi,). Ezért nem -tudok egyetérteni- azzal, hogy Alexits metafizikus merev-

séggel elvélasztia a matematikai logikat a matematikdtol, holott az minddssze -

még egy tovabbi absztrahdld altalanositis (a matematikai tételek tartaimatol
vald eltekintés) ttjan jott létre a matematikab6l, amely maga is sorozatos
absztrakcidk sordn jutott fejlédésének arra a fokdra, amikor a modern érte-
lemben vett matematikai logika keletkezett. Igaz, hogy a matematikai logika
egy fokkal még formalisabb, mint a matematika, de bizonyos fokig a mate-
matika is formalis tudomdny, hiszen ,a tdrgyak egy bizonyos rendszerét kutatva,

- a matematikat nem azok sajatos természete, hanem a koztitk fennalld formalis .
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kapcsolatok érdeklik® (A. N. Kolmog’ofoi:). Ha mérev hatdrt vonunk a mate-
matika -és a matematikai logika kozott, akkor hova tegyiik a Boole-féle algebrdt, -

.amely tobbek kozott (és els6sorban) a matematikai logikai éllitaskalkulus for-.

malis szerkezetébdl keletkezett egy tovabbi. elvonds ttjgn?! . - .

Nem értek egyet Alexitsnek azzal az allitasaval sem, hogy a Church- -
tétel bdrmilyen interpretacidja legfeljebb azt jelentheti, hogy az axidmafikus -
megismerésnek vannak hatarai. Church tétele eredeti forméijaban — Godel
tételével ellentétben — nem tételezi fel semmiféle axidmarendszer hasznalatat.

Church megad egy problémasereget és .nem azt a feltevést vezeti ellentmon-

_d4sra, hogy van olyan algoritmus, amelyr6l valamely axiémarendszerben be
-lehet bizonyftani, hogy a problémasereg barmely adott problémajat helyesen

oldja meg. Hanem barmely algoritmushoz, ‘amely a ‘problémasereg bérmely -
problémajahoz egyértelmiien hozzdrendeli az ,igen® és ,nem“ valaszok egyiket .
(és amelyr6} valaki, akar barmilyen axiématikus bizonyitds, s6t, akdr barmiféle

 indoklas nélkiil, azt 4llitja, hogy a. problémasereg barmely problémdjihoz a

helyes . valaszt rendeli hozzd), megad egy ,ellenpéldat®: a problémasereg egy

- specidlis problémajat, amelyet elemi aritmetikai szdmitassal meg tud oldani, -
‘de amelyr8l e megoldas  révén kideriil, hogy a helyes vélasz rd eppen az. .

ellenkezbje annak, amit ‘a tekintett' algoritmus rendel hozzd. Csak miutdn -
sikeriilt. a Godel-tétel (nem- is az eredeti, hanem az egyszerfisitett) bizo-

. nyitisdnak elemzése “kapcsn kideriteni, hogy:a bizonyitas az axidmarend-.
~szerr6l olyan kevés feltevést haszndl fel, hogy alkalmazhaté olyan képzbdmé-

nyekre is, amelyek a sz6 kozonséges értelmében nem is axiémarendszerek (csak.
éppen: hizonyes  allitisoknak bizonyos, az axiomatikus - bizonyitdsok szerepét -
atvevd folyamatokhoz vald hozzarendeléseit szolgéltatjak), akkor deriilt ki, hogy
a Church-tétel az igy ltalanositott Godel-tételnek (specidlis ilyen, a kdzonséges
Srtelemben -axiomarendszernek nem is nevezhetd képzédményekre vonatkozo)

~specidlis esete. Ahhoz tehat, hogy a Church-tételt gy lehessen interpretalni, hogy |

az az axiomatikus megismerésre vonatkozzék, el6bb az axiomatikus megismeres. .
fogalmat 1ényegesen Altalanositani kellett. Ez termeszetesen nem yaltoztat azon, -
hogy a Church-tétel agnoszticista interpretéciéja kezdettél fogva hamis volt. ..,

© Azzal a. megéllapitdssal sem értek egyet, hogy ,az idealistik ezta'tényt
(azt, hogy az axiomatikus megismerésnek vannak hatdrai) sajat modszereik -
kovetkezetes -alkalmazasaval kénytelenek  elismerni®. A Godel-tételnek, vagy &

~ Church-tételnek sem eredeti bizonyitdsa, sem az én bizonyitdsom nem hasznal

semmiféle idealista feltevést; nem  érthet6 ~tehdt, miért nevezi Alexits az -
idealistdk mo6dszerei alkalmazdsdnak azt az utat, ahogyan a matematikai logika
az axiématikus megismerés hatdrainak felismeréséhez eljutott. B !

- A precizids és approximicios matematika szétvdlasztisanak kérdéseben
Rényi -allaspontjat fogadom el, amely’ szerint ez a szétvdlasztds a burzsod -
tudomany vélsdgdnak ttinete; nehéz -elképzelni azt, hogy az anyagi valosdgrol
valé ismereteink fejlédésének alacsonyabb foka tenné szlikségessé azt hogy |
megkozelitésr6l beszéljiink barmiféle hibahatdr megnevezése nelkil. T

_Amit az analizisnek fizikusok dltal vald alkalmazdsa valsdgtiineteire vonat- |
kozOTag Tiotfidfam, azt nem ezzel az igénnyel mondtam, hogy a felvetett kérdes -
Végleges -megoldasdt adja a dialektikus_ materializmus. alapjan; ¢, tekintetben |
csak’ els® kisérletnek szantam: Ha Alexits elgondolasomat alap nélkiilinek és -
A t8rténelmi materializimis fafiffasai elhibazott leegyszerlisitésének tartja, halds

" lennék, ha, mint e téren ndlam joval gyakorlottabb szakember, e keérdés kielé- -

gits megoldASAT admA & markiziius-leninizmus filozofidfa helyes alkalmazdsaval.



112 . S HALMAR LASZLG

Aczél Jdnossal egyetértek abban, hogy . pozitiven értékel minden olyan
eredményt az analizis terén, ‘amely az -alkalmazhatosagot fokozza, igy pl. a
szoviet konstruktiv fiiggvénytani kutatdsokat, vagy pl. Alexifs és Szokefalvi-
Nagy Béla emlitett eredményeit. Az analizis 1j fejlddésére valdban az ilyent
kutatdsok jellemz8ek. Az analizis alkalmazdsaira, foleg fizikusok dltal, azonban
nagymértékben jellemzdek azok, amelyek nem veszik figyelembe a szabatossag
mai kovetelményeit. Ha egy-egy tudds alkalmaz egy elméletet hibds formaban,
az valoban az illetd tudés tévedése. De ha a hibds alkalmazds tomegjelen-—
séggé valik, gy, hogy az egyes tudésok nem fogadjak el miatta a kritikat,

mert més is igy szokta csinalni, akkor .mar olyan ttinettel Allunk szemben,
amelynek okait érdemes magaban a rosszul alkalmazott tudomanyédgban, esetleg

annak nem minden szempontb6! kielégité alapvetésében, megkeresni.

'BESZAMOLO A LENGYEL ALLAMI MATEMATIKAL INTEZET
TUDOMANYOS TEVEKENYSEQEROL, KULONOSEN
| - A TOPOLOGIA TERULETEN |

K. KURATOWSKI (Varso), a‘Lengyel Allami- Matematikai Intézef igazgatéja
Elbadta a Matematikai Allandé Bizottsig 1951 december 13-dn tartott iilésén

i
i

Megragadom az alkalmat' minderiekel6tt, hogy kifejezzem afeletti 6ro-, .
momet, hogy résztvehetek ‘a matematikai bizottsig munkAjaban. Mi, lengyel
matematikusok, mindig igen nagyra értékeltiik a magyar matematikusok mun- .
kajat, s nagy orommel fogadjuk azokat a lehetbségeket, amelyek a két orszag

- matematikusainak kapcsolatait egyre szorosabbakkd teszik.

A Lengyel Allami Matematikai Intézet szervezetértl és tudomanyos mun-
kAjarol szeretnék beszélni. Az Intézet éppen most harom éve, 1948 decem-

~berében alakult meg, mint az- egyetemektdl fiiggetlen tudomdnyos - intézet. .
‘Most, hogy a Lengyel Tudomanyos Akadeémia megkezdi mitkodését, az Intézet -

annak vezetése ald fog keriilni. :
‘ Az Intézet 'munkéja feloleli a matematikanak valamennyi 4gat, a tiszta |
és az alkalmazott matematikdt egyarant, s miitkodése kiterjed Lengyelorszag
egész teriiletére. Az Intézet kizpontja Varssban van, de’Wroctawban, Krakké-
ban, Torunban, Lublinban és ‘Poznariban. is vannak csoportjai.

Az Intézet a. matematika egyes specidlis agaival foglalkozé .16 cso- |
portra oszlik. Az Intézet -alapitisakor azt két részre, a- tiszta és az alkalma- |
zott matematikdval foglalkozé csoportra osztottak. Hamarosan kidertilf azon- °

~ban, hogy ez a felosztas. mesterséges, igy ezt a beosztast .megsziintettiik,

mert meggybz6déstink szerint nincs: kétféle, tiszta 6s alkalmazott matematika, |

_ hanem csak egy matematika van .és’ annak alkalmagésai. Az Intézet kiilon-
b6z csoportjai szoros  egytittmikodésben  4llanak egyméssal, még latszdlag

igen tavoldllé csoportok kozott is  van - kapcsolat. Vannak olyan csoportok,

. melyeknek nincs; kozvetlen kapcsolatuk az ipar és a fizika problémaival,
s kozvetve mégis hozzasegitenek az ott felmeriilt - problémédk - megolddsahoz. .
- gy példaul a topologiai csoport kiilonféle szolgilatokat tesz a differencidl-

egyenletekkel foglalkoz6 csoportnak, amely. viszont kozvetlen kapcsolatban |

all az iparral. SR o |
‘A 16 csoport munkateriiletei és miikodési helyei a kovetkezok :

: Funkcional-analizis (Vars6, Poznar). -

. Matematikai, miiszerek (Varso). .

Analitikus fliggvények (Krakkd, Lublin).

. Valés figgvénytan (Vars6, Wroclaw). -

. Differencidlgeometria. (Krakkd, Wroctaw).

. Geometriai optika (Wroctaw).
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