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_ 1. GODEL [1] és CHURCH [1] ma mér klasszikusnak tekintheté publikdcidja
ota szdmos matematikai logikai dolgozat foglalkozik tin. megoldhatatlan mate-
matikai problémdk szerkesztésével. Minthogy a szakirodalomban egyesek olyan
filozofiai kovetkeztetéseket vontak le az ilyen problémak létezésébdl, amelyek leg-
alabb is strolidk az agnoszticizmus hatdrat (lasd pl. Post [1], WEDBERG [1]),
ezért sziikségesnek latszik megvizsgélni, milyen értelémben megoldhatatlanok
a sz6ban forgo problémak és mennyiben érinti ilyen problémak létezése a vilag ‘
€s tOrvényszerusegel meglsmerhetdségének kérdését.

2. GODEL emlitett dolgozatdban, valamint a hozzd kapcsolédé kutatdsok—
ban a kovetkez6rél van sz6. Adva van egy A axiémarendszer, amely azoknak .
a modszereknek rogzitésére szolgdl, amelyeket bizonyos tipusi problémak
megoldédsara felhasznalunk. Maguk a széban forgd. problémak a kbvetkezo
alaktiak. Adva van egy 7T itélet, amely az A axiomarendszer alapfogalmm
tovabbd a logikai fogalmak segitségével megfogalmazhaté és azt kérdezziik,
/igaz-e a T itélet, vagy nem. (Logikai fogalmakon itt a logikai 1téletkalkulus—
- nak az ,,és , »vagy“, ,ha...akkor... .akkor és csak akkor, ha.
- ynem“ szavaknak megfelel6 - miiveleteit, a ,,van oly..., amelyre...“ ,,mm '
den...-re...% szavaknak megfeleld tin. kvantorokat, valamint az egyenldség-
relécmt ért]uk) Az A axiémarendszer helyességében olyan értelemben ‘meg-
bizunk, hogy a széban forgd probléméat megoldottnak - tekintjiik, ha akdr a T
itéletet, akar kontradiktorius tagaddsét, a T itéletet, sikeriil bebizonyftani az A
axidmarendszer axiémaibol kiindulva, az A axiémarendszerben megengedett
kovetkeztetésm6dok véges szamu alkalmazasédval; az els6 esetben azt mond-
juk, hogy a probléma megolddsa az, hogy a T itélet igaz, a mésodik esetben
az, hogy a T itélet hamis. (Az A axiémarendszer helyességében vald, bizalom
azt a feltételezést is magdban foglalja, hogy ‘e két eset egyidejiileg semmiféle
T itélet esetén nem kovetkezhetik be, vagyis, hogy az A axiémarendszer ellent-
mondastalan) Ha egy 1Iyen termeszetu probléma ebben az értelemben nem

* A Magyar “Tudoményos Akadémia illetékes szervei az eldaddst téves intézkedés
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‘oldhaté meg, vagyis ha sem a 7, sem a T itélet nem bizonyithat6. be az A -

axiomarendszerben, az semmiféle - agnoszticista kovetkeztetésre: nem jogosit,

hiszen nem azt mutatja, hogy -egydltaliban nem tudjuk -eldonteni, igaz-e a T
itélet, hanem csak azt, hogy ennek elddntésére nem alkalmas az A axiéma-

rendszer; ez pedig nem ,tuddsunk hatirdnak® létezését, hanem csak az A
- axiOmarendszer egy bizonyos fogyatékossigat, ti. nem teljes, pontosabban :
nem kategorikus voltdt mutatja.

Abb6l a tényb6l, lHogy valamely A ax10n1arendszer nem kategorikus,
vagyis, hogy van olyan, A alapfogalmai és a logikai fogalmak segitségével
megfogalmazhaté 7 itélet, hogy sem 7, sem T nem bizonyithatd be az A

axiémarendszerben, csak az vonhat le agnoszticista. kovetkeztetéseket, aki

ragaszkodik -az- abszolit axidmarendszer koncep0101ahoz mégpedig A-t ilyen
axiémarendszernek tartja. Ez a koncepcié abban a véleményben all, hogy
~van olyan axiomarendszer, amelyen beliil’ minden helyes matematikai- ‘meg-
gondolds elvégezhetS. Ez a vélemény kozel 4ll a mechanisztikus materializmus
~ azon feltételezéséhez, hogy van olyan d1fferenc1alegyenlet amelynek alapjan,

megfelel6 kezdeti feltételek ismerete esetén minden, a valésdgra vonatkoz6 ‘

kérdésre valaszt lehet adni, tehdt a vildg kimerits megismerése rogzitheté
médszerek keretein beliil lehetséges. Médstészt, a matematikai megisnierésre

- korlatozva, RUsSELL és WHITEHEAD logicista iskoldja hirdetett ilyen véleményt. |

- A logicistdk szerint a halmazelmélet antinémiai a circulus vitiosushoz hasonl6

logikai hibdk kovetkezményei. Hogy ilyen hibdk elkovetését - -meggatoljak,

a matematikai logika eszkozei segitségével igyekeztek pontosan megfogalmazm
a megengedett logikai 1épéseket. Véleményiik szerint az igy el6alls, mate--
matikai logikai jellegi axidmarendszerben, amely azonban tartalmaz néhany
nem-logikai axiémét is, minden helyes matematikai meggondolas elvégezhett ;
ami nem végezhets el; azt eleve hibasnak itélik. E vélemény aldtdmasztisara
Principia Mathematica cimii haromkotetes kényviikben (WHITEHEAD-——RUSSELL
[1]) a matematika addig ismert fejezetei legfontosabb tételeit felirjdk a mate-
" matikai logika jeleivel és bizonyitdsukat is megad]ak vagy legalabbis vazol-
- jak, az emlitett axiémarendszerbdl kiindulva.

~ GODEL [1] azonban éppen a Principia Mathematica axiémarendszerérol
mutatta meg, hogy van' olyan, raadasul elemi aritmetikai, 7 itélet, hogy sem 7,
sem T nem bizonyithaté be a kérdéses axiémarendszerben. Aki elfogadja azt
a hipotézist, hogy a Principia Mathematica axi6marendszere a fenti értelem-

ben abszolit matematikai ax1émarendszer az ebbbl azt a kovetkeztetést vonja -

le, hogy az a probléma, igaz-e a T itélet, vagy nem, semmiféle helyes mate-
matikai modszerrel nem donthetd el.

GODEL azonban ugyanakkor megadott olyan ax1omarendszert amelyben
ez a probléma mégis csak eldonthetd, rdadasul olyat amelynek minden axxé—
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majat el kell, hogy fogadjdk azok, akik megbiznak a Principia Mathematica
axiomarendszerében. Ez az axiomarendszer ugyanis egyetlen egy axiéma hoz-
zavételében killonbozik a Principia Mathematica axiémarendszerétbl, s ez az
egy axidma azt mondja ki, hogy a Principia Mathematica eredeti axioma-
rendszere ellentmonddstalan ; marpedig ezt az axiomat el kell, hogy fogadjak
azok; akik megbiztak a Principia Mathematica axidmarendszerében. fgy GODEL
eredménye azt mutatja, hogy a Principia Mathematica axiémarendszere sem
kategorikus, egyben azonban azt is, hogy az a hipotézis, hogy ez az axidéma-
rendszer a matematika abszoliit axiémarendszere, tarthatatlan. Ezzel azonban
elésett az az alap, amelyen agnoszticista kovetkeztetéseket lehetne levonm _
GODEL eredmeényébdl.

Az abszolit matematikai- axidmarendszer ,,baberalra“ ‘(GODEL eredményei
elBtt a halmazelmélet ZERMELO—FRAENKEL-féle axidmarendszere (ldsd pl. FRAEN-

 KEL [1]) is pélyézhatott azon az alapon, hogy a matematika jelenleg ismeretes

fejezetei felépitheték a halmazelmélet specidlis. dgaiként. GODEL emlitett dol-

gozatdban épp ezért megjegyzi, hogy eredményei szoszerint atvihetSk a ZER-

MELO—FRAENKEL-féle axiomarendszerre is; ezért ez sem tekinthetd a mate—
matika abszolut axiémarendszerének.
Azonban GODEL eredményeinek jelentGsége még ennél  is nagyobb

© Ugyanis meggondoldsai barmely olyan A axidmarendszetrel kapcsolatban el-

végezhet6k, amely bizonyos, nagyon altaldnos, feltételeknek eleget tesz. E fel-

. tételek haromféle . kovetelményt allitanak az A axiomarendszer elé. Roviden

igy lehet nevezni ezeket a kovetelményeket : az axidémarendszer 1. eléggé ki-

. fejezt, 2. eléggé szabalyos 3. eléggé ellentmondastalan legyen. GODEL tétele

— altalanos. alakjdban — azt mondja ki, hogy ‘minden, e kﬁvetelményeknek
eleget tevé-A axiomarendszerhez van olyan, ezen axiomarendszer alapfogalmai

‘és a logikai fogalmak segitségével megfogalmazhaté 7= T(A) itélet, hogy

sem T, sem T nem bizonyithaté be az A axiémarendszerben. Maguknak az
1—3. kovetelményeknek - pontos alakja attdl fiigg, hogyan bizonyitjuk be
a GODEL-tételt. Az 1. kovetelmény azt kivdnja, hogy bizonyos alaki aritmetikai .

‘itéletek megfogalmazhatok legyenek az A axidmarendszer alapfogalmai és a

logikai fogalmak segitségével, tovibba bizonyos alakii aritmetikai és logikai
jellegli kovetkeztetésmadokat el lehessen végezni az A axiémarendszer axiomai

. és kovetkeztetdsi szabalyai segitségével. A 3. kovetelmény nemcsak azt kivanja,

hogy ne legyen két olyan ftélet, amelyek mindketten bebizonyithatok az A

~ axiGmarendszer axiomai és kovetkeztetési szabdlyai segitségével, és amelyek
" egymasnak ellentmondanak, amennyiben ugyanis az egyik a mésiknak taga-
- désa, hanem ezenfeliil azt is, hogy bizonyos alaki végtelen sok itélet se legyen
‘egyidejlileg “bebizonyithaté az A ax1<5marendsze1ben, amelyek koziil kett6-

kettd, vagy altaldban véges szdmt ugyan nem mond egymasnak ellent, de
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‘Osszességitkben ellentimondanak egymasnak: ti. olyan itéletek, alnelyék kbziil
az egyik azt dllitja, hogy van olyan nemnegativ egész szam, amélynek meg- .

van egy bizonyos tulajdonsiga, a masodik azt, hogy a O-nak nincs meg ez
-a tulajdonséga, a harmadik azt, hogy az 1-nek nincs meg, a kovetkez6 - azt,

hogy a 2-nek nincs meg, és igy tovibb. (Ezt a kovetelményt az A axiéma- '

rendszer w-ellentmondastalansaganak szokds nevezni.) A 2. kovetelménynek

még a hozzavetSleges megfogalmazdsa is messze vezetne; elég taldn arihyit'

mondani réla, hogy trividlisan kielégiti minden olyan axidémarendszer, amely-
nek veges szdmi axiéméja és kovetkeztetési szabalya van, de kielégitik bizo-
nyos ,végtelen® axiémarendszefek is. Mindenesetre igaz, hogy minden olyan
.axiomarendszer kielégiti az 1—3. kdvetelményeket, amelyet eddig a matemati-

kdnak valamely, legalabbis az aritmetikat magéban foglald fejezetének axié~- |

matizaldsara haszndltak vagy javasoltak. Az 1. kovetelmény olyan keveset
‘kivan, hogy olyan axiomarendszer, amely ezt nem . teljesiti, nem tekinthets
aritmetikai (vagy a matematika valamely, az aritmetikat. is magébah foglald
fejezetére vonatkozo) axiémarendszernek; az olyan axiémarendszer, amely.a 3.
kovetelményt nem teljesti, nyilvAn nem tekinthets helyesnek; az olyan axi6-
- marendszer pedig, amely a 2. kovetelményt nem teljesiti, teljesen hasznl-
,h_atatlan, minthogy vagy azt lehetetlen A4ttekinteni, - mely axiomak tartoznak
hozza, vagy azt, mely - kovetkeztetésniédok vannak benne megengedve, igy
semmi sem biztosithatja, hogy axiomdi és kovetkeztetési szabalyai tartalmilag
elfogadhatok. . : o

. . GODEL tétele tehit nemcsak egyes axidmarendszerekrsl mondja - ki
Khogy nem kategorikusak, hanem tigyszolvan minden "haszndlhaté arit’metika‘i
(vagy a matematika valamely, az aritmetikit is magaban foglalé fejezetére
vgnatkozé) -axiomarendszerr6l; tehat nemcsak egyes axiomarendszerek egy
- bizonyos fogyatékossagat fedi ‘fel, hanem magénak -az axi6matikus -mod--
szernek egy sajitossdgét: azt, hogy egy axiémarendszer felallitisa maga-
ban rejti ezen axidmarendszer dlland6 bovitésének kotelezettségét, legalabbis,
amennyiben a - kérdéses axiémarendszert arra akarjuk haszndlni, ho y
sofra valamennyi aritmetikai problémat: megoldjunk a segitségével. S5t
ez a kotelezettség mar akkor is'fenndll, ha csak bizonyos tipusti 'arit—’
metikai problémak koziil akarjuk valamennyit ‘megoldani az axi6marend-
szer segitségével. Ugyanis a GODEL-tétel bizonyitasa, fliggetleniil az A axi6-
marendszertdl,  mindig olyan alakd, az A axiGmarendszerben sem be nem
bizonyithat6, sem .meg nem cafolhatd 7T itélet létezését mutatja, amely "azt
mondja ki, hogy minden nemnegativ egész szémnakrmegvan‘egy'bizdnyOS
(az A axiomarendszert6l fiigg) tulajdonséga; mégpedig olyan tulajdonséga,
hogy barmely numerikusan  adott természetes szamrél az A axiémarendszer-

* ben (és 4ltaldban barmely, az 1. kdvetelménynek eleget tevé axiémarendszerben) -
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el lehet dbﬁteni, megvénAe. a kérdéses tulajdonsaga (ha megvan, ez, ha pedig

nincs meg, akkor azt be lehet a kérdéses axiémarendszerben bizonyitani).

‘Ennélfogva: mar ahhoz is, hogy sorra valamennyi ilyen tipustt aritmetikai

problémat meg tudjunk oldani axidmatikusan, sziikség van az alapul vett
axiomarendszer szakadatlan bovitésére. o . . o

Hogy az axiémarendszer alkalmas szakadatlan bévitési folyamata valdban
segit a GODEL-tétel altal feltdrt nehézségen, azt a kovetkez0 tény mutatja.
A GODEL-tétel bizonyitdsa az altaldnos esetben is ugyanakkor, amikor min-
den, az 1—3.-kovetelményeknek eleget tev A axiomarendszerhez negad egy,
az A axiémarendszer alapfogalmai és a logikai fogalmak segitségével meg-

' fogalmazhat6, de az A axi6émarendszerben sem be nem bizonyithaté, sem meg

nem cafolhaté 7= T(4) itéletet, egyattal megadja az A axiémarendszer olyan
A’ bbvitését, amelyben ez a T itélet bebizonyithaté. Magéban véve ilyen b6vi-
tés létezése trividlis: elegendd volna magat a T ftéletet 1ij axiémaként hozza-
venni az axiémarendszerhez. Azonban a GODEL-tétel bizonyitisa az A axio-
marendszer olyan A’ bovitését adja meg, amely tartalmilag elfogadhat6, ameny-
nyiben az A axiémarendszer helyességében megbizunk; ugyanis A’ egyetlen.
egy 1ij axiéma hozzavéielével keletkezik A-bOl és ez az \ij axiéma azt mondja !
ki, hogy az eredeti A axiomarendszer ellentmondéstalan. (Természetesen ehhez
a bovitett A’ axiémarendszerhez a GODEL-tétel szerint ismét van olyan T'(A’)
itélet, amely A’-ben sem bizonyithaté be;, sem pedig nem cafolhaté meg; de

-viszont létezik olyan még bbvebb A” axiémarendszer is, amelyben ez a T(A")
itélet is bebizonyithat6, és igy tovabb.) '

Az a meggondolds, amelyet fentebb .a Principia Mathematica axiéma-
rendszerének specidlis esetében alkalmaztunk, mutatja, hogy ennélfogva nem-
csak ez az axiémaréndszer, de semmiféle mds axiémarendszer sem tekinthetd -
a matematika abszolat axiomarendszerének, gy, hogy épp a GODEL-tétel
kovetkeztében kel elejteni az abszoliit axiomarendszer koncepcidjat, vagyis
azt az alapot, amelyb0l kiindulva agnoszticista kovetkeztetést lehetne levonni

. a GODEL-tételbdl. Co

3. Azt, hogy a GODEL-tétel még legiltalanosabb alakjaban .sem jogosit
agnoszticitista kovetkeztetésekre, ma mar a legtobb matematikai- logikus elis-
meri, hiszen a GODEL-tétel csak - relative (ti. valamely A axiémarendszerre
‘nézve) megoldhatatlan aritmetikai probléma létezését mondja ki. Egészen mas
a helyzet azonban a CHURCH-tétel esetében, amely, szokdsos megfogalmaza-
saban, abszolGt-megoldhatatlan aritmetikai probléma Iétezése bebizonyitdsanak

" és igy a GODEL-tétel élesitésének igényével lép fel.

Félreértések elkertilése végett jo lesz eleve leszogezni, hogy a CHURCH-
tétel nem olyan T aritmetikai itélet létezését. mondja ki, amelyr6l be lehetne
bizonyitani, hogy semmiféle helyes eljirdssal nem lehet eldﬁnteni, igaz-e vagy |
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nem. Olyan tipusta T itélet esetén, mint amll"yet’ a GODEL-tétel bizonyitisa
szolgaltat, ez nem is volna lehetséges. Ha ugyanis a T itélet azt mondja ki,

hogy minden nemnegativ egész szamnak megvan valamely olyan tulajdonsiga,

hogy barmely adott nemnegativ egész szdmrdl ‘el tudjuk donteni, megvan-e
a kérdéses tulajdonsiga, €s be lehetne bizonyitani, hogy semmiféle helyes
eljardssal nem lehet elddnteni, igaz-e a 7 itélet, vagy neém, akkor maga ez a
bizonyitds azt is bebizonyitang, hogy minden nemnegativ egész szimnak meg-
van a kérdéses tulajdonsdga. Ha ugyanis valamely n nemnegativ egész szam-
nak nem volna meg a kérdéses tulajdonsiga, akkor annak (a feltevés: szerint

lehetséges) eldontése sordn, megvan-e az n szdmnak a kérdéses tulajdonsiga,

az deriilne ki, hogy nincs meg, tehidt nem minden nemnegativ egész szdmnak
van meg; vagyis mégis csak elddlne, hogy igaz-e a T itélet, vagy nem, ti. az,
“hogy nem igaz. De akkor meg éppen annak bizonyitdsa, hogy semmiféle

helyes eljarassal nem lehet elddnteni, igaz-e a T itélet, vagy nem, dontené el,

hogy igaz-e a T itélet, vagy nem, ti. bebizonyitana, hogy T igaz, hiszen min-
den nemnegativ egész szdmnak megvan a kérdéses tulajdonsaga. .

‘ A CHURcH-tételben azonban nem egy T itéletrl van sz6, hanem veg-
telen sokré!, mégpedig az itéletek egy olyan egyparamétexes seregérdl, ahol
‘a paraméter megszamlilhatéan végtelen sok po, p1, ps, . .. értéket vesz fel; ez
a megszamlalds effektiv, vagyis béarmely p palaméterértekehez véges szami

lépésben meg tudunk hatarozni olyan nemnegativ egész szimot, hogy p=pn,

és viszont, barmely adott nemnegativ egész n esetén véges szamii Iépésben
meg lehet hatdrozni a p, paraméterértéket. A CHURCH-tételben szerepld prob-
léma az, hogy a p paraméter mely értékeire igaz a megfelels 7= T(p) ité-
let. llyen tipusu ,egyparaméteres problémasereg® pl. az, hogy a raciondlis
egész egyiitthatGju egyvaltoz6s polinomok koztil melyek reducibilisek a racio-
ndlis szamok testében ; vagy hogy melyeknek van pozitiv egész zérushelyiik;
vagy hogy melyeknek lehet meghatérozni valamennyi zérushelyét a négy alap-
miivelet és a gydkvonds véges szdmi alkalmazdsa segitségével. A felsorolt
- hdrom problémasereg. esetén a paraméter a kérdéses egész egytitthatdji egy-
valtozés polinom; és mindharom esetben ismeretes olyan eljaras, amelynek
segitségével a paraméterként szerepld polinom barmely vélasztasa esetén véges
-szamd lépeésben meg tudjuk allapitani, igaz-e a megfelel6 - (a polinom reduci-

bilitdsat, pozitiv- egész zérushelyének létezését ill. zérushelyeinek algebrai ki-

szamlthatosagat klmondo) itélet: ilyen eljarast az els§ problémasereg esetén
KRONECKER adott meg, a masodik problémasereg esetén: kiasszikus -eljardsrol
van sz6, a harmadik problémasereg esetén pedig a GALois-elmélet szolgéltat
ilyen eljdrast. A KRONECKER-féle eljards tobbvaltozds polinomokra is alkal-
mazhato ; ezzel szemben tobbvaltozés (racionalis egész egyiitthatés) diofan-
- tikus egyenletek esetén ezidGszerint nem - ismeretes olyan eljaras, amelynek
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’segltsegével mihelyt meg van adva a (zérusra reduka{lt) ' egyeniet baloldala,

véges szam( lépésben el lehetne donteni, van-e az egyenletnek pozitiv egész
szdmokbol allé megolddsrendszere. Nem ismeretes megold6 eljards e prob-
léma azon specidlis esetére sem, hogy a p primszdm mely értékeire van olyan -

pozitiv egész X,y és z szam, amelyekre XxP--pP=2# (FERMAT-fele problema),

e problémasereg paramétere a p primszamt
Mérmost CHURCH tétele szokdsos, de mint latm fogjuk, nem egészen

helyes fogalmazésdban aztmondja ki, hogy-van olyan egypdraméteres  prob-

lémasereg, amely abszolit-megoldhatatlan abban az értelemben, hogy .nincs
olyan eljérds, amelynek segitségével a paraméter bérmely adott értéke esetén
véges szamt lépésben el lehetne donteni, mi a vélasz a problémaseregnek
a kérdéses paraméterértékhez tarfozd problémajara. Itt, mint mar mondtuk,

olyan problémaseregrdl van sz6, amelynek a parameétere. megszdmlalhatéan
végtelen sok, mégpedig effektiv pq, py, Py, . .. megszamldldssal megadott, érté-

ket vesz fel; s a p. paraméterértékhez tartozé probléma - olyan alakd, hogy

igaz-e valamely, a GODEL-tételben szerepld itélethez hasonlo tlpusu T(pn) arit-
metikai itélet, vagy sem.

A CHURCH-tétel e fogalmazasaban szerepel valamely problémasereg meg-
oldéasdra alkalmas, barmely adott paraméterértékhez tartozé probléma megol-
dasat véges szamu lépésben szolgaltaté eljaras fogalma. E fogalomrél minden

~ matematikus definici6 nélkiil is tudja, mit jelent. Pl. amikor fentebb azt mond-
" tuk, hogy van olyan eljiras, amelynek segitségével barmely adott raciondlis

egész egyiitthatojt egyvaltozés polinomroél véges szamii 1épésben el tudjuk

donteni, van-e pozitlv egész zérushelye, viszont t6bbvaltozds polmomok esetén -

nem ismeretes ilyen eljards, mindenki tudta, mit jelent ez.

~ Konnyen lathat6, hogy valamely fent vézolt alaki egyparaméteres prob-
1émasereghez akkor és csak akkor van olyan eljirds, amelynek segitségével
barmely adott p parameterértékr(ﬂ véges szamit lépésben el lehet donteni,

igaz-e a T(p) itélet, ha van olyan eljards, amelynek segitségével a probléma-
" sereg tn. karakterisztikus figgvényének, vagyis a kovetkezoképpen definialt

aritmetikai fiiggvénynek értéket balmely adott helyen véges szami lépésben
ki lehet szamitani : : ‘

__V1,ha a T(p.) itélet igaz,
2= 0,ha a T(p,) itélet nem igaz.

Valoban, ha van ilyen ,problémamegoldo® eljards, akkor ‘adott n-hez véges
szdmd “lépésben meg tudjuk hatdrozni a p, paraméterértéket, tehat tovébbi

- véges szamti lépésben el tudjuk donteni, igaz-e a T'(p») itélet, vagyis véges

szamit 1épésben ki tudjuk szamitani a y(n) fiiggvényértéket. Forditva, ha van |
ilyen ,,nggvényérték-klszamlté“ eljarés, akkon a paraméter adott p’ értékéhez N
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véges szamu 1épésben meg tudunk hatdrozni olyan n nemnegativ egész szamot,

hogy. p==pu, tovabbi véges szdmt 1épésben ki tudjuk szdmitani a y(n) fiigg- .

. vényértéket, tehat el tudjuk donteni, igaz-e a T(p)==T(p.) itélet.” Ennélfogva

-‘CHURCH tétele 1igy is fogalmazhat, hogy van olyan, fent emlitett alakd, egy-

paraméteres problémasereg, amelynek karakterisztikus fiiggveényéhez nincs
olyan eljards, amelynek segitségével barmely adott helyen veges szamu 1épés-~
ben ki lehetne szdmitani a megfelelé fiiggvényértéket,

" -Az is vilagos minden matematikus szdmdra, mit értiink 1Iyer1 Hiiggvény-
érték-kiszamit6*“ eljarason, ill. olyan (egy- vagy t6bbvéltozos) aritmetikai fiigg-

“vényen, amelyhez . van ilyen - eljards, roviden: ,effektive kiszdmithato“ fiigg- '

vényen. Pl a szdmtan elemeib8l ismeretes, hogyan szdmithatjuk ki barmely
két.adott nemnegativ egész szdm Osszegét és szorzatdt véges szdmi 1épes-
ben; ennélfegva x+y és xy az x és.y valtozok effektlve k1szam1that6 fiigg-
vényel Vagy a faktoridlis- fuggveny

. 0l=T,
(x+Dls=x!(x41)

rekurziv definicidja alapjin vildgos, hogy barmely adott n hemnegativ egész

. szamhoz véges szdmd lépésben ki tudjuk szamitani n! értékét. Valdban, ez

~4ll n==0 esetén, hiszen az elsd egyenlet kozvetleniil megadja 0! értékét; és
ha valamely n-re Aall, akkor &ll n--1-re is, hiszen (n4-1)! kiszdmitédsdhoz

nem kell mést tenni, mint a mdsodik egyenletben’x: helyébe n-et helyette51~ :

- teni, majd a jobboldalon n!-t a feltevés szerint véges szamii 1&pésben kisza-
mithatd: értékével - potolni, végiil az n!(n4-1) szorzdst elvégezni. Hasonléan
lathatd, hogy barmely olyan aritmetikai fiiggvény effektive kiszamithato, amely
- az y=0 konstanshél és az y==x--1 (vagy akdr a z=x+y és a 2=xy)

fiiggvényb6l kiindulva véges szdmii helyettesﬁés (vagqu fﬁggveny vagy ﬁigg—\

vények fuggvényének képzése) és

(P(O Y,z .. -),"“"—:a(y: 2. --):
p(x+1, Vizy-. D=0, 0 2 ), 1 2 )

alakd, tn. primitiv rekurziv definicié segitségével definialhatd (az utdbbi defx—
nicid a ¢ fliggvényt definidlja az el6z6leg definidlandé « és @ fiiggvények
segitségével). Az ilyen fliggvényeket primitiv rekurziv fiiggvényeknek nevez~
zitk. Hasonlé igaz e fiiggvények osztalydnak szdmos Aaltalanositisdra, mint
pl. az in. tobbszbidsen rekurziv fiiggvényekre (asd PETER [1]). Azt is konny

' latni, hogy a kiszamitd eljiras véges szamu lépésének mindegyike ebben az
. altalanosabb esetben is, ligy, mint az y==x! filggvény esetén, a kovetkezd Két

- tipustt 1épés egyike: 1. valamely egyenletben (a széban forgé fiiggvény defi-
nici6s egyénleteinek egyikében) véltozdk helyébe adott nemnegativ egész szdmok

3
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helyettesitése; 2. valamely mar megkapott egyenletben egy mésik mar meg-
kapott egyenlet egyik oldalanak mésik oldalaval valo. pétlasa (ilyen lépés volt

“fentebb az, amikor n!(n+1) szorzast elvégeztiik, ekkor ugyanis az nd(n+1)="

—m egyenletnek, ahol m az n!(n-+1) szorzat numerikus értéke, baloldalat
pétoltuk jobboldalaval). Ez a felismerés inditotta KLEENE-t a rekurziv fiiggvény
fogalmanak kovetkezd altalanositdsdra: dltalinos rekurziv fiiggvénynek nevez-
ziik az olyan aritmetikai fuggvenyt amelyet olyan, a kérdéses fiiggvényt és
tovabbi segédfiiggvényeket tartalmazd egyenletrendszerrel lehet definilni,
amelybél a kérdéses fiiggvény értékét barmely adott helyen véges szdmu 1.

" és 2. tipust 1épés segitségével egyértelmiien ki lehet szamitani (1asd KLEENE -

[1]). Az éaltaldnos rekuxzrv fiiggvények tehat defmlclé]uk folytan, effektive ki-
szamithatd figgvények. ‘_
Mérmost CHURCH tételének blzonyltasa azon a hlpotez1sen alapul hogy :

forditva is, minden kiszamithatd fiiggvény altaldnos rekurziv nggvény CHURCH

ezt a hipotézist definicié alakjaba oltozteti: a kiszamithaté fliggvény fogalmat |
tigy definidlja, hogy az -dltalinos rekurziv, vagy ami ezzel egyenértékdi, a

J-definialhaté, vagyis az 6 tn. 2-konverzi6s kalkulusiban jolképzett formuld-
val elballithato fiiggvényeket nevezi kiszdmithatd fiiggvényeknek (lisd CHURCH
[1], 356. oldal). Latszdlag joga van ahhoz, hogy a kiszamithatd fiiggvény
fogalmét tetszése szerint definidlja, mert elétte senki sem definilta szabatosan -

. ezt a szakkifejezést. Azonban egy ilyen definici6, mint altalaban minden olyan

fogalom szabatos definicidja, amelyet definicio nélkill is hasznil az ember,
egy bizonyos veszélyt rejt. megdban. Megeshetik ugyanis, hogy valamely ftigg-
vényrdl be lehet bizonyitani, hogy nem effektive kiszdmithato. e definicio ér-
telmében, s utélag mégis kideriil, hogy megadhaté olyan eljaras, -amelynek

“segitségével szemmellathatolag barmely adott helyen veéges  szami lépésben

ki lehet szamitani a ftiggvény értékét. Hasonl6 a helyzet az effektive megold{
haté problémasereg fogalmdval, ha azt CHURCH. nyoman ugy definialjuk, hogy

~ olyan problémasereget értiink rajta, amelynek karakterisztikus fliggvénye dlta-:

lanos rekurziv fiiggvény: megeshetik, hogy valamely problémaseregrél be lehet

- bizonyitani, hogy e definicio értelmében megoldhatatlan s utélag valaki megls:

megoldja. ' , ,
- Maga CHURCH is nyilvan érzi, hogy nem pusztn definiciorol van szd,

. hiszen tobb mint két oldalnyi érvet sorol fel annak plauzibilissé tételére, hogy

defm1c103a“ valoban fedi a kiszdmithato 'fiiggveny addig definicié nélkil
hasznilt fogalmat. Egy masik dolgozataban - pedig (CHURcH [2]) a masodik.
szamosztaly konstruktive megadhaté rendszamanak addig szintén definicio,
nélkiil hasznalt fogalmat definidlja azéltal, hogy ugyancsak visszavezeti ‘a ki-,
szAmithat6 (aritmetikai) fiiggvény fogalmara s ez utébbit ismét azonositja az.
altalanos rekurziv fﬁggvény fogalmaval, ma]d a. kovetkez6ket, mond]a Azokjﬁ
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_szdmdra, akik nem tartjdk meggjéz(’jnek “azt, hogy a konstruktiv rendszdm

e definicioja fedi ezt a-fogalmat, Alljon ez a definicié kihivasként (challenge) :

‘adjanak .meg' olyan bévebb definiciét, amely ala esé rendszarok szintén meg- _

érdemlik a konstruktiv rendszdm nevet, vagy pedig olyan szitkebb definiciot,

amely szintén kimeriti azoknak a 1endszémoknak fogalmat, amelyek ezt - a.

nevet megérdemiik.
Egyébként mar Post [1] is 1amutatott arra, hogy az effektive kiszamit-
haté fiiggvény fogalminak az A4ltaldnos rekurziv figgvény fogalmaval valé

-azonositasanak definicio alakjaba oltoztetése elhomadlyositja ezen azonositds '
szakadatlan ver1f1kalasanak sziikségességét. (Ebben igazat adok Postnak; a

- hozzaffizott agnoszticista megjegyzésében azonban, amely szerint a CHURCH-

- tétel a Homo Sapiens matematizild képességének hatdraira vonatkozd alap-

vetd felfedezés volna, nem, hiszen nem lehet abszolit hatdrrél beszélni.)
Az un. abszolut megoldhatatlan problémakra (helyesen: problémasere~
gekre) vonatkozé tovabbi kutatdsok ugyancsak ezen a CHURCH-féle hipotézisen,
vagy mas hasonld, azzal ekvivalens hipotézisen alapulnak. Igy pl. TuriNG [1]
az effektive kiszamithaté ftiggvény fogalmat az olyan aritmetikai fiiggvény
fogalmaval azonositja, amelyhez szerkesztheté olyan (pontosan definialt érte-
lemben vett) szamoldgép, amellyel a kérdéses fliggvény értékét barmely adott
helyen véges szamu lépésben ki lehet szamitani. Az ebben az azonositisban
re]lé ‘hipotézis plauzibilitisa mellett szintén szadmos érvet sorol fel; egyik érve
éppen: annak bizonyitisa, hogy e hipotézis ekvivalens a CHURcH-félével (lasd
TURING [2]). MARKOV ([1] és [2]; lasd még ott idézett t6bbi munkéjat is) a
“problémamegoldé eljaras (algoritmus) fogalmat a karekterisztikus  fiiggvényen
at vezet6 keriil6ut megtakaritdsdval, kozvetlentil definidlja; e definici6 felhasz~
naldsaval szdmos problémaserégnek - algoritmussal valé megoldhatatlansigat
bizonyitotta - be, koztiik olyanokét is,' amelyekre el6z6leg valéban  kerestek
megold6 algoritmust az algebristdk. Vizsgalatai azonban szintén egy hipoté-
zisen alapulnak, amely szerint minden algoritmus egy bizonyos normélalakra

hozhato. E hipotézis plauzibilitisdt ismét egy sereg érvvel igyekszik aldti-.

masztani. Novikov [1] ugyancsak e MARKov-féle hipotézis alapjan bizonyitotta
- be a csoportelmélet sz6problémdajanak megoldhatatlansagat. Egyébként GYET-

Lovsz [1] megmutatta, hogy a MARKov-fé]e lupoté21s szmtén ekvxvalens a 3

CHURCH—féléVel

4. A megoldhatatlah’problémays’eregék“ létézésére vonatkozo CHURCH-té_teI
még akkor sem jogosit agnoszticista kovetkeztetésekre, ha elfogadjuk a CHURCH-

féle hipotézist. Valdban, a vilig kimerité megismerésére iranyuld torekvésiink
soran, .€ megismerés fejlédésének minden stddiumaban csak véges szamu

matematikai probléma megolddsdt kivinja a vildg megismerésére irdnyul6
- kovetkez8. 1épés ; végtelen s0k matemattkal probléma’ megoldésat csak a meg-
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ismerés egész végtelen folyamata kivanja. Igaz, hogy a vilag megismerése folya-
matét elbsegiti, ha valamely végtelen problémasereg valamennyi problémajat
egyidejiileg, kozos eljarassal meg tudjuk oldani, mert akkor, valahdnyszora vildg
megismerésére iranyulo torekvésiink sordn olyan problémara bukkanunk, amely -
& problémasereghez tartozik, alkalmazhat]uk e probléma megolddsara azt az
altaldnos modszert, amit a problémasereg megoldasara talaltunk; azonban, ha

- valamely problémasereghez nincs is olyan &ltalinos eljards, ameliyel a prob~-

1émasereg barmely adott problémdjit véges szdmi Iépésben meg tudjuk oldani,
ez nem zarja ki azt, hogy amint valamely, e problémasereghez tartozé prob-

‘1éma a vildg megismerésére iranyuld tbrekvésunk sordn felmeriil, e specidlis -

problémat meg tudjuk oldani.

Egyébként PETER ROzsA bebizonyitotta, hogy a CHURCH-tétel az . éltalanos
alakban fogalmazott GODEL-tétel kivetkezménye; majd, PETER ROzsA bizonyi-
tasat elemezve, bebizonyitottam, hogy a GODEL-tételt olyan 4ltalanosan is meg

‘lehet fogalmazni, hogy a CHURCH-tétel egyenesen speczdlzs esefe legyen, annak

ellenére, hogy a GODEL-tételzebben az. éltalinos fogalmazdsban is csak rela-

 tive (valamely axi6marendszerre nézve) megoldhatatlan aritmetikai probléma

létezését allitja (lasd KALMAR [1]). Ebbé] is vilagos, hogy a CHURCH-tételb8l sem
lehet agnoszticista kovetkeztetést levonni, hiszen az a fenti meggondolds, amely -
azt mutatta, hogy a GODEL-tételnek nincs ilyen kovetkezménye, a GODEL-tétel
ezen altaldnos megfogalmazasara is alkalmazhat6. Ezenkiviil azt is mutatja
PETER Rézsaval kozos eredményiink, hogy helytelen a CHURrcH-tételt a GODEL-
tétel élesitésének tekinteni azon az alapon, hogy a CHURCH-tételben nincs sz6 -
olyan axiémarendszerrSl, amelynek segitségével leszbgeznok, milyen modsze-
reket szabad a tételben' szereplé problémék megolddsdra alkalmazni, tehat a
CHURCH-tétel ilyen értelemben - abszolut-megoldhatatian probléma  Iétezését

Allitja. (Ebben a beallitisban ott a hiba, hogy a CHURCH-tétel nem megold- -
- hatatlan probléma, hanem megoldhatatian problémasereg létezését illitja; a -

tévedésre az ad alkalmat, hogy problémaseleg helyett szokas problemét is
mondani.) 1

5. A CHURCH—téteI szokasos blzonyltasa tin. konstruktlv bizonyitds, azaz :

- médot ad egyrészt a kérdéses problémasereg effektlv megadésira, mastrészt
_minden olyan effektive megadott megoldés- -kisérletlez, amely a probléma-

sereg karakterisztikus fuggvényét ltaldnos rekurziv fiiggvényként allitana el,
olyan ellenpélda effektiv megadasdra, amely megcafolja, hogy a kérdéses
megoldas-kisérlet a problémasereg helyes ‘megoldasa volna. Ez az ellenpélda
abban d4ll, hogy effektive ki tudunk jeldlni egy specidlis, a problémasexeg’hez_’
tartozd problémdt (hogy melyiket, az éppen a kérdéses megoldas-kisérlettdl
fligg), azt effektive meg tudjuk oldani, azonban a megoldis épp az ellenkezs
lesz, mint amit a kérdéses megoldds-kisérlet szolgaltatna. Ily médon a kér-
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' v . . .
déses problémasereg megoldhatatlansagat — a CHURCH-féle lnpo’rezxs felhasz-
nalasival — nem -tigy mutatjuk meg, hogy megadjuk egy megoldhatatlan.
specialis esetét, hanem éppen effektive megoldhatd specidlis esetein keresztiil.

‘Meg fogom azonban mutatni, hogy ha nem ragaszkodunk a konstruktiv ‘

bxzony1tasm6dhoz, igy tobbek kozott megengedjlik a harmadik kizdrdsa elvé~
- nek korlatlan alkalmazasat (mint ahogy azt matematikai bizonyitdsokban alta-.
ldban meg szokas engedni), akkor. abszolit-megoldhatatlan’ aritmetikai . prob-
léma (nem problémasereg!) létezése is kovetkezik a CHURCH-féle hipotézisb6l,

mégpedig olyan koriilmények kozott, hogy ez a kovetkezmény erbs érvet ad

magénak a CHURCH-féle hipotézisnek plauzibilitisa ellen. (Mint mar CHURCH
. [1] megjegyezte, a -CHURcu-féle hipotézis, vagyis az effektive kiszamithato
- filggvény fogalmanak az dltalanos rekurziv nggveny fogalmaval val6 -azono-
* sitdsa mellett csak plauzibilitasi érveket lehet felhozni, mint ahogy. altaléban
azt, hogy valamely szabatos definicié nélkiil is hasznilatos. fogalomnak egy
bizonyos szabatos definicidja fedi a kérdéses fogalmat, nem lehet szabatosan
" bebizonyitani, csak plauzibilitdsi érvekkel lehet alatdmasztani. Ez azonban

nem zirja ki azt, hogy a CHURcH-féle hipotézis plauszlhtasa ellen is lehesr

~ sen érveket felhozni.)

- Valéban, ismeretes, hogy van olyan: kétvaltozos o altaldnos rekurzw‘

filggvény, hogy a kovetkezéképpen definialt egyvaltozés Y arltmehkan ngg~
: vény nem 4ltaldnos rekurziv fliggvény :

‘a legklsebb olyan y nemnegatlv egész szam, amelyre
() — p(x,y)==0, ha van ilyen szam, :
/ 0 ha nincs olyan y nemnegativ egész szam, dmelyre

P(x,3)=0

. (lasq,_ KLEENE [1], 741, oldal, XIV. tétel). A ¢ fiiggvényt akdr primitiv rekur- .

ziv fiiggvénynek is valaszthatjuk; s6t, meg lehet mutatni, hogy van ilyen
tulajdonsagll ¢- elemi fiiggvény is, vagyis olyan fiiggvény, amely az 1 kon-
stansbél, tovabba az x,y és egyéb (szumma- és produktum-index gyandnt
‘hasznilandd) valtozokbol véges szamii aritmetikai Osszeadds, aritmetikai ki-

vonas, arxtmetlkal szorzds és aritmetikai osztds segitségével felépitett kifeje-

. zé€ssel dehmalhaté It ‘aritmetikai Osszeaddson két tag Gsszeadasat vagy szum-
maképzést, aritmetikai kivonason két tag kiilonbsége abszoliit értékének képe—
- zését, aritmetikai szorzdson két tényezd vsszeszorzdsat vagy produktumkép-
zést, aritmetikai osztdson pedig két nemnegativ egész szam hdnyadosa egész
ré8zének képezését értjtik; ha a nevezdben O all, akkor értsimk ez utdbbi
mitvelet eredményén pl. O-t.

v Minthogy a ¢ fuggVény nem altalanos rekurziv nggveny, a CHURCH-
féle hipotézis- szerint nem is effektive kiszamithato fliggveny, vagyis nincs.

4
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.olyan eljaras, ame!yn_ek segitségével ‘barmely adott n helyen v-éges szamir
lépésben ki lehetne szdmitani a v(n) fiiggvényértéket. Masrészt viligos, hogy
ha 'n olyan nemnegativ egész szdm, amelyhez van olyan y nemnegativ egész .

“szdm, hogy @(n, ¥) =0, akkor véges szamu lépésben meg tudjuk taldlni a -

legkisebb ilyen y szdmot, vagyis véges szdmi lépésben ki tudjuk szamitani

a (n) fiiggvényértéket. Ehhez nem kell mast tenniink, mint sorra kiszamitani

a-@(n,0), o(n,1), ¢(n,2), ... fiiggvényértéket (mindegyiket véges szamti lépés- |
ben ki tudjuk szamitani, h1szen ¢ altalanos rekurziv, tehat biztosan effektive
kiszamithatd fiiggvény), mig az els6 olyat meg nem taldljuk kozottiik, amely
0, €s- leolvasni, mi volt ebben a ¢ fliggvény masodik arguméntuma. Az is
vilagos, hogy ha n olyan nemnegativ egész szam, amelyrBl be lehet bizonyi-
tani, hogy nincs olyan y nemnegativ egész szidm, hogy ¢(n, y)==0, akkor
szintén véges szdmt lépésben meg tudjuk hatdrozni- a w(n) fuggvényértéket.
Annak bizonyitdsa ugyanis, hogy nincs ilyen y, sziikségképpen véges szamu
lépésbdl all, és arra az eredményre vezet, hogy w(n)==0.

A most leirt két eljarast egyesitve olyan eljarast kapunk, amelynek seglt—u
ségével legalabbis bizdnyos n nemnegativ egész szdmok esetén véges szimir
lépésben ki tudjuk szdmitani a-y(n) fiiggvényértéket, ti. azon n-ek esetén,

amelyekhez vagy van olyan y nemnegativ egész szdm, hogy ¢(n, y)=0,vagy

pedig be lehet bizonyitani, hogy nincs ilyen y. Ehhez nem kell mast tenniink,

‘mint egyidejiileg elkezdeni kiszamitani sorra ¢(n, 0), ¢(n, 1), ¢(n,2), ... érté-

két és ugyanakkor megprobalni bebizonyitani, hogy nincs olyan y nemnegativ-
egész szam, amelyre @(n, y)=0, egészen addig, amig vagy olyan értékre nem
bukkanunk a ¢(n, 0), p(n, 1), (p(n 2), ... sorozatban, amely O, vagy annak
bizonyitdsa nem' sikertil, hogy nincs'a sorozatnak ilyen tagja; az elsé esetben
w(n) a o(n, 0), o(n, 1), 9(n,2), ... sorozat els6 olyan tagjaban, amelynek O
az értéke, a ¢ fliggvény masodik argumentuma, a masodik esetben v (n)=
Marmost a CHURCH-féle hipotézis szerint tobbek kozott ez az el]aras
sem lehet olyan, amelynek segitségével barmely n helyen ki lehet szamitani
a y(n). fiiggvényertéket (ha ugyanis valamely n'helyen ki lehet szamitani,.
akkor véges szamn lépésben ki lehet szamitani); tehat, a harmadik - kizdrasa

elvének alkalmazasaval, ad6dik, hogy van olyan n nemnegativ egész szdm,

amelyre a fenti eljdrds nem alkalmazhat6 ; vagyis amelyre egyrészt nincs olyan
y nemnegativ egész szam hogy o(n, y)-0 masrészt az, hogy nincs ilyen y,
nem bizonyithaté be..

Hangstilyozom, hogy ebben a meggondolasban azon, hogy beblzonylt—
hat6, nem azt értettlik, hogy valamely adott axidmarendszer ketretein beliil
bebizonyithatd, hanem' azt, hogy valamilyen helyes (és természetesen véges.
szdmit 1épésb6l allo) mobdszerrel bebizonyithatd. Valoban, akarmilyen helyes.
madszerrel sikertil bebizonyitanunk azt, hogy nincs olyan y nemnegativ egész
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szam, amelyre rp(n, ) =0, ezzel kiszdmitottuk a (n) nggvenyertéket még—-
pedlg a (n) =0 eredménnyel.

Ennélfogva a Church-féle hipotézisbol, a fenti meggondolas szerint, olyan
aritmetikai tartalmi T itélet létezése kivetkezik, ti. azé, hogy nincs olyan y
nemnegativ egész szam, amelyre o(n, ) =0, amely egyrészt igaz, masteszt
azonban semmiféle helyes meggondoldssal nem bizonyithato be.

Az ilyen T itéletnek természetesen a tagaddsa (azaz esetlinkben .az az
itélet, hogy van olyan y nemnegativ egész szam, amelyre ¢(n, y)=0) sem

bizonyithaté be semmiféle helyes meggondolassal, mert helyes meggondoldson

_ természetesen csak olyan meggondoldst- értiink, amelynek segitségével csak
igaz itélet bizonyithaté be, marpedig a T itélet igaz, tehat tagadasa nem igaz.
Eszerint, ha a CHURCH-féle hipotézis igaz, akkor sem maga a T itélet, sem
" tagaddsa nem bizonyithaté be semmilyen helyes médszerrel, vagyis az a prob-
iéma, hogy igaz-e a. T itélet, abszolit-megoldhatatlan probléma. Hangstlyo-
zom, hogy hatdrozott, paramétert nem tartaimazé problémardl, nem pedig
problémaseregrdl van szo, hiszen ¢ hatdrozott (KLEENE altal - effektive meg-
adott) 4ltaldnos rekurziv fiiggvény, és n is hatarozott nemnegatw egész szdm
(amelynek a létezése a CHURCH-féle hipotézisbdl kovetkezik), tehdt T hataro-
zott, semmiféle paramétert nem tartalmazo itélet.

A CHURcH-féle hipotézisnek ez a kovetkezménye meglepé ugyan, de
magéban véve még elfogadhaté volna, ha ugyanakkor nem: deriilt volna ki,
hogy ez a T itélet, amelyr6l abszolit-eldonthetetlen, hogy igaz-e, — igaz.
Marpedig az, hogy egy igaz itélet semmiféle helyes médszerrel nem bizonyit-

hat6 be, annyira nem valészinfi, hogy az a korilmény, hogy a CHURCH-féle

hipotézisb8l olyan igaz itélet létezése kovetkezik, amely semmiféle helyes méd-
szerrel nem bizonyithat6 De, plauzibilissé tesm azt hogy maga a CHURCH-féle
hipotézis sem igaz.

Megijegyzem, hogy a T itélet ismét olyan alakd, mint amllyenrol a GODEL-.

tétellel kapcsolatban sz6 volt, ti. azt mondja ki, hogy . minden y nemnegativ
egész szdmnak megvan egy bizonyos tula]donsaga (az, hogy ¢(n, y)#O)

mégpedig olyan, hogy barmely adott y nemnegativ egész 5zamrol (véges szAmt .
1épésben) el tudjuk donteni, megvan-e a kérdéses tulajdonsdga (hiszen ¢ alta-

lanos rekurziv, tehat mindenesetre effektive kiszdmithatd fliggvény). Az ilyen
alakd itéletek esetén fentebb megmutattuk, hogy nem lehet bebizonyitani, hogy

semmiféle helyes eljardssal nem lehet. elddnteni, igaz-e a kérdéses itélet. Mi

ezt nem is bizonyitottuk be, hanem csak azt mutattuk meg, hogy a CHURCH-

féle hipotézisbll kovetkezik, hogy semmiféle helyes eljarassal nem lehet eldonteni,

igaz-e a kérdéses itélet. Més széval bebizonyitottuk, hogy a CHurcH-féle
hipotézisnek olyan kovetkezménye van, amelynek igazsigat nem lehet bebi-
zonyxtam Ez is a CHURCH-féle hipetézis plauzibilitdsa elleni érvnek tekinthetd.
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6. A fenti meggondolast ugy is lehet fogalmazni, mint vélaszt CHURCH
fentemlitett kihivasara (nem a masodik "szamosztdly konstruktive megadhato
rendszdmaira, hanem a CHURCH-féle hipotézis eredeti alakjara vonatkoztatva).

Azt allitom, hogy a fenti v fliggvény ellenpélda a CHURcH-féle - hipotézisre,

azaz példa olyan fiiggvényre, amely (mint KLEENE bebizonyitotta) nem 4alta-

- lanos- rekurziv fiiggvény, mégis effektive kiszdmithat6; mégpedig a fentemli- |

tett eljards: @(n, 0), (1, 1),9(n, 2), ... értékének kiszdmitdsa és ugyanakkor
annak, hogy nincs olyan y nemnegativ egész szam, amelyre o(n, y)==0, min-
den lehet6 helyes modon valé bizonyitdsanak megprébalasa, mindaddig, mig
vagy az utébbi sikertil, vagy a ¢(n,0), ¢(n, 1), 9(1n,2), .. fuggvenyértekek
- sorozatdban. olyanra nem bukkanunk, amely 0, olyan, amelynek segitségével
barmely adott n. helyen -véges szdmu lépésben ki lehet szamitani a 1 fligg-
vény értékét. Ezt az allitisomat .nem bizonyftom be, éppoly kevéssé, mint,
CHURCH a maga hipotézisét. De ugyanolyan joggal, mint CHURCH, én is mond-
hatom, alljon éz az 4llitds kihivasként: aki kételkedik benne, adjon meg olyan
n nemnegativ egész szamot, amelyre be tudja bizonyitani, hogy ez az eljaras
nem vezet véges szimi lépésben a (n) fliggvényérték kiszamitdsahoz. Vila~
gos, hogy ezt senki sem tudja semelyik n nemnegativ egész szdm esetén
'sem bebizonyitani. Mert ahhoz tobbek kozott bé kellene bizonyitania, hogy
a @(n, 0), ¢(n, 1), 9(n, 2), ... fliggvényertékek kiszdmitasa sordn schasem buk-
kanunk olyanra, amely O; vagyis, hogy nincs olyan y nemnegativ egész szam,
arhelyre ¢(n, y)==0. Ezzel azonban megadnd annak, hogy nincs ilyen y, egy
bizonyitisat, tehat megmutatnd, hogy a fentemlitett eljirds mégis csak a w(n)
fiiggvényérték kiszamitisahoz vezet véges szam lepésben a (zp(n)——o ered-
-y ménnyel).

7. Ha valamely H lupote21sbol k0vetke21k egy [ itélet, akkm J1ogos azt

" mondani, hegy az [ itélet bennerejlik a H hipotézisben (akkor is, ha annak,
.- aki a H hipotézist- kimondta, esetleg szub]ek‘uve nem volt szdndékédban bele-

re]tem) Ilyen értelemben a CHURCH-féle hipotézisben bennerejlik az az alli-
‘t4s, hogy van olyan T itélet, amely egyrészt igaz, masrészt semmiféle helyes

: meggondolassa] nem bizonyithaté be (sem meg. nem cafolhaté) mégpedig

olyan alakd T itélet, hogy nincs olyan y nemnegativ egész szim, amelyre
¢(n, y)==0, ahol ¢ valamely éltalanos rekurziv, vagy akar elemi ftiggvény,
n pedlg valamely nemnegativ egész szam.

"Ez a CHURCH-féle -hipotézisben bennerejls allitas erdsen agnosztlcxsta
mégpedig kantidnus jellegfi allitds, hiszen azt ‘mondja, hogy az ob]ektw valo-
sagban magdban . (an sich) igaz a T’ ftélet, de szdmunkra sohasem deriilhet -
ki, hogy igy van, hiszen mi ezt csak valamely blzonyltas Gitjan tudhatndk meg. .

.+ Az az ellenérv sem all meg, hogy a T itélet nen) az objektly valésdgra |
-vonatkozik: Vildgosan latszik, hogy nem igy van, ha-a g fliggvényt elemi

3 1l Osztaly Kozleményei VIHI
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fliggvénynek valasztjuk. UgYanis minden olyan itélet, amelyben: csak nem-

negativ egész - szamokrél és a négy aritmetikai alapmiiveletrdl van szo, az
objektiv valésagban meglevé mennyiségi viszonyokra vonatkozik. Valdban, az

itéletben szerepld nemnegativ egész szdmokat bizonyos targyak, pl. golydk, .

elektronok (vagy akar azoknak csak a jov6 szdzadban felfedezendd részei)
+ szdmaként interpretalhatjuk; az Osszeadisnak a kérdéses targyak megfeleld

halmazainak egyesitése. felel meg, az aritmetikai kivondsnak elvevés (abbol a -

halmazb6l vesziink el, amelyb6l lehet, annyi targyat, amennyib6l a mdsik
~ halmaz 4ll), a szorzdsnak egyenld szami targybol 4llo sorok egyesitése egy
halmazba, az aritmetikal osztdsnak a tdrgyak egy halmazanak egyenid szdm

targybol allo sorokba, tovabba esetleg egy kevesebb targybol 4ll6 sorba valé -

elrendezése (a $zumma- és produktumképzés pedig ismételt Osszeadds ill.
szorzds). fgy pl. ‘2 GOLDBACH-féle sejtés az objektiv -valdsignak azt ‘a felté-
telezett tulajdonsagat fejezi ki, hogy ha bizonyos tdrgyakat ki lehet rakni két

sorba tigy, hogy mindegyikben ugyanannyi tirgy legyen, akkor e targyakat
szét lehet vélasztani két olyan csoportba, hogy egyik csoportban. levé targya- -
kat sem lehet egynél tobb sorban elrendezni tigy, hogy minden sorban ugyan-
annyi, de egynél tobb targy legyen. Hasonléan lthato, hogy ha ¢ elemi fiigg~

vény és n nemnegativ egész szdm, akkor -az az itélet, hogy nincs olyan y

nemnegativ egész szam, hogy ¢(n,y) =0, az objektiv valdsdgban meglevé -

valamely (esetleg nagyon - bonyolult) ‘mennyiségi térvényszeruséget fejez ki.
Eszerint a CHURCH-féle hipotézisben benperejlik az az 4llitds, hogy van olyan
torvényszerliség, amely az objektiv valésdgban megvan, de az, hogy megvan,
* semmiféle helyes meggondolassal nem l4thato be. Ezt az allitast nem fogad-
"hatja el senki, aki meg van arrél gy6z6dve, hogy az ob]ek’uv valosdgban meg-
levd tdxvenyszerhségek meglsmerhetﬁk ennélfogva a CHURCH-féle h1potéz1st
sem ‘fogadhatja el.

"+ 8. A fenti meggondolasban szerepel a tetszbleges helyes modszerrel valo
matematikai bizonyitds fogalma. Ez a fogalom szintén olyan, amit szabatos
definicié nélkiil hasznalnak a matematikdban* A fenti meggondoldst, e foga-
" lom szabatos definici6ja hijan, csak heurisztikus meggondoldsnak tekinthetjiik;

* A moszkvai Harmadik Ossz-szvetségi Matematikai *Kongresszuson, aho! szintén’
eldadtam a jelen dolgozat tartalmat, arrol értesiiltern, hogy Novikov sejtése szerint egyszer

majd a tetszOleges, tartalmilag helyes matematikai bizonyitds fogalmat -is sikeriil olyanféle
szabatos definiciéval ethatarolni, mint az effektive kiszamithaté fiiggvény fogalmét sikeriilt

. (a Cuurcn-féle hipotézis értelmében) az dltalanos rekurziv fliggvény fogalma (vagy a nor-:

-malizalhato algorltmus Markov-féle fogalma) - segitségével. A Szovjetunidban ez a sejtés

Novikov-féle prognézis néven ismeretes. A .magam részérGl a Novikov-féle prognozist éppoly
kevéssé tartom plauzibilisnek, mint azt, hogy az effektive kiszdmithat6 fliggvény fogalma

szabatos .definiciéval elhatarolhato. (Utélag'os megjegyzés, 1956. szeptember d-én)
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azonban plauzibilitasi érvként (a CHURcH-féle hipotézis plauzibilitisa ellen)
ilyen meggondolds is megengedhetd. o ®

A fenti meggondolds azonban sz6 szerint elismételhets igy, hogy tetsz6~
leges helyes modszerrel val6 bizonyitds helyett valamely olyan A axiémarend-
szer keretei kozott végzett bizonyitdst mondunk, amely eleget tesz a kdvetkezd
feltételeknek.

1. Az A ax1omarendszer formuldi (vagyis az A axiémarendszerben meg-

o fogalmazhato itéleteket formalizalé formuldk) a O és 1 konstansbol, tovadbba
nemnegativ egész szdmokon atfutd véltozokbol tigy épiilnek fel, hogy ézekbél

el6szor az aritmetikai mfiveletek jelének (+,5,| — |,-, ZZ,[ /.]). (ismételt) |

. alkalmazdsdval (elemi fiiggvényeket el6allits) kifejezéseket készitiink, majd
ilyen kifejezéseket az egyenléség jelével (=) osszekapesolunk, végtil az igy

keletkez ,elemi egyenletekre® (ismételten) alkalmazzuk a logikai itéletkalkulus
miiveleteinek jelét (=, A, V, —, <) és a kvantorok jelét (3,V).

2. Valahanyszor valamely ¢ (kétvaltozds) elemi fliggvény valamely nume-

“rikusan adott m, n helyen valamely k értéket vesz fel, az ezt a tényt forma-

lizdl6 formula bebizonyithaté az A axidmarendszerben, (Ez a formula gy
keletkezik a ¢ elemi fiiggvényt elallito kxfe]ezesbol hogy valtoz6i - helyébe
az m €s n nemnegativ egész szamokat formalizalé kifejezéseket helyettesitjiik,
majd az igy keletkez kifejezést.az egyenltség jelével osszekotjtik a & nem-
negativ egész szamot formalizalé kifejezéssel. It pl. a k szdmot formalizalé
kifejezésen k=0 esetében 0-t, killonben (...((1+1)+1)+.. )—H et értiink,
k szami 1-gyel)

3. Valahanyszor az A axiomarendszer valamely x szabact (azaz kvant01—‘ )
ral le nem kotott) valtozét tartalmazé F(x) formuldjahoz taldlhato olyan, vala-

‘mely. nemnegativ egész szdmot formalizdlo k kifejezés, hogy az F(k) formula,
- -amely F(x)-b6l x helyébe k helyette51tesével keletkezik, bebizonyithaté az" A
‘axiémarendszerben, akkor az az IxF(x) formula is bebizonyithaté az A axi6-

marendszerben, amely azt formahzal]a hogy van olyan x nemnegatlv egész
szam, amelyre F(x) 4ll.

4. Az A axibmarendszer ellentmondésta]an (azaz nincs olyan F formu-

laja, hogy F is, tagaddsa: F is, bebizonyithaté- az A axidémarendszerben).
~ Val6ban, fentebb abbol, hogy helyes modszerrel valé bizonyitdsrol van
520, ‘csak azt hasznaltuk fel, “hogy ha valamely ¢ elemi fiiggvény és n nem-

- negativ egész szdm esetén be lehet bizonyitani, hogy nincs olyan y nem—

negativ egész szam, hogy ¢(n, y)=0 (amit igy formalizdlunk : = 3yf(n, y)=0

ahol £(x,¥) a @(x,y) elemi figgvényt formalizdl6 kifejezés, n az n riem—.
negativ egész szdmot formalizal6 kifejezés és az f(n, y) kifejezés tigy jon 1étre
f(x, y)-b6l, hogy az x vdltoz6 helyébe az n kifejezést helyettesitjiik), akkor ez

3%
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. 1géz is, tehat akkor ap(n)Q—O' Ez fenndll akkor is, ha ilyen A axiomarendszer--

~ berf valé bizonyitisra szoritkozunk. Valéban, ha nem volna igaz, hogy nincs
olyan y nemnegativ egész szam, hogy ¢(n, ¥)=0, vagyis, ha volna olyan m
nemnegativ egész szam, hogy @(n, m)=0, akkor 2. miatt az ezt formalizalo
f(n, m) =0 formula, tehit 3. folytdn az Jyf(n, y)=0 formula is bebizonyit-
hatd volna az -A axiémarendszerben (az x véltozo szerepét most y vette at,
. -az F(!x) formulaét -ill. a k kifejezését pedig 3yf(n, ) ill. m). Ez azonban 4.

miatt ‘nem lehetséges ‘hiszen a -=3yf(n, y)=0 formula a feltevés szermt be-

bizonyithat6. A-ban.
' Mérmost a, fenti meggondolas azt adja, hogy a CHURCH-féle hipotézisbol

" kovetkezik olyan ¢ kétviltozés elemi fliggvény és olyan n nemnegativ egész
szam ‘|étezése, hogy egyrészt nincs olyan, y nemnegativ egész szidm, hogy -

o(n,y)=0, misrészt az ezt a tényt formalizalé —3yf(n, y)=0 formula sem-

- miféle, az 1—4: feltételeknek eleget tevd A axidmarendszerben nem bizonyit-

hat6 be.

A CHURCH-féle lnpotézlsnek ez a kdvetkezménye azonban megcéfolhato.

Valoban, konnyii olyan A, axidmarendszert megadni, amely teljesiti az 1—3.

feltételeket és amelynek axidmai részben a logikai fliggvénykalkulus axibmai- |

bol (lisd pl. HILBERT—BERNAYS [1], 105. oldal) logikai véltozék és figg-
vényvéltozok helyébe az axidmarendszer formuldinak helyettesitésével keletkez
formuldk, -részben verifikalhaté formulak (lasd ugyanott, 238. oldal), kovet-

keztetési szabdlyai pedig a logxkax fuggvénykalkulus kovetkeztetési szabdlyai .

. (lasd ugyanott 105—106. oldal.) Vegyiik hozzd A,-hoz 1j, az y szabad. val-
tozoit tartalmazé axiomaként a ~f(n, y) =0 formulat. A keletkezd A axiéma-
“rendszerben a -3yf(n, y) =0 formula, mint a logikai fiiggvénykalkulus axio-
- mdinak és kovetkeztetési szabalyainak felhaszndldsaval konnyen adédik, bebi-
zonyithat6. Az A axioématetidszer fyilvan szintén teljesiti az 1—3. feltételeket.
- Felhasznalva azt a tényt, hogy az 1j —f(n, $)=0 axiéma -a feltevés folytan
(ti. hogy barmely y nemnegativ egész: szdmra ¢(n, y)==0) verifikalhat6, az
v-arxtmetlka axiomarendszere ellentmonddstalansdganak GENTZEN-féle bizonyi-
tasabol (lasd GENTZEN [1], [2]) ad6dik, hogy az A axiémarendszer ellentmon-
dastalan, vagyis a 4. feltételt is teljesiti.

.A CHurcH-féle ‘hipotézis e cdfolata mér szabatosan definialt fogalmak- - |

‘kal dolgozik; mégsem értékelem tobbnek, mint plauzibilitasi meggondolésnak

Val6ban, ahhoz, hogy a vy filggvény értékét az olyan n helyeken is k1szamit—‘
suk e meggondolas felhasznélasaval, amelyhez nincs olyan ynemnegatw egész.
szdm, hogy ¢(n,y)=0, minden n-hez egy-egy az 1—4. feltételeknek eleget

. tevd olyan A axiémarendszert kell megkeresniink, amelyben a ~3yf(n, y)==0
- formula bebizonyithat6. llyen axiémarendszert megadni kénnyii a feptiek alap-
jan, de annak . megmutataséhoz, hogy valéban eleget tesz a. 4. feltételnek,
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vélamllyen hélyes madszerrel meg kell mutatnunk, hogy a —f(n, y);O for=
mula verifikdlhatd, vagyis, hogy nincs olyan y nemnegativ egész szam, hogy
o(n,y)=0; tehdt végeredményben igy sem kerulhet]uk ela tetszdleges ‘helyes .

* modszerrel vald bizonyitds fogalmat

9. Még egy lehetseges ellenvetést kell klvédenem Azt lehetne mondam{
hogy a CHURCH-féle hipotézis tigy értendd, hogy csak azokra az aritmetikai
fiiggvényekre allitja, hogy’ altaldnos rekurziv nggvenyek amelyeknek értéke
barmely adott helyen valamely egységes eljdrdssal véges szami lépésben ki-
szamithatd ; ezzel szemben a  fiiggvény értékeinek kiszdmitdsira adott eljards |
nem ‘egységes, hiszen méas-mas olyan n helyeken, amelyekhez nincs- olyan y
nemnegativ egész szdm, hogy ¢(n, y)==0, més-mis lesz .az a.  ,valamilyen
helyes modszer, amellyel ez bebizonyithato. Véleményem szerint azonban az

- segységes eljaras“ fogalma relativ. Az altalanos iskolai tanulé minden egyes

szdmtanpélda megoldasdra - szolgdlé eljardst masnak vel; és csak akkor jon
14, hogy egységes eljarasrél van szo, amikor megtanul els6fokii egyenleteket
felallitani és megoldani. De neincsak az egyes ember, hanem az emberiség
fejlédésében is észlelhettink hasonlét; pl. a csoportelmélet felfedezése Ota
szamos olyan eljardst egységesnek tekinttink, amelyek azelbtt killon-kiilon
algebrai, szamelméleti vagy geometriai eljirdsoknak szamitottak. fgy a kisza-

. mithaté fuggveny fogalmanak és vele egyiit a Crurch-féle hipotézisnek csak

akkor van objektiv értelme, ha nem keverjiik bele az ,egységes eljards®

- fogalmat

10. Meggondolasalm amelyek ugy vélem, tjabb érvet adnak a CHURCH-
tételnek: agnosztlmsta kivetkeztetések levondsra valo felhaszndldsa ellen, ter-
mészetesen nem érintik a CHURCH-tételnek magdnak, vagy az un. megoldha-
tatlan problémaseregekre vonatkozé tobbi tételnek érvényét, vagy - jelentS-
ségét. Csak azt mutatjdk, hogy ezeket a tételeket szabatosabban tgy kellene
kimondani, hogy a kérdéses problémaseregek altaldnos rekurziv eljdrdssal
(vagy normalis algorltmussal) nem oldhaték meg, ahelyétt, hogy roviden meg-

- . oldhatatlansagukrol beszéliink. Ilyen rogalmazasuk esetén nyilvanvalobbé vél-

nék.az s, hogy agnoszticista kbvetkeztetéseket nem lehet belblhk levonni. -
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~ SZABALYOS ALAKZATOK

, FEJES TOTH LASZLO
ElSadta az 1956. évi mdjus 31-én tarltott nyilvinos osztdlyiilésen

Epitkezéseinken, gépeinken €s civilizdcionk szamos mdas termékén Kiilon-
féle szabalyosan elhelyezett targyakat figyelhettink meg. A szoba padldjin a
parkettlapok, a haztetdn a cserepek, a kerékben a kiillsk mind szabalyosan
vannak elhelyezve. A természet is véltozatos szabilyos alakzatokat hoz létre
az &I és élettelen vilagban egyarant. Gondoljunk csak a kristalyok belsd
szerkezetére vagy ,a természet legbdjosabb gyermekeire®, ahogy H. WEYL

Symmetry cimii kbnyvében a virdgokat nevezi.

A szabdlyossag azt jelenti, hogy az egeész alakzatot alkot6 targyak koziil
egyik sincs egy maésikkal szemben kitiintetve, sem alakjat és nagysagat, sem
pedig a tobbihez viszonyitott helyzetét illetbleg. Ezt fejezi ki a kovetkezd
definicio: geometriai targyaknak egy diszkrét halmazat* szabdlyosnak nevez-
zitk, ha béarmelyik targy atviheté egy kongruencidval (vagyis egy tavolsagtarto
leképezéssel) barmelyik mésik targyba ugy, hogy az egész alakzat dnmagaba -
menjen at. ' o : R ‘

Az alakzatot snmagaba atvivé kongruencidk csoportot alkotnak: az alak-
zat szimmetriacsoportjat vagy mozgascsoportjat**. Az alakzat szerkezetét szim-

.metriacsoportja jellemzi; az alakzatot alkotd targyak minem{isége lényegtelen. |

A szabalyos alakzatok elméletének fofeladata az n-dimenzids -elliptikus, eukli-

deszi, illetleg ‘hiperbolikus. térben lehetséges Osszes ‘szimmetriacsoportok - |

meghatarozasa. Ezzel az altalanos (és pl. az euklideszi terekben eddig csupan

' "az n=3 esetben megoldott) kérdéssel egy egész problémakor filgg Ossze: milyen

regularis alakzatok léteznek ‘bizonyos megszorité feltételek mellett? Ez a
kérdéskomplexus feloleli a szabdlyos politépok, térfelbontisok és rdcsok

" elméletét. ,

Vesstink egy pillantdst az elmélet forténetére!

, * (Geometriai targyon itt ponthalmaz értendd. A ponthalmazok H halmazanak diszk-
rét volta azt jelenti, hogy H barmelyik P eleméhez meg lehet adni egy ¢ szamot ugy, hogy
P g-sugarii kornyezete (vagyis a P ponthaimaz pontjai koré ¢ sugarral irt korlapok pont-

jainak egyesitett halmaza) nem tartalmazza P-n kivill H mis elemét.

, #% A mozgascsoport elnevezés indokolt, amennyiben egy n-dimenzids térben barmely
kongruens leképezés ekvivalens az n -+ 1-dimenzids tér egy mozgisaval. ‘





