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A szakirodalomban nem volt ismert megbizhat6 numerikus eljaras kés-
leltetett differencidlegyenletek megoldasara. Egy megbizhaté algoritmus-
nak nem csak a szamitésaiban kell garantaltnak lennie, de a formulakat is
korrektiil kell hasznalnia. Jelen cikkben egy sok szempontbol is egyszeri
differencidlegyenleten keresztiil probaljuk illusztralni az eljaras részlete-
it. A moédszeriink alapja a kezdetiérték probléméakra sokszor alkalmazott
Taylor-soron alapul. FEzzel az eljarassal a fliggvény trajektoridjara egy
megbizhaté befoglalast kapunk. A befoglalds ismeretében egy konnyen
eldénthets feladatot bizonyitunk.

1. Bevezetés

Keésleltetett differencidlegyenletekre nem ismert matematikai bizonyitasok-
ban is hasznalhaté numerikus program. Az életben léteznek olyan problémak,
melyek modellje visszavezethets ilyen késleltetett egyenletekre. A késleltetés
természetes, ha arra gondolunk, hogy az informaécié terjedése idgbe telik, és
igy minden olyan dontés, valasz, vagy reakcio, mely ezen informacion alapszik,
késést indukal. Gondoljunk csak a bioldgidban a populacié elméletekre, orvos-
tudoméanyban a fertézések terjedésére, vagy a kozgazdasigtanban a részvények
arfolyaméanak valtozasara. Ezen témakorok tanulmanyozasa soréan felmeriilhet
benniink az a kérdés, hogy a vizsgalt paraméter altal okozott ingadozd viselkedés
allandosult, vagy csak a révid vizsgéalati id6 miatt latjuk annak.

Jelen cikkben egy korabban felvetett [12] egyszertinek t{ing probléméat fogunk
megvizsgalni. A feladatunk azt eldonteni, hogy egy, a differencidlegyenletek
jobb oldalan szerepld paraméter fiiggvényében hogyan viselkedik a differenciale-
gyenlet megoldésa, trajektoridja. Hasonlo jobboldald, de szimmetrikus esetekre
méar vannak eredmények [10], de ezzel kapcsolatban vannak még bizonyitando
feltételezések is.

E cikkben egy szamitégépes vizsgalatot fogunk bemutatni. A programrol
megmutatjuk, hogy az matematikailag korrekt szamitasokat végez, és igy egy
szamitogéppel segitett matematikai bizonyitast fogunk adni a feltett kérdésre.



Természetesen a teljes korrektséghez a formuldkat is a megfelel6 moédon kell
hasznalni. Az eredményekbdl latni fogjuk, hogy a moédszer miikodik, de az allitas
teljes értéki bizonyitasahoz a jelenlegi szamitasi kapacitasok nem elegenddek.

2. A vizsgalt késleltetett differencialegyenlet

Tekintsiik az alabbi késleltetett differencialegyenletet:
(1) = —az(t—1) (1 + 2(0))

ahol & € R* paraméter. A megfelels atalakitasokkal csak késleltetést tartalmazo
alakra hozhato. Ha z(t) > —1 (szamunkra csak ez az eset érdekes), akkor vegyiik
a z(t) = e¥® —1 helyettesitést. Ekkor 2/(t) = e¥y/(t) és z(t—1) = e¥(=D —1,
Igy az alabbi egyenletet kapjuk:

/Dy (1) = —a (ey(t_l) — 1) (1 +ev®) — 1) ,

melybdl egyszertisités utan:

Az indulofiiggvény legyen
o(s),
ahol s € [—1,0]. Vizsgalatainkat a ¢(s) = —11 induléfiiggvényre korlatozzuk.

Az a < 1.5 esetben ismert, hogy a trajektoria oszcilldlva konvergal a nullahoz
(lasd az 1(a) abrat). A mw/2-ben bifurkacio 1ép fel, és megjelennek a periodikus
palyak. Az a > 7/2 esetén azonban méar ezen periodikus pélydk valamelyikéhez
tart. Ezért a tovabbiakban csak az a € [1.5,7/2] eseteket vizsgaljuk. Az eddigi
numerikus eredmények alapjan az sejthetd, hogy itt is hasonloéan viselkedik mint
az a < 1.5 esetben.

A nullahoz konvergalés vizsgalata numerikus modszerekkel nehézkes, igy egy
egyszertsitett problémat tanulméanyozunk. A feladatunk az, hogy a késleltetett
differencislegyenlet megoldasairdl elddntsiik, hogy létezik-e olyan a € RT szam,
hogy az [a,a + 1] intervallumon a megoldas abszolut értéke kisebb, mint egy
adott konstans. Ez az érték a mi esetiinkben legyen 0.075. A probléma igy egy-
szertibbé valt, mivel a nulldhoz konvergélasbol kiévetkezik a fenti tulajdonsag.
Ez a kett6 nem ekvivalens allitas, mivel a forditott irdny altalaban nem igaz. A
trajektoria tarthat egy olyan periodikus megoldashoz, melynek szélsGértékei a
+0.075 koz6tt vannak, és nem nullak (lasd az 1(b). abrat az o = 2.0 esetre).

3. A differencialegyenlet mélyebb vizsgalata

Tobb modszer is ismert a differencidlegyenletek megoldasainak kozelitésére.
A hagyomanyos differencialegyenletekre kifejlesztett, matematikai bizonyitasok-
ban is hasznalhat6 [5] modszerek egy jo része a Taylor-soron alapul |[3, 11]. Igy



(a) Az a = 1.5 eset.

(VAAVARVARVARVARV:

1. abra. Kozelité abrak a trajektoriara.

mi is ezen az elven mikodd eljarast alkalmazunk a jelenlegi késleltetett differen-
cidlegyenletre.

Lagrange-féle maradéktaggal ellatott Taylor-polinom:

X (= 20)fy W (2
sy = 3 ERIVTE) )

ahol ( )
Tr— T N
Tn = 70y(n) (1‘ )7 (3)

valamely z* € [z, z]-re (zg < ).

Ha elhagyjuk az r, maradéktagot a képletbdl, akkor egy kozelitést kapunk
y(x)-re. A kapott formulat megvizsgalva lathato, hogy a magasabbrendd de-
rivaltak alkalmazasa esetén jobban kozelithets a fliggvény. A kovetkezs allitas
segitségével hatarozhatjuk meg a magasabbrendd derivaltakat.

3.1. allitas. Az (1)-es késleltetett differencidlegyenlet magasabbrendd derivdltjai
(k > 2) felirhatok a kovetkezd formuldval:

k—1
R 9 () LI L O

=1

Bizonyitas. A bizonyitast k szerinti teljes indukcioval végezziik.

Tekintsiik elGszor a k = 2 esetet:
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Tegyiik fel, hogy valamely k > 2-re igaz az allitas. Nézzik a k + 1 esetet.
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Mivel az els§ tag mar azonos, igy vizsgalatainkat folytassuk a méasodik taggal.
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=1
mellyel az allitast bizonyitottuk. [

Vegyiik észre, hogy az (1)-es egyenletben csak az y(t — 1) érték szerepel,
igy a t id6pillanatban az elsg derivalt kiszamithato a (t — 1) pontbeli fliggvény-
érték ismeretében. A magasabbrendi derivaltak kiszamitasahoz elegendd a t
és a (t — 1) iddpillanatban az alacsonyabbrendd derivaltak értéke. Tehat a
t id6pillanatban az 6sszes derivaltat ki tudjuk szamolni az alacsonyabbrendii
derivaltaktol haladva a magasabbrendtek felé.

Az alabbi tétel szerint a megoldés létezéséhez sziikséges, hogy a fiiggvény
folytonos legyen.

3.2. tétel. (A Cauchy-Peano-féle egzisztenciatétel alapjan)

Tekintsiik az y'(t) = f(y(t — 1)) (¢t < 0) késleltetett differencidlegyenletet,
a ¢(t) (t € [-1,0]) induldfigguénnyel. Folytonos jobboldali és folytonos indulo-
fligguénnyel adott explicit késleltetett differencidlegyenletnek létezik megolddsa.

Bizonyitas. Elegend6 a [0, 1] iddintervallumon vizsgalni a megoldast. Ha itt
létezik és folytonos, akkor a kovetkezs 1 hosszt szakaszra ugyanez a bizonyitési
eljaras alkalmazhato.

Osszuk fel az [z, xo] C [0, 1] intervallumot N € N egyenld részre az

(4 =Y o)

osztopontokkal. Legyen
Ty = fly(z —1));

To— T (g — )k

Tht1 :m—ka(y(x—i- N —1)) (/C:L...,N—].).

Osszekotve az

(x_’_(xo—Tx)kz,ka) és az (a:—i—w]z,(kmﬂkH) (k=0,....,N=2)

pontokat szakaszokkal, az ugynevezett Euler-féle torottvonalat kapjuk. Ezek
a torottvonalak korlatos, zart intervallumon értelmezett, egyenlé mértékben



egyenletesen folytonos korlatos fliggvénysorozatot alkotnak, igy kivalaszthatd
belsliik egyenletesen konvergens részsorozat. Belathato, hogy ennek hatarfiigg-
vénye folytonos, és megoldéasa a késleltetett differencialegyenlet problémanak. m

A tételben szerepld f fiiggvény folytonos, igy mindig létezik egy megoldas és
a Taylor-polinom kozelitésként alkalmazhato ra. Ezek utan azt vizsgaljuk meg,
hogy hol lehetnek szakadasi pontjai az (1)-es differencidlegyenletnek.

3.3. allitas. Az (1)-es differencidlegyenlet szakaddsi pontjaira az aldbbiak i-
gazak:

e q differencidlegyenletnek és magasabbrendi derivdltjainak csak az egészér-
tékid pontokban lehet szakaddsi pontja,

e az i. deriwdltnak az (i — 1)-nél nagyobb egész pontokban mdr nem lehet
szakaddsi pontja (i > 0).

Bizonyitas. Az allitas bizonyitashoz a 3.1-es allitasban szerepld képletet vala-
mint az (1)-es formulat kell megvizsgalni. Vegyiik észre, hogy a vizsgalt indu-
lofliggvény is és a derivaltjai is a [—1,0) intervallumon folytonosak. Legyen a
vizsgalt pont ¢ > 0. A folytonos fliggvények megadott kombinacidja folytonos
fiiggvény. A derivaltakra vonatkozo képletekben csak a t és (t — 1) pontok sze-
repelnek. Valamely alacsonyabbrendd derivaltnak ezen pontok valamelyikében
szakadasi pontjanak kell lennie ahhoz, hogy szakadési pontja legyen a tekintett
derivalt fiiggvénynek. Igy ha van szakadasi pont, akkor annak periodusa 1. A
tekintett indulofiiggvény elsd derivaltjanak csak a O-ban van szakadasi pontja,
igy az els¢ allitas igaz.

A miésodik allitas igazolasédhoz is elegendd a képletek alapjan a folytonossa-
got vizsgalni. A képleteket megvizsgalva lathato, hogy az i. derivaltnak akkor
lesz szakadasi pontja, haa 0...(i—1) derivaltak koziil legalabb az egyiknek van
szakad4si pontja a ¢ vagy a (¢t — 1) pontok valamelyikében. Az indulofiiggvény
folytonos, igy az els6 derivalt is folytonos lesz 0 utan, a masodik derivalt pedig
folytonos lesz 1 utan és igy tovabb. Tehat a masodik allitas is igaz. |

Mivel az els derivalt folytonos a pozitiv helyeken, igy korlatos is. Vegyiik
észre, hogy az els6 derivalt a ¢ = 0 idépillanatban is korlatos. E két tulajdon-
sagbol kivetkezik, hogy az elss derivalt korlatos a [—1,¢'] idSintervallumon, ahol
t' > —1. Ebb6l a tulajdonsagbol kovetkezik a Picard-Lindelof-féle egzisztencia-
és unicitastétel alapjan az egyértelmiiség is a differencidlegyenlet megoldésara,
de jelen cikkben ezt nem hasznaljuk ki.

4. Megbizhaté numerikus médszerek

A szamitogépeken torténs szdmabrazolasok elterjedt, hatékony forméja a
lebeg6pontos szamébréazolas. Ezzel minden esetben csak bizonyos pontossaggal
tudunk szamolni. El6fordulhat, hogy a szamitasok soran az eredményt nem
tudjuk pontosan abrazolni szamitogép segitségével. Egyik lehet6ség, hogy az



eredmény egy intervallumos befoglalasit adjuk meg. Ekkor valds szamok helyett
intervallumokat hasznalunk, melyekre definialni kell a miiveleteket. Példaként
definialjuk a négy alapmiiveletet.

4.1. definici6 (intervallumaritmetika).
AoB={aob|a€ Aésbe B},

A, B el (I az (i,7) parok halmaza , ahol 4, j € R, és i < j).

Ezt a kévetkezd konstruktiv modon lehet megvaldsitani:

[a,b] + [e,d] = [a+c¢b+d],

[a,0] = [e,d] = la—d;b—d,

[a,b] * [e,d] = [min(ac,ad, be, bd), max(ac, ad, be, bd)] ,
[@,0] /e, d] = la,b] % [1/d,1/c], ha 0 ¢ [¢,d].

Az intervallumok szamitogépes abrazolasa soran tjabb probléma all els, ha
az eredményintervallum hatarai nem abrazolhatok szamitogépen. Ezért kifele
kerekitjiik a hatarpontokat, azaz vessziik a legkozelebbi szamitogépen abrazol-
hat6 szamot. Ekkor az eredmény egy megbizhatd befoglalasat kapjuk, azaz az
intervallum tartalmazza a pontos eredményt.

Ilyen megbizhat6 miiveletek sorozataval megadhato a fiiggvényérték egy ga-
rantalt befoglalasa. Igy az az elvarasunk, hogy egy tobbvaltozos, intervallumos
fiiggvény eredményintervalluma minden tobbdimenzids intervallum esetén tar-
talmazza a valos fiiggvénynek az adott helyen szdmitott értékkészletét.

4.2. definicié. F (I" — 1) befoglals figgvénye f (R™ — R)-nek az X tobbdimen-
zids intervallumon, ha minden Y C X-re

f(Y)={2:2€R|z=f(y) é&sye Y} C F(Y)
teljestil.

Megjegyzendd, hogy a megbizhat6 miiveletek sorozataval kiértékelt 6sszetett
fliggvények eredményintervalluma sokszor bévebb lesz mint a valodi értékkész-
let, tugynevezett tulbecslést eredményezd intervallum lesz. A maésik probléma,
hogy nem minden fiiggvény értékelhetd ki véges szami aritmetikai miivelet el-
végzésével. Gondoljunk csak a /z-re, a sina-re, és a jelenlegi probléméankban
hasznalt e”-re. Ezen fliggvények kiértékelésére az egyik lehetség a jelen cikkben
is alkalmazott modszer lehet. Igy példaul az e®-re az alabbi modszert alkalmaz-
zék:

oo " 2 xk+1
. T 2,2
¢ ;nlegn!+[ Ao

ha x <1.

Az intervallumos miiveleteket tdmogatoé intervallumos konyvtéarak léteznek C
és C++ kornyezetben [7, 9], melyeket tobb esetben is hasznaltunk matematikai



bizonyitasokban [1, 2, 6]. A jelen problémét mind a C-XSC, mind a Profil/Bias
konyvtar hasznélataval megvaldsitottuk. Mindkét konyvtar az “Interval” tipus
végpontjait C-beli double tipussal abrazolja. A végpontok pontossaga befolya-
solja az intervallumaritmetika pontossagat. Esetiinkben ez az alap tipus nem
volt elegendSen pontos. De mindkét kényvtarban megtalédlhaté egy nagyobb
precizitast szolgald intervallum tipus. A C-XSC a végpontokat t6bb double ti-
pussal irja le [7], és ezek szama beallithato. Mig a Profil/Bias esetén a kivant
pontossagot meg lehet adni [§].

5. Az intervallumos befoglalas hasznalata

Az intervallumaritmetika segitségével megbizhato szamitasokat lehet végez-
ni, igy alkalmas bizonyos problémak matematikai erej bizonyitasara. Jelen
esetben a bizonyitashoz a Lagrange-féle maradéktaggal ellatott Taylor-polinom
intervallumos megvaldsitasa jol hasznalhaté. A matematikai bizonyitéshoz a for-
mulakat megbizhat6 alakban, intervallumos befoglalé fliggvényekkel kell hasz-
nalni. A modszeriink alapja, hogy az r,-re megprobalunk egy befoglalast adni.
Ennek segitségével mar be tudjuk foglalni a y(z) megoldast is.

5.1. allitds. Az x iddpontban (x > x0) a figguényérték befoglaldsdra, azaz
y(x) € Y(z), a Lagrange-féle maradéktaggal elldtott Taylor-polinom az aldbbi
formdban alkalmazhato:

n—1 k
T—x
Y(z)= E Y(k)(fﬂo)% + Ry,
k=0

ahol
(x — 2o)™
n! '

Ry =Y ™ ([z0,2])

Bizonyitas. Egy konkrét pontban a fliggvényérték befoglalasahoz az r,, érté-
ket kell befoglalni, mivel a (2)-es képlet els§ tagja egyszertien meghatérozhato.
Természetesen e tag kiértékelését is megbizhatéan kell elvégezni, hogy garan-
talt befoglalast kapjunk ra. A (3)-as formula szerint létezik olyan a* € [xq, ],
melyre 7, pontos. Ha az r,, befoglalasat a (3)-as formulaval hatérozzuk meg az
[0, 7] intervallumon, akkor az Y (x) befoglalas korrekt lesz, azaz y(z) € Y(z). m

Az 5.1. allitas alkalmazasahoz sziikség van az Y (™ ([z¢, z]) értékre. Bz egy
magasabbrendii derivalt, melyre lattuk, hogy meghatarozasahoz sziikség van
y(t — 1)-re, azaz sziikségiink van az Y ([zg — 1,z — 1]) befoglalasara. Az el6z6
modszer megfelel6 modositasokkal mitkodik az [z, z] intervallumon is.

5.2. allitas. Az [xg, x| iddintervallumon a figguényérték befoglaldsdra, azaz
y([zo,2]) C Y([zo,2]), a Lagrange-féle maradéktaggal elldtott Taylor-polinom
az alabbi formaban alkalmazhato:



Vifoa) = 3 Y © () 22 =)
ahol
(0, = zo])*

Ry =Y " ([, 2]) =

Bizonyitas. Tekintsiink egy tetszsleges ' € [xg,x] pontot. Ekkor azt kell
belatni, hogy az Y ([zo,x]) befoglalas tartalmazza az y(z') értéket. Az elSbbi-
ekben lattuk, hogy az Y (2') intervallumnak eleme az y(z’) érték. Vegyiik észre,
hogy az [z, 2'] intervallum részintervalluma az [xg, z]-nek, illetve (2’ —x¢) része
a [0, — o] intervallumnak. Ezen befoglalasokat felhasznalva lathato, hogy az
Y ([zo, x]) befoglalas tartalmazza az Y (z') értéket, mellyel az allitast igazoltuk. m

5.3. tétel. A fenti formuldkkal megbizhato befoglalds adhatd az (1)-es differen-
cidlegyenlet megolddsdra.

Bizonyitas. Egy teljes indukcidhoz hasonlé gondolatmenettel belathatod a té-
tel. A [—1,0] intervallum minden pontjaban ismert a 0, ...,n-edik derivaltak
egy-egy befoglalasa. Tegyiik fel, hogy minden —1 < ¢ < x-re tudjuk a fliggvény
és a derivaltak befoglalasat. Tekintsiink egy tetsz6leges x¢ € [z, z + 1] pontot.
Ekkor az els§ derivaltak befoglalasa kiszamithato az xo pontban és az [z, o]
intervallumon az (1)-es képlettel. Mivel a magasabbrendd derivaltak meghaté-
rozaséhoz elegendd az els derivalt ismerete az [z, zg] intervallumon, valamint a
magasabbrendd derivaltak az [z — 1,29 — 1]-en, igy a 3.1-es allitasban szerepld
formulaval szamithat6 a magasabbrendd derivaltak befoglalasa. A derivaltak
ismeretében az 5.1-es és az 5.2-es allitasok alkalmazasaval szamithato a fiigg-
vény egy befoglalasa az = pontban és az [z, o] intervallumon. Igy zo-ig ismert
a 0,...,n-edik derivaltak egy befoglalasa. [

A magasabbrendti derivaltak képlettel szamithatoak, és minden ¢t > —1 pont-
ban létezik megoldas. Igy a bizonyitason alapuld eljarassal egy adott indulofiigg-
vénybdl barmely ¢ > 0 pontban szamolhaté a megoldas egy befoglalasa.

Visszatérve a kezdeti problémahoz, azt kell megvizsgalnunk, hogy van-e
olyan 1 hosszti szakasza a megoldas befoglalasanak, amely teljes egészében a
[—0.075,0.075] intervallumba esik. Ez a kérdés megbizhatoan eldonthets a be-
foglal6 intervallumok végpontjainak vizsgalataval. Most nézziikk meg, hogy mi-
lyen esetben nincs értelme folytani a trajektoria kovetését. Ehhez el6bb a ko-
vetkezd allitast fogjuk igazolni.

5.4. allitas. A trajektoria befoglaldsdnak szélessége az xo pontban (xo > ) nem
kisebb mint az x-ben.

Bizonyitas. Mivel zy > z, igy az zy pont eléréséhez minimum egy lépés sziiksé-
ges az x pontbol. Igy elegendd, ha belatjuk, hogy minden lépésben a befoglalas



szélessége nem csokken. Vegylik észre, hogy ha egy intervallumhoz intervalluma-
ritmetika segitségével hozzaadunk egy masikat, akkor az eredeti intervallumnal
nem kapunk kisebb szélességtit. Ugyanakkora szélességiit abban az esetben ka-
punk, ha a hozzaadott intervallum szélessége 0. Most vizsgaljuk meg az 5.1-es
allitdsban szerepls képletet. Az Osszegzést kibontva pontosan n darab Gsszea-
das szerepel a képletben. A k = 0 esetben az Y (x)-et kapjuk, melyhez mar
csak tovabbi intervallumokat adunk hozza. Ezzel igazoltuk, hogy nem csokken
a befoglalas szélessége. ]

Mivel a megoldasnak abszolit értékben kisebbnek kell lennie 0.075-nél, igy
a megfelels sav szélessége 2 - 0.075. Az allitasbol kévetkezik, hogy ha az x
pontban a fiiggvényérték befoglalasanak szélessége legalabb 2 - 0.075, akkor az
xo > x pontokban nem lesz kisebb. Igy az z-nél nagyobb pontokban a feladatnak
megfelel§ szakaszt mar nem talalhatunk. Azaz a trajketoria tovabbi kévetése
nem vezethet sikerre.

6. Az ellenérzé eljaras

A fliggvény és derivalt értékek befoglalasat az x; id6pillanatban is és a t; =
[xi—1, ;] idGintervallumon is taroljuk. A trajektoria kévetését az x; — x;-1 = ¢
fix lépéskozzel valositjuk meg minden i-re, ahol ¢ egy konstans. A szamitogép
pontossagara tekintettel, ezt a ¢ konstanst a szdmitogépen abrazolhatd szamok
koziil valasztjuk ki. A befoglalasok szamitasahoz az x;-ben, valamint a t;-ben az
(z;—1) és a (t; — 1) id6beli értékekre van sziikség. Ezért érdemes a ¢ konstanst
gy megvélasztani, hogy ha az x;-ben van végpont, akkor az (x; + 1)-ben is
legyen. Igy a befoglalasokat nem kell @jra szamolni tobb befoglalasbol. A ¢
konstans minden esetben 27" alaki, ahol n € NT. A kezdeti 1 hosszti szakaszon
a fliggvény értékére és derivaltjaira konnyen adhatod befoglalas minden x; és t;
idékben.

Két listaban taroljuk az x; és a t; id6kben a fiiggvény és a derivalt értékek
befoglalasat. A két listat a késSbbiekben X-szel és T-vel jeloljik. Ezen fligg-
vényleirasbol mindkét listdban pontosan n darab lesz. A 7 lista Osszes eleme
pontosan 1 hosszi szakaszt tartalmaz, mely minden egyes pontjaban befoglalja
a fliggvényt. Ez elegendd a feltett kérdés megvalaszolasahoz.

Az eljaras a listakat boviteni fogja a kovetkezs x; és t; id6kben a fiiggvény
és a derivalt értékek befoglalasaval. Az 5.3. tételbdl kovetkezik, hogy a befog-
lalasok kiszamitasahoz elegendd a 7 lista els6 eleme, és az X lista els6 és utolsod
eleme. Az 0j befoglalasokat betessziik a listdk végére, és az els elemet toroljiik
a listdkbol. A 7 lista megint egy teljes, 1 hosszi id&intervallumon irja le a
fiiggvényt.

Ezekkel a megkotésekkel elértiik, hogy minden lépés el6tt az alabbi allitasok
igazak:

1. A T lista els6 eleme tartalmazza az N. lépésben az y® ([(N —2")/2", (N —
2"+ 1)/2"]) (i =0, ..., K) derivaltak befoglalasait.
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Algoritmus 1 A trajektoria kovetése.

Input: — K: a hasznalt legmagasabbrendd derivalt rendje,

— 1/2™: a lépés nagysaga,
—  k=0.075: a feladat kit(izésében szereplé konstans,
- ¢(s) = —11: az indulofiiggvény.

Output: — Az [a,a + 1] intervallum, melyen

-

10

a fliggvényérték abszolut értéke kisebb mint k, vagy
— nem talalt megfelel§ intervallumot.

. lepés: A listakat toltsiik fel a [—1,0] szakaszon levs befogalasokkal, és le-

gyen N = 0.

. 1épés: Vegyiik ki a listak els6 elemét, és az X lista utolso elemét.
. lépés: Szamitsuk ki a (4)-es képlet hasznalataval az [N/2", (N + 1)/n] in-

tervallumon az Y (i = 1... K) derivaltakat.

. lépés: Hatarozzuk meg a (4)-es képlet felhasznalasaval az (N + 1) pontban

az Y (i = 1...K) derivaltakat.

. lépés: Szamitsuk ki az 5.1-es 4llitas segitségével az [N/n, (N + 1)/n] inter-

vallumon az Y értékeket.

. lépés: Hatéarozzuk meg az 5.2-es allitas segitségével az (N + 1)/n pontban

az Y értéket.

. 1épés: Frissitsiik a két listat.

lépés: N 1j értéke legyen N + 1.

. lépés: Ellendrizziik az 6j Y ([(N —1)/2™, N/n]) befoglalast. Ha megfelel az

|x| < k feltételnek és elértiik az 1 hosszu szakaszt, akkor az [N/n—1, N/n]
intervallum a megoldas, és STOP.

. lépés: Ha az Y ((N +1)/n) pontban a befoglalas nagyobb mint 2 - k, akkor

nem talalt megfelel§ intervallumot és STOP.

. 1épés: Folytassuk az 1. 1épéssel.

2. Az X lista elsé eleme tartalmazza az N. lépésben az y()((N — 2" +
1)/2™) (1 =0, ..., K) derivaltak befoglalasait.

3. Az X lista utolsé eleme tartalmazza az N. lépésben az y(N/2") (i =
0,..., K) derivaltak befoglalasait.

A T és az X lista kovetkez6 elemeinek a meghatarozéasahoz éppen ezekre az

értékekre van sziikségiink. Ellendrzéskor elegends az uj Y ([(N — 2™)/2", (N —

277,

+ 1)/2"]) befoglalast megnézni, és ha arra igaz az allitas, akkor egy szam-

1416t noévelni, egyébként nullazni. Ha a szamlalo elérte az 1 hossza szakaszhoz
sziikséges értéket, akkor megtalaltuk a szakaszt, amely igazolja a feltételezést.

Az

5.4 allitasbol ismert, hogy a befoglalas szélessége a lépések soran nem csok-

ken. Tudjuk, hogy ha az Y (N/2™) befoglalas szélessége nagyobb mint, 2-0.075,
akkor mér nem fog beleférni a kivant sdvba. Ekkor az algoritmus sikertelen
kereséssel all meg.
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Az algoritmus az 5.3-as tétel bizonyitasa alapjan késziilt, és minden szami-
tasa garantalt. Az eljaras sikeres futasa esetén matematikai bizonyossaggal al-
lithatjuk, hogy létezik egy 1 hosszu szakasz a feladat megoldasaként. Egyébként
nem allithatjuk azt, hogy nem létezik ilyen szakasz, azaz a jelenleg hasznalt
szamitasi paraméterekkel a befoglalasok névekedése miatt nem volt sikeres a
kisérlet. Ebben az esetben nem zérhatd ki a feladatra egy ilyen szakasz léte-
zése. Elméletileg el6fordulhatna, hogy az intervallum szélessége soha nem lesz
a korlatnal nagyobb, és nem talal 1 hosszu szakaszt sem. Ekkor az eljaras egy
végtelen ciklusba keriilhetne, de ez a szamitogép véges pontossagat tekintve nem
fordulhat elG.

7. Eredmények

Els6 1épésben az a = 1.5 esetet vizsgaltuk, melyre ismert, hogy a megol-
das nulldhoz tart. Ekkor taldlnunk kell egy megfelel§ 1 hossza szakaszt. A
25. derivaltig szamoltuk a befoglalasokat, és a lépésnagysagot 273 = 1/8-nak
valasztottuk. A dupla pontossagn adattipussal abrazolt végpontu intervallum
tipus nem volt elegendd. Ehhez az altalunk vizsgalt legegyszeriibb feladathoz
is mar sziikség volt a nagyobb pontossagot hasznald intervallumaritmetikara.
Az els6 megfelel§ szakasz az [56,57] volt, amelyre |Y([56,57])] < 0.075. En-
nek megtalalasahoz 25 masodperc CPU idére volt sziikség egy egyszerd asztali
szamitogépen (Pentium IV, 2.2 GHz-es processzor).

A 2. abran a trajektoria befoglalasat lathatjuk az id6 fiiggvényében. Mivel
a lépés nagysaga 273, igy egy 1 hosszt szakasz felett pontosan 8 darab befog-
lalas talalhato. A szomszédos befoglald téglalapok fiiggsleges oldalai pontosan
egy egyenesre illeszkednek, és ezek az oldalak nem csatlakoznak a végpontja-
ikban, hanem atfedik egymést. Ez az atfedés tartalmazza az adott idében a
fiiggvényértek befoglalasat. A 2(c). abran ugyanaz a trajektoria lathato. A tég-
lalapok ebben az esetben az y fiiggvényérték és az y' els6 derivalt befoglalasat
abrézoljak.

Az 1. tablazatban lathato, hogy azonos derivaltak hasznéilata mellett, ha a
lépésnagysiag felére csokken, akkor a sziikséges id6 kb. kétszeresére ns. Ennek
a magyarazata egyszerd, mert pontosan kétszerannyi lépést kell végrehajtani,
mint a kétszeres lépésnagysag esetén. A masik észrevehets tulajdonsag, hogy az
alkalmazott derivaltak maximaélis szamanak csokkentésével csokken a sziikséges
CPU idé is. Ennek magyarazata a magasabbrendd deriviltak szamitasdhoz
hasznalt egyre Gsszetettebb képlet. De lathaté az is, hogy mindkettd tilzott
csOkkentésével a bizonyitas nem sikertil.

Megvizsgaltuk, hogy milyen pontossag érhets el a szamitasok sordn hasznélt
intervallumok végpontjainak pontossagaval, melyek a 2. tabldzatban lathatok.
Az o = 1.5 esetben kiilonboz6 paraméterekkel kovettiik a trajektoriat a [0, 50]
id6intervallumon. Megnéztiik, hogy ez mennyi CPU id6t igényelt, és mennyire
pontos a fiiggvényérték befoglaldsa a ¢ = 50 idépillanatban. Lathato, hogy a
kivant szamitasi pontossag névelésével nétt a sziikséges CPU id§. Azonban az

12



(c) A teljes trajektoria az y és y’ térben.

2. dbra. A trajektoria kozelitése az o = 1.5 esetben és annak garantélt befogla-
lasa.

13



A derivaltak Lépéshossz
szama 271 272 273 274 275 2-6 92-7 9-8 9279
5 X X X X X X X X X
10 X X X X X X 105 213 431
15 X X X X 45 93 187 3713 771
20 X X X 35 73 150 291 585 1157
25 X X 25 53 107 212 424 851 1695
30 X X 36 72 146 292 584 1169 2314
35 X 23 48 96 191 383 765 1530 3055
40 X 30 61 123 245 491 980 1956 3903
45 X 38 77 153 306 611 1220 2437 4862

1. tablazat. Sziikséges CPU id6 (mésodpercben) az o = 1.5 eset vizsgalatakor.
A tablazat sorai az Osszes hasznalt derivalt maximalis rendjét, mig az oszlopok
a lépés nagysagat jelentik. Az X-szel jelolt esetekben a bizonyitas nem sikertilt.

elérhetd pontossagot nem tudjuk kihasznélni, ha nem hasznalunk magasabbren-
dii derivaltakat. A szamitasi pontossdgot nem valtoztatva, csak magasabbren-
di derivalt hasznalataval nem tudunk nagyobb pontossagot elérni. Igy minden
szamitasi pontossaghoz tartozik egy optimalis derivéiltrend, és minden hasznélni
kivant derivalthoz létezik egy optimélis szamitasi pontossag. Azaz a szamitasi
pontossagot névelve magasabbrendd derivaltakat is hasznélhatunk, de ekkor a
CPU idé6 is n6. Mig az 1. tablazatban lathattuk, hogy minden 1épéshosszhoz
hasznalni kell egy minimalis nagysagt rendet. Mas szoval a magasabbrendd de-
rivaltak hasznalataval cs6kkenthetjiik a lépéshossz nagysagat, mellyel a CPU id§
is csokken. Osszegezve lathatjuk, hogy a sziikséges CPU id6 a lépés nagysagtol
és a szamitasi pontossagtol fiigg, melyek forditott aranyban allnak egymaéssal.

Az eddigi eredményekbdl lathatjuk, hogy a hasznalt lépésnagysig, a sza-
mitasi pontossidg és a maximalis derivaltrend erdsen befolyasolja a bizonyitéas
sikerességét és annak idejét. Ezen paraméterek optimalis bedllitasa egy tjabb
probléma. Nézziik meg, hogyan alakul a trajektoria befoglaldsanak szélessé-
ge. A 3. téiblazat az adott idGpillanatra a befoglald intervallum szélességét
tartalmazza. Lathatjuk, hogy egy egységnyi id6 alatt a befoglalas szélessége
koriilbeliil a kétszeresére né. Ez az ardny mas « értékekre is csak kicsit romlik.
Kozelit szamitasokbol tudjuk, hogy a feltett kérdésre melyik lehet a megfelelé
1 hosszii szakasz. Ebb6l a két tulajdonsdgbol méar meghatarozhatd, hogy hol
milyen széles lehet a befoglald intervallum egy sikeres bizonyitas esetén.

Az eddigi ismereteink alapjan Osszeallitottunk egy optimalizalo eljarast [4]
a paraméterek helyes beéllitasara. Az eljaras egy korlatos, harom paraméteres
egészértékii optimalizalasi problémat old meg. A harom paraméter a lépésnagy-
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A derivaltak Az intervallumok k dupla pontos szamitassal

szAma k=1 | k=2 k=4 k=8

15 6 sec 9 sec 12 sec 21 sec
2.78 10° 2.01 107! 2.01 1071 2.01 107!

20 11 sec 15 sec 19 sec 32 sec
2.58 10° 7.70 107° 7.70 107° 7.70 107°

95 17 sec 23 sec 28 sec 46 sec
2.58 109 2.86 107° 2.86 1077 2.86 107°

30 24 sec 32 sec 40 sec 63 sec
2.58 10° 7.24 10~ 7.24 10714 7.24 10~

35 32 sec 43 sec 54 sec 84 sec
2.58 109 2.60 1015 2.06 1019 2.06 1019
40 42 sec 55 sec 70 sec 108 sec
2.58 10° 2.60 10~1° 7.89 10723 7.89 10723

75 145 sec 182 sec 249 sec 390 sec
2.58 109 2.60 10710 1.79 10747 3.01 107°4

80 164 sec 206 sec 282 sec 446 sec
2.58 109 2.60 10~15 1.79 10~47 2.11 10758

2. tablazat. Sziikséges CPU id6 (méasodpercben) és a t = 50 iddpillanatban
a fiiggvényérték befoglalasanak szélessége az a = 1.5 eset vizsgéalatakor. A
tablazat sorai az Osszes hasznalt derivalt maximalis rendjét, mig az oszlopok
a szamitasok soran hasznalt intervallumok végpontjainak pontossigét jelentik

(C-XSC-ben).

sdg, a miiveletek pontossidga és a maximalis derivaltrend. Ezen paraméterek
mellett kovetjiik a trajektoriat egy adott konstans ideig. Az ehhez sziikséges
CPU idét fogjuk minimalizalni. A korlatozo feltétel pedig legyen az, hogy eb-
ben az id6pillanatban a befoglalds maximalis szélessége ne legyen nagyobb, mint
egy adott konstans.

Ez az eljards az a = 1.5-re a 20 idépillanatban a 1072%-0s korlatozo felté-
tellel a végss befoglalas szélességére, a 10.6 méasodperces optimumot adta. Az
optimalis megoldas:

e Derivaltak szama: 28,

o Lépésnagysag: 273,

e Szamitéas: 2 dupla pontos szdmmal.

Ez az eredmény kozel azonos a korabban tapasztaltakkal. A magasabbrendd

derivaltakra vonatkozo kovetelményt a korlat tul kicsire allitdsaval lehet magya-
razni. A 10720-0s korlatnal nagyobb is elegendd a bizonyitashoz. Az optimum
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t szélesség | t szélesség | t szélesség | t szélesség
1 9121073 [ 11 19710723 |21 86610720 | 31 1.8810°1°
2 2261073 | 12 9.331072% | 22 2.06 10719 | 32 4.60 10~
3 27110730 | 13 23010722 | 23 4.5910719 | 33 1.0210714
4 33710730 | 14 62910722 | 24 843107 | 34 232107 ™
5 3.891073° | 15 1.351072' | 25 1.64107'% | 35 5.31107'4
6 4.241073° | 16 2.301072' | 26 6.93107'% | 36 1.05 10713
7 4901073% | 17 4.581072' | 27 1.16 10717 | 37 2.05 10713
8 7.331073° | 18 1.131072° | 28 3.46 107'7 | 38 4.49 10713
9 28510728 |19 24910720 |29 2221076 |39 9.9510° "
10 22410725 | 20 4.42107%° | 30 6.38107'6 | 40 1.98 1072

3. tablazat. A befoglalas szélességének alakulésa a ¢ idGpillanatban az o = 1.5
esetben.

értékbdl a sziikséges teljes id6re a 10.6- g—é = 28 méasodperces becslést kaphatjuk,

mely Ggyszintén igazodik az eddigi eredményeinkhez.

A kovetkezs lépésként egy a intervallumon probéltuk bizonyitani a feladat
allitasat. Mivel a kezdeti intervallumok szélessége erésen befolyéasolja a késGbbi
befoglalasok pontossagat, igy széles intervallumokkal nem dolgozhatunk « eseté-
ben. Az a = [1.5, 1.5+ 10_22] a legszélesebb olyan intervallum, melyre sikeriilt
bizonyitani a feladat allitasat. A futasi paraméterek és a sziikséges CPU id§
hasonlé volt, mint az el6z6 esetben.

A harmadik kisérletben egy nagyobb a-t valasztottunk,
a=1.546875=1+1/2+1/32 +1/64,

amely pontosan abrazolhaté szamitogépen. Ehhez magasabbrendid derivaltakat
is kellett hasznalni. Lépésnagysagként 2=% = 1/16-ot hasznaltunk. Ekkor a
[115.938,116.938] intervallum volt az els§ olyan 1 hosszi szakasz, mely telje-
sitette a feltételt. A feladat bonyolultsagat jelzi, hogy ehhez mar tobb oranyi
CPU idére volt sziikség.

A tovabbiakban tébb « értékkel is futtattuk a programot. Minél nagyobb
volt az « értéke, azaz minél jobban kozelitettiink a 7/2-hoz, annal nagyobb pon-
tossagra volt sziikségiink. Ennek kovetkeztében a sziikséges derivaltak szama,
valamint a szamitashoz hasznalt CPU id6 is jelentGsen megnétt. Az ellendriz-
het6 a intervallumok szélessége pedig erdsen csokkent.

A programot tobb beallitassal is lefuttattuk, egy a m/2-nél kicsit kisebb,
szamitogépen pontosan dbrézolhato, a értékkel is. Ezen probalkozasainkbol azt
a kovetkeztetést vontuk le, hogy a szamitasokhoz sziikséges pontossag legalabb
107°90 ¢és a sziikséges CPU id6 t&bb mint 100 nap. Elméletileg a 7/2-re is
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lehetne igazolni az allitast. A 7/2 kornyezetében megjelend periodikus palyak
szélsGértékei kicsik. Az ezekhez tarté megoldasok esetében is létezhet egy meg-
felel6 1 hosszi szakasz. Ebben az esetben a /2 értéket befoglald intervallummal
szamolva igazolhaté a kérdés.

Osszefoglalva, a feladat bizonyitasa a teljes a = [1.5,7/2] intervallumra az
oriasi CPU id& miatt ezzel a modszerrel lehetetlen, bar a program az inter-
vallum barmely pontjara, illetve annak sztik intervalluméra képes matematikai
bizonyitast adni.

8. Osszefoglalas

Egy késleltetett differencidlegyenlet viselkedésére adtunk egy megbizhato
modszert. E modszer alapja a szokasos differencidlegyenleteknél hasznalt Tay-
lor-sor egy megbizhat6 forméja.

A bizonyitas sikere minden esetben azon mult, hogy mennyire pontosan
szamoltunk. Ennek két Gsszetevije volt, a Taylor-polinom fokszama, illetve

sls s

Sikertelen volt a teljes allitas bizonyitésa egy futason beliil.

A tapasztalatok alapjan, ha « tart a m/2-hoz, akkor a probléma egyre nehe-
zebb, de a trajektoridk viselkedése hasonld. Ha nincs az [1.5,7/2] intervallumon
beliil szokatlanul viselked6 rész, akkor az intervallum barmely pontjara, illetve
annak sziik intervallumara képesek vagyunk matematikai bizonyitast adni.

A megoldas hosszu idén at tarto vizsgalata problémaés, de rovid idére megbiz-
hato befoglalast kapunk. A jelen modszer alkalmazhato lehet egyéb késleltetett
differencidlegyenletek vizsgalatakor is.

9. Koszonetnyilvanitas

A szerz6 koszoni az Osztrak-Magyar (6u56011), valamint a Spanyol-Magyar
(E-25/04 sz.) egylittmiikodeési palyazatok és az Orszagos Tudomanyos Kutatasi
Alapprogramok altal finanszirozott (T 037491, T 048377) palyazatok tdmoga-
tasat.
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