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To6bb kozlemény is foglalkozik valdésnak nem mondhat6 dinamikai rendszerek ka-
otikussagaval. Ezen a teriileten valds rendszerek kaotikussagdnak matematikai bizo-
nyitoereji targyalasa nagyon ritka, azonban szémos rendszerrdl sejthets a kaotikus
viselkedés. Jelen dolgozatban is egy ilyen sejtés szamitogéppel segitett matematikai
bizonyitasat fogjuk megadni. J. Hubbard egy egyszertinek ting kényszererds féke-
zett ingarol allitja, hogy kaotikus |9, 10|, de matematikai bizonyitast nem ad annak
létezésére. Ezen dinamikai rendszer érdekessége, hogy a kaotikus viselkedést kézna-
pi szavakkal, matematikai fogalmak nélkiil is meg lehet fogalmazni. Jelen esetben
ez azt jelenti, hogy az alsdé ponton vald athaladés jellegével is le lehet irni ezt a
viselkedést, mely igy egy szabad szemmel is tapasztalhato jelenség.

Az els6 részben egy, a kaotikussidgot kimutatni képes eljarast definialunk. A tech-
nika egy Smale-patkdé megmutatasan alapul, melynek léte egyszerd halmazelméleti
tartalmazasi tulajdonsagokkal igazolhato. Igy ez az eljaras — az intervallumos szé-
mitogépes szamitasokkal 6tvozve — képes matematikai bizonyité erével kimutatni a
kaotikus régiok létezését. A fejezet végén bemutatunk néhany gyakrabban hasznalt
fébb patkokat és a hozzajuk tartozé halmazelméleti tulajdonsagokat.

A fejezetben szerepld technikédk ismertetése soran kozolt tételeket matematika-
ilag nem bizonyitjuk. Az 1.7. Tétel bizonyitasat is csak a dolgozat megértéséhez
sziikséges mélységben mutatjuk be.

Majd a vizsgalt inga bemutatasa utdn megmutatjuk a vizsgélt kényszererdss féke-
zett inga periodikus megoldésait és megadjuk ezen megoldasok kezddértékeinek egy
matematikailag is megbizhaté befoglalasat. Majd a karakterisztikus multiplikator
modszerrel meghatarozzuk ezen megoldéasok stabilitasat/instabilitését.

A 2.5-6s fejezetben bemutatjuk egy a kaotikus viselkedéshez sziikséges, de nem
elégséges allitas szamitogépes bizonyitasat. Az ehhez tartozé numerikus eredmé-
nyek és az allitas megtalalhato a SCAN konferencia kiilonkiadvanyaban [6]. Majd
a kovetkezs részben Hubbard otletét kovetve egy teljes bizonyitast adunk [2| az
ismertett inga kaotikus tulajdonsagéara, melyrél egy Osszefoglalé dolgozatot is elké-
szitettiink [3].

A 4.1-es fejezetben a hagyoményos ingdn bemutatnuk egy az inga allapotaitol
fiiggetlen stabilizalasi eljarast. Ezen az eljarason alapulva megprobalkozunk az alta-
lunk tekintett kényszererds inga instabil megoldésat stabilizdlni. Majd a korabban



megismert szamitogépes eljarassal bebizonyitjuk a multilikdtorok segitségével, hogy
ez az eljaras valoban stabilizélja az inga instabil megoldasat.

1. Kaotikus viselkedés és bizonyitasa

1.1. A kaosz definicigja

Egy rendszer kaotikussagahoz a legismertebb definicié szerint harom tulajdon-
sagnak kell teljesiilnie a rendszerre |7, 16]. Vegyiik sorra ezeket, melyekben 7 tet-
sz6leges halmaz lehet.

1.1. Definicié. Az f : J — J leképezés érzékenyen fligg a kezdeti adatoktol, ha
36 > 0,Vz € J és azx VN, kornyezetére Iy € N, ésIn >0, hogy | f™(x) — [ (y)| >
J.

Az el6z6 definicié azt jelenti, hogy béarmely két kezdsallapotbol indulva — le-
gyenek barmilyen kozel is egymashoz — idével pozitiv mértékben eltavolodhatnak
egymastol a megoldasok. Egy id6tsl fiiggetlen determinisztikus rendszerben azon-
ban azonos kezd&allapotbol inditott megoldasok mindig azonosak maradnak.

1.2. Definici6. Az f : J — J leképezés topologikusan keverd (topologically mizing),
ha YU,V C J nyilt halmazra 3N > 0, hogy ¥Yn > N-re f"(U) NV # (.

A [topologikusan keverd” tulajdonsag azt jelenti, hogy az Gsszes nyitott halmaz
egy id6 miulva atfedi barmely mésik, adott régiot. Azaz egy id6 milva a két régio
Osszekeveredik egymassal. Ebbdl a keveredési tulajdonsagbol szarmazik a keverd
elnevezés.

1.3. Definicié. Az A halmaz sird X -ben, ha A O X, ahol A az A lezdrtja, azaz
A= AU{A torlodasi pontjai}.

Formalisan ez azt jelenti, hogy ha A stird X-ben, akkor minden X-beli pont
minden kérnyezete tartalmaz legalabb egy pontot A-bol. Példaul a racionélis szémok
strtk a [0, 1] intervallumban.

1.4. Definicié. Az f 1 J — J leképezés x € J pontjdat periodikusnak mondjuk, ha
In >0, hogy f"(z) = x.

Ez azt jelenti, hogy ha egy pontra egymaés utan alkalmazzuk a f leképezést, akkor
a pontok sorozata periodikusan ismétlgdik. A legkisebb olyan pozitiv n szamot,
melyre teljesiil a definiciéban szereplé feltétel, szokas még x minimaélis periodusanak
is nevezni. Az x pontot n-periodikus pontnak, valamint az n = 1 esetben fixpontnak
is hivjak.

Ezen definiciok utan nézziik, hogy mikor mondjuk, hogy egy rendszer kaotikus.



1.5. Definicié. Az f : J — J leképezés kaotikus, ha

1. f érzékenyen fiigg a kezdeti adatoktdl,
2. f topologikusan keverd, és

3. f periodikus pontjainak halmaza sird J-ben.

Ezek alapjan azt mondhatjuk, hogy egy rendszer nem attol kaotikus, hogy nem
lehet meghatarozni a trajektoridkat, hanem attol, hogy a rendszerben egy kis szami-
tasi hiba idével nagyra is nShet és lényegesen eltéré viselkedéseket eredményezhet.

Tekintsiink par példat kaotikus rendszerekre.

e Folytonos idejl rendszerek:

— ketts inga,

— Lorenz-modell,

— dinamikai biliard,
— magneses inga,

— csigan lengd test;
e Diszkrét ideji rendszerek:

— pék-leképezés,
— Hénon-leképezés,

— Ikeda-leképezés.

1.2. Egy praktikus feltétel a kdosz l1étezésére
Egy rendszer kaotikussagat tobbféle modon is jellemezhetjiik:

e az attraktor fraktal dimenzidjaval,
e a Lyapunov exponenssel,
e a bifurkiciés diagrammal, vagy

e a Poincaré-leképezéssel.

A fraktaldimenziot agy hatarozhatjuk meg, hogy a fraktalt lefedjiik kiilénbo-
z6 méretld négyzetekkel, és megszamoljuk, hogy adott s élhosszisdgi négyzetbdl
hany darab sziikséges a lefedéséhez. Amennyiben a lefedéshez sziikséges négyze-
tek N(s) szama s~ P-vel aranyosan né az élhossziisag csokkenésével, a D szdmot a
fraktal dimenziojanak nevezziik, melynek nagysiga utal a kdosz nagysagara. Mig a
Lyapunov-exponens a kezdeti pontatlansag exponencialis novekedésének sebességét
szamszerUsiti, és ezzel a kaosz létezésére adhat bizonyitékot. A bifurkacids diag-
ramm esetében a periodikus pontok szaménak noévekedésének alakulasat lathatjuk



1. abra. A Poincaré-leképezés illusztralésa.

egy paraméter fiiggvényében, és ez nyujthat bizonyossigot a kdoszra. De ezekkel
jelen dolgozatban nem foglalkozunk.

A felsoroltak koziil mi most csak a Poincaré-leképezést fogjuk alkalmazni a bizo-
nyitashoz. Megmutathato, hogy a Poincaré-leképezések pontosan akkor kaotikusak,
ha az eredeti folytonos rendszer is az volt [15]. Emiatt elegendd diszkrét dinamikai
rendszerekkel foglalkozni, ha a kaotikus viselkedés altalanos tulajdonsagait, torvény-
szertiségeit keressiik.

1.6. Definicidé. Tekintsiink egy n dimenzids determinisztikus dinamikus rendszert,
tovabba egy S-el jelolt (n—1)-dimenzids hipersikot. Az S-bol inditott trajektoria elsd
metszéspontja az S hipersikkal a Poincaré-, vagy stroboszkopikus-leképezés.

A Poincaré-leképezésre egy lehetséges példa: egy egyszeri, légellendllas mentes
inga sebességét feljegyezziik akkor, amikor a fiiggSleges helyzeten athalad. Mivel
az egyszeri inga nem kaotikus rendszer, ezért mindig ugyanazt a sebességet fogjuk
feljegyezni.

Jelen dolgozatban csak kétvaltozos rendszerekkel foglalkozunk. Az idét is figye-
lembe véve méar egy haromdimenziés rendszert kapunk. Ebben az esetben az idére
vonatkozo hipersik mindig valamely adott id6pillanat altal meghatérozott kétdimen-
zi6s sikot fogja jelenteni (lasd az 1. abréat).

Az 1.5. Definici6ban szerepld harom feltétel csak speciélis esetekben bizonyithato
egy rendszerre. Nézziink egy tobb esetben is alkalmazhato feltételt a kaotikus régio
létezésére, melyhez a Poincaré-leképezést hasznéljuk.

Kezdetben ezen tételhez hasonlé allitasok bizonyitasdhoz a Brouwer-fokszamot
és/vagy a Conley-indexet hasznalték fel [8, 13|. Néhany speciélis rendszer kaotikus-
sdganak szamitogépes bizonyitasa [17, 18] mar sugallta a Brouwer-féle fixponttétel
hasznalatat az 1.7. Tétel bizonyitasara. Az elsd ilyen fixponttételt hasznéld bizonyi-
tast Papini és Zanolin adta egy kétdimenzios esetben [12]. A tétel egzakt bizonyita-
saban a fixponttétel altalanosabb véltozatat a Lagrange-féle kozépértéktételt, vagy
ennek a magasabb dimenziés valtozatat a Miranda tételt hasznéljuk.

Az 1.7. Tételre és az ahhoz sziikséges 1.8. Lemméra itt nem adunk egzakt ma-
tematikai bizonyitast, csak ramutatunk a bizonyitas lényeges pontjaira.
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2. abra. Az L, R halmaz és képeinek sziikséges viszonya.

1.7. Tétel. Legyen X = R? a Poincaré-metszet, melyen vegyiik az aldbbi kétdimen-
2108 tartomdnyokat:

E={zeX |1< |z <2,|xs| >2},

Op={reX |a1<-2}, Oc={zeX||n|<1}, Op={zeX |z >2},
L={zeX|-2<z <11 <2}, R={zeX |1<a <2 | <2},
a=LN0OL, b=LN0Os, c=RNO¢c, d= RN Op.

Vegyiink egy folytonos p : LU R — X Poincaré-leképezést, amelyre igaz, hogy

p(a) Up(d) C Or, ¢(b)Ue(c) C Oy,
s p(LUR)C X\ E
(ldsd a 2. dbrdt). Ekkor ¢ rendelkezik kaotikus régicval L U R-en.

A tétel bizonyitasahoz sziikségiink van az 1.8. Lemmaéra.

1.8. Lemma. Az 1.7. Tételben megadott esetben, adott L-R mindkét irdnyban vég-
telen sorozathoz ({Q+, }cz ha v € {0,1}, és Qo = L, Q1 = R) létezik olyan
pontsorozat ({xp}c, C X), hogy w1 = @(ak) €s x € Q, minden k € Z-re.

Bizonyitas. (Az 1.8. Lemma bizonyitdsa.)

(L) és p(R) atfedi mind L-et, mind R-et. Vegyiik a ¢ '(¢(L) N L)-et. Ez egy
olyan régi6 L-ben, melynek képe atfedi L-et. Az L a és b oldala lefedi a tekintett
régio képének széleit. Mivel az a és b oldalak képei az L és R régiok ellentétes
oldalain vannak, igy a (p(L) N L) kép képe ugyszintén atfedi L-et és R-et is. Te-
kintsiik a o 2(p(p(L) N L) N L)-et é¢s ¢ *(¢(¢(L) N L) N R)-et. Ez két olyan régio
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a o 1(p(L) N L)-ben, melyeknek a masodik képe atfedi L-et és R-et is. Ezt a gon-
dolatmenetet R-re megismételve és folytatva a tovabbi iterdltakra, kialakul minden
véges sorozathoz egy halmaz, melybdl barmely pont iteraltjai az adott sorozatot
irjak le. Igy egy tetszdleges végtelen sorozathoz talalhatunk megfelels pontot.

A mindkét iranyban vételen sorozatokhoz pedig gy taldlhatunk megfelel pon-
tot, hogy vegyiik a sorozat korabbi elemeit és ahhoz talaljunk megfelel6 pontot, majd
alkalmazzuk a pontra a leképezést. Folytonos leképezés esetén ezen, egyre korébbi
sorozatokhoz tartoz6 megfelel6 pontoknak van torlodasi pontja, mely alkalmas lesz
a mindkét irdnyban végtelen sorozathoz. Fzzel az allitast igazoltuk.

Ezen, mindkét iranyban végtelen sorozatokhoz tarté ponthalmaz a rendszer egy
kaotikus régidja. Az igy kialakult halmazt szokas Cantor-szer halmaznak nevezni
(lasd a 3. abrat). |

va |Co

L

S| (U@

R R

L R

3. 4bra. Cantor-szerd halmaz.

Bizonyitas. (Az 1.7. Tétel bizonyitdsa.)

El6szor vizsgaljuk meg, hogyan lathatjuk be a kezddéfeltételekre vald érzékenységet.
Legyen 6 az L és R tartomanyok tavolsiga. Kz a tavolsag pozitiv, mivel L és
R diszjunktak és zartak. Vegylink egy tetszéleges pontot, legyen a hozza tartozo
sorozat S. Ezen pont kérnyezetében a folytonossaghol adodik, hogy léteznek olyan
pontok, melyekhez tartozo sorozatok eleje megegyezik S elejével, de ezen egyezs rész
utan mas szimbolum koévetkezik. Legyen az n. szimbolum az elsé eltérd szimbolum.
Ha a leképezést (n — 1)-szer alkalmazzuk a pontokra, akkor az egyik pont képe az
L, mig a masiké az R régioba kerill. Igy a tavolsaguk legalabb §, mellyel az elss
allitast igazoltuk.

A masodik allitas az, hogy ez a leképezés topologikusan kevers. Vegyiink egy
nyilt halmazt, és abban egy pontot. A hozza tartozé sorozat legyen S. Mivel az
eredeti halmaz nyitott, igy a pont kérnyezetében talalhatunk olyan halmazt az 1.8.
Lemma alapjan, amelyhez tartozo sorozatok eleje megegyezik S elejével, és az utana
lev6 sorozatok az Osszes lehetséges sorozatot leirjak. Azaz, ha az egyez$ sorozat
hossza n, akkor a leképezést (n — 1)-szer ismételve egy olyan halmazt kapunk, amely
az Osszes pontot tartalmazza a kaotikus régiobol, vagyis tetszéleges masik halmazt
lefed. Ezzel igazoltuk a masodik allitast.

A harmadik allitashoz vegyiink egy tetszéleges pontot. Legyen a hozza tarto-
z6 sorozat S. Ha S periodikus, akkor a harmadik feltételben szerepls tartalmazés
egyértelmd. Ha S nem periodikus, akkor vegyiik csak az S els6 szimbolumat tartal-
mazd sorozathoz tartoz6 periodikus pontot, majd vegyiik az elsé két szimbélumhoz



O ROt

(a) A teljes L-R soro- (b) A nem teljes L-M-R sorozatot le-
zatot leird graf. ir6 graf.
L (M) R

(¢) A teljes L-M-R sorozatot leird
graf.

4. abra. A sorozatokat leir6 grafok.

tartozo periodikus pontot, és igy tovabb. Ebben az esetben ezen periodikus soro-
zatok torlodasi pontja S, igy a tartalmazast is belattuk. Ezzel a harmadik allitast
is igazoltuk, mellyel bizonyitottuk, hogy a fent definialt leképezésnek van kaotikus
régioja. [
Ez a fajta kaotikus viselkedés az tgynevezett ,, L-R” tipusu kéosz. A feltételek
egy ,,U” tipust, ugynevezett Smale-patko 1étezésének a feltételei. Az 1. tablazatban
kiilonb6z6 tipust kdoszt mutatunk be a hozzajuk tartozo feltételekkel. Megjegyez-
zik, hogy az L és R kozotti régionak a képe belemetszhet az F halmazba, mely a G
patko illusztraldséanal lathato is. Egyébként, ha ez a belemetszés nem torténik meg,
akkor egy bonyolultabb patkoszerkezet is létezhet. Példaul, a G patko esetén egy
L-M-R tipust kdosz teljes S patkoval. Tovabba, a nem teljes S patkonal az a és
f oldalaknak nem sziikséges az O¢, és O, régiokba esniiik, hanem elegendd az M
régiotol jobbra, illetve balra esnie. Ezt a késébbiekben részletesen targyaljuk.

Az U és G patkok esetében az 6sszes L- R sorozathoz 1étezik azt megvaldsitod pont.
A sorozatokat leiro grafot a 4(a) abran lathatjuk. Az UG patkoban észrevehetiink
egy teljes U, illetve G patkot. E rendszer esetében az Osszes L-M-R sorozathoz
létezik azt megvaldsité pont. Az ilyen sorozatokat leiro grafot a 4(c) abran lathatjuk.
Az S tipusu patko esetén két U tipusu patkd Osszekapcsolodasat vehetjiik észre.
Ebben az esetben nem létezik az Osszes L-M-R tipust sorozathoz pont. Az olyan
sorozatokhoz nem tudjuk bizonyitani a megfelel6 pont létezését, amelyben az LR
vagy az RL kombinéci6 valamelyike el6fordul. Az ilyen sorozatokat leird grafot
a 4(b) abran lathatjuk.

Ezen strukturak tul specialisak, és ezeket a specialitdsokat erGsen kihasznaljak a
kéosz létezésének bizonyitasa soran. Egy bonyolultabb struktura esetén rendszerint
egy homeomorf leképezést mutatnak a vizsgalt rendszer és ezen struktirak kozott.

A vizsgalt kényszererGs fékeztett inga esetében az UG patko létezését fogjuk
megmutani.
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1. tablazat. 5 kiilénbozd patko szerkezete. Az egyes patkokhoz tartozd geometriai
szerkezetet mutatd abrak felett szerepel a kdosz és a patko tipusa, alatta pedig a
sziikséges halmazelméleti feltételek.



2. A kaotikussag iranyaban

2.1. A kényszererss fékezett inga

Jelen fejezetben egy kényszererss fékezett ingat vizsgalunk, mely egy 1 szabad-
sagi fokkal rendelkez6 mechanikai rendszer. Egy m tomegii pontszert test 16g egy [
hosszu sulytalan, merev radon (lasd az 5. abran). Ez azt jelenti, hogy a pontszert
test egy kor mentén mozoghat, melynek sugara [. A vizsgalt ingara harom erd hat.
Az egyik a gravitacio, amelynek nagysaga g és fligg6legesen lefelé hat. A masik a
légellenallés, amelynek nagységa a test sebességétdl fligg, és iranya ellentétes a pont-
szeri test mozgasanak iranyaval. A forgasi sebesség és ezen eré hanyadosa legyen
konstans, és jeloljiik ezt (—v)-val, ahol v > 0. A harmadik egy periodikus kiilsé erd,
amely hat az inga sebességére az inga minden pozicidjaban. Ez a kényszererd legyen
Acost, ahol A egy konstans és t az id6. Ekkor a rendszer felirhaté egy masodrendii
differencidlegyenlettel:

mlz"(t) = —mgsinx(t) — yla'(t) + Acost,

ahol = az inga fiiggslegessel bezart szoge, és o’ az inga forgasi sebessége. A tomeget
egységnyinek valasztva és az inga hosszaval (1) leosztva az el6z6 egyenletet az alabbi
egyenlethez jutunk:

A
Z"(t) = —% sinz(t) — va'(t) + 7 cost.
A tovabbi szabad paraméterek megvalaszthatoak gy (¢ = [ és A = 1), hogy az
alabbi egyenletet kapjuk:

2"(t) = —sinxz(t) — 0.12(t) + cost.

Ez az egyenlet fogja vizsgalataink targyat képezni. Korabbi, a kapcsoldodo irodalom-
beli eredményekbdl tudhato, hogy az ilyen rendszerek numerikus megoldésai nagyon
érzékenyek néhany pont kozelében [5]. Hasonlo szoghdl és kicsit eltérd szogsebessé-
gekkel elinditott megoldasok lathatoak a 6. abran.

5. abra. A kényszererGs fékezett inga.

A fenti egyenletet felirhatjuk az alabbi formaban is:
xll(t) = xQ(t)>

zh(t) = —0.1z5(t) — sinxq(¢) + cost,
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6. abra. A kényszererGs fékezett inga par trajektoriaja.

ahol xy az inga szbge, mig x5 az inga szogsebessége.

A kéosz bizonyitédsahoz egyik eszkdz a Poincaré-leképezés. Mivel a kényszererd
2m periodikus, igy a Poincaré-képeket a ¢t = 2n7 idpillanatokban vessziik, ahol n
egy egész szam. Az ezen idépillanatok kozott kialakult leképezések azonosak. Igy
a trajektoria kovetésehez elegends a Poincaré-leképezést (P : R? +— R?) iterélni,
melyet az aldbbi moédon definidlhatunk:

P (x(0),2'(0)) — (z(27),2'(27)) .

Megjegyzendd, hogy ez a Poincaré-leképezés z-ben 27 periodikus, mivel az in-
ga szoge is 2w periodikus, és egyik erd sem fligg a korbefordulasok szamatol. De
amig a hagyoményos inga szimmetrikus z-ben is, a mi rendszeriink nem az, mivel a
kényszerer$ nem szimmetrikusan hat az inga szimmetrikus szogeiben.

2.2. Megbizhaté6 moédszer a Poincaré-leképezés befoglalasara

A kéosz bizonyitasdhoz a Poincaré-leképezést is megbizhaté mdédon kell megadni.
Mivel ez a leképezés nem irhatd fel zart alakban, igy egyetlen megoldéds marad,
a trajektoria kovetése a [0,27] id6intervallumon. Egy adott pontra a Poincaré-
leképezést a trajektoria helyzete adja meg a t = 27 id6pillanatban.

To6bb megbizhato differencidlegyenlet-rendszert megoldé szoftver 1étezik, melyek
szabadon felhasznalhatok [4]. A valasztasunk a kénnyt hasznalat, és a széleskorien
elismert teljesitménye miatt a VNODE-ra (Validated Numerical ODE) esett [14].
A csomag mikodése a Taylor-sorfejtésen alapul. Erdssége az, hogy a lépéshosszt
automatikusan valasztja meg, és igy ott végez kisebb 1épéseket, ahol ez sziikséges.
Ezzel a modszerrel nagyobb pontossagot képes elérni. A csomag tovabbi el6nye,
hogy a trajektoriakat id6ben elére- és hatrafelé is tudja kovetni.

A program egyetlen hatranya szamunkra, hogy csak szamitogépen abrazolhato
idépillanatokban képes megadni a trajektoria helyzetét. A Poincaré-leképezésben
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szerepld 2w azonban nem abrézolhato szamitogépen, igy az alabbi atalakitassal hasz-
naljuk az egyenletrendszert:

Yo(t) =,
() = (12(1))
yo(t) = m (—=0.1ya(t) — sinyy (t) + cost).

Erre a modszerre a t = 2 idépillanatban kapjuk meg a Poincaré-leképezést. A
Poincaré-leképezés inverzét pedig a t = —2 idépillanatban. Ezen két fiiggvény érté-
két jeloljiik az I 2 dimenzi6s intervallumra P(I)-vel és P~(I)-vel.

2.3. A periodikus pontok

A kaotikus viselkedésben fontos szerepet jatszanak a periodikus pontok. Ezek
helyének és stabilitdsanak vizsgalata sziikséges a kdosz bizonyitdsdhoz. Korébbi
eredményekbdl tudhato [11], hogy ilyen rendszereknek legalabb egy periodikus meg-
oldasa van, de ennél tobbre lesz sziikségiink.

Jelen részben csak a Poincaré-leképezés fixpontjaival foglalkozunk, ugyanis 1é-
teznek olyan periodikus pontjai az inganak, melyek 27 id6kozonként ugyanazt az
allapotot veszik fel, de kdzben legalabb egyszer kérbefordulnak. Sejthets, hogy egy
bizonyos értéknél nagyobb sebességgel mozgd inga nem lehet periodikus. Durva
szamitasokkal az alabbi felsg korlatot kapjuk a kaotikus inga sebességére:

27
2] </ (1= cost)e™dt < 10.1.
0

A periodikus pontok kereséséhez egy egyszerti meghizhaté B&B eljarast alkal-
maztunk. A keresési teriilet az

(x,2") € [0,27] x [-10.1,10.1]

kezd§ intervallum volt. A B&B eljarasunk olyan 2 dimenzios intervallumokat (I;)
general a kezdd intervallumbol, melyekre igaz az alabbi allitdsok valamelyike:

1. az I; intervallumnak nincs kézos pontja a P(I;) és P71(I;) legalabb egyikével,
vagy

2. az I; intervallum kicsi (a felhasznalo altal beallitott méretii), és van kozos pontja
a P(IL;)-vel és a P~Y(I;)-vel is.

A periodikus pontok csak a mésodik halmazban lehetnek. Kovetkezs 1épésként az
ezen csoportban 1év6 kozos ponttal rendelkezé intervallumokat 6sszevonjuk egy na-
gyobb intervallumba, amely tartalmazza mindkét kisebb intervallumot. Ezt mind-
addig csinaljuk, mig van ilyen intervallum a csoportban. Ezzel feltehetGen pontosan
annyi intervallumot kapunk, mint ahény periodikus pontja van a rendszernek, és
mindegyiknek egy-egy garantélt befoglalasat nyerjiik. Sajnos ez a technika egyel6-
re nem zarja ki, hogy egy-egy ,dobozban” tébb vagy akéir egy periodikus pont se
szerepeljen.
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(a) Az als6 periodikus palya. (b) A fels6 periodikus palya.

7. abra. A periodikus palyak.

Esetiinkben ezen 2 dimenziés intervallumok az alabbiaknak adodtak:
(x, x’)l = ([2.634272,2.634274], [0.02604294, 0.02604485]) ,

(z,2'), = ([4.236893, 4.236894], [0.3926964, 0.3926973]) .

Megvizsgalva a trajektoridkat, azt sejtjiik, hogy az els egy felsé egyensulyi pélyat,
mig a masodik egy alsé egyensulyi palyat feltételez (lasd a 7. abrat).

A létezés és az egyértelmiiség igazolasahoz a karakterisztikus multiplikatort fog-
juk hasznalni. Ezt az tgynevezett varidcios egyenlet modszerrel hatarozzuk meg.
Ehhez sziikségiink van a jobboldalak x; és x5 szerinti derivaltjaira, melyek a kévet-

kezdk:
0 1
—cos(z;) —0.1 /-

Vegyiik észre, hogy az x)-nek az x; szerinti derivaltja tartalmazza az xi-et, igy
sziikségiink van a megoldasra is, melyet csak numerikusan befoglalva tudunk meg-
adni. Igy az alabbi differencialegyenlet-rendszert vizsgaljuk:

#(t) = z(t),

25(t) = —0.125(t) — sin 21 (¢) + cost,
Zi/’)(t) = Z4(t)>

2y(t) = —0.1z4(t) — 23(¢) cos z1(¢).

A 21 és 25 teljesen azonos az x1-gyel, illetve xo-vel, és ezek fogjak a megoldést minden
idépillanatra kiszamolni, mig a z3 és z4 a multiplikdtorokat tartalmazzék.

Az eljaras soran a differencidlegyenlet z;, zo kezdGértékei legyenek az elsé fixpont
koordinatai, valamint z3(0) := 1 és 2z4(0) := 0. Ezekkel az értékekkel kiszamolt
Poincaré-leképezés z3 és z4 értékei legyenek egy A; 2 X 2-es matrix els6 oszlopa. Az
A; matrix mésodik oszlopét hasonléan szamoljuk ki, csak a z3(0) := 0 és 24(0) := 1.
Az igy ad6do matrix:

. _ (169.6369,160.6370] [168.7925, 168.7926]
L7\ [152.9595,152.9597]  [152.2012,152.2014] ) °
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melynek sajatértékeinek befoglalasa:

a; = [321.8363, 321.8368],

1 _
L=
a2 = [0.001421,0.001894].

Mivel abszolut értékben az egyik nagyobb, mint 1, a masik pedig kisebb, ezért az
(x,2), intervallum pontosan 1 instabil fixpontot tartalmazhat.

Hasonldéan a mésik intervallumra:

A, — [—0.7426217, —0.7426218] [0.09101517,0.09101522]
27\ [-0.04890921, —0.04890920] [—0.7123905, —0.7123904] ) ’

melynek sajatértékei

al = [~0.7275062, —0.7275061] + /[—0.01689209, —0.01689190),

a2 = [—0.7275062, —0.7275061] — 1/[—0.01689209, —0.01689190].

Mivel a valos rész abszolut értéke mindkét esetben kisebb mint 1, igy ez egy stabil
fixpontot tartalmaz.

2.4. A stabil periodikus pont

Koréabban megmutattuk, hogy a
(z,2"), = (4.23689...,0.39269...).

pontbdl indulé megoldas egy stabil periddikus megoldéas. Természetesen az elsé ko-
ordinataban 27 és ennek tobszoroseivel eltolt megoldasok is hasonléan viselkednek.
Valosziniileg ez a megoldéas a hagyoményos inga (kényszererd nélkiili fékezett inga)
also stabil egyensiilyi allapotabol, mig az instabil megoldés a hagyoményos inga felsé
nem stabil allapotabol bifurkalodott.

Hasonléan mint a hagyoményos inganal ennek a megoldasnak is van egy vonzas-
korzete, azaz ezekbdl inditott megoldasok a stabil periddikus megoldasokba tarta-
nak. Ezt a vonzéaskorzetet lathatjuk a 8(a) abran. Ha ezt a vonzaskorzetet megraj-
zoljuk a tobbi periodikusan eltolt megoldasokra is, akkor alakul ki a Wada tavakként
emlegetett halmaz melyet a 8(b) abran lathatunk.

2.1. Definicié (Wada tavak). Az R" térben definidlt halmazok rendelkeznek a Wa-
da tavak tulajdonsdgaival, ha bdrmely két halmaz kozos hatdrpontja az 0sszes tobbi
halmaz hatdrpontja is.

Mas szavakkal mondva, barmilyen kozelrdl is néziink egy hatart ott az 6sszes de-
finidlt halmaz megjelenik. Jelen esetiinkben ez azt jelenti, hogy egy ilyen hatarpont
kozelében az Gsszes periddikus megoldas vonzaskorzete megjelenik. Azaz ezen pon-
tokbol tetszolegesen kicsit elmozditva tetszdleges periodikus megoldast elérhetiink,
melyek természetesen csak az addig megtett korbefordulasok szamaban kiilonbozik
csak.

A vizsgalt rendszeriink (z, z’) terének nem minden pontja tartozik valamely sta-
bil megoldas vonzaskorzetébe (pl. instabil megoldés), késobbiekben ezen pontokkal
foglalkozunk.
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(a) Egy stabil megoldas vonzaskorzete. (b) T6bb stabil megoldéas vonzaskorzete.

8. abra. A stabil periodikus megoldésok vonzaskorzetei.

2.5. A kaosz létezésének sziikséges feltétele

Definialjunk egy N négyszoget az (x,z’) térben. Ez a négyszog tartalmazza
a megismert instabil fixpontot. Legyen ezen négyszog a stabil sokasag iranyaban
keskeny és az instabil sokasag iranyaban pedig hosszti. Ezen N téglalap 2km-szeres
x tengely iranyaba valo eltolasaival kapott négyszogeket jeloljik Ng-val. A kaotikus
viselkedés bizonyitasa elétt annak egy kdvetkezményét probaljuk bizonyitani.

A rendszer kaotikus viselkedését a kovetkezs tétel jellemzi:

2.2. Tétel. Tekintsink egy tetszdleges, mindkét irdnyban végtelen hosszi i; € Z
sorozatot, melyre minden j-re igaz, hogy |i; —ij11| < 1. Ha az ingdnak létezik
olyan (z,x") kezdddllapota, hogy az inga dllapota a 2jm iddpillanatban eleme az Nj,
négyszognek, akkor a rendszer kaotikus.

Most bizonyitsuk ezen tétel egy kévetkezményét:

2.3. Allitas. Az dsszes N_, Ny, No (N_, N, € {N_1, Ny, N1}) hdromhosszi soro-
zathoz létezik az ingdnak olyan (x,2") € Ny kezdddllapota, hogy P~ (x,2') € N_ és
P(z,2") € N;.

Az allitasban szereplé haromhossza sorozat egy részsorozata a fenti tételben sze-
repl6 végtelen hosszu sorozatnak. Tovabba, csak azt a tulajdonsidgéat hasznaltuk ki,
hogy az inga szoge 27 periodikus, igy a kozéps6 elemet nyugodtan vehetjiik az Ny
négyszognek. Ezekkel az észrevételekkel mar megmutattuk, hogy az utobbi allitas
egy sziikséges, de nem elegendd feltétele a tételben szerepls kaotikus viselkedésnek.
Egy az éllitdsban szerepld, lehetséges Ny, Ny, Ny sorozathoz tartozo trajektoriat il-
lusztralunk a 9. abran.

Az allitas bizonyitasahoz elegendd az Osszes lehetséges haromhosszu sorozathoz
mutatni egy-egy olyan pontot melyre igaz, hogy a Poincaré-képei az el6irt négyszo-
gekbe esnek. Minden egyes keresés soran egy B&B eljarast fogunk alkalmazni. A
keres$ algoritmus (az 1. Algoritmus) végrehajtésa soran akkor dobunk el egy inter-
vallumot, ha valamely képének nincs kozos pontja az elvart célteriilettel. Ha egy
intervallumra igaz mind a 3 tartalmazés, akkor az intervallum barmely pontja meg-
felel az adott sorozatnak. Ilyen haromhosszii sorozatbol Osszesen 9 1étezik, azaz a
keres§ eljarast ennyiszer futtatjuk a megfelels célteriiletekkel. A 2. tabldzatban a 9

14



9. abra. Egy a Ny, Ny, Ny sorozathoz tartozo trajektoria illusztralasa.

keresés eredményét, illetve a 10. abran az Ny, Ny, Ny sorozathoz tartozé megoldas

“ e,

Ezzel a tipusu eljarassal csak véges hosszu részsorozatra tudjuk belatni, hogy
létezik hozza pont, mely az adott sorozatot ,kdveti”. A kaotikussaghoz azonban
végtelen hosszi sorozatokra kell ezt belatni, igy ezen modszer nem alkalmas a kdosz
teljes bizonyitasara. Azaz a kdosz bizonyitasahoz vissza fogunk nyulni az Hénon-
leképezésnél megismert technikakhoz.

3. A kidosz matematikai bizonyitasa

3.1. J. Hubbard tétele a kaotikus viselkedésre

Hubbardnak, a tekintett inga kaotikussagara vonatkozo tételének ismertetése
el6tt vezessiik be az alabbi jeloléseket:

e Jeloljiik a [2km, 2(k + 1)7] idGintervallumot [i-val.
o crcz egy szimbolum, melynek értékkészlete {—1,0,1}.

e — Ha az [} idGintervallumban az inga az dra jardsdval megeqyezd irdnyban
pontosan egyszer haladt at az als6 ponton, akkor azt mondjuk, hogy az
inga az €, = —1 szerinti mozgast végezte.
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Ceél- P~! melletti / eredeti / P melletti CPU | Int-ok
tertilet intervallum (x, 2’ koordinatai) id6 (s) | szama

Ny [2.317648,2.709306]  [—0.050055, 0.342587]

No [2.628677,2.620443]  [0.021484, 0.021973] 383 | 1390

No [1.076006, 1.253059] [—1.048104, —0.964307]

M [7.632088,7.660986] [—0.512440, —0.483095]

Ny [2.696904, 2.698438]  [—0.047852, —0.046875] 363 | 1615

Ny [0.990481,1.369249] [—1.100671,—0.899117]

N | [-2.894219, —2.710006]  [1.155728,1.233331]

Ny [2.607979, 2.609512] [0.041992, 0.042969] 402 | 1595

No [1.028439, 1.405768] [—1.086193, —0.880000]

No [2.284252,2.669446]  [—0.003131,0.381040]

Ny [3.751748,3.752515] [1.072266, 1.072754] 694 | 3178

Ny [7.173756,7.188131] [—1.052968, —1.048956]

Ny [7.556686,7.831820] [—0.896126, —0.595137]

Ny [3.875938, 3.888203] [1.062500, 1.070313] 356 | 1364

N [7.265608, 7.524591]  [—1.042681, —0.922727]

N_4 [—2.811017, —2.345166] [1.059322, 1.274043]

Ny [3.719551, 3.722617] [1.078125, 1.080078] 561 | 2292

Ny [7.186581, 7.247708] [—1.049464, —1.030382]

No 2.342858,2.729911]  [~0.079739,0.311653]

No [1.421279,1.422046]  [—0.881836, —0.880859] | 1001 | 5258

N_4 [—1.755311, —1.745855] [1.595219, 1.602129]

M [7.704982, 8.076489] [—0.812236, —0.355093]

Ny [1.520938, 1.533203] [—0.968750, —0.953125] 384 | 1462

Ny | [-2.001369, -1.911043]  [1.343996,1.492038]

N_4 [—2.798045, —2.243367] [0.960221, 1.221012]

No [1.404414,1.410547)  [~0.847656, —0.843750] 652 | 2853

N_4 [—1.877814, —1.815990] [1.502639, 1.548777]

2. tablazat. A 2.3. Allitas bizonyitasahoz sziikséges intervallumok, az azok megtalé-

lashoz sziikséges CPU id§ és a generalt intervallumok szdma.
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P

foglalasa.

— Ha az [ idGintervallumban az inga nem haladt at az als6 ponton, akkor
azt mondjuk, hogy az inga az ¢, = 0 szerinti mozgast végezte.

— Ha az I idGintervallumban az inga az dra jdrdsdval ellentétes iranyban
pontosan egyszer haladt at az als6 ponton, akkor azt mondjuk, hogy az
inga az €, = 1 szerinti mozgast végezte.

Megjegyzendd, hogy az alsoé pont alatt azt értjiik, hogy az inga szoge egyenls 2km-vel,
valamilyen egész k-ra. Ekkor az inga nincs egyensilyban, mint ahogy ez a korabbi
eredményeinkbdl lathatd. Azt is érdemes megjegyezni, hogy az € szerinti mozgason
kiviil léteznek egyéb tipust mozgéasok is. Példaul az I idGintervallum alatt t&bbszor
is &tmegy az als6 ponton. Most az ilyen tipusi mozgasokat figyelmen kiviil hagyjuk,
a kaotikus viselkedést csak e harom tipust tartalmazo trajektoridkra mondjuk ki.

3.1. Tétel (Hubbard). Az dsszes, mindkét iranyban végtelen hosszi e, € {—1,0,1}-
val megadott sorozathoz létezik olyan (x(0),2'(0)) kezddérték, amelyre az inga az Iy
wddintervallumok alatt az €, szerinti mozgdst végzi.

Ez azt jelenti, hogy tetsz6legesen elGirhatjuk azt, hogy az inga az egymas utani
27 hosszu idGintervallumok alatt melyik irdnyba haladjon at az alsdé ponton, vagy
azt, hogy ne haladjon at az adott id6 alatt ezen a ponton. Példaul elGirhatjuk azt a
sorozatot, mely szerint a [—2m, 0] id6 alatt jobbra, mig a [0, 27| id6 alatt balra, majd
a [2m, 4] id6 alatt ne haladjon at, és végiil a [47, 67| id6 alatt megint balra haladjon
at az also ponton (lasd a 11 abran). A tétel szerint ezt a sorozatot mindkét irdnyban
tetszdlegesen folytatva is 1étezik az ingédnak olyan kezdeti szoge és sebessége, melybdl
elinditva az el6irt sorozatot irja le.

Hubbard a cikkében [9] kimondta a tételt, de egzakt matematikai bizonyitast nem
tudott adni ra, habar a bizonyitas egy lehetséges menetét leirta. A kiovetkezSkben
ez alapjan adunk bizonyitést.

3.2. A bizonyitas menete

A kaotikussagot bizonyitoé patkok keresése csak a Poincaré-metszeteken alkal-
mazhat6. Jelen esetben ezen Poincaré-metszetek az inga szoge és sebessége terében
vannak. Azaz az itt 1étrejovd teriiletek, melyek mutatjak a patkod létezését, szog-
sebesség parokbol allo halmazok. Ezen halmazok tetszéleges bejarasara ad egzakt

17



1. Algoritmus. Az adott sorozathoz tartozé kiindulasi intervallum keresése.

Input:  — € arészintervallumok felhasznal6 altal beallitott minimalis mérete,
— Np: a tekintett halmaz,
— N_, Ny: az aktuélis célhalmazok.

QOutput: — egy intervallum, amely megfelel az adott sorozathoz, vagy
— nem talal e-nal nagyobb intervallumot, amely megfelelne.

1. lépés Szamoljuk ki a kezdd intervallumot.
2. lépés Tegylik be ezt az intervallumot a verembe.
3. lépés Vegyiink ki egy v intervallumot a verembdl.
4. 1épés Hatarozzuk meg a v intervallum legszélesebb oldalat.
5. lépés Szamoljuk ki a transzformélt w_ = P~!(v) és wy = P(v) intervallumokat.
6. lépés Ha a v C Ny,w_ C N_ és wy C N, akkor

a keresés sikeres volt, irjuk ki v-t és STOP,
egyébként,
ha a v intervallum szélesebb oldala nagyobb, mint a felhasznal6 altal adott
értek, vN Nog # 0,w_NN_ # () és wy NN, # 0, akkor vagjuk ketté v-t a

szélesebb oldala mentén, rakjuk be a két részintervallumot a verembe és
folytassuk a 3. lépéssel.

7. 1épés Ha a verem fiires, akkor a keresés nem sikeriilt és STOP, egyébként foly-
tassuk a 3. lépéssel.

bizonyitéast a patkok létezése. Jelen esetben egy teljes L-M-R tipust UG patkot fo-
gunk keresni. A patkot mutato halmazokat rendre L, M és R szimbolumokkal fogjuk
jelolni, és ezt a teret szimbolikus térnek fogjuk nevezni. Ha a Poincaré-metszeteken
sikeriil bizonyitani a patko létezését, akkor mar tudjuk, hogy a rendszer kaotikus, de
a tétel ennél erdsebbet allit. A tételben szerepl események a két Poincaré-metszet
kozott bekovetkezett ingamozgasokat irjak els. Igy a kovetkezs lépésben meg fogjuk
mutatni, hogy a kaotikus pontok ilyen tipust mozgasokat fognak végrehajtani a 2w
hosszu id6 alatt. Azaz a bizonyitasunk a kdvetkezs két részbdl fog allni:

1. Az (z,2') szimbolikus térben mutatunk olyan L, M és R halmazokat, amelyekre
bizonyithatjuk a kdosz létét, azaz tetszéleges {Q, },., (ahol v, € {—1,0,1}
és Q1 =1L, Qo= M, Q1 = R) sorozathoz mutatunk egy pontot a szimbolikus
térben, melynek a trajektoriaja épp az adott sorozatot jarja be.

2. Megmutatjuk, hogy az (x, z’) szimbolikus térben kimutatott kdosz ekvivalens az
ingan definialt kdosszal, azaz az L, M, R szimb6lumok rendre ekvivalensek az
e, = —1, €. = 0, ¢, = 1 tipust mozgassal.

Bar, eddig egyetlen L, M, illetve R halmazrél beszéltiink, de tulajdonképpen
végtelen sok van beldliik, ugyanis az inga szoge 27 szerint periodikus. Jeloljiik ezen
halmazokat rendre L;-vel, M;-vel és R;-vel. Mivel azt akarjuk belatni, hogy az L;
halmazbol indul6 inga pontosan egyszer megy at az als6 ponton, igy csak az L; 1,
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ope1=1 gea=-1 9 a=0 4 e=-1g 1

11. abra. Egy lehetséges mozgassorozat 4 hosszu részlete.

12. 4bra. A kényszererds inga kaotikussagat leird graf egy részlete.

M;_; és R;_; halmazokba mehet, és hasonléan, az M; halmazbol az L;, M; és R;-be,
és az R;-b6l az L; 1, M;iq és R;i1-be. Ezen atmenet graf egy részletét lathatjuk
a 12. abran.

Ebben a térben egy ,igazi” patko tulajdonképpen nem is alakul ki, mivel nem
sajat magukat fedik at, hanem a szomszédos hasonlé régiokat. Azonban, ha csak
magat az ingat tekintjik, akkor mégis kialakul a patko szerkezet. FEz a gondolat
szimbolikusan azt jelenti, hogy az eredeti sikbeli allapothalmazt egy végtelen magas
henger paléstjara képezziik le.

3.3. Kaosz bizonyitasa a szimbolikus térben

Az L;, M; és R; halmazok helyzete periodikus, igy elegendd ezek egyikére belatni,
hogy atfedi a megfelels L;, M; és R; halmazokat. Legyenck ezek az Lo, My és Ry
halmazok, melyekre bizonyitjuk az atfedéseket. A bizonyitas soran nem az L1, M4
és Ry; halmazokkal valo atfedést fogjuk bizonyitani, hanem a Poincaré-metszetet
fogjuk eltolni az = tengely mentén F27-vel. Jeloljik a +27-vel eltolt Poincaré-
leképezést PT-szal, és a —2m-vel eltoltat P~ -szal. Azt, hogy a leképezés ténylegesen
az Lg esetén az L_1, M_; és R_; halmazokat fedi at, azt az Ly oldalanak a képeinek
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a megfelel§ eltolaséval fogjuk igazolni. Azaz, ha az Ly jobb, illetve bal oldalainak
a képét eltoljuk +2m-vel és azok az Ly, My és R, atellenes oldalain vannak, akkor
az eredeti képek az L_1, M_1 és R_; atellenes oldalain kell, hogy legyenek. Az M;
esetén hasonlot bizonyitunk, ha nem toljuk el az oldalak képeit. Az R; esetében
pedig —27-vel kell eltolni a jobb és bal oldalainak a képét, azaz a P~ leképezést kell
hasznalni a megfelel§ atfedéshez.

Jeloljiik az Lo és My kozotti teriiletet Cl-vel, az My és Ry kozotti teriiletet
CEval. Ekkor az E halmaz tartalmazni fogja az Lo, CE, My, CE és Ry fels és
also oldalait, valamint egy-egy innen indul6 félegyenest fiiggslegesen fel és le. Az E
halmaztol balra, illetve jobbra esé régiok legyenek az Op, és Or halmazok, melyeknek
jobb, illetve bal szélei 27 tavolsagra lesznek egyméstol. Tovabba ne legyen ezeknek
kozos pontja az E halmazzal, valamint az Lo, C¥, My, CJt és Ry halmazokkal.

Ezek utan a helyesen megvélasztott O, Og és E halmazokra az aldbbi halmaz-
elméleti tulajdonsédgoknak kell teljesiilnie:

PH(b)UP(c)U P (e) C Oy, (1)
Pt (a)UP(d)U P~ (f) C Og, (2)
P*(Lo) UP(Mp) U P~ (Ry) C (R*\ E), (3)

ahol a, ..., f rendre az Ly, My és Ry halmazok bal és jobb oldalai.

A (1-3) feltételek igazolasara az eltolasok szerint harom-harom B&B eljarast
fogunk alkalmazni.

3.4. Az inga mozgasanak bizonyitasa

Az el6z6 feltételek mar garantaljak, hogy Ly és Ry esetében az athaladésok szama
paratlan, és M, esetében péaros. Példaul Ly esetében az L_{, M, és R_, valamelyi-
kébe keriilt a trajektoria, igy egyszer biztosan athaladt az alsdé ponton a megfelel
iranyban. Ha tovabbi dthaladasok is bekovetkeztek volna, akkor egy ellentétes iranyt
athaladésnak is lennie kellene, mivel csak ekkor keriilhet a trajektoria a megfelel
halmazba. Azaz elegendd azt bizonyitani, hogy ilyen ellentétes athaladasok nem
torténtek. Igy a trajektoria barmely pontjara az alabbi feltételeknek nem szabad
teljesiilnie:

1. hazx=-2(k—1)m, akkor 2z’ >0;
2. ha x =2k, akkor 2/ <0

az osszes k € Nt-ra. Mivel két atfordulasra nincs sziikségiink, ezért a trajektoria
Osszes pontjara az alabbi feltételeknek kell teljesiilni:

1. hax=0, akkor 2’ <O0;
2. hax=2m, akkor ' >0;
3. = #dm;

4. x # —27.

A bizonyitas soran szeretnénk minél konnyebben leirhat6 L, M és R halmazt
tekinteni, igy egyszert négyszogekkel fogunk probalkozni. Ekkor eléfordulhat, hogy
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a bévebb halmazokra mar nem lesz igaz az, hogy az L halmazbél induld trajek-
toriak pontosan egyszer haladnak at az als6 ponton, és hasonldéan a tobbire sem.
Szamunkra viszont csak azok a pontok érdekesek, amelyek benne vannak a kaoti-
kus halmazban, igy elegendd csak azokat a trajektoridkat vizsgalni, amelyek a 27
id6pillanatban az L, M és R halmazok valamelyikében vannak. Ezzel az otlettel
tulajdonképpen egy alkalmas sziirést végziink a megfelelé halmazokon. Ezek utan
méar egy B&B eljaras alkalmazésa elegendd lehet a bizonyitashoz.

3.5. A bizonyitas futasi eredményei és a megfelelé halmazok

Néhany kisérlet utan az alabbi négyszogekkel sikertilt bizonyitani Hubbard tételét
(lasd a 13. abrat):
Vie — (11.000, —0.985), VLo = (1970, —0.208 ),

ul

Vo = (1226, —1.350), V% = (2266, —0.516),

v = (1970, —0.208), V¥ = (2.436, 0.166 ),
V= (2266, —0516), VO = (2758, —0.123),

Ir

Vi = (2436, 0.166), VM = (2481, 0.201),

ur

VMo — (2758, —0.123), VM — (2796, —0.092),

= (2481, 0201), VS = (3197, 0.775),
VO = (2796, —0.092), VO = (3.308, 0.380),

r

VR = (3197, 0.775), VR = (3.800, 1.258),

ul

Vi = (3398, 0389), VM = (4412, 1.202).

A patko létezésének a bizonyitasdhoz sziikséges szamitasi id6 kozel fél oranyi volt
(lasd a 3. tablazatot). Ez a viszonylag hosszu ellendrzési id6 kizartta tette, hogy
egy teljesen automatizalt keresést alkalmazzunk, de az el6zetes ismeretek alapjan
az nem is volt indokolt. Mint lathato, ha egy valos rendszert szeretnénk vizsgélni,
a kdosz keresése nehéz és idGigényes lehet. A 14. abran lathatoak az ellenérzott
intervallumok a (3) feltétel esetében (a harom B&B eljaras Osszevont eredménye).
Megfigyelhets, hogy az M halmazban nagyon sok kicsi intervallum talalhato. Ez
a régi6 tartalmazza az instabil fixpontot. Azaz, ha a hozza tartozd 321-es értékid
sajatértékbdl kovetkezd nyujtéasra gondolunk, akkor nem is olyan meglepd, hogy
ilyen sok kisméretd intervallum sziikséges a bizonyitashoz.

A patko létezése csak a kaotikussagot bizonyitja. A teljes bizonyitéashoz az inga
mozgaséara is bizonyitani kell az allitasban szerepld mozgasokat. Az R, M és L
régiok Poincaré-képei szerepelnek a 15. dbran. Lathato, hogy az M; régio képe
Latnyalik” az @ = 0 és az x = 27 egyeneseken. Hasonléan az L; az © = —27-n és az
& = 0-an, valamint az R; az ¢ = 27-n és az = 4m-n. Igy nem igaz példaul, hogy
az Osszes M-bol indulé trajektoria nem megy at az alsé ponton. Igy a trajektoria
mozgasanak leirasahoz sziikséges a régiok sziirése az alapjan, hogy az eredmény
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13. abra. A kaosz bizonyitasanak megfelel6 halmazok.

Feltétel Adott Intervallumok CPU id¢s
halmaz szama | (mésodperc)

b oldal 53 3

(1) c oldal 425 21
e oldal 89 )

a oldal 49 3

(2) d oldal 543 24
f oldal 137 8

Ly négyszog 3653 133

(3) My négyszog 33209 1097
Ry négyszog 8525 382

3. tablazat. A patko létezésének bizonyitasahoz sziikséges CPU iddk és a generalt
intervallumok szama.

intervallumnak van-e kézos pontja a L;, M; és R; régiok valamelyikével. Ez a sziirés
nyilvanval6an helyes, ugyanis a kaotikus allapotok kozott csak ilyen trajektoriak
szerepelnek. Ezen megkotés mellett 1855 intervallum képének kiszamitasaval 90
mésodperc alatt sikeriilt bizonyitani az inga mozgasara kimondott allitast.

4. Az instabil megoldas stabilizalasa

4.1. Az egyszeri inga stabilizalasa

Kétféle stabilizalasi eljarast ismertet a szakirodalom. Az egyik az, amikor a dina-
mikai rendszer allapotatol fiiggéen befolyésoljuk a rendszert. Ezt vagy folytonosan,
vagy diszkrét id6kozonként tehetjiik meg. Ez a tipusu kontroll, melyet ,yvisszacsato-
lasos technikédnak” is neveznek, a kezdd allapotok sokkal szélesebb korére stabilizalja
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14. abra. Az ellenérzott intervallumok.

a kivant allapotot. A masik eljaras az, amikor a dinamikai rendszer éppen aktualis
allapotatol nem fiigg a rendszerre hatd er6. Ebben az esetben a kezddé allapotok
sokkal kisebb halmazara tapasztalhato a stabilizalodés. Jelen esetben ezen masodik
eljarassal foglalkozunk.

Ismert az a tény, hogy az egyszert inga fels§ egyenstlyi allapota instabil. Bi-
zonyitott [1], hogy a felfliggesztés megfelel§ mozgatasaval ezt stabilla lehet tenni.
Egy ilyen eredményt érhetiink el a felfiiggesztési pont adott periodusu és nagysagu
fiiggdleges iranyt oszcillalo mozgatasaval (Ezt a rendszert szoktak Kapica inganak is
nevezni, a szovjet P. L. Kapica fizikus utan, aki elosszor figyelte meg a most targyalt
jelenséget). Ennek a mozgasnak a gyorsulasa legyen

Sap?

l

sin(pt),

ahol a a kitérés amplitidoja, | az inga hossza, és p a kitérések szama 27 id6 alatt.
Ekkor a hagyoméanyos inga differencidlegyenlete az aldbbi forméban irhatoé fel:

8 2
2"(t) = (—% - alp sin(pt)) sinz — v’

A stabilitas vizsgélatahoz alkalmazhatjuk a korabban is hasznalt variacios egyen-
let modszerét. Jelen esetben ismert, hogy az inganak két fixpontja van, melyek koziil
az egyik stabil (az also egyenstlyi allapot), a masik pedig instabil (a fels6 egyensu-
lyi allapot). Vizsgalataink most a fels6 egyensulyi allapotra koncentralodnak és ezt
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15. abra. A kényszererds fékezett inga kaotikus tartoményanak Poincaré-képei.

16. abra. Az sajatértékek valos részének abszolut értékének alakulésa.

szeretnénk stabilld tenni. A fenti egyenlet peridédusideje 2?”, azaz ilyen hosszan fog-
juk vizsgalni a variacios egyenletrendszert. Ezen id6 alatt a periodikus palya ismert
(konstans ), igy nincs sziikségiink a palya kiszamitasara. Ezen észrevételekkel az
egyenletrendszer az alabbi médon adhat6é meg:

4(t) = z4(0),
24(8) = (—4 + 2 sin(pt) ) 25(8) — y2a(t),

Tovabbi vizsgéalatainkban a kaotikus kényszererds fékezett ingdhoz legjobban ha-
sonlito rendszert vizsgaltuk, azaz v = 1ésl = g = 9.81. Megvizsgaltuk, hogy milyen
gyorsan kell mozgatni a felfliggesztési pontot, ha azt szeretnénk, hogy a fels§ egyen-
silyi allapot stabilizdlodjon. Ehhez az kell, hogy teljesiiljon az, hogy a fent emlitett
differencidlegyenlet-rendszerrel kapott matrix sajatértékeinek abszolit értékei 1-nél
kisebbek legyenek. Konstans a = 1 és kiilonb6z6 p paraméterek mellett a 16. abra
jeleniti meg ezen értékeket.
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4.2. A kényszererés fékezett inga stabilizalasa

c sz

lasaval probalkozunk. Legyen a kényszererds fékezett inga felsé instabil periodikus
megoldasanak a szoge az id6 fiiggvényében z(t). Az el6z6 eredmények alapjan sejt-
hets, hogy egy Z(t) iranya és Sapo sin(pt) értékkel gyorsulo felfiiggesztési ponttal
rendelkezd kényszererGs fékezett inganak stabilizalodik a fels instabil egyenstlyi
palyaja valamely a és p paraméterre. Ebben az esetben a kozéppont fliggéleges

irdnyt gyorsulasa:

cos(i(t)) 2P

sin(pt) = wy,
a vizszintes iranyu gyorsulésa pedig:

S8ap?

sin(2(¢))

sin(pt) = w,.
Ekkor az alabbi formaban irhato fel a differencidlegyenlet:
2"(t) = (=1 — wy) sin(z) + w, cos(z(t)) — 0.12" + cos(t).

Az a = 0.5 és p = 4 paraméterekkel kiovetkezett be egy stabilizalodas. Ezt
mutatja a 17. abra. A 17(a) dbran az inga szogének alakulasat lathatjuk az idg
fiiggvényében a felsd instabil allapotban. Ezzel a mozgatassal ezt az instabil allapo-
tot szeretnénk stabilizalni. Egy kozeli allapotbdl inditott inga szogének alakulasat
lathatjuk a 17(b) dbran. Majd ugyanezen allapotbol a mozgéssal ellatott rendszer
alakulasat mutatja a 17(c) abra. Sejthetd, hogy ezen kiils6 mozgatas hatasara az
inga szoge tart a felsé palyahoz és ez stabilizalja a tekintett palyat.

A bizonyitashoz a Poincaré-metszeteken alkalmazott multiplikator modszert al-
kalmazzuk. Ennek vizsgalatdhoz a kényszerer§ periddusanak, és a kozéppont gyor-
sulasanak periddusanak osszemérhetének kell lennie. Ez jelen esetben igaz, és a
minimélis kozos peridodus 2w, A vizsgalando differencialegyenlet az alabbi médon

alakul:

2(t) = 2(t),

z5(t) = —0.125(t) —sin (21(t)) + cos(t),

z(t) = z(t),

At = (—1—cos(z1(t)) Sap sin(pt)) sin(z3(t)) +

Sap?

+ (Sin (z1(¢))
z(t) = zl(t),

z%(t) = ((—1—008 (z1(t)) 222

_ (sin(zl (1)) 2% sin(pt)sm(pt)) sin(23(t))) 25(t) — bg(1).

sin(pt)> cos(z3(t)) — 0.1z4(t) + cos(t),

2

sin(pt)) cos(z3(t))—
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4.2
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(b) Kontroll nélkiili kaotikus mozgéas. (c¢) Kontrollalt mozgas.

17. abra. A kényszererds inga stabilizdlodésa.

A z1 és zy megegyezik az eredeti kényszererds fékezett inga egyenletrendszeré-
vel. Ennek feladata a periodikus megoldas kiszamitasa, mely segitségével meg tud-
juk hatarozni a kozéppont gyorsulasdnak irdnyat. A stabilizald mozgéssal ellatott
egyenletrendszert alkotja a z3 és z4, mig a multiplikitorok szamitasat a z5 és zg
végzi.

Ekkor a kordbban ismertett modszerrel kapott métix két sajatértéke a felsd,
kezdetben instabil megoldasra:

Al = [—0.416498, —0.415888] + [0.59792, 0.602524] i,

és
A\ = [—0.416498, —0.415888] — [0.59792, 0.602524] i,

azaz ez a palya a rezegtetéssel stabil.

Vegyiik észre, hogy az wy és az w, gyorsulasok nem fiiggnek az éppen aktudlis inga
allapotaitol — sem a sebességétsl, sem a szogétsl. Ezen fliggvényekben csak a felsd
instabil palya megoldasa szerepel, melyet akar elére kiszamithatunk és eltarolhatunk.
Tehat a jelen probléman alkalmazott mozgatas a nem visszacsatolasos technikak
korébe tartozik.
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