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Az integralds

> A differencidlhanyados bevezetése utdn a kovetkezd
problémaval taldltuk magunkat szembe: Adott egy f
fliggvény, keressiik meg (egy intervallumon) a
derivaltfliggvényét. Forditsuk most meg a feladatot.
Legyen adott most f és keressiik azt az F fliggvényt,
melyre F'(x) = f(x). Ezt az F fiiggvényt f primitiv
fuggvényének vagy hatdrozatlan integraljanak nevezziik.
Jelolés: F(x) = [ f(x)dx.

» Nem minden fliggvénynek létezik primitiv fliggvénye,
tovdbba egyes fiiggvények (pl. e_Xz) primitiv fiiggvényei
nem mindig fejezhetok ki elemi fliggvények segitségével.
Altaldban az elemi fiiggvényekkel kifejezhetd primitiv
fuggvények meghatdrozasa sem mechanikus feladat.

» Ha f-nek F és G is primitiv fliggvénye, akkor
G(x) = F(x)+ C.
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Integralasi szabdlyok és eljarasok

> Legegyszeriibb szabalyainkat a differencialasi szabdlyok
megforditasdval kapjuk.

o /
» Hatvanyfiiggvények integraldsa. Mivel (X H) = x%,

a+1
ezért )
XOL
x%dx =
a+1

» Példa fxzdx = %X?’,
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» Ha f-nek és g-nek |étezik a hatdrozatlan integrdlja Banhelyi Baldzs
tovdbbd ¢ € R, akkor a kovetkezd baloldali integralok

|éteznek és
/cf(x)dx:c/f(x)dx

/[f+g](X)dx:/f(x)dx+/g(x)dx
/ 3x2 + 2xdx = / 3x2dx + / 2xdx =

1 1
:3/X2dx—|—2/xdx_3 §X +2- 2x = x3 4+ X2

> Példa



Elemi fuggvények hatdrozatlan integréljai

stb.

SZAMITOGEPES
ESZKOZOK
DINAMIKUS
MODELLEK

VIZSGALATARA

Banhelyi Baldzs



=/ - 71 £ SZAMITOGEPES
Parcialis integralas |. ESZKOZOK
DINAMIKUS
MODELLEK

VIZSGALATARA

Banhelyi Baldzs

» Mivel [fg]'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x), ezért

> Példa
/sinz(x)dx = /sin(x) sin(x)dx =
—sin(x) cos(x) — / — cos(x) cos(x)dx =

_ x — sin(x) cos(x)

—sin(x) cos(x)+/1—sin2(x)dx = /sinz(x)dx = ;
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» Egy feladatra tobb megoldas is létezhet és sokszor
célszer(i integrandusunkat atalakitani, miel6tt integralni
kezdenénk, igy pl. egy masik lehetéség az el6z6
integraldas meghatdrozasara a "linearizalas":

/sin2(x)dx: / 1_CZS(2X)dx >2< sin512x)



Integralds helyettesitéssel .
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» Ha f egy primitiv fliggvénye F, akkor
[ f(g(x))g’(x)dx = F(g(x)), amit formilisan tgy
alkalmazhatunk, hogy g(x) helyébe egy 1j véltozét,
mondjuk y-t helyettesitiink, g’(x)dx helyébe pedig dy-t,
azaz:

Banhelyi Baldzs

/ F(g(x)g (x)dx = / Fly)dy = F(y)

» Példa
/sin3(x)dx: /sinQ(X) sin(x)dx

1

1
= —/1 —y?dy = §y3 —y = gcos3(x) — cos(x)



Hatarozott integrél fogalma

» Tekintsiik az [a, b]-n értelmezett f(x) flggvényt, és
bontsuk fel az [a, b]-t n részintervallumra. Az f(x)
fuggvényt Riemann-integrialhaténak mondjuk, ha létezik
a

E f AX,‘
n—inf; maxAX,—>0

hatdrérték, ahol Ax; jelenti az [a7 b] i-edik
részintervallum hosszat, az f(¢;) pedig az i-edik
részintervallum tetszéleges pontjdhoz tartozé
fuggvényértékeket. Ha létezik ez a hatarérték, akkor ezt
az f(x) fiuggvény [a, b]-n vett hatdrozott integraljanak

nevezziik és jelolése:
b
/ f(x)dx.
a
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Hatarozott integrél tulajdonsagai

v

A hatdrok felcserélésére az integral el6jelet valt.

Ha f(x) integrdlhatd [a, b]-n és c € [a, b], akkor az [a, c]
és [c, b] részintervallumokon vett integralok Gsszege
megadja a teljes intervallumra vonatkozé integralt.

A hatdrozott integral és a konstanssal szorzas sorrendje
felcserélhetd.

Fliggvények osszegének hatdrozott integralja azonos a
hatarozott integrilok osszegével.

Newton-Leibniz formula: Ha F az f egy primitiv
fiiggvénye, akkor [©f(x)dx = [F(x)]2 = F(b) — F(a).
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DINAMIKUS

. B MODELLEK
> Teriiletszamitas: Hatdrozzuk meg egy f fliggvény VIZSGALATARA
grafikonja alatti terliletet, azaz egy kicsit pontosabban: Bénhelyi Baldzs

hatarozzuk meg az y = 0, x = a3, x = b egyenletii
egyenesek és a nemnegativ f fliggvény grafikonja altal
hatarolt siktartomdny (gorbevonald trapéz) teriiletét.

» Megoldéds: Ha f integralhaté [a, b]-n, akkor
T = fab f(x)dx.

» Példa: Hatdrozzuk meg az f(x) = x? képlettel adott
fuggvény grafikonja alatti terliletet, ha a=04és b= 1.

1
> Megoldas: T = [/ f(x)dx = [} x2dx = [Xﬂo ~1

> Megjegyzés: Ha az el6z6 problémafelvetésben az f-re
vonatkozd nemnegativitasi feltételt elhagyjuk, akkor a
hatarozott integral értéke elGjeles terliletet ad, vagyis
pl. fozﬂ sin(x)dx = 0, jéllehet a keletkezd siktartomany
terilete nyilvdn nem 0, hanem 4.



Hatarozott integrél alkalmazasai Il.

» Forgastest térfogata: Hatarozzuk meg a folytonos f(x)
fliggvény grafikonjanak [a, b] intervallumhoz tartozé
részének x-tengely koriili megforgatdsaval kapott
forgastest térfogatat.

> Megoldas: V =7 [ f2(x)dx.
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» Sikgorbe ivhossza: Hatdrozzuk meg a folytonosan
differencialhaté f(x) fiiggvény [a, b] intervallumhoz
tartozé gorbedarabjanak ivhosszat.

> Megoldas: S = [P /1 + (F/(x))2dx.
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» Forgastest paldstjanak felszine: Hatdrozzuk meg a
folytonosan differencidlhaté f(x) fliggvény [a, b]
intervallumhoz tartozé részének x-tengely kordiili
megforgatdsaval kapott forgastest paldstjanak
felszinének nagysagat.

> Megoldas: F =27 [P f(x) - /1 + (F'(x))2dx.



Hatarozott integrél alkalmazasai V.

» Munka: Hatdrozzuk meg, ha egy test egyenes vonall
palyan mozog, és a mozgdsa sordn a palyaval
parhuzamos, helytdl fliggd erdé hat ra, akkor mekkora
ezen er6 munkaja, mikozben a test az a helyzetbdl a b
helyzetbe kerdiil.

» Megoldds: W = fab F(x)dx.
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Hatarozott integral alkalmazasai VI.

» Gaz taguldsi munka: Hatarozzuk meg, mikozben egy
gaz térfogata Vi-r6l Vs-re valtozik, mekkora munkat
végez.

» Megoldds: W = f\\/? P(V)dV, ahol a P(V) fiiggvény a
nyomast adja meg a térfogat fliggvényében.
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