2.1.1. A hatarozatlan integral fogalma, zlapinte... 1

Tanulasi cél: A hatérozatlan integral fogalmanak megismerése, alapintegralokra

visszavezethet6 integralasi feladatok megoldasa.

Tananyag:
Tankonyv: Molnar Bélané: Egyvaitozos valos fliggvények integralszamitéasa

Fejezet: 1.1.-1 2.

Elméleti 6sszefoglalo:

AF ?v fuggvényt az f ?v fliggvény primitiv fuggvényének nevezziik, ha F ?v = f A.i

Az % Aﬂv figgvény hatarozatlan integréljanak nevezzik és -szel jeléljuk primitiv
f(z)dz

0 (7) = [ (a)

fliggvényeinek Gsszességét. >Nmu\ \ Tnv de = F ASV te

ceER.

,ahol k € IR, azaz integralasnal a konstans szorzé

kf(z)dz =k \.x (x)dz
valtozatlan marad.

, azaz fuggvények osszegét

(f(z)+g(2))dx = \ f2)de+ | g(z)d:

tagonként lehet integraini.

Hasonléan igaz fliggvények kulénbségére, hogy

: () — g (2))d H\\GVQJI g(z)dz

Bar itt nem soroljuk fel 6ket, de feltétleniil ismerni kell az igynevezett alapintegralokat,

tankonyv 1.2. fejezet.

Ezen kivll hasznalni fogunk néhany azonossagot a trigonometrikus és hiperbolikus

fliggvényekre.

2.1. Integralszamitas

1=sin® z + cos® , 1=ch? 7 —sh? =,
sin 2z = 2sin z°cos z, sh 2z = 2sh zch z,

C 2 .2 _an2 2
cos 2z =cos” x —sin” w, ch 2z =sh® x+ch” z.

Ezek kozUl a trigonometrikusok kézépiskolabol ismertek, a hiperbolikusok pedig a fuggvények

defini

jabdl behelyettesitéssel levezethettk.

Kidolgozott feladatok:

1. feladat Legyen X 1 . Integraljuk a fuggvényt!
f(x) = 3z% +sin 4 — —5—
’ sh? z

Megoldas: Mivel figgvények osszegérdl és kulonbségérdl van szé, tagonként integralhatunk.

1 1
(322 +sin z — rﬁv& = [ 3z%dz + [ sin 2dz — [ ——dz
sh® z

Az elsé tagban szereplé konstans szorzé kiemelhetd.

1
3 \ z2dw + \ sin zdr — | —5—dx
sh” z

Mar csak alapintegralok szerepelnek, melyeket egyszeriien behelyettesitiink. Az elsé részben

egy hatvanyfuggvényt kell integralnunk, ekkor az [ potl

2%z = ——+¢, a#-1
a+1

alapintegral szerint eggyel megnéveljik a kitevét, s az Uj kitevével osztunk.

+ (—cos z) — (—cth ) +c=2% —cos z+cth z+¢

A megoldas helyességét derivalassal ellendrizhetjilk. Ha az eredményt derivaljuk, visszakapjuk

/ (z)t

2. feladat Integraljuk az 5 /\l fliggvényt!
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2.1.5. Parcialis integralas 43

valamelyike. Ekkor dltalaban kétszer kell alkalmazni a modszert, s a visszamaradé integral az
eredeti integrél valamilyen szamszorosa lesz. Az igy kapott egyenletet ezutan rendezni kel az

integralra. A médszer elsé alkalmazasanal mindegy melyik tényezét valasztjuk f Aav -nek és
melyiket ,Qn ?\v -nek, a masodiknal azonban ugyanugy kell valasztanunk, mint az elsénél. Az

ilyen tipust szorzatok nem mindegyikénél muszaj alkalmazni ezt a médszert. Szerepelt méar

példaul asin z'cos g fuggvény, melyet mas médszerrel egyszerlibben tudtunk integraini.

A moédszer alaklmazhat6 egyéb esetekben is, de azok nem ennyire jél kérilhatérolhatéak.

Kidolgozott feladatok:

1. feladat .
(3z — 4)sin wdz =

Megoldas: Az integrandus az elsS tipusba tartozik, éljunk tehataz f (1) = 3z — 4, és
Q, ?v = gin g elnevezésekkel. A modszer alkalmazésahoz meg kell hataroznunk az \. Apv

fuggvény derivaltjat.
fl(x)=Bz-4)=3

Sziikséglink van még a ¢ (1) fuggvényre is, melyet a ()’ (1) integralasaval kapunk.
9 g

= [ ¢ (z)dz= | sin zdxr = —cos T +¢

Mivel most elegend6 egyetlen olyan fiiggvényt talalnunk, melynek derivaltja Q_ Aﬂv , ezért az
integracios konstanst elhagyhatjuk, azaz elegendé g AHV = —c0s x -etimunk. Ezutan
helyettesitstink be a szabalyba.

(3z — 4)sin adz = (3z — 4) (—cos z) — [ 3(—cos z)dx =

A még meghatérozandé integralbél —3 kiemelheté az integral elé, majd az integralas

elvégezhetd.

b

44 2.1, Integralszamitas

—(3z—4)cos z+3 [ cos zdr = (4 — 31)cos z + 3sin z + ¢

2. feladat
2z +7)50de =

Megoldas: Az integrandus az elsé tipusba tartozik. Legyen \ ?v = D 4 Tés

g A%v = 5% . Hatérozzuk meg f AS derivaltjat és ¢ A.\avammézﬁ.

@)= +7) =2

3 . S—— ' 4 — M\VH
glz)= [ g (z)d = c&.ﬁl?m
Helyettesitstink be a szabalyba.
v @S. * r,lu&\
20 +7)5%x = 22+ 7) - [ 2 de =
(24 7} e Aa._.::m Emn

A még megmaradt integralbél emeljik ki a konstansokat, majd integraljunk.

5 2 (.. 5 2 5 5 2
22 [ 5y = (247 o= (2247~
ns s/’ dz = (22+47) +c (2247 g

Ins5 Inslnb In 5

(22 47) )+c

3. feladat 9 .
(42® — 6z + 5)ch zdx =

Megoldas: Az integralandé fliggvény most is az elsé tipusba tartozik, igy az

f(z) = 49? — G + 5és g AQV = ¢h 7 szereposztas a jo.

f(z)=(42>-62+5) =82 -6

g(@)= [ ¢ (z)dz = [ ch zdz =sh z

(42 — 6z + 5)ch zdx = (42 — 62 4 5)'sh = — [ (82 — 6)'sh zdr =
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2.1.6. Racionalis tortfiiggvények integralasa 57

Miutan felirtuk a résztortek paraméteres alakjat, a szamlalokban levé valds szamokat tigy
hatérozzuk meg, hogy kozos nevezoére hozzuk ket. A kézos nevezd mindig az eredeti tort
nevezéje, ebbdl kdvetkezéen a kozos nevezére hozas utani szamlald és az eredeti tort
szamlaléja egyenld. Mivel mindkét szamlalé polinom, csak ugy lehetnek egyenléek, ha a
megfelel6 fokszamu tagok egyutthatoi kildn-kulén is egyenléek. Igy egy egyenletrendszert

kapunk, melynek megoldasaval kapjuk a résztortekben szerepld szamokat.

Miutan egy racionalis tértfliggvényt felbontottunk résztortekre, azokat kilon-kilén integraljuk.

A kapott résztortek integralasi szempontbél harom tipusba sorolhaték.

Ax+ B

A
2 +ax + b

(3)

(A harmadik tipusu tortek nevezéje nem bonthatoé szorzatta.)

Az els6 két tipus integralasa a kovetkezé

——dz = Alnlt —a| +¢

A.\Hlav\iL A
Fe= :1~+Q

y -n+1 (1-n)(z-a)

A harmadik tipusu tortek integralasat majd konkrét feladatokban mutatjuk be.

Kidolgozott feladatok:
1.feladat [ 393 4+ 472 4146
r+2

dr =

Megoldas: Elészor vizsgaljuk meg, hogy a tort valodi vagy sem. Mivel a szamlalé harmadfokd,

a nevezd pedig csak els6fokuy, ezért ez nemvalédi tort. Polinomosztassal fel kell bontanunk egy

polinom és egy valodi tort 6ssszegére. Ehhez a tortet ezutan célszeriibb a kévetkezéképpen

frni:

32 +42® + 2 +6): (z42) =

58 2.1. Integralszamitas

Tekintsiik az osztandd legmagasabb fokszamu tagjat, ez waw , és az osztd legmagasabb foku
tagjat, ez ¥ . Vegyik ezeknek a hanyadosat, ez 3,:2, mely a hanyados els tagja lesz. irjuk le
ezt az egyenléségjel utan, majd az osztét szorozzuk meg vele, és az eredményt irjuk le az

osztando ala. Vonjuk ki a szorzas eredményét az osztandobol.

(32° +42® + 2 +6): (z+2) =322
328 +622
—2z2 4246

A kivonas utan olyan polinomot kapunk, melynek fokszama legalabb eggyel kevesebb, mint
amennyi az osztandé fokszama volt. Az eljaras kovetkezd lépésében ezzel a polinommal
hajtjuk végre ugyanazt, mint az elébb az osztandéval. Tehat most a __ 9.2 -et osztjuk az T
-szel, s kapjuk a hanyados kévetkezd tagjat, a — 21 -et. Ezzel szorozzuk az osztét, s a szorzas

eredmeényét kivonjuk, mint az elébb.

(32° + 42 + 2 +6): (z+2) =322~ 2z
3254622
-2z 4+ 2 +6
=222 -4z
Sx+6

A kivonas eredményével ismételjik meg Ujra az eljarast egészen addig, amig nem kapunk az
osztonal alacsonyabb fokszamu polinomot. Most 1 -et kell osztanunk I -szel, s igy a

hanyados kévetkezé tagja 5 lesz. Ismét szorozzuk az osztot, majd hajtsuk végre a kivonast.

(323 + 42 + 2 +6): (z+2) =32 -2z +5
—2g242+6
—2z2 -4
4%
-4

Az osztas itt végetért. Hanyadosként kaptunk egy polinomot, ez wHw — 2z + 5. samaradék

—4 . Az eredeti tort a kdvetkezéképpen irhato:

302 + 4z +x+6 —
E”w.ﬁmlw.ﬂu_uw;u]t
z+2 T+2
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2.1.7. Helyettesitéses integralas 81

82 2.1. Integralszamitas

Tanulési cél: A helyettesitéssel tortépé integralas modszerének elsajatitasa, és alkalmazasa

feladatokban.

Tananyag:
Tankényv: Molnar Bélané: Egyvaltozos valos fiiggvények integralszamitasa
Fejezet: 1.3.2. 1.4.2.1. 1.4.2.2.

Elméleti 6sszefoglalé:

Haaz f AHV egy primitiv fuggvénye Nﬂ AHV akkor

[ 1660 g @ d=Fo@)+e

ellendrizhetjuk. Azaz tudjuk integraini az olyan szorzatokat, melyeknek egyik tényezéje egy

. Ennek helyességét derivalassal kénnyen

Gsszetett fuggveény, integralhaté kilsé figgvénnyel, a masik tényezéje pedig az osszetett
fuggvény bels6 figgvenyének derivaltja, <mm.u< annak szamszorosa. A feladatok megoldasat
attekinthetdbbe tehetjiik, ha a kovetkezé leirasi moddal élunk. Legyen { — g ?av . Derivaljuk
mindkeét oldalt, és ¢ -nek T szerint derivaltjat jeloljik It -szel. Kapjuk: df , melybél
dz dx

¢’ (z) dz = dt - juk be ezeket az integrandusba.

=g’ (z)

[16@) o= [10a=F)+e=Fo@)+e
Azaza g ?.qv figgveényt egy (j valtozoval helyettestijuk, s a kapott fliggvényt ezen Uj valtozé
szerint integraljuk. Az eredményben vissza kell helyettesiteni az Uj valtozé helyére a fuggvényt,

melyet helyettesttettink.
A feladatok megoldasa soran gyakrannem a { = ¢ AHV egyenl8ség két oldalat derivaljuk <

szerint, hanem ezt rendezzik U -re, és kapjuk, hogy 7 — ,QL. () ahol %15 9 fuggvény

inverze, s ezt derivaljuk ¢ szerint. Ennek eredménye dx;

@

dr = AQL Tvv 't - A helyettesités soran mindenképpen azt kell elérniink, hogy a régi

v ,lesz, melybd|

véltozoét teljesen kikiszobdljik, és csak az Uj valtozé maradjon az integrandusban. Szeretnénk
hangsulyozni, hogy a régi és az Uj valtozo differencidlja, 2 és d{ , altalaban nem egyenlé. A

koztik fennallo kapcsolatot, a helyettesitést leird egyenlet derivalasaval kapjuk.

Bizonyos esetekben nem az & valtoz6 egy fuggvényét célszerli egy Uj valtozéval helyettesiteni,

hanem az & helyére az (j valtozé valamilyen flggvényét irni, azaz a régi valtozot helyettesitjik

=g'(t)

egy fuggvénnyel. llyenkor z; = g Qv Ezt derivaljuk ¢ szerint, és dx -t kapunk,
dt

melybél dz = ¢’ 3 dt .

Beirva az integrandusb:

f () dz = \ Flo@®) g (t)dt

Ezutan elvégezzik az integralast, majd visszahelyettesitink.

A helyettesités barmelyik médjat hasznajuk, a helyettesitéssel nem magat az integralast
veégezzik el. llyenkor az integrandust alakttjuk at, s célunk egy kénnyebben integralhato

fuggvenyt kapni, mint amilyen az eredeti volt. Az integralasi lépés majd ezutan kévetkezik.

A helyettesitést nagyon gyakran célszer( alkalmaznunk a kévetkezd esetekben:

1. Ha az integrandus valamelyik része osszetett figgvény. llyenkor a belsé fuggvényt
tekinthetjik Uj valtozénak, s a helyettesités utan mar nem lesz ésszetett fuggvény.

2. Ha az integrandus olyan tért, melyben /\;q /.\.mv e vagy o szerepel. llyenkor a
gyokos kifejezést vagy az exponencidlist tekintjiik az Uj valtozonak, s a helyettesités utan
altalaban racionalis tortflggvényt kapunk.

3. Ha az integrandusban négyzetgyok alatt masodfoku kifejezés szerepel, de az integrandus
nem a gyokos kifejezés reciproka. llyenkor olyan helyettesitést hajtunk végre, hogy a gyok alatt
teljes négyzet alakuljon ki, s ezaltal eltinjon a gyck. Sokszoraz z = gin #, = =sh ¢

vagy £ = ch ¢ helyettesités vezet célhoz.

A21.2,2.1.3. és 2.1.4. leckékben térgyalt integralasi modszerek a helyettesitéses integralas

specidlis esetei, de gyakori el6fordulasuk miatt célszer(i ket ki

Kidolgozott feladatok:

1. feladat siny/z
——dZ =

] Ve

Megoldas: Az integrandus szamlaléjaban szerepel egy Gsszetett fliggvény, érdemes

megprobalnunk helyettesiteni ennek belsé fuggvényét egy Uj valtozéval.
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2.1.8. Hatarozott integral

105

2.Ha f T,V integralhaté ?; E nésCaz —P S belsé pontja, akkor

b

@) o= \ ores \\ (@) ds

a

azaz részintervallumokon vett integralok ¢sszege megadja a teljes intervallumra vonatkoz6

integralt. A tétel akkor is igaz, ha C az F: S -n kiviil helyezkedik el, és f ?v integralhat6 az

la, c]¢s[c, b]intervallumokon.

3. A hatarozott integral és a konstanssal szorzas sorrendje felcserélhets, azaz

\\\ax (z)dz = »M\ @ &&.

4. Fuggvények dsszegének hatarozott integralja azonos a hatarozott integralok dsszegével.

b b b
(f(x)+g(@)de= | f(z)de+ [ g(x)dz

3 a a

A Newton-Leibniz formula:

b
[1@do=(F @l =F ) - P

ahol TV az Adv egy tetszbleges primitiv fiiggvénye, s Tﬁ Qv_o azt jelenti, hogy

@

F A&v b helyen vett helyettesitési értékébdl ki kell vonni az a helyen vett helyettesttési

eértékét. A szamolas szempontjabol ez a tétel a legfontosabb, hiszen ez mondja ki, hogy a

106 2.1. Integralszamitas

hatérozott integralas két lépésbdl all. Elsdkent kerestink egy prim

fggvényt, ami
tulajdonképpen hatarozatlan integralast jelent. Ezutan behelyettestjiik a primitiv fiiggvénybe az
integralési hatarokat, és vessziik a helyettesitési értékek kilénbségét.

Kidolgozott feladatok:
1. feladat !

de =

Megoldas: A fuggvény folytonos az integralasi intervallumon, tehét létezik a keresett integral.
(A késdbbiekben ezt nem fogjuk minden esetben megjegyezni.) Alkalmazzuk a Newton-Leibniz

formulat. Ehhez el6szor kerestink egy primitiv fliggvényt.

;4 megfelelé. Helyettesitstk ezt be.

Megjegyzés: A feladatok megoldasat kétféle modon szoktak leirni. Az egyikben kiilon végzik el
a hatarozatlan integralast, majd behelyettesitenek a Newton-Leibniz formulaba, mint ahogyan
ezt mi is tettuk. Akkor célszert igy eljarni, ha a hatarozatlan integralas nem egyszerti, hanem

tobb lepésben is kell alakitani az integranduson. Ha a hatéarozatlan integralas egyszerti, mint

ebben a feladatban is, akkor felesleges ezt kulsn leirni, ezt régton a hatérok felttintetésével

végezhetjik.
2. feladat 4
z/zdr =
1
rjuk fel az integrandust egyetlen hatvanyként, igy régtén meghatarozhatunk egy

si hatérokat.

|

v Megolda:
| primitiv fuggvényt, melybe behelyettesithetjiik az integr.
|

walen
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2.1.9. Teriiletszamitas

121

g(x)

Lényegében ugyanigy kapjuk meg az f A..uv ésg ?.v folytonos fiiggvények gorbéi altal
kozrezart terllet nagysagat is, csak ekkor az intervallum két végpontja a grafikonok
metszéspontjainak helye. llyenkor egyenl6vé tesszik a két figgvényt, s megoldjuk az igy
kapott egyenletet. Az igy kapott ( és b lesz az integralas két hatéra. Tehat a ket fuggvény

grafikonja altal kozrezart terllet:

b
= [ U@ -g@)ds

122 2.1. Integralszamitas

ftx)

g(x)

A gorbék kozti terliletek szamolasa soran az abszolut érték elhagyhato, ha a felul haladé

figgvenybdl vonjuk ki az alul haladot. Annak eldsntéséhez, hogy melyik fuggvény grafikonja

halad alul és melyik felll, célszer(i abrat késziteni.

Tébb fuggvény grafikonja altal hatarolt sikrész teriiletének meghatarozasara, csak bonyolultan
lehetne altalanos szabalyt adni. llyenkor abrat kell késztteni, és a sikrészt felbontani olyan
részekre, melyeknél figgvénygaérbe alatti, vagy két fuggvénygorbe kézotti terletet kell

meghatarozni.

Kidolgozott feladatok:
1. feladat Hatarozzuk meg az \ AHV = Hw — 4g -+ 5 fuggveny grafikonja és T -tengely

kézotti sikrész teriletét a Mo“ wg intevallumon!

Megoldas: Vizsgaljuk meg, valt-e eléjelet a fiiggvény a Aoq wv intervallumban. Ehhez oldjuk
meg mN\ T:v o H.w — 41 + 5 = () egyenletet. Mivel azonban ennek a masodfoku
egyenletnek a diszkriminansa, D= AINCN — 4’5 = —4 < () ezért nincsen valds gyok,

azaz a fuggvény sehol sem valt eléjelet. igy a keresett teriilet egyetlen integrallal kiszamolhato.
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2.1.9. Teriiletszamitas
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@y 8. kérdés: Mekkora teriilet(i véges sikrészt hatarolnak a kévetkezé
fiiggvények grafikonjai: p2
1 +3, h(z)=-2z

2

f@)=2% g(2)=

?
14

3

16

3
=~ 20 <

3

8

Tanulasi cél: Megismerni a hatarozott integral néhany matematikai, és egy fizikai

alkalmazasat.

Tananyag:
Tankényv: Molnar Bélané: Egyvaltozos valos figgvények integralszamitasa

Fejezet: 3.3.-3.4.

Elméleti 6sszefoglal6:
1. Forgastest térfogata:
Ha a folytonos f Q.v fuggvény grafikonjanak F: E intervallumhoz tartozé részét megforgatjuk

az U -tengely kériil, akkor a keletkez forgastest térfogata:

V= ﬁ\@.\m ?v&\.

2. Sikgérbe fvhossza:
>NMQ: E intervallumon folytonosan differencialhato f hev fuggvény ? S intervallumhoz

tartozo gérbedarabjanak ivhossza:

mu\v. 1+ (

3. Forgastest palastjanak felszine:
Ha a nemnegativ, folytonosan differencialhatéd \. n&v figgvény grafikonjanak Tr 3
intervallumhoz tartozo.részét megforgatjuk az T -tengely koriil, akkor a keletkezé forgastest

paléstjanak felszine:

4. Munka:

a. Véltoz6 eré munkaja:
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2.1.10. A hatarozott integral tovabbi alkalmazasai 145

146 2.1. Integralszamitas

Ehhez nagyon hasonié integrandussal még a modul elsé leckéjének 8. feladataban

talalkoztunk. Alakitsuk hasonlé madon a fiiggvenyt, mint abban a feladatban. Irjuk be, hogy

sh z.
th 1 = ——
= ch z
. sh z\? sh’z
V= e —dx
ch z ch’z ‘
0 ) 0

Hasznaljuk fel az 1 — 24 — gh2y @zonossagot, melybdl sh?s = ch?z — 1-
Helyettesttsik ezt a szamlaléba, majd darboljuk fel a tortet két tortre, és egyszer(isitstink.

Ezutan mér el lehet végezni az integralast, majd behelyettesithetjik a hatarokat.

ch’z 1 g 1
e — dz = 1-——)dz =
ch’z nrm.ev s.. ( oww.sv v

m((1=th 1) = (0—th 0)) =7(1—th 1) ~0.75

4. feladat Hatarozzuk meg mw,\ ?,v = H./\.\MEQQEE\ gorbéjének ivhosszat a 0 1
, ~
4

!I

intervallumon!

Megoldas: Helyettesitsiink a folytonos gérbe fvhosszanak képletébe. Mivel ebben a fuggvény

amn._<m.__c,m szerepel, ezért allitsuk el6 a derivaltat.

5
=
8
o
Il
B
=
3
Il
3
&L
G —
Il
N
8
ESTERY
N——
I
SR N)

Most jhet az ivhossz.

>

:Q (2))’dz =

Q\

\

Az integrandus sszetett fiiggvény, melynek belsé fuggvénye linearis. Amint az a modul
masodik leckéjében szerepelt, ilyenkor integraljuk a kilsé fiiggvényt, s osztunk a bels6

fuggvénybdl L egyutthatojaval.

9 7 w 61
+§ - /\:Js = 506" 35
In z fuggvény ?q m_ intervallumhoz

8

tartozé gérbedarabjanak?

Megoldas: Vegyiik a fiiggvény derivaltjat.

PE)=@ =58 =2

Helyettesitstik be az ivhossz képletébe, majd a gyok alatt végezziik el a miiveleteket.

1
= 2 ——
AH \/\ﬂ.v +a\:w T

HN,\IQ"?:M \,\:imT%N&;N,\_iﬁf
a 1

A gyok alatti kifejezésben teljes négyzetet lehet felismerni, s igy ellinik a négyzetgyok, és a

fuggvenyt tudjuk integralni. Utana mar csak a hatarokat kell behelyettesiteni.

|
—
I
o]

[V
OOI\]
03
ot
—

Megjegyzés: Amikor gérbe ivhosszat kell meghataroznunk, akkor sajnos egy olyan képletbe
kell helyettesitentink, amelyben gyok szerepel. Emiatt az integralas altalaban nehéz, hacsak a
gyok alatti kifejezés nem elséfoku, vagy nem ismeriink fel teljes négyzetet. A behelyettesités
utan mindig el kell végezni a mlveleteket a gyok alatt, és a kapott kifejezést megvizsgalini, nem

teljes négyzet-e
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@
w

13,2
4

13

3z + .I&almﬂ 3z + v dz

3
Nﬂ\ w&+~+wn§”wﬁ
J) ;

-
fun

Az integrandus olyan 6sszetett fliggvény, melynek belsé fuggveénye linearis. Integraljuk a kulsé

faggvenyt, s ne feledkezzlink meg arrol, hogy osztani kell a belsé fuggvénybsl &

egyutthatojaval.
@3+ Wi 132" 4 133 30
&+ = 947 w :
F=2g = ol Br+—) | =— ,\am +=) | - ,\ap + =} =
3 Eh 4 4
3 3 3 .
- =2 N (s VIAHA N_(2 )= Afmlmvl
; 9 4 4]’ 92 27798 87T
4 218
=—— =~ 38.05
9 8
8. feladat Szamoljuk ki azon forgastest palastjanak felszinét, mely az 23 Emm<m:<

flz) =

Bv : intervallumhoz tartozé gérbedarabjanak I -tengely korili forgatasakor keletkezik!

Megoldas: Derivaljuk a fuggvényt.

F=2r %

irjuk a gyoket inkabb hatvanyként, valamint szorozzunk 4 -gyel, s az integral elé pedig irjunk 1
4
-et, mert ekkor az integrandus ¢ Aav f AHV tipust lesz.

150

o=
[

0

e H+e_v£alm_,.NC +at)E (1 4 2 dz = Fﬁ.a‘.vw MTGJTG.: __ =

_ mf\c +19° = /1 + 09 = S(VB-1)~ 0064

9. feladat: Mennyi a paldstfelszine annak a ﬁoamﬂmmﬁ:mw_ melyet az \ m%v =ch =
fliggvény B“ : intervallumhoz tartozé gérbedarabjanak T -tengely korili forgatasaval

kapunk?

Megoldas: Allitsuk el6 a fiiggvény deriv.

f(z)=(ch z) =sh &

Helyettesitslink a palastfelszint megado képletbe.

b 1
F=2r \.\. (2) 1+ (f (2))de = ws‘\.ow =V 1+ sh’zdx
.a 0

Mivel] = ch?g; — sh?z.ezét] 4 gh2g = ch2y-

1 1
F=2r[ch zVch’zdr = 27 [ ch®zdz
0 0

Adjuk 8ssze az] — ch?z — sh2zésch 22 = chiz 1 gh?y; azonossagokat, s osszuk

2 -vel. igy kapjuk a 1+ch 2z mNo:Ommmmon melyet irjunk be az

9

<

ch?z =

integrandusba.

2
+% ol Sl P (1+ch 2z)dz =

Ach 2z integralasanal ne feledkezziink meg a linearis belsé fuggvényrél, ami miatt osztani

2.1. Integralszamitas
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_b ViV — 1451, _nh —p Vi<

K—1 k—1
Ebbe mar be lehet helyettesiteni a konkrét adatokat.
1054 — 10513:2t~2 1-27%
) 1 — 1] 0 8 3 A — 3 ~ .
W = = = 10° - = 5.5510° J =555 KJ
3 3

Megjegyzés: Mivel p}/* = dllando, ezért az utolso Gsszefuggesben p 1/} ™ helyére py 15"

is irhato, és igy a munka egyszeriibben is kifejezheto.

W= PVl "B Vi - paYh

k—1 k—1

Ez a munka legyegyszeribb kifejezési modja adiabatikus taguléas esetén. Ahhoz azonban, hogy
ezt hasznalni tudjuk, szikségiink van P2 -re. Ezta p; V1™ = p, 15" egyenletbd! lehet

kiszamolni.

Ellenérzé kérdések:

£3 1. kérdés: Mekkora az f AHV = 7 filggvény Ev HTioEm::B:oN tartozo
gérbedarabjanak T -tengely koriili forgatasakor keletkezé forgastest

térfogata?
P ﬁ|
% —(e—1
Se—1)
t T, 9
=1
5(e = 1)
© owe—1)

154

2.1. Integralszamitas

9

™

2. kérdés: Mekkora térfogatu test keletkezik az % ?v = tg z fuggveny
? N% intervallumhoz tartozé gérbedarabjanak £ -tengely koriili
b ]
4

megforgatasakor?

47 — 72

4

7+ 27
4

4 + 72
4

3. kérdés: Mennyi az ivhossza az f ?v = /4 — o2 fiiggvény ﬁog w_

intervallumhoz tartozé goérbedarabjanak?

i

|3

Do
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