2.1.1. A hatarozatlan integral fogalma, alapinte...

2.1. Integralszamitas

Tanulasi cél: A hatarozatlan integral fogalménak megismerése, alapintegralokra

visszavezethetd integralasi feladatok megoldasa.

Tananyag:
Tankényv: Molnar Bélané: Egyvaitozos valds fuggvények integralszamitasa

Fejezet: 1.1.-1.2.

Elméleti 6sszefoglalo:

AF (T) fuggvényt az f (T) fuiggvény primitiv fuggvényének nevezzik, ha (J‘) =N (T)

i

Az f (1) fuggvény hatérozatlan integréljanak nevezzik és -szel jeloljuk primitiv
! (T) /f (z) dw
fiiggvényeinek dsszességét. Azaz [ , ahol F” = T)és
sgveny o / J(@)dz=F(z)+c (#) =/ (=)
cER.
‘ cahol k € R, azaz integralasnal a konstans szorzé
kf(z)de=k | f(z)dz
véltozatlan marad.
F T , azaz fuggvények 6sszegét
/ (f (%) + g(x))ds = /f‘ (z)do + / g (z)dz

tagonként lehet integraini.

Hasonloan igaz fliggvények kiilénbségére, hogy

[G@-genie=[swi- [

Bar itt nem soroljuk fel 6ket, de feltétleniil ismerni kell az Gigynevezett alapintegralokat,

tankoényv 1.2. fejezet.

Ezen kivul hasznalni fogunk néhany azonossagot a trigonometrikus és hiperbolikus

fuggveényekre.

1=sin® 4 cos® , 1=ch? z —sh? z,
sin 22 = 2sin z'cos =z, sh 22 =2sh zch z,
cos 2z = cos® z —sin® z, ch 2z =sh? z+ch? z.

Ezek kézul a trigonometrikusok kézépiskolabol ismertek, a hiperbolikusok pedig a fuggvények
definiciéjabdl behelyettesitéssel levezethetdk.

Kidolgozott feladatok:

2 . 1 . Integraljuk a fuggvényt!
f(z) =38z"+sin 1 — —
sh® z

1. feladat Legyen

Megoldas: Mivel fuiggvények 6sszegérdl és kulonbségérdl van szo, tagonként integralhatunk.

: 1 1
/(3.’)32 +sin z — o T)dr = /3$de+/sin xdz — / i TdT

Az els6 tagban szerepl6 konstans szorzé kiemelhetd.

© 1
3 .21::+/~' 'd.,—/ dz
/Z‘(l Sin raxr sh2 = T

Mar csak alapintegralok szerepelnek, melyeket egyszerlien behelyettesttiink. Az elsé részben

o # —1
Q+1+c, o #

alapintegral szerint eggyel megnéveljik a kitevét, s az Uj kitevével osztunk.

egy hatvanyfuggvényt kell integralnunk, ekkor az [ patl
%z =

3
3(%) + (—cos z) — (—cth 2) +c=2%—cos z+cth z+c

A megoldas helyességet derivalassal ellendrizhetjik. Ha az eredményt derivaljuk, visszakapjuk

()=t
2. feladat Integraljuk fggvényt!
eladat Integralju azf(m): 5/:1:‘\/.2? tiggvényt
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Megoldas: Elészor alakitsuk at a fuggvényt! A gyskoket irjuk inkébb hatvanyként.

Mivel egy hatvanyt hatvanyozunk, a kitevék szorzédnak.

f @)=zt

Ezutan mar csak egyetlen hatvanyt kell integralnunk. Ekkor az integralas soran, mint az elézé

feladatban, az [ petl alapintegral szerint a kitev6t eggyel
%di = giE +e¢ a# -1

megnoveljik, s az Uj kitevvel pedig osztanunk kell.

o
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Megoldas: Fuggvények szorzatat kell integralnunk, amire nincsen altalanosan integralasi
szabaly. Probaljuk meg ezért tigy atalakttani a fiiggvényt, hogy eltlinjon a szorzas. irjuk 4t a

kobgyokét tortkitevs hatvannya, és bontsuk fel a zarojelet.

Mindkeét tagban azonos alapd hatvanyok szorzata szerepel, melyeket egyetlen hatvanyként is
frhatunk. (A kitevék dsszeadddnak.)

Sikertlt elérntink, hogy mar nem szerepel fliggvények szorzata, hanem csak killésnbsége,

melyet kulén-kalén integralhatunk.

/(L% - 33;%)(11' = /:1:%d:1:— /:L'%d.‘l,‘

A masodik részben az integralas és a 3-mal szorzas sorrendje felcserélhetd, amit

szemléletesen Ugy mondhatunk, hogy a 3-as szorz6 az integral elé kiemelhetd.

o)

/ f(z)da :/ gy = Tl—l, +c= —ly—:vi% +c
o 13

Ez nem csak ilyen alakban irhat6, hanem a tortkitevés hatvany gyokaos kifejezéssé alkithato.

Ekkor eredményiink a kévetkezd:
: 10
/f (z) dx = Vald ¢

Megjegyzés: Az integralasi feladatok altalaban azért tiinnek nehezebbeknek, mert az

integralas elétt sokszor at kell alakitani a filggvényeket, hogy az integralas elvégezhetd legyen.

Az alapintegralok biztos ismerete azért is szilkséges, mert elére kell latni, hogy milyenné
célszer( alakitani a figgvényt.

3. feladat Integraljuk az £ () = 7 (22 — 3)fuggvényt!
flz x(z® — 3z)

/w%(lz~3/w%dw

Mindkét esetben hatvanyfuiggvényt kell integrainunk, azaz a kitevét eggyel megnéveljik, s az Gj

kitevovel osztunk. Eredménytink a kévetkezé:
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Ugyanez mas alakban:

3 . 9 . :

2 o - L0 4

10 T

4. feladat Legyen f (q,) =923 ++ 5y . Miafuggvény hatarozatlan integralja?

NG
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valamelyike. Ekkor &ltalaban kétszer kell alkalmazni a mddszert, s a visszamaradé integral az
eredeti integral valamilyen szamszorosa lesz. Az igy kapott egyenletet ezutan rendezni kell az

integralra. A modszer elsd alkalmazasanal mindegy melyik tényezét valasztjuk f (7;) -nek és
melyiket g’ (q;) -nek, a masodiknal azonban ugyantgy kell vélasztanunk, mint az elsénél. Az

ilyen tipusu szorzatok nem mindegyikénél muszaj alkalmazni ezt a modszert. Szerepelt mar

példaul asin z'cos z fuggvény, melyet mas modszerrel egyszeriibben tudtunk integralni.

A médszer alakimazhat6 egyéb esetekben is, de azok nem ennyire jol kérilhatarolhatéak.

Kidolgozott feladatok:
1. feladat .
(32 —4)sin adz =

Megoldas: Az integrandus az elsé tipusba tartozik, éljunk tehat az f (:1;) =3z —4.é
g’ (T) = gin g elnevezésekkel. A modszer alkalmazésahoz meg kell hatéroznunk az f (l)

fuggvény derivaltjat.

f@)=0Bz—-4)=3

Szitkségtink van még a ¢ (7-) fggvényre is, melyet a o’ (x) integralasaval kapunk.

g(z) :/g’(z)dyc:/sin zdr = —cos z + ¢

Mivel most elegendd egyetlen olyan fuggvényt taldlnunk, melynek derivaltja g’ (;r) ,ezértaz

integraciés konstanst elhagyhatjuk, azaz elegendé g (J,) = —co0s 1z -etirnunk. Ezutan

helyettesitstink be a szabalyba.
/(37: —4)sin adz = (3¢ — 4)(—cos z) — /3‘(7005 z)de =

A még meghatarozandé integralbol — 3 kiemelhets az integral elé, majd az integralas

elvégezheto.
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—(3z—4)cos z+3 /cos zdr = (4 — 3z)cos x +3sin 2 +¢

2. feladat

/ (22 +7) 5%z =

Megoldas: Az integrandus az els6 tipusba tartozik. Legyen f (1,) =24 Teés

g (’I”) = 5% Hatérozzuk meg f (l) derivaltjat és g (g;)ft]ggvényt.

f)=0Cz+7)=2

Helyettesitstink be a szabalyba.

. 5o T
z 5%z = (2 : = | De——dg =
/(2z+7)a de =2z +7) o E / o 5dL

A még megmaradt integralbél emeljuk ki a konstansokat, majd integraljunk.

51 2 " 5T 2 = f=¢4 ‘2
2z +7) ————/ 5%dp = (2’1:+7)‘d———'0—_+c = —O—(23;+7A—)+c

Ind Inb Inb5 In51Inb In5 In 5

3. feladat 9
(42® — 6z + 5)ch adx =

Megoldas: Az integralandé figgvény most is az elsé tipusba tartozik, igy az

flz) = 472 — 6z + 58 g’ (z) = ch g szereposztas ajo.

F(z)= 4z -6z +5)=8z—6
g(z) = /g’ (z)dz = /ch xzdz =sh x

/(4:52 — 6z + 5)ch zdr = (42 — 62 + 5)sh 2 — /(8.1' —6)sh zdz =




2.1.4. Integralasi modszerek (3)

41

6;‘,}

5. kérdés: e
——dx =
e +8

o1 =
5111(02"’ +8)+¢
© In(e® +8)+c¢
o 2n(e® 4+ 8) +¢
o1 ;
Eln(ch +8)+c¢

6. kérdés: [ y2-ch g3
——dz =

%ln Ish 2°| + ¢

In

sh 53]'4—5
1 R
§]n|(,h T |+c

In |ch 7:3| +e
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Tanulasi cél: A parcidlis integralas médszerének elsajatitasa, és alkalmazésa feladatok

megoldéasaban.

Tananyag:
Tankényv: Molnar Bélané: Egyvaltozos valés fuggvények integralszamitasa
Fejezet: 1.3.1.

Elméleti 6sszefoglalé:
Haaz f (T) ésg ('L) fuggvenyek differencialhatoak, valamint az f’ (t) g ('L‘) fuggvény

integralhato, akkor az f (1) '@’ fuggvény is integralhaté és
g (T

‘ / 6y @ ds =1 @) 9@ - [ £ @) g

A moédszer alkalmazasanak harom legfébb esete:
1. Az integrandus olyan szorzat, melynek egyik tényezéje polinom, a masik pedig az
a®, ¢%, sin z, cos z, sh x, ch x fuggvények valamelyike. llyenkor a polinomot

célszerti f (1:) -nek, s a masik tényez6t pedig ¢’ (g,) -nek valasztani. A médszer

alkalmazasaval azt érjuk el, hogy a még meghatarozandé integrélban eggyel alacsonyabb
———fokszamu-polinom-szerepel.-Ha-a-modszert-annyiszor-alkalmazzuk;-amennyi-a-polinom—————— — —
fokszama, akkor eltlinik a polinom, s helyén mar csak konstans marad, s a még hatralevé

integralban mar nem szorzatfiiggvényt kell integralnunk.

2. Az integrandus olyan szorzat, melynek egyik tényezéje polinom, a masik pedig a

log, =, In x, arcsin @, arccos =, arctg x, arcctg x, arsh @, arch z, arth z, arcth =
fuggvenyek valamelyike. liyenkor a polinomot ¢’ (T) -nek, a masik tényezot pedig f (7;) -nek
célszerl véalasztani. A médszert egyszer alkalmazzuk, s a visszamarad¢ integralt valamilyen

més modszerrel hatarozzuk meg. Gyakran f© (7;) o (m)vagy i (.’r,) tipust integral alakuk

f(z)
ki.
Bar a médszer alapvetden szorzatfliggvények esetén hasznalatos, de itt eléfordulhat az is,
hogy a polinom egyszertien 1 . Nem igazi szorzatot akarunk tehat integralni, hanem a
log, z, . . . arcth  fuggvények valamelyikét.

3. Az integrandus olyan szorzat, melynek mindkét tényezéje az a.”, . . . ¢ch gz fuggvények
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Miutan felirtuk a résztortek paraméteres alakjat, a szamlalokban lev valos szamokat agy
hatarozzuk meg, hogy k6z6s nevezoére hozzuk 6ket. A k6zos nevezdé mindig az eredeti tort
nevezdje, ebbdl kovetkezden a kozos nevezére hozas utani szamlald és az eredeti tort
szamléloja egyenld. Mivel mindkét szamlalé polinom, csak tgy lehetnek egyenléek, ha a
megfeleld fokszamu tagok egyiitthatoi kilén-kilén is egyenléek. Igy egy egyenletrendszert

kapunk, melynek megoldasaval kapjuk a résztértekben szerepl szamokat.

Miutan egy racionalis tortfiggvényt felbontottunk résztértekre, azokat kulén-kulén integraljuk.

A kapott résztortek integrélasi szempontbol harom tipusba sorolhatok.

A A Az + B
2) —= J.) ————
2) (& —a)"’ 3) 2?2 +ar+b

(1)

z—a’
(A harmadik tipusu tortek nevezéje nem bonthatéd szorzatta.)

Az elso két tipus integralasa a kovetkezo:

r—a T=4a

(1.) / A dr=A / ! dz = A'ln|z —a| +¢

A i o, (z y
(2:) /md1:4/ (z—a)"dz=A p | A-m@—a

il
i
£

il

B

%

A harmadik tipusu tortek integralasat majd konkrét feladatokban mutatjuk be.

Kidolgozott feladatok:

1.feladat [ 323 4 472 + 2 + 6
T+ 2
Megoldas: El6szor vizsgéljuk meg, hogy a tért valodi vagy sem. Mivel a szamlalé harmadfoku,

a nevezd pedig csak elséfoku, ezért ez nemvalédi tort. Polinomosztassal fel kell bontanunk egy

polinom és egy valodi tért 6ssszegére. Ehhez a tértet ezutan célszeriibb a kévetkezéképpen

frni:

32 +42’ + 2 +6): (z+2) =
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Tekintstik az osztando6 legmagasabb fokszamu tagjat, ez 3$3 , és az osztd legmagasabb foku
tagjat, ez T . Vegyik ezeknek a hanyadosat, ez 3,2, mely a hanyados elsé tagja lesz. irjuk le
ezt az egyenléségjel utdn, majd az osztét szorozzuk meg vele, és az eredményt irjuk le az

osztando ald. Vonjuk ki a szorzas eredményét az osztandobol.

(32 +42® + .+ 6) : (z+2) = 322
3z +632
222 4246

A kivonas utan olyan polinomot kapunk, melynek fokszama legalabb eggyel kevesebb, mint
amennyi az osztando6 fokszdma volt. Az eljaras kovetkezé lépésében ezzel a polinommal
hajtjuk végre ugyanazt, mint az elébb az osztandoval. Tehat most a __9 .2 -et osztjuk az &
-szel, s kapjuk a hanyados kévetkezé tagjat, a — 22 -et. Ezzel szorozzuk az osztét, s a szorzas

eredményét kivonjuk, mint az elébb.

(32 +42? + 2 +6): (z+2) =322 — 2z
3234 622
- 22 +2+6
~2z2 -4z
5246

A kivonas eredmeényével ismételjuk meg Ujra az eljarast egészen addig, amig nem kapunk az
osztonal alacsonyabb fokszamu polinomot. Most 51; -et kell osztanunk & -szel, s igy a

hanyados kévetkezd tagja 5 lesz. Ismét szorozzuk az osztot, majd hajtsuk végre a kivonast.

(32 + 422 +2+6): (z+2) =322~ 22 +5

3234622
—2g%+z+6
—2a% 4z
Sx+4-6
Smj—rl()
—4

Az osztas itt végetért. Hanyadosként kaptunk egy polinomot, ez 33;2 — 2 + 5.samaradék

—4 . Az eredeti tort a kévetkezokeppen irhato:

33+ 42’ +24+6 —4
WA ATHO 2 g5 o
z+2 T+ 2
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Térjunk vissza ezutan az integraldshoz.

/31, + 42?4 r+611‘=/(311—".l‘+0+
242

)(IJ = J/ ridy— 2/ ul.+d/1(u—4/
Az els6 harom rész alapintegral, a negyedik pedig olyan 6sszetett fuggvény, amelynek belsé

fuggvenye lineéris. Végrehajtva az integralast a kévetkezé eredményt kapjuk:

323 2
—;—«—~%+5T—41nh+2|+c—L —2? + 5z —dln|z +2| +¢

2. feladat 3 — p
/.’c2+2.7:+2 =

Megoldas: Az integrandus most sem valodi tért, hiszen a szamlalé harmadfoku, a nevezé
pedig csak mésodfoku. Hajtsuk végre most is a polinomosztast, de ezt mar nem irjuk ki

lépésenként.

(2¢° -3z -7): (:2+2x+2):2z—4

) dr =
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v

szorozni 2 -vel, s'a tort elé pedig egy 1 -etimi, mertigy f’ (;;;) tipust integréalt kapunk.

2 )

228 - 3w -7 1 20+2 ! 1 (a*+ 2z +‘7)
o = [ oty e = [ Qe S s =
/:1;7+2:L'+2 ! ,/(r S Er ‘/(L e e L

Haijtsuk végre az integralast, éredményul a kovetkezo6t kapjuk:

2 1 .
%—41,4——1[1!1/ +21+2|+c—1 —4zl;+§ln§wz+2w+2|+c

Megjegyzés: Mivel az ;2 + 2q: + Dkifejezes csak pozitiv értékeket vesz fel, az abszolit
érték elhagyhaté.
3.feladat [ Sz — 0
————dz =
e L
Megoldas: Az integrandus most valddi tért, a szamlalé elséfoku, a nevezo pedig masodfoka. A
nevezd kiemeléssel szorzatta alakithaté, tehat a tort felbonthaté résztortekre. Elso lépésként

irjuk fel a nevezét szorzat alakban.

A hényados tehat 22 — 4 , a mardék pedig ; - 1 lett, melyet még osztanunk kell az eredeti

tort nevezéjével. A felbontott alakot irjuk egybdl az integralba.

" 9z — z+1
———d = il 4+ )dz =
/ Pior 2 T /(i :L'2+2m+2) ¢

Mivel olyan tértiink maradt, melynek nevezdéje masodfoku, meg kel vizsgalnunk, hogy van-e
valés gyoke a nevezének, mert ha igen, akkor szorzatta lehet alakitani, s az egész tortet pedig

résztortek osszegére lehet bontani. Irjuk fel a nevezében levé polinom diszkriminansat.

D=0 —dac=2"-412= -4

A diszkriminans negativ, tehat a nevezének nincs valés gyoke, a tért nem bonthato fel
résztortekre.

Eszrevehetd, hogy a szamlalé éppen fele a nevezé derivaltjanak. Célszerl ezért a szamlalot

2 3= (z—3)

Mivel két elséfoku tényezénk van, két olyan résztortet kell felirnunk, melyek szamlaloja

konstans, a nevezékben pedig a két tényez6 all.

51 —6 A B

—_— e o ——
z(x—=3) =z z-3
A szamlalokban &l A és B szémok meghatarozasahoz, hozzuk kdzos nevezére a két tortet.

52-6  A(lx—-3)+Bz (A+B)r—34

2z —=3) w(z-3) z(z-3)

Mivel a nevezék megegyeznek, ezért a szamlaloknak is egyenldéeknek kell lennitik. Ez csak Uugy

lehetséges, ha a megfelel6 fokszamu tagok egyiitthatoi megegyeznek. Igy egy
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e

Tanulasi cél: A helyettesitéssel tértépé integralas modszerének elsajétitasa, és alkalmazasa
feladatokban.
Tananyag:
Tankonyv: Molnar Bélané: Egyvaltozés valds fuggvények integralszamitasa
Fejezet: 1.3.2. 1.4.2.1. 1.4.2.2.
Elméleti 6sszefoglalo:
Haaz f (’E) egy primitiv fuggvénye F' (1;), akkor

' . Ennek helyességét derivalassal konnyen
[16@) 0 @i =F@)+e
ellendrizhetjuk. Azaz tudjuk integralni az olyan szorzatokat, melyeknek egyik tényezéje egy
Osszetett fliggvény, integralhato kulsé fiiggvénnyel, a masik tényezéje pedig az dsszetett
figgvény belsé fliggvényének derivaltja, vaéy annak szamszorosa. A feladatok megoldasat
attekinthetobbé tehetjiik, ha a kovetkezé leirasi moddal élunk. Legyen £ — g (7) . Derivaljuk
mindkét oldalt, és ¢ -nek ¥ szerint derivaltjat jeloljik /t -szel. Kapjuk: df , melybél

dzx de g (=)

g (g;) dx = dt - Triuk be ezeket az integrandusba.

[16@) g @in= [10)a=F@)+e=FE)+e

Azaza g ( g:) fuggvényt egy Uj valtozoval helyettestjik, s a kapott fuggvényt ezen Gj valtozé
szerint integraljuk. Az eredményben vissza kell helyettesiteni az j valtozé helyére a fliggvényt,
melyet helyettestettink.

A feladatok megoldasa soran gyakrannem a { = g (g;) egyenlség két oIda]a’t derivaljuk &
szerint, hanem ezt rendezziik T -re, és kapjuk, hogy 7 — g—f (-f) ahol g—l a g fuggveny

inverze, s ezt derivaljuk ¢ szerint. Ennek eredménye d; 1 , lesz, melybol
- =" @)
dr = (g"“1 (7)) *di: - A helyettesités soran mindenképpen azt kell elérniink, hogy a régi

valtozét teljesen kikiiszoboljuk, és csak az Uj valtozé maradjon az integrandusban. Szeretnénk
hangsulyozni, hogy arégi és az Gj valtozé differencidlja, dz és di , altalaban nem egyenls. A

koztuk fennalié kapcsolatot, a helyettesitést leird egyenlet derivalasaval kapjuk.

Bizonyos esetekben nem az % valtoz6 egy flggvényét célszer( egy j valtozoval helyettesiteni,
hanem az T helyére az j valtozé valamilyen fuggvényét irmi, azaz a régi valtozot helyettestjk

egy fuggvénnyel. llyenkor 1 = 1) . Ezt derivaljuk £ szerint, és da -t kapunk,
T =g _

P (#)

melybdl dz = ¢’ () dt -

Beirva az integrandusba:/f (2} de = // (0() ¢ (0 &

Ezutan elvégezzik az integralast, majd visszahelyettesitunk.

A helyettesités barmelyik modjat hasznajuk, a helyettesitéssel nem magat az integralast
végezzik el. llyenkor az integrandust alakitjuk at, s célunk egy kénnyebben integralhatd

fuggvényt kapni, mint amilyen az eredeti volt. Az integralasi Iépés majd ezutan kévetkezik.

A helyettesitést nagyon gyakran célszerti alkalmaznunk a kévetkezd esetekben:

1. Ha az integrandus valamelyik része 6sszetett figgvény. llyenkor a bels6 fiiggvenyt
tekinthetjik Uj valtozonak, s a helyettesités utdn mar nem lesz 6sszetett fiiggvény.

2. Ha az integrandus olyan tért, melyben \/{ \'/57 % vagy o szerepel. lyenkor a
gyokos kifejezeést vagy az exponencidlist tekintjik az Uj valtozénak, s a helyettesités utan
altalaban raciondlis tortfiggvényt kapunk.

3. Ha az integrandusban négyzetgyok alatt masodfoku kifejezés szerepel, de az integrandus
nem a gyokos kifejezés reciproka. llyenkor olyan helyettesitést hajtunk végre, hogy a gyok alatt
teljes négyzet alakuljon ki, s ezaltal eltinjén a gyok. Sokszor az 77 = §in t, = sh ¢t

vagy £ = ch { helyettesités vezet célhoz.

A2.1.2.,21.3. és 2.1.4. leckékben targyalt integralasi modszerek a helyettesitéses integralas
specidlis esetei, de gyakori eléforduldsuk miatt célszer( ket killén kezelni.

Kidolgozott feladatok:

1. feladat sin\/i
dx =

N R

Megoldas: Az integrandus szamlalojaban szerepel egy ésszetett fuggvény, érdemes

megprobalnunk helyettesiteni ennek belsé fuggvényét egy Uj valtozoval.
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t=+e

Rendezzik ezt T -re.

7 =1

Derivaljuk méndkét oldalt ¢ szerint.

dx
— =2t =

T dx = 2tdt

Helyettesitstik be ezeket az integrandusba, egyszerisitstink, végezzik el az integralast, és

helyettesitstink vissza.

" siny/x in t
in/z dp— [ 5B
VT J ot

2.feladat [*
A =
J cos?x

Udt = 2/sin tdt = —2cos t + ¢ = —2c0s\/T +c

Megoldas: Az integranduson beltl most is lathato egy osszetett fliggvény, probalkozhatunk a
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integralast, és helyettesttstink vissza.

© oz V1 1/ 1 1 1
——dy = ——dt = = dt = =tg t+c==tg 2% +¢
/ cos?z? cos?t 2/t 2_/ cos?t 28 HEga Te
3. feladat 1
e =
‘z+ zln®z

Megoldas: Ebben a feladatban is taldlhatunk egy osszetett figgvényt, a 1.112.’1,‘ -et, célszerl

ennek belsé fliggvényét az Uj valtozonak tekinteni.
t=Ingm

Atrendezve L -re.

T =e€

Hajtsuk végre a t szerinti derivalast.

dx ¢
= =

o = old
5 dx = e'dt

belsé fliggvény helyettesitésével.
=2

Fejezzik ki U -et.

=V

Derivaljunk ¢ szerint.

Végezzilk el a helyettesitést az integrandusban, majd egyszertisitstink, hajtsuk végre az

Irjuk be ezeket az integrandusba, utana egyszerUsitsiink, integraljunk, s térjink vissza a régi

véltozora.

1 | 1
/ e :I:lnzxdm = / " L dt = / TP dt = arctg t+c = arctg (In a)+c

4. feladat ’ .
/cx‘cos etdr =

Megoldas: A cos ¢ egy osszetett fliggvény az integranduson beldl, ennek belsé fuggvényét
tekinthetjlik az Uj valtozénak. Utana hajtsuk végre ugyanazokat a lépéseket, mint az eléz6
feladatokban.

t=e = w=ln g
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| / (@) dz = 77/‘ (@) dz

2.Ha f (T) integralhaté [(;,) b] nésCaz [0,7 ])] belsé pontja, akkor

. 7 .f (z) diz = 7f (z) dz + ]f () de

azaz részintervallumokon vett integralok 6sszege megadija a teljes intervallumra vonatkozd

integralt. A tétel akkor is igaz, ha € az -n kivil helyezkedik el, és integralhaté az
a, T

la, c|¢s[c, b]intervallumokon.

3. A hatérozott integral és a konstanssal szorzas sorrendje felcserélhetd, azaz

7kf () dz = k}f (z) dar,<

4. Fuggvények 0sszegének hatérozott integrlja azonos a hatarozott integralok 6sszegével.

b b

[ @ +g)a= // @ds+ [g(@)as

23 a

A Newton-Leibniz formula:

'

b
[r@da=r@Lk=re)-F@

ahol }' (1) az 1) egy tetszéleges primitiv fliggvénye, s \1¢ azt jelenti, ho
F (z)az f (x)eqy 99 [F (z)] 2t ay
F (.I’) b helyen vett helyettesitési értékeébdl ki kell vonni az a helyen vett helyettesitési

eértékét. A szamolas szempontjabdl ez a tétel a legfontosabb, hiszen ez mondja ki, hogy a
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hatérozott integralas két Iépésbdl &ll. Elséként kerestink egy primitiv fuggvényt, ami
tulajdonképpen hatérozatlan integrélast jelent. Ezutan behelyettestjiik a primitiv figgvénybe az
integralési hatarokat, és vesszuk a helyettesitési értékek kulonbsegét.

Kidolgozott feladatok:

| 1.feladat 1

2ide =

Megoldas: A fuggveny folytonos az integralasi intervallumon, tehat létezik a keresett integral.
(A késdbbiekben ezt nem fogjuk minden esetben megjegyezni.) Alkalmazzuk a Newton-Leibniz
formulat. Ehhez elészér kerestink egy primitiv filggvényt.
: 4 tehat 4 megfeleld. Helyettesitstk ezt be.
z , & Y
/ 2¥dr = Z"{‘C F(z)

7

1

471 14 4
3 T 1 0 1
de=|—] = — - — =2
/T ¢ [4}0 4 4 4

0

Megjegyzeés: A feladatok megoldasat kétféle modon szoktak leirni. Az egyikben kulén végzik el
a hatérozatlan integralast, majd behelyettesitenek a Newton-Leibniz formulaba, mint ahogyan
ezt mi is tettiik. Akkor célszer( igy eljarni, ha a hatérozatlan integralas nem egyszer(, hanem
tobb Iépésben is kell alakitani az integranduson. Ha a hatarozatlan integralas egyszer(, mint
ebben a feladatban is, akkor felesleges ezt kul6n leirni, ezt régtén a hatérok feltiintetésével
végezhetjik.

2. feladat 4

/’L‘ﬁ()’ﬂ =

Megoldas: irjuk fel az integrandust egyetlen hatvanykeént, igy régtén meghatarozhatunk egy

primitiv figgvényt, melybe behelyettesithetjik az integralasi hatarokat.
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3. feladat &,
1
3 T =
Y
1

e e

Megoldas: Jarjunk el ugyanugy, mint az el6zé feladatban, csak most reciprokot kell felirnunk

hatvanyként.

2

8 8 418
i 1 s 351" 34z 345 3, 9
——dr = 3dr = = |- " = — —_—— = —(4= =—-=4.5
/axdm /x dx [] [2\/1} - 8 2\/1 2(4 1) 5
1 1

Megjegyzés: Ha a primitiv filggvényben szerepel valamilyen konstans szorzé, mint jelen

esetben 2 , akkor a behelyettesités soran ezt rogtén kiemelhetjik, nem kell kildn kifmni mindkét

5
alkalommal. A kés6bbiekben igy fogunk eljarni a megoldasok soran.
4. feladat 4
5
- 0E =
20 -3

Megoldas: Az integrandus most nem alakithat6 alapintegralla, de felismerhetd, hogy olyan

Osszetett figgvény, melynek belsé fuggvénye linedris. Ez még jobban latszik, ha a szamlalébol
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g (;1;) = 31, s hajtsuk végre ugyanazokat a lépéseket, mint az elébb.

Y

5
in 3: 1 1

/cos 3udr = [%L = g(sin g— sin 0) = 3‘(1 ~0)= %

0

6. feladat T )
sincx
dz =

costz
0

Megoldas: Hajtsuk végre az integranduson a kévetkez6 atalakitasokat.

az o -ot kiemeljuk az integral elé. A'kulsé fuggvény a reciprok, azaz 1, abelsé

f(z) =

pediga g (g;) = 1 — 3 Alkalmazzuk a megfeleld integralasi modszert, tehat integraljuk a

kllsé fuggvényt, megtartva a belsét, és osszunk a belso fuggvénybol T egyttthatsjaval. A

primitiv figgvény meghatarozasa utan végezziik el a behelyettesitést.

1 1
5 1 nf2z - 311" 5 5
ez s wrm ] St = o 5—In 1) = =(1.61-0) = 4.025
/2;0_3(11: d./Zx—SdJ“ o[ 5 L 2(1[1 5—In 1) 2( 61-0) 025
2 2

5. feladat 7

cos 3xdr =

Megoldas: Az integrandus tipusa ugyanolyan mint az el6z¢6 feladatban, ssszetdht fuggvény

linearis belsé fiiggvénnyel. A kiilsé fuggvény azf (3;) = ¢0s 1. a belsd pedig

i 5 5 i
sin“z sin‘“z 9
= dz= ——2——2—(13: = s dx =
] cosix cos?xcos?y cos?x
0 0
igy mar felismerhetd, hogy a fuggvény < () f* (7 ) tipust, hiszen 1
/@)1 @) 5 2= L
COs“x
Ezt felhasznalva végezziik el a fliggvény integralasat, majd a behelyettesitést.
Lo & ¥ 1
sin“z 5 tgix | 1 3T 3 i
de=[tga(tgz)de=—=—| ==(tg"==1g"0) ==(1=0) ==
f—== /g (tg =) 3|, ~3teg w0 =50-00=3
0 0

n
di =
&

7. feladat 7 \:71—
’ 1

Megoldas: irjuk a &/ -6t hatvanyként, s ismét f“ (T) i (g;)tipust ismerhetiink fel az

integrandusban.

@l
& [

C. 3 3 ({.
/\/El_;dT = /(hl z)3 —de = /(ln z)3 (In z)'dr =
@ . f

k|

Hatarozzuk meg a primitiv fuggvényt, s helyettesitstink be a Newton-Leibniz formulaba.
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x; Ik \

g(x)

Lényegében ugyanigy kapjuk meg az f () és g (1) folytonos fuggvények gorbéi aftal
kozrezart terlilet nagysagat is, csak ekkor az intervallum két végpontja a grafikonok
metszéspontjainak helye. llyenkor egyenlévé tesszik a két fuggvényt, s megoldjuk az igy
kapott egyenletet. Az igy kapott ¢ és )) lesz az integralas két hatara. Tehat a két fuggvény

grafikonja altal kozrezart tertlet:

r=|[ @ -g@)a|
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ftx)

g2(x)

A gorbeék kozti tertiletek szamolasa soran az abszolut érték elhagyhato, ha a feltl haladd
fuggveénybdl vonjuk ki az alul haladét. Annak eldontésehez, hogy melyik fuggvény grafikonja

halad alul és melyik fell, célszer( abrat késziteni.

Tobb flggveny grafikonja altal hatarolt sikrész tertiletének meghatarozasara, csak bonyolultan
lehetne &ltalanos szabalyt adni. llyenkor abrat kell késziteni, és a sikrészt felbontani olyan
részekre, melyeknél fliggvénygorbe alatti, vagy két fiiggvénygérbe kozotti tertiletet kel

meghatarozni.

Kidolgozott feladatok:
1. feladat Hatérozzuk meg az f (z) = 7% — 4 + 5fuggvény grafikonja és T -tengely

kozotti sikrész teriiletét a {0, 3} intevallumon!

Megoldas: Vizsgaljuk meg, valt-e elgjelet a fuggvény a ([)’ 3) intervallumban. Ehhez oldjuk
meg az f (7-) =22 _dg -+ 5 = () egyenletet. Mivel azonban ennek a masodfokl
egyenletnek a diszkriminansa, D = (_4)2 — 4'5 = —4 < () €zért nincsen valos gyok,

azaz a fiiggvény sehol sem valt eléjelet. Igy a keresett terilet egyetlen integrallal kiszamolhato.
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3
o 2
T= /(:r2~41‘+5)d:1: = ‘[% — 22 + 5a)
0
0

33 U:i
= |(§—2~32+5‘3)-(§42~0+5‘0)| =6
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0 ¥
T'= /tg zd®| + /tg xdx
_% 0

Mivel az integrandus nem alapintegral, végezzik el killén a hatarozatlan integralast.

/tg zdz = /Sm Lie =~ / k. —/ (Lm—J)dm = ~In|cos z|+c

cos & Ccos & COs T

irjuk be a primitiv fuggvényt, és helyettesitstink a Newton-Leibniz formulaba.

T= |[—ln|cos 7;|]0~1
4

+ '[—hl|COS SLHO%

™

4)))I +|—1In (cos g) — (~In(cos 0))| =

=|—1In(cos 0) — (—In(cos (

V2 V2 V2

2
=|—-Inl+In T|+|_hl T-Jrln 1]=2|ln ey ~ 0.69

Megjegyzés: Az abszolut értéket elhagyhattuk volna, hiszen a fuggvény grafikonja egy
zérushely nélkili konvex parabola, tehéat a fiiggvény mindenitt pozitiv. Ha pedig egy mindenutt
pozitiv figgvényt integralunk, akkor az integral nem lehet negativ.

2. feladat Szamoljuk ki az j (,’1;) =1g z fuggvény grafikonja és az & -tengely kézétti

tertletet a [_ T E] intervallumon!

4’ 4

Megoldas: Nézziik meg, valt-e eldjelet a fuggvény az adott intervallumban, tehat oldjuk meg a

tg @ = (egyenletet. Ennek megoldasax = k'wr, k € Z , és ezen megoldasok kozl

az 1 = () az adott intervallum belsejében van. A fiiggvény itt az elojelét is megvaltoztatja,

hiszen a (_E’ 0) intervallumon negativ a fuggvény, a (0 ZT_) intervallumon pedig pozitiv.
2 )

A terlletet tehat ket integrallal kell meghataroznunk. Elészor az intervallum alsé végpontjatél

integrélunk a zérushelyig, masodszor pedig a zérushelytél az intervallum felsé végpontjaig.




