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Differencialegyenletek

> A differencidlegyenletek olyan egyenletek, melyekben az
ismeretlen egy fuggvény és az egyenletben az ismeretlen
fliggvény derivdltja is el6fordul. Példdul ha y = y(x) az
ismeretlen fuggvény, akkor

>y’:y
>y =y
>y =y

fuggvényegyenletek differencidlegyenletek.

» Az y’ = y differencidlegyenletet megoldani annyit jelent,
mint megtalalni az osszes olyan fliggvényt, amely
egyenl6 az 6 derivalt fliggvényével. Konnyl latni, hogy
minden ¢ € R-re az y = ce* alaku fiiggvényre igaz,
hogy az 6 derivaltjaik sajat magukkal megegyeznek,
tehat az Osszes y = ce* alaku fliiggvény az y/ =y
differencidlegyenlet megoldasa.
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Differencidlegyenletek II.

» Az y" = —y egyenletet illetéen, mind az y(x) = cos(x),
mind pedig az y(x) = sin(x) fiiggvényekre igaz, hogy az
6 masodik derivaltjuk sajat maguk negativjaval egyezik
meg, vagyis, hogy a cos(x) és sin(x) fliggvények az
y" = —y egyenlet megolddsit képezik. Azt nagyon
konny(i 1atni, hogy ezek tetszbleges linearis
kombindcidja szintén megoldast ad. Tehat tetszOlegesen
vélasztott a, b € R szdmokra az
y(x) = acos(x) + bsin(x) az y” = —y diff.egyenlet
megoldasat adja.

» Hasonléan kapjuk, hogy az y” = y egyenlet minden
megoldadsa y = a ch(x) + b sh(x).
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Elsorendli differencidlegyenletek

» Az y/(t) = F(t, y(t)) alakui differencidlegyenletek
elsérendl differencidlegyenletek.

» Az y' = f(x)g(y) alaki elsérendii kzonséges
differencidlegyenletek szétvalaszthaté valtozdji
differencidlegyenletek.

» Az y' + p(x)y = q(x) alakd diff.egyenleteket elsérendii
linearis diff.egyenleteknek hivjuk.

» Az autonom egyenletek 3ltaldnos alakja y' = f(y).
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7z 4 4 - SZAMITOGEPES
Szétvalaszthaté diff.egyenletek ESZKOZOK
DINAMIKUS
MODELLEK

VIZSGALATARA

» Legyen f(x) egy folytonos fliggvény valamely /; és g(y) Btz Bl
egy folytonos fliggvény valamely k intervallumon,
tovdbba g(y) =0, ha y € h. Ekkor az

Els6rendii
differencidlegyenletek

alaku elsérendli kozonséges differencidlegyenleteket
szétvdlaszthatd véltozdju differencidlegyenleteknek
hivjuk. Legyen h(y) = ﬁ . Tehdt h(y)y’' = f(x).
Ekkor a helyettesitéses integrdlds szabdlya szerint és

% =y’ alapjén:

/h(y)dy:/f(x)dx+ C



Példa .

» A normadlis novekedés egyenlete: legyen k € R\ {0} és
aeR

y' = ky és y(0) =

Ez nagyon fontos egyenlet, mert sokszor el6fordul a
gyakorlatban, ezért a megoldasat fejbdl kell tudni.
Nyilvénvaléan szétvélaszthatc') valtozdja diff.egyenlet.

y' = Z-et irva: E = ky. Az y-os és x-es tagokat

kulon oIdaIra rendezve: idy = dx. Mindkét oldalt

integrédlva: In|y| = kx + C, amibdl az y’ = ky &ltaldnos
megoldasa y = ecekx Haszndlva , hogy

a=y(0) = e ebbdl a Cauchy feladat megoldasa:

y = ae
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Példa II.

» y'y? = 1. Ez a diff.egyenlet szétvalaszthaté valtozdja,
mivel a fenti f(x) =1 és g(y) = )% valasztéssal

y'=f(x)gly) Azy = % -et irva és a dx-szel
formalisan atszorozva kapjuk, hogy:

y2dy = dx.

Mindkét oldalt integralva:

/yzdy:/dx.

Amib8l % = x + C adédik. Innen y = ¥/3x + C (mivel

C tetszbleges konstans, nem kell 3-mal megszorozni,

mert 3C ugyanigy mindentdl fliggetlen konstans, mint

C.
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Elsorendi linearis diff.egyenletek megoldasa |.
Az
y'+p(x)y = q(x)
alaku diff.egyenleteket elsérendi linedris diff.egyenleteknek
hivjuk. Itt feltételezziik, hogy a p(x) és a g(x) fliggvények
folytonosak. (Vagyis a megolddsokat olyan intervallumon
keressiik, ahol a p(x) és a g(x) figgvények folytonosak.) A
fenti egyenletek megoldasat a kovetkez6 példan
szemléltetjiik:
xy' +3y =x%,x>0

Ahhoz, hogy az egyenletet a fenti alakira hozzuk, el kell
osztanunk x-szel mind a két oldalt. Ezért, a megoldasokat
olyan intervallumokon kereshetjiik, amelyek a 0-4t nem
tartalmazzak. Tegyiik fel tehat, hogy mostantdl x > 0 és
osszunk el x-szel. Kapjuk, hogy

, 3
Y+ -y=x
X
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Elsérendii linedris diff.egyenletek megolddsa Il. o
DINAMIKUS
MODELLEK

Ekkor az eredeti egyenlet jeldléseivel: p(x) = 3;q(x) = x. A~ VECAATARA

Banhelyi Baldzs

megoldas két 1épésbdl all. Elészor megoldjuk az

3Y
!
Y+ =0
X Elsdrendi
differencidlegyenletek

homogén diff.egyenletet. Majd ennek az &ltalanos
megoldasdban eléfordulé C konstans helyére egy olyan C(x)
fuggvényt irunk, hogy ezzel a feladat megoldasat kapjuk. lly
maodon a fealdat egy partikularis megoldasidhoz jutunk. Az
altalanos megoldasat gy kapjuk, hogy

Yiale = Yhaie + Yip

vagyis a feladat inhomogén egyenlet dltaldnos megoldasa
(viait) egyenlé a homogén altaldnos megolddsa (Y 4it) plusz
az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasa (y; ).



Elsorendi linearis diff.egyenletek megoldésa II.
1. 1épés: A homogén rész az Y’ + 3Y /x = 0 diff.egyenlet,
amely szétvalaszthaté valtozdji és megoldasa:

Yhae = C/x°.

2. lépés: Most keressiik az inhomogén egyenlet egy
partikularis megoldasat, y; ,-t. Ehhez szeretnénk
meghatdrozni egy olyan C(x) fliggvényt, amelyre

y = C(x)/x® megoldasa az eredeti egyenletnek. Mivel

/—_

y' = —3Cx™* 4 C'x73, ezt behelyettesitve kapjuk, hogy
C'x3—3Cx*+3x1Cx3 = x.

Innen: C(x) = x>/5 (itt nem kell feltiintetni az integrélbdl

addédo konstanst, mert csak egy partikularis megoldast
keresiink). Tehat

Yip=C(x)x3 = x%/5x73 = x?/5.
igy az 4ltaldnos megoldasa:
2
_ X
Viale = Yhai + Yip= x>+ —

- -
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Elsorendi linearis diff.egyenletek megolddsa
(Megjegyzés)

A megolddsnak ezt a mddszerét konstans varidcids
moédszernek nevezziik, mert az y; ,-t lgy hatdroztuk meg,
hogy a homogén egyenlet altalanos megoldasaban eléforduld
C konstanst helyettesitettiik egy C(x) fliggvénnyel.
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Egzisztencia, unicitds

> Ha egy elsérendii egyenletet nem is tudunk megoldani,
akkor is lehet esélylink annak a nagyon fontos kérdésnek
az eldontésére, hogy létezik-e és ha igen, akkor
egyértelmii-e a megoldds. Ha az elébbire a valasz igen,
akkor van egzisztencia, ha ezen feliil a masodik kérdésre
is pozitiv a vélasz, akkor teljesil az unicitas.
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Elsorendi linearis egyenletre

» TETEL: Ha a p(t) és q(t) fliggvények folytonosak az
I = (e, B) nyilt intervallumon és ty € I, akkor a

y' + p(t)y = q(t), y(to) = yo

kezdeti érték probléma megoldasa létezik és egyértelmii
az | intervallumon. Azaz létezik EGYETLEN olyan y(t)
fuggvény, amely a kezdeti érték problémanak megoldasa
és amely minden t € /-re értelmezett.
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Példa

» Taldljunk olyan intervallumot, amelyen
ty! +2y = 4t2,y(1) =2

kezdeti érték probléma megolddsa létezik és egyértelmd.

» Mindkét oldalt t-vel leosztva kapjuk az y’ + %y =4t
egyenletet. Tehdt p(t) =2/t és q(t) = 4t. Vagyis q(t)
értelmezett és folytonos minden t € R-re, de p(t) a
t = 0-ban nincs értelmezve. Tehdt vagy azt kell
feltenniink, hogy t > 0 vagy azt, hogy t < 0.
Figyelembe véve a kezdeti feltételt a t > 0 rész a
relevans. Ezutdn haszndlva a Tételt kapjuk, hogy a
kezdeti érték probléma megoldasa létezik és egyértelmii
a 0 < t < inf intervallumon.
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Altalanos esetre

» TETEL: Tegyiik fel, hogy mind az F, mind a OF /0y
folytonos fiiggvények egy olyan a <t < 8, y <y <§
téglalapon, amely tartalmazza a (tp, yp) pontot. Akkor
van olyan (tg — h, to + h) C («, B) intervallum,
amelyben a kovetkez6 kezdeti érték probléma
megolddsa |étezik és egyértelm:

y'=F(t,y),y(to) = yo.
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Példa ESIKOTOK

DINAMIKUS

> 3l i MODELLEK
Talaljunk olyan intervallumot, amelyen LK
;. 3x%2 +4x +2 Bénhelyi Balszs

2(y—1) (0)=-1

kezdeti érték probléma megoldasa |étezik és egyértelmi.

> Vegylik észre, hogy

3x24+4x+2 . OF
Fix,y) = —F—1—

Egzisztencia, unicitas

_ 3x2 4+ 4x +2
-1 Cay )=y
értelmezett és folytonos mindeniitt, kivéve az y =1
horizontélis egyenes pontjait. A (0, —1) pont kordil
nyilvan rajzolhaté olyan téglalap, ami nem metszi az

y =1 egyenest. Ezért a Tétel értelmében a kezdeti
érték problémanak a megoldasa létezik és egyértelmii
VALAMELY olyan intervallumon, amely a 0-at
tartalmazza. Az azonban, hogy akdrmilyen hosszt olyan
téglalapot rajzolhatunk a (0,-1) pont koriil, amely nem
metszi az y = 1 horizontélis egyenest NEM jelenti azt,
hogv a megoldas létezik minden x- rel!



P¢lda (folyt.)

Valdjdban a szétvélaszthatd viltozdju differencidlegyenletet
megoldva kapjuk, hogy a kezdeti érték probléma megoldésa:

y(x)=1-Vx3+2x2+2x+4=1-/((x +2)(x* +2)).

Konnyen lathatd, hogy ez a kifejezés csak x > —2 esetén ad
megoldast (x = —2-ben y(—2) = 1, és ez nem lehetséges
mert, akkor az egyenletben 0-val kellene osztani és

x < —2-re a gyok alatti kifejezés negativ).

SZAMITOGEPES
ESZKOZOK
DINAMIKUS
MODELLEK

VIZSGALATARA

Banhelyi Baldzs

Egzisztencia, unicitas



Példa

> Vizsgaljuk a kovetkezé kezdeti érték problémat a
megoldas |étezése és egyértelmiisége szempontjabdl!

y =y%y(0)=1

> A Tétel feltételei teljesiilnek, ezért LETEZIK at=0
korul olyan intervallum, amelyben a megoldds létezik és
egyértelmii. SOt erre az artatlan kinézetli egyenletre
tekintve az ember azt gondolnd, hogy a megoldas talan
az egész szamegyenesen létezik. Azonban, ha megoldjuk
a szétvalaszthaté valtozdju egyenletet latjuk, hogy a
Cauchy-feladat megoldasa:

1

y:ﬁa

ami nem értelmezett t = 1-ben tehdt a megoldas csak a
(—inf, 1) nyilt intervallumon létezhet. Erre a jelenségre
az egyenletiink alakja nem figyelmeztet!!!

SZAMITOGEPES
ESZKOZOK
DINAMIKUS
MODELLEK

VIZSGALATARA

Banhelyi Baldzs

Egzisztencia, unicitas



lranymezo e
DINAMIKUS
> Tekintsitk az e
y' = F(t,y),y(to) = o Banhelyi Baldzs
> Az ismertetetteken kivil még nagyon sok olyan eset
van, amikor a kezdeti érték feladatot meg tudjuk oldani.
Azonban olyan esetek is vannak, amikor az egyenlet
megoldasdra semmilyen mddszert nem taldlunk vagy s
ugyan meg tudjuk oldani az egyenletet, de a megoldast
olyan bonyolult képlet adja, ami nem mond semmit. Az
egyik dolog, amit ilyen esetben tehetiink, ha megnézziik
az irdnymezot.
» Az irdnymezét gy kapjuk, ha a ty sik nagyon sok (t,y)
pontjan keresztul megrajzoljuk annak az egyenesnek egy
picike darabjdt, amelynek meredeksége F(t,y). Mivel
ez az egyenes a keresett megoldas érint6je a t-ben, ezen
vonal elemek a keresett megoldasok kozelitését adjak.
Annal pontosabb kozelitését, minél tobb ponton
keresztiil rajzoljuk meg a fenti vonal elemeket.



Példa

» Tekintslik az y'(y) = e¥ egyenletet.
» Matlab kéd:

f=0(x,t)exp(x);
[x,t]=meshgrid (0:0.5:10);
slopes = f(x,t);

dt=slopes./sqrt(l+slopes."2);

dx=sqrt(l—dt."2);
quiver(x,t,dx,dt);
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A stabilitas

» Tisztazzuk el6szor szemléletesen mit jelent a
Ljapunov-féle stabilitds. Adott az x’ = f(t, x)
differenciélegyenlet egy F(t) megolddsa. Most vegyiik a
differencidlegyenlet azon megoldasait, amelyek valamely
t id6pillanatban az F(t) megoldas egy kornyezetébe
keriilnek. Ha ezek a megolddsok megmaradnak F(t)
megoldas egy kornyezetében ahogy elére haladunk az
id8ben, akkor F(t) megoldast Ljapunov értelemben
stabilnak mondjuk. Ha ezek a megolddsok minden
hatdron tdl megkozelitik F(t)-t az idében elére haladva,
akkor F(t) aszimptotikusan stabil megoldds. Ez azt is
jelenti, hogy akérhol kicsit perturbdlva F(t) megoldést,
attérve egy, a kornyezetében futé masik integralgorbére,
F(t) megoldds kozelében maradunk.
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Ljapunov stabilitas

» Definicié 1: (Ljapunov stabilitds) Az x’ = f(t, x)
rendszer F(t) =0, t € [a,inf) megoldésa
Ljapunov-stabil, ha minden ty € [a, inf)-hoz és € pozitiv
szamhoz taldlhaté egy d(e, tp) pozitiv szdm, melyre ha
Ix(to)]| < O(€, to), akkor minden t > to-ra teljesiil, hogy
Ix(2)]| <.

» Definici6 2: (egyenletes Ljapunov stabilitas) Az
x" = f(t,x) rendszer F(t) =0, t € [a,inf) megoldasa
egyenletesen Ljapunov-stabil, ha F(t) = 0 megoldas
Ljapunov-stabil és ¢ fiiggetlen tp-tdl.

» Definicié 3: (aszimptotikus Ljapunov stabilitds) A
x" = f(t,x) rendszer F(t) =0, t € [a,inf) megoldasa
aszimptotikusan Ljapunov-stabil, ha minden
to € [a, inf)-hoz taldlhaté egy, melyre ha
Ix(to)]| < 0(to), akkor lim¢—q ||x(t)|| = 0.
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