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2.2.1. A differencialegyenletek fogalma, osztal...

Tanulasi cél: A differencialegyenletekkel kapcsolatos alapfogalmak megismerése, explicit

egyenletek megoldasa.

Tananyag:
Tankdnyv: Horvath Zoltan: Bevezetés a differencidlegyenletek megoldasaba

Fejezet: 1. és 2.1.

Elméleti 6sszefoglalo:
Differencialegyenletnek nevezziik az olyan egyenleteket, melyekben az ismeretlen egy
fliggvény, s az egyenletben ezen ismeretlen fliggvény valamelyik derivaltja, vagy derivaltjai is

szerepelnek.

Ha az ismeretlen fliggvény egyvaltozés, akkor a differencialegyenletet kézénséges
differencialegyenletnek nevezziik. (Ha az ismeretlen fliggvény tdbbvaltozés, akkor parcialis

differencialegyenletrél beszéliink.) Mi csak kdzdnséges differencialegyenletekkel foglalkozunk.

A differencidlegyenletben eléfordulé legmagasabbrendi derivalt rendszamat a

differencialegyenlet rendjének nevezziik.

Linearisnak nevezzik azokat a differencialegyenleteket, melyekben az ismeretlen fliggvény és
derivaltjai csak els6 hatvanyon fordulnak el8, s szorzatuk sem szerepel. Ellenkez6 esetben

nemlinearis differencialegyenletrdl beszélunk.

Ha a differencialegyenletben az ismeretlen fliggvényt és derivaltjait tartalmazo tagokban az
egyutthatok (szorzok) konstansok, akkor allandé egyutthatds differencialegyenletrél beszélink.
Ellenkez6 esetben a differencialegyenlet nem allandé egyitthatos, s ilyenkor

fliggvényegyttthatésnak is nevezik.
Ha a differencialegyenletben nincs olyan tag, mely allandd, vagy amelyben nem szerepel az
ismeretlen fliggvény és egyik derivaltja sem, akkor a differencialegyenletet homogénnek

mondjuk, ellenkezd esetben pedig inhomogénnek.

Egy differencialegyenletnek akkor megoldasa egy fuggvény, ha derivaltjaival egyltt kielégiti az

adott egyenletet.

Egy differencialegyenlet altalanos megoldasanak nevezzik azt a paraméter(eke)t tartalmazo
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figgveényt, melyben a paraméter(ek) megengedett megvalasztasai esetén mindig a
differencialegyenlet megoldasat kapjuk, és a paraméter(ek) megfelel6 valasztasaval az 0sszes
regularis (majdnem az dsszes) megoldas eldall. (A differencialegyenletek ugynevezett
szinguldris megoldasai nem allithatok el6 az altalanos megoldasbdl, de ezek a megoldasok az

alkalmazasokban nem fontosak.)

Egy n-ed rendii kozonséges differencialegyenlet altalanos megoldasa pontosan n darab,

egymastdl fliggetlen paramétert tartalmaz.

Egy n-ed rendii k6zOnéges differencialegyenlet partikularis megoldasainak nevezziik azokat a
fuggvényeket, melyek n-nél kevesebb paramétert tartalmaznak. Az elsérendi

differencialegyenletek partikularis megoldasai tehat nem tartalmaznak paramétert.

Kezdeti érték feladatrél akkor beszéliink, ha az n-ed rend differencialegyenlet megoldasat
olyan feltétellel keressik, hogy egy bizonyos helyen adott az ismeretlen figgvény és
derivaltjainak értéke, kivéve az n-edik derivaltat. llyenkor az altalanos megoldasban szerepld
paraméterek értékét a plussz feltételekbdl meg lehet altaldban hatarozni, s egyértelmii
megoldast kapunk, mely a differencialegyenlet egyik partikularis megoldasa. (Nem minden
kezdeti érték feladatot lehet azonban megoldani. A megoldhatésag feltételeinek vizsgalataval

mi nem foglalkozunk, ahogyan a megoldas egyértelmiiségével sem.)

Ha a differencialegyenlet /" — f (g;) alaku, vagy ilyen alakra hozhato, akkor explicit alaku,

elsérendi differencialegyenletrdl beszéllnk. Az ilyen differencialegyenletek altaldnos

megoldasa integraldssal megkaphaté:

vio) = [y @di= [ f@)+e=F)+e

Kidolgozott feladatok:

1. feladat Vizsgaljuk meg az alabbi differencidlegyenletek rendjét, és dontsik el, linearisak

vagy sem!

My +xy* = 2°

)3y’ — 4y’ =2y
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@y +Vry =2’
@ y” + 5y + 2\ fy = 2

(5)\/5_|_ yy7 — yn: . (y77)2

Megoldas: A rend elddntéséhez azt kell megnéznink, melyik az ismeretlen figgvény
egyenletben szerepl6 legmagasabbrend( derivéltja. A linearitasnal azt vizsgaljuk, hogy az
ismeretlen fuggvény csak els6 hatvanyon szerepel-e, s nem fordul-e el6 az ismeretlen figgvény

és valamelyik derivaltjadnak, vagy két derivaltnak a szorzata.

Az (1) differencialegyenlet elsérendi, hiszen benne az ismeretlen Y fiiggvény elsd derivaltja
szerepel csak. Ez az ismeretelen fiiggvény az L fiiggetlen valtozé fiiggvénye, és a derivalt is
szerinti derivaltat jelent. Jellésben: ¢ = (x) és dy .

T dx
A linearitas eldontéséhez vizsgaljuk meg az egyenletben szereplé tagokat. (A tagok az egyenlet
olyan részei, melyeket +, - vagy = valaszt el egymastdl.) Ebben az egyenletben harom tag

szerepel: y” :L"yQ, ZL‘3 . Ezek kdzil a masodikban az ismeretlen fliggvény négyzete all, azaz

ez a tag nem elséfokd, s igy az egyenlet nemlinearis.

A (2) egyenletben szerepel y” is, ezért ez az egyenlet masodrendi. Ebben az egyenletben is
harom tag van: 3y’, 4y, 2xy . Ezekben az ismeretlen fliggvény és detivaltjai csak elsd

hatvanyon allnak, tehat ez az egyenlet linearis.

A (3) egyenletben az ismeretlen fliggvénynek csak elsé derivaltja szerepel, ezért elsérendld. A

benne szerepld tagok: ¢’ \/E-y’ 12 . Ezekben Y és 1’ csak els hatvanyon fordul elé, igy

ez az egyenlet is linearis. (Az egyenletben & -nek szerepel gydke és négyzete is, de ez a
linearitds szempontjabdl nem érdekes, hiszen L nem az ismeretlen fiiggvény, hanem a

valtozo.)

A (4) egyenlet masodrendd, mert az egyenletben eléfordul y” is. A kdvetkezé tagok

szerepelnek benne: y”’ CE'\/@, :L»Q . A masodik tagban lévé \/y miatt az egyenlet

nemlinearis, hiszen itt az ismeretlen fliggvénynek nem az elsé hatvanya all.
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Az (5) egyenlet harmadrend(i, mert az ismeretlen fliggvény harmadik derivaltja is szerepel.

Négy tag van az egyenletben, ezek: \/3_3 y-y7 ym (y”)Q . Az utolséban a masodik
? 7 2

derivalt négyzete all, ami nem elséfoku, s igy az egyenlet nemlinearis. De az egyenlet a
masodik tag miatt sem linearis, mert ebben az ismeretlen fliggvény és derivaltjanak szorzata
all. Ha az ismeretlen figgvényt valamelyik derivaltjaval szorozzuk, akkor mar nemlinearis az
egyenlet, s akkor sem, ha két derivalt szorzata szerepel.

2. feladat Dontsuk el az alabbi differencialegyenletekrdl, hogy melyik homogén, s melyik

inhomogén!
My —zy =
@y +5yy =1
@) 4y’ + 2y’ = dy

@y’ —z\Jy+r=y

Y

Oy’ —y” =y

Megoldas: Most azt kell vizsgalnunk, van-e az egyenletben olyan tag, mely konstans, vagy

amelyben nem szerepel sem az ismeretlen fuggvény, sem annak valamelyik derivaltja.

Az (1) egyenletben szerepld tagok: y’7 xy, \/E . Ezek koziil az utolséban csak L fordul els,

azaz ez az egyenlet inhomogeén.

A (2) egyenletben a kdvetkez6 tagokat tartalmazza: y’7 5\/57 1. Megint az utols6 miatt lesz

inhomogén az egyenlet, hiszen ez a tag konstans.

A (3) egyenletben is harom tag van: 4y, 2y’ , 5y . Ezek mindegyikében eléfordul vagy az

ismeretlen fiiggvény (y) , vagy annak valamelyik derivaltja (y’7 y”) . Ez az egyenlet tehat

homogén.

A (4) egyenlet négy tagot tartalmaz, ezek: 177’ x'\/§7 x, Yy - Aharmadikban csak a

valtozo all, ezért ezen tag miatt az egyenlet inhomogén.
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Nézzik végul az (5) egyenletet. Ebben a kdvetkezd tagok allnak: y27 y”’ y’ . Ezek

mindegyike tartalmazza vagy az ismeretlen fliggvényt, vagy annak derivaltjat, igy az egyenlet

homogén.

Megjegyzés: A homogenitas eldontése formalisan csak abbdl all, hogy megnézziik, szerepel-e

a tagok mindegyikében v/, y’, y” . . .legalabb egyike. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az

ismeretlen fiiggvényt nem csak ¥ -nal jeldlhetjiik, s a valtozé sem mindig . llyenkor
értelemszerien jarunk el, az aktudlis jel6lések tartalmara figyelve, hogy mi a valtozé, s mi az
ismeretlen figgvény. (Az ismeretlen fliggvénynek mindig szerepel valamelyik derivaltja, a
valtozénak pedig nem, ezért egyértelm, mi valtozo, s mi az ismeretlen.)

Az egyenleteket altalaban ugy rendezziik, hogy az ismeretlen fliggvényt és derivaltjait
tartalmazo tagokat az egyenlet bal oldalara irjuk, s amelyekben nem szerepel sem a fliggvény
sem a derivaltja azokat a jobb oldalra. llyenkor ha a jobb oldalon zérus van, akkor az egyenlet
homogén.

3. feladat Az alabbi differencialegyenletek koziil melyek allandé egyiitthatésak, s melyek nem?
My +Vay =2
@y +V2y=2a
@)y’ + 5y’ = e
@y’ — 3y’ =y
Ol 4 pe® —y + 2 =0
T

Megoldas: Most csak annyit kell vizsgalnunk, hogy az egyenletben szereplé tagokban az

ismeretlen figgveény illetve derivaltjai csak konstansokkal vannak szorozva vagy sem.

Az (1) egyenleten belill, a \/Ey tagban az ismeretlen ¥ fliggvény egyiitthatja a \/3_3

fliggvény, tehat nem egy konstans, s igy ez az egyenlet nem allandé egyltthatos.

A (2) egyenlet azonban éallando egyutthatds, hiszen itt az elsé tagban y’ egyiitthatéja ] , a
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masodikban pedig ¥ egyitthatéja \/5 , s ezek konstansok.

Ugyanez mondhato el a (3) egyenletrél is. Az els6 tagban 1’ egy(tthatoja 1, a masodikban g’

egyltthatéja D . Ezek konstansok, az egyenlet allandé egyiitthatos.

A (4) egyenlet viszont nem allandé egyiitthatés, mert a jobb oldalon &ll6 LY tagban az

ismeretlen fiiggvény egyiitthatoja L , és ez nem allando.

Az (5) egyenlet sem alland6 egyutthatés, mert ebben az g tagban az Y egyiitthatéja az 1
x z

fuggvény.

Megjegyzés: A késbbbiekben, a linearis differencialegyenletek megoldasa soran valik majd
fontossa, hogy egy differencialegyenlet allandé egyutthatés vagy sem, mert az allandé

egyutthatos egyenletek altalaban egyszeriibben oldhaték meg, mint a figgvényegyutthatosak.

4. feladat Behelyettesitéssel ellendrizziik, hogy az y, n i —1 differencialegyenletnek
3
megoldasa az 3x C fuggvény! Milyen megoldésa ez az egyenletnek,

= — 4+ —
y 4 \3/57
altalanos vagy partikularis? Ha altalanos megoldas, akkor adjuk meg az Y (1) = 9 kezdeti

feltételt kielégité partikularis megoldast!

Megoldas: A behelyettesitéshez eld kell allitanunk a fliggvény derivaltjat.

)

_3__ ¢ _3__¢
4 3yt 4 3

= () = (G rerh) = rel—g)a
YR TR T — 1973

|
ol

Helyettesitslink az egyenlet bal oldalan y’ és Y helyére, és végezziik el a miiveleteket.

3T c c
3 ¢ s 3 ¢ 2 3 ¢ 1 ¢ 3.1
Yt = (- I L L +-+ ="+4-=1
3z 4 3zyx 3z 4 3zyYr 3z 3z 4 3xyYx 4 3zyr 4 4

A miveletek elvégzése utan pontosan az egyenlet jobb oldalat kaptuk, azaz a fliggvény

valéban megoldasa az egyenletnek.
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Mivel a fliggvény tartalmaz egy szabadon valszathaté paramétert, s a differencialegyenlet
elsérend(, ezért ez altalanos megoldas, hiszen az altalanos megoldas tartalmaz pontosan
annyi paramétert, amennyi a differencialegyenlet rendje. Ha a € paraméternek valamilyen

konkrét értéket adunk, akkor kapunk egy partikularis megoldast.

A kezdeti feltételiink azt jelenti, hogy ha a megoldasban & helyére ] -et helyettesitiink, akkor a
fliggvény értéke 2 lesz. Helyettesitsiik be ezeket az értékeket a megoldasban L és Y helyére.

igy egyenletet kapunk a paraméterre, s € értéke ebbél az egyenletbél meghatarozhato.
5
2=tz = 2=7+c S =g

irjuk be ezt a megoldasba, s megkapjuk a keresett partikularis megoldast. (Jeldljik ezt Y0 -lal.)

_3
y0_4 \?/E

Ez a fliggvény tehat megoldasa a differencialegyenletnek, és eleget tesz a kezdeti feltételnek

is.

Megjegyzés: Az Yy (1) — 9 kezdeti feltételt masképpen is megadhattuk volna. Sokszor ugy

fogalmazzuk meg az ilyen feladatot, hogy keresstuk a differencialegyenlet azon megoldasat,
melynek grafikonja athalad a PO (17 2) ponton, vagy egyszeriien csak megadjuk a pontot. Ez

ugyanazt jelenti, mint az els6 felirasi forma, hiszen itt is egy 6sszetartozé (gg7 y) értékpart

adunk meg, csak itt egy pont koordinataiként.

5. feladat Igazoljuk behelyettesitéssel, hogy az y’ + 4y2 — () differencialegyenlet altalanos

megoldasa 1 . Hatarozzuk meg az
y= dxr + ¢

partikularis megoldast!

1 kezdeti feltételt kielégitd
y(=1) = 2

Megoldas: A megadott fliggvényben egy darab szabadon valaszthaté paraméter szerepel, s
mivel a differencidlegyenlet elsérendd, ezért ha a figgvény megoldas, akkor a

differencialegyelet altalanos megoldasa. A behelyettesitéshez vegyiik a fliggvény derivaltjat.
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b

y = (fﬂ) = (4z+0¢)7") =—1(dx+c) 24 = ﬁ

Helyettesitsiink az egyenlet bal oldalan ¥ és y’ helyére, s végezzik el a kijelolt miiveleteket.

2
— —4 4

’+42:—+4(—) - + =0

s (42 + ¢)? Az + ¢ 4z +¢)® (4 +¢)°

Az egyenlet jobb oldalat kaptuk, tehat a fliggvény valdéban megoldas.

Helyettesitsiik be a kezdeti feltételben megadott értékeket > Y helyére.

1
2T I(—1) +c = C = C

A paraméterre kapott értéket irjuk be az altalanos megoldasba, s megkapjuk a kezdeti feltételt

kieléqgitd partikularis megoldast.

1
Az +6
6. feladat Ellendrizziik behelyettesitéssel, hogy az yy”” + 3° — 6y = 0

Yo

differencialegyenletnek az altalanos megoldasa Y= 616255 + 626—35‘9 ! Hatarozzuk meg az

Y (()) — 8ésy’ (()) — ] kezdeti feltételeknek eleget tevé partikularis megoldast!

Megoldas: Mivel most masodrendl a differencialegyenlet, ezért az altalanos megoldasnak két,
egymastdl fliggetlenil valaszthaté paramétert kell tartalmaznia. A megadott fliggvényben
szerepel is két paraméter, C1 és €2 | tehat ha a fliggvény megoldasa a differencialegyenletnek,
akkor ez az altalanos megoldasa. Az ellenérzéshez most el6 kell allitanunk az elsé és a

masodik derivaltat is.
y7 — (6162:0 4 626—350) — 61623:.2 4 626—350.(_3) — 26162:0 . 3626—350

Y = (y') = (2c:6* — 3626_3:6), = 2¢,€%2—3cye 3" (—3) = 4c e +9cye ™
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Helyettesitsiink a differencialegyenlet bal oldalaban 7", 1)” és Y helyére, s végezzik el a

miveleteket.

Y +y — 6y = (dere® + 9cpe ) + (2¢1€* — 3cae ™) — 6(cre*” + o) =
= 4dc ¥ +9cpe 3 42012 —3eye 3 6012 +6cpe 3 = (442—6)c1e**+(9—3—6)ce 3 =0
Pontosan az egyenlet jobb oldalat kaptuk, a fliggvény valéban megoldasa az egyenletnek.

Vegyik ezutan a kezdeti feltételeket, s helyettesitsiik be a megadott T, v, y’ értékeket.

30

8 =120 + coe™ = 8=c +o

1=2¢" —3c0e 3% = 1=2¢ — 3¢

Egy egyenletrendszert kaptunk a két paraméterre, s ebbdl értékik meghatarozhatd. Adjuk
hozza példaul az elsé egyenlet haromszorosahoz a masodik egyenletet, s 25 = 501 -et

kapunk, amibél ¢; = 5 . Ezutan a masik ismeretlenre ¢y = 3 adodik.

Az egyenletrendszer megoldasat irjuk be az altalanos megoldasba, s igy kapjuk a kezdeti

feltételeket kielégit6 partikularis megoldast.
Yo = 562:c 4 36—350
7. feladat Mi az altalanos megoldasa az y’ = sh g differncialegyenletnek? Hatarozzuk meg

azy (()) — § kezdeti feltételt kielégitd partikularis megoldast!

Megoldas: A differencialegyenlet explicit alaku, hiszen ¢’ = f (3;) tipusu, s most

f (:L‘) — sh 1 - Az egyenlet mindkét oldalat integralva, megkapjuk az altalanos megoldast.

/y’d:z::/sh xdr = y=cha+c

Helyettesitsiik be a kezdeti feltételben megadott . = (), 1y = O értékpart, s szamoljuk ki a

paraméter értékét.
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5=ch 04+¢c = 5=14+c¢c = c=4

Helyettesitsik ezt az altalanos megoldasba, s a keresett partikularis megoldast kapjuk.
Yo=ch x+4

Megjegyzés: Mint lIathato, a hatarozatlan integralasnal megjelené integraciés konstans lesz az
altalanos megoldasban a szabadon valaszthaté paraméter. A differencialegyenletek megoldasa
soran altalaban a késdbbiekben is integralnunk kell majd, s az integracios konstans lesz a
megoldasban a paraméter. Ha a differencialegyenlet magasabbrend(, akkor tdbbszor is kell
integralni s igy a megoldasban toébb paraméter is szerepel.
8. feladat Hatarozzuk meg az ) 1 differencialegyenlet altalanos megoldasat, s

Y =95

3r — 2

keressik meg az 1) = 7 kezdeti feltételnek eleget tevé partikularis megoldast!
Y

Megoldas: A differencialegyenlet explicit alaku, altalanos megoldasa integralassal kaphato
meg.

(Figyeljink az integralas soran a linearis belsd figgvényre!)

, _ 1 _ In|3z — 2|
y(a:)—/y(x)dx—/3x_2dx— 3 +c

Rendezniink sem kell a megoldason, az integralas eredménye megadja, a differencialegyenlet

altalanos megoldasat, azaz

In|3z — 2| :
=— =+

Helyettesitsiik be a kezdeti feltételben megadott értékpart.

In|3'1—2 In 1
7:%4—6 = 7:%4—6 = c=17

Ezt beirva az altalanos megoldasba, a megadott kezdeti feltételt kielégitd partikularis megoldast

kapjuk.
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_ In|3z — 2| N
3

9. feladat Egy fiigg6legesen rezgbmozgast végzé test sebességét a

Yo 7

. CIM \ figgvény irja le az idében. Hatarozzuk meg a test

v (t) = 40sin 2t (—) gaveny i 9
S

elmozdulas-idé fliggvényét, ha tudjuk, hogy az idémérés kezdetén az g (()) =30 (C’I?”L)

magassagban volt!

Megoldas: Fizikabdl ismert, hogy a sebesség-id6 fliggvény az elmozdulas idé fliggvény
derivaltja, azaz ¢ (t) =g’ (t) . (Fizikusok az idé szerinti derivalast altalaban ponttal jelélik,
tehat 6k ¢ (t) =S (t) alakban irjak ugyanezt.) Ebbél az g’ (t) — 40sin 2t explicit alaku
differencialegyenlethez jutunk, melynek altalanos megoldasat egyszeri integralassal kapjuk.

—cos 2
s(t) = / s (1) dt = / 40sin 2tdt = 40 / sin 2tdt = 40%%: c—20cos 2t (cm)

Most a kezdeti feltételt az adja, hogy tudjuk a test helyét egy megadott id6pontban. Az altalanos
megoldasba tehatat = () és s = 30 értékeket kell behelyettesiteniink a megoldasban

szerepl6 paraméter értékének meghatarozasahoz.
30=c—20c0os(20) = 30=c¢c—20 = c¢=50

Ezt irjuk be az altalanos megoldasba, s megkapjuk a kezdeti feltételnek is eleget tevd

partikularis megoldast.
so (t) = 50 — 20cos 2t (em)
Ez a fliggvény irja le a test elmozdulasat az id6 figgvényében.

Megjegyzés: A differencialegyenletekkel kildonbz6 fizikai, kémiai, stb. folyamatokat
modellezink. Ha idében lejatsz6do folyamatrdl van szé, akkor a kezdeti feltételt mindig abbdl
kapjuk, hogy ismerjik a keresett fizikai, kémiai, stb. mennyiség értékét egy bizonyos
idépillanatban. (Itt persze a keresett mennyiség azt jelenti, hogy a fizikai, kémiai, stb.

mennyiséget id6ben leird fuggvényt keressuk, s nem egy konkrét szamértéket.)
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2.2. Differencialegyenletek

Ellen6rzo6 kérdések:

r,@ 1. kérdés: Az alabbi differencialegyenletek kéziil melyik linearis?

(1)y’—332 =y @)y’ —y2 =

{ (1) lineéris, (2) nem

{ (2) linearis, (1) nem

' mindkettd linearis

{ egyik sem linearis

[@ 2. kérdés: Az alabbi differencialegyenletek koziil melyik homogén, s melyik
inhonogén?

My’ +zy =5+y@y’"+x+y=>5y

i (1) homogén, (2) inhomogén

i (1) inhomogén, (2) homogén

{ mindkett6 homogén

{" mindketté inhomogén




2.2.1. A differencialegyenletek fogalma, osztal...
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3. kérdés: Melyik fiiggvény megoldasa az i’ + 3y = 2
differencialegyenletnek?

y =2+ ce™
2+ 3x
=—+ce
Y73
y=2+ce ™
2 —3z
y—3+ce

4. kérdés: Mi az y’ — 2y = 4cos 2z differencialegyenlet altalanos
megoldasa (y) ,és azy (0) — 7 kezdeti feltételt kielégitd partikularis
megoldas (3/0) ?

y =sin 2z — cos 2z + ce**,  yp =sin 2z — cos 2z + 6e**
y =sin 2z — cos 2z + ce*®,  yo =sin 2z — cos 2z + 8e**
y = cos 2x — sin 2z + ce®™, yy = cos 2x — sin 2z + 6e**

y = cos 2z —sin 2z + ce*, 1y, = cos 2z —sin 2z + 8e**
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[@ 5. kérdés: Mi az ) 1 differencialegyenlet altalanos megoldasa?

YT a1

3
a y:§\3/(2x—1)2+c

- 3
y:§\3/2:1:—1—|—c

- 3
y = 1\3/(2$—1)2+c

- 3
y:1\3/2:1:—1+c

[@ 6. kérdés: Melyik fiiggvény az Y = cos gdiﬁerenciélegyenlet, y (ﬁ) —0

kezdeti feltételt kielégité megoldasa?

Ty = 2sin S 41
2
- o
— 9¢in T 1
Yy sin
Ty =2sin 41
)
-

y=2mlg—1




2.2.2. Szétvalaszthaté valtozoju differencialegy...

Tanulasi cél: A szétvalaszthatoé valtozoju differencialegyenletek megoldasi médszerének

megismerése, és alkalmazasa feladatokban.

Tananyag:
Tankdnyv: Horvath Zoltan: Bevezetés a differencidlegyenletek megoldasaba

Fejezet: 2.2.

Elméleti 6sszefoglalo:

Egy elsdrendi differencialegyenlet szétvalaszthaté valtozoj, ha ¢/’ = ¢ (gj) h (y) alaku,

vagy algebrai atalakitasokkal ilyen alakra hozhat6. Ezen altalanos alak azt jelenti, hogy az
ismeretlen fiiggvény derivaltja egy olyan szorzattal egyenl8, melynek egyik tényezéje csak L
-t61, a masik pedig csak Y -tdl fiigg. A megoldas soran a derivaltat jobb tért alakban irni, azaz
e elblésre. . . : ‘
attérni az = @Jelolesre Egyenletiink alakja ekkor d_y _ (:L’) b (y)

d d

T T

Osszuk el az egyenlet mindkeét oldalat /; (7 ) -nal. Ezt csak akkor tehetjik meg, ha f (1) #£ 0
, ezért kilon meg kell vizsgalni, mit mondhatunk a }; (y) — () esetben. Amennyiben példaul

az Y1 zérushelye a h fliggvénynek, azaz j (yl) = (), akkoraz gy (:B) = q; konstans

flggvény megoldasa lesz a differencidlegyenletnek. llyen esetben az egyenlet mindkét oldala
zérus, hiszen a bal oldalon egy konstans fiiggvény derivaltja all, ami zérus, a jobb oldalon pedig
a szorzat masodik tényez8je zérus.

Foglalkozzunk innentél a j, (y) ;é () esettel, ekkor az osztast elvégezhetjik, s a kdvetkez6t

kapjuk:

A bal oldalon a helyettesitéses integralas alapképlete szerint attériink Y szerinti integralasra,

formalisan dzx -szel egyszer(sitiink.

15
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/@dy:/g(x)dx

A tortes jeldlés elényeit még jobban kihasznalhatjuk, ha az integralas elétt az egyenlet mindkét

oldalat szorozzuk dx; -szel, s igy az egyenlet bal oldala csak az ¥ -t, jobb oldala pedig csak az

T _et tartalmazza. Erre mondjuk, hogy szétvalasztjuk a valtozdkat.

Ezutan mindkét oldalt integraljuk. (Most azonban a bal oldalon ¥ szerinti integral van.)

/@dy:/g(x)dx

igy ugyanazt kapjuk, mint az el6zd esetben. A feladatok megoldasa soran ezt az irasmédot
fogjuk hasznalni, mert ez egyszeriibb.

Az integralasok utan probaljuk meg kifejezni az egyenletbdl Y -t. Ha sikeriil, akkor a megoldas
felirhato explicit alakban, egyébként csak implicit egyenlettel adhaté meg a megoldas.

Kidolgozott feladatok:

1. feladat Dontsik el a kovetkezé differencialegyenletekrél, hogy szétvalaszthatd valtézéjuak-e,

s ha igen, valasszuk szét a valtozokat!
My — 2y =0

@y — 2> +9y=0

By — 10*1 =0

@y —In zln y=20

Gy —In(zy)=0

Megoldas: Ha egy elsérendi differencialegyenletrdl el kell donteni, hogy valtozoi
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szétvalaszthatdk-e, akkor az ismeretlen fliggvény derivaltjara rendezziik az egyenletet, a masik
oldalt pedig megprébaljuk kéttényezds szorzatta bontani gy, hogy az egyik tényezében csak
az egyik, a masikban csak a masik valtozé szerepeljen. Ha ez megvaldsithatd, akkor az
egyenlet szétvalaszthat6 valtozéju, ellenkezé esetben nem.

Rendezzlk tehat az (1) egyenletet y’ -ra.

y =2y
A jobboldalon pontosan olyan szorzat all, melynek egyik tényez&jében csak L , a masikban

pedig csak Y szerepel, tehat a valtozok szétvalaszthatok. irjuk a derivaltat tort alakban, majd

osszunk Y -nal és szorozzunk formalisan dx; -szel.

Az egyenlet jobb oldalan nem szorzat all, és nem is lehet szorzatta bontani. Ez az egyenlet

nem szétvalaszthato valtozéja.

Prébalkozzunk a (3) egyenlettel. Itt is a rendezéssel kezdjik.
y: — 102:c+y

Bar a jobb oldalon nem szorzat all, de felbonthaté szorzatta.
y = 10%710Y

Ebben az egyenletben tehat szétvalaszthatdk a valtozok. Irjuk a derivaltat tortként, osszunk

109 -nal és szorozzunk formalisan d -szel.

d 1
Y 102710Y = ——dy=10%dz = 10~Ydy = 10¥dz
dzx 10¥
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Kovetkezik a (4) egyenlet, s el6szor most is rendeziink.
y=In zln y

A jobb oldalon allé szorzat olyan, amilyet szerettlink volna, a valtozék szétvalaszthaték. Ehhez

térjlink at a derivalt masik alakjara, majd osszunk In 1/ -nal és szorozzunk formalisan dx

-szel.

d 1

Y —n zn y = ——dy=1In xdx
dx In y

Mar csak az (5) egyenlet van hatra, rendezzik ezt is a derivaltra.

) .
Yy’ =In(xy)
A jobb oldalon nem szorzat all, s bar irhaté mas formaban, hiszenIn (z'y) =In z +1n y

, de igy sem kapunk megfeleld tipusu szorzatot. Ez az egyenlet tehat nem szétvalaszthato

valtozaju.

Megjegyzés: A szétvalasztas utan da; és dy mindig formalis szorzdk, s nem tortek nevezéiben

allnak.

2. feladat Hatarozzuk meg az y’ — y2'\/§ differencidlegyenlet altalanos megoldasat, s

keressuk meg az Y (1) — — 1 kezdeti feltételt kielégitd partikularis megoldast!

Megoldas: A differencialegyenlet alakjan lathatd, hogy szétvalaszthato valtozoéju. Térjunk at az
, d_yjelblésre, igy az egyenlet: @ B

2. :
= = x
d dx dx vV
Osszuk mindkét oldalt y2 -tel. Mivel y2 — Qhay = 0, ezértaz Yy (g;) — () konstans

fuggvény megoldasa az egyenletnek. A kezdeti feltételnek viszont nem tesz eleget ez a

megoldas. Ezutan feltesszik, hogy y ;é 0, s elvégezzilk az osztast, valamint d; -szel
formalisan szorzunk.
azaz

1 -2 _ i
?dyz\/fdx Yy “dy = x2dx
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SikerUlt szétvalasztani a valtozokat, mindkét oldalon integralunk.

-1 mas alakban 1 2
—2 _ 1 ) _x _ - = —
/y dy—/xerL‘ = _—1—§—|—C y 31'\/54-6

Integracids konstanst elég csak egyik oldalra irni, mert ha mindkét oldalon Kiirjuk, akkor egy
oldalra rendezhetfék, és kilonbségiik is egy szabadon valaszthaté konstans lesz. A konstanst
célszer( a valtozot tartalmazo oldalra irni.

Rendezziik az egyenletet az ismeretlen fliggvényre, azaz vegyik mindkét oldal reciprokat, s

szorozzunk — | -gyel.

—1
v 20T + ¢

Ez tehat a differencialegyenlet altalanos megoldasa. Helyettesitsiik be ebbe a kezdeti

feltételben megadott adatokat.

1 -1 = 2+ 1 = L
— = — — CcC= C = —
21Vl +c 3 3

Innen a kezdeti feltételt kielégité megoldas:

—1 -3 :
v 2er+ 3 2zT+1

Megjegyzés: A differencialegyenlet altalanos megoldasabdl a paraméter semmilyen

vélasztasaval nem kaphaté meg az 3 (g;) = () megoldas.

3. feladat Oldjuk megaz | 2y kezdeti érték feladatot!

- y()=3

Megoldas: irjuk a derivaltat a tortes jeldléssel, ekkor az egyenlet: dy 2y , vagy
de  «x
dy 2, melyen latszik, az egyenlet szétvalaszthato véltozoju.

d:p_gy
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A szétvalasztashoz azonban osztanunk kell ¥ -nal. Ebbél az Y (x) — () konstans fliggvény

megoldasa az egyenletnek. A kezdeti feltételt ez a megoldas nem elégiti ki. Innentél feltessziik,

hogy 3y # () . Az osztassal parhuzamosan formalisan szorzunk dz -szel.

1 2
—dy = —dx
Yy x

Integraljunk mindkét oldalon.

1 2
/—dyz/—dar = Inly|=2n|z|+¢c
Y T

Fejezziik ki ebbdl Y -t. Ehhez célszerii az integréciés konstanst masképp irni, keriiljon €
helyére In ¢ - Ezt nyugodtan megtehetjik, hiszen a logaritmus fliggvény minden értéket
felvesz. Az Uj konstans természetesen csak pozitiv értékeket vehet fel. A jobb oldalon ezutan

tudunk alakitani.

Inly|=2n|z|+In ¢, =In 2° +In ¢, =In ¢;2°
A logaritmus mindkét oldalon elhagyhaté.

lyl = cra”

Ha a konstans helyére egy Uj konstanst irunk, mely felvehet negativ értékeket is, akkor a bal

oldalon elhagyhatjuk az abszolut értéket.

y = cox?

Ezzel megkaptuk a differencialegyenlet altalanos megoldasat. A kés6bbiekben a konstans
valtozasait az atalakitasok soran nem fogjuk feltlintetni, mert nincsen ra szikség, a megoldas

leirasat pedig megneheziti. A megoldas most is egyszerlien Yy = cx2 alakban irhaté.

Helyettesitsik be a kezdeti feltétel adatait, s fejezzlk ki a paramétert.

3=c1? = ¢=3
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A kezdeti érték feladat megoldasa: 1) = 322

Megjegyzés: Ennél a differencialegyenletnél ¢ = () valasztassal megkapjuk az altalanos

megoldasbdl az ¢y () = () konstans megoldast.
Yy

4. feladat Oldjuk meg az ¢y’ = — 9 kezdeti érték feladatot!
y =2y, Yy

Megoldas: Az egyenlet alakjabdl nyilvanvald, hogy szétvalaszthatd valtozéju.

By dy _

= = =
y dx dx Y

Ismét ¥ -nal kell osztanunk a valtozok szétvalasztésa kozben, tehat az ¢ (g;) — () konstans

fuggvény megoldasa az egyenletnek, a kezdeti érték feladatnak azonban nem. Ezutan

feltessziik, hogy ¢y # 0.
1

—dy = xdx

Y

Integraljunk mindkét oldalon.
In|y| =2 +¢
A logaritmust most nem tudjuk ugy elhagyni, mint az el6z6 feladatban, mert a jobb oldalon

nincs logaritmus. Vegyiik mindkét oldalon az exponencialis fiiggvényt, azaz € -t felemeljiik a két

oldalon allo kifejezésre.

2
el =™ te = y=¢
Az abszolut értéket elhagytuk, mert az exponencialis fliggvény nem vesz fel negativ értéket.

A differencialegyenlet altalanos megoldasa tulajdonképpen megvan, de ezen még célszeri

alakitani.
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Itt € is egy konstans, tehat helyére a korabbi megallapodas szerint egyszeriien € irhato, s igy

. . 2. 2

az altalanos megoldas: y = ce® -

Amikor a konstans egy kitevd egyik tagja, akkor ilyen médon mindig alakithatjuk a megoldast, s
a konstansbdl szorzoé lesz.

Helyettesitsik be a kezdeti feltételt, s hatarozzuk meg a paramétert.

02

2 =ce = c¢c=2

2

A kezdeti érték feladat megoldasa tehat: Yo = 2% -
5. feladat Hatarozzuk megaz ¢y’ — ¢ Y, y (0) = ln 2 kezdeti érték feladat
megoldasat!

Megoldas: Az egyenlet jobb oldalan nem szorzat all, de felirhaté hanyadosként. Egyben

térjunk at a derivaltban a tortes irdsmaodra.

dy e”

dy_ 21
dr eV dx_eey

Ez az alak mar egyértelmiien mutatja, az egyenlet szétvalaszthaté valtozoju.

A valtozok szétvalasztasahoz szorozzunk e -nal és formalisan dx -szel.
eVdy = e*dx

Integraljunk mindkét oldalon.

/eydyzfe"”dx = e'=¢e"+c

Vegylk mindkét oldal logaritmusat.
y = In(e” + ¢)

Ezzel megkaptuk a differencialegyenlet altalanos megoldasat.

Helyettesitsiik be a kezdeti feltételt.

2.2. Differencialegyenletek
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In 2=1In(e’ +¢) = In(1+¢)
Hagyjuk el a logaritmusokat.
2=14c¢ = c=1

A kezdeti érték feladat megoldasa tehat: 7 — ]n(e“c + 1) .
6. feladat Mi az éltalanos megoldésa a 3%y — 2y° = 5xy® + xy’

differencialegyenletnek?

Megoldas: Az egyenlet ezen alakjabdl nem egyértelm(, szétvalaszthatdk-e a valtozok. Ennek

eldontéséhez célszerl y’ -ra rendezni az egyenletet, s a jobb oldalt szorzatta alakitani.
3zy%y —ay =5xy® + 2y = (Bxy®—2)y = (51 +2)y°

Y
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(5z + 2)y? N y,:(5x—|—2) y? dy  (5bz+2) ¢

V= 3xy? — x x  3y?—1 dr = 3y2-1

Ezen alakbdl mar egyértelmien lathatd, hogy a valtozok szétvalaszthatok. Az ehhez szikséges

lépések: szorzas 3y2 — 1-gyel, osztas y?’ -bel, formalis szorzas dx -szel. Mivel y3 — (., ha
y = 0,ezértaz Y (g;) — () konstans fiiggvény megoldasa az egyenletnek. Ezutan

feltessziik, hogy ¢y # 0.

3y —1 5) 2
Wy, 2,
Yy T

Integralas el6tt mindegyik oldalon célszer( felbontani a tortet két tértre, s ahol lehet

egyszerUsiteni.

3y? 1 YA
(5 —3)dy=d—+-)r = (
Y Y T

1
v

)dy = (5 + %)d:ﬂ

@ | w
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1 helyett irjunk inkabb y—3 -t, s integralhatunk.

3 2 -2 1
/(—fy_?’)dy = /(5+—)dm = 3ln \y|——y 5= 524+2In |z|+¢ = 3ln |y|+2—2 = bz+2In |z|+c
Yy T — )

Ebbdl az egyenletbdl nem fejezhetd ki Y , igy a megoldas csak ezen implicit egyenlettel adhatd

meg.

Megjegyzés: Az implicit megolddsokat sokszor a konstansra rendezik, mert bizonyos
esetekben igy lathatd, hogy milyen gorbék a megoldasok. Ebben a feladatban az atrendezéssel
nem kapunk Uj informaciot.

7. feladat Oldjuk meg az (1 4 33)y’ — 22%y = 0, 1 (0) = 4 kezdeti érték feladatot!

Megoldas: El8szor dontsik el most is, szétvalszthatok-e a valtozék. Rendezziik y’ -ra az

egyenletet.

212 dy  2a°

1+2%)y =22%y = y=——y = =——
(1+2%)y =227y V=139 1Y

igy mar latszik, hogy ez az egyenlet is szétvalaszthaté valtozéju. Mivel osztanunk kell Y -nal,

ezért az Y (:L‘) — () konstans fliggvény megoldasa az egyenletnek, a kezdeti érték feladatnak

azonban nem. Feltesszik, y ;é 0, s szétvalasztjuk a valtozokat.

1 212
Sdy = =24
Yy O I e

Integraljunk mindkét oldalon. A jobb oldalon kiemeléssel f’ (gj) tipusu integral alakithato ki.

f (z)
1 22 1 2 [ 32 1 2 [ (1+4a%)
“dy = d “dy==< | 24 Sdy == | ——Ld
/yy /1+x3x:>/yy 3/1+x3$:>/yy 3/1+x3$:>

2
In|y| = §1n|1 + 2% + ¢
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Mivel minkét oldalon logaritmus all, célszer( € helyére In ¢ -t irni, s a jobb oldalon egyetlen

logaritmust kialakitani.

In |y| = In[1 —|—x3|% +Inec = Inly=In 0\3/ (1+ 23)°

Mivel mindegyik oldalon egyetlen logaritmus van, elhagyhatjuk a logaritmusokat, s megkapjuk

az altalanos megoldas explicit alakjat.

y=cy/(1+23)

Helyettesitsiik be a kezdeti feltételt.

4=cy/(14+03* = c=4

A kezdeti érték feladat megoldas tehat: 3 9.
Yo = 4 (1 + l’g)

8. feladat Keressiik meg, az yy'sin © — (1 B yQ)COS r=0 y (g) _ 2kezdeti

érték feladat megoldasat!

Megoldas: Rendezziik az egyenletet el6szor az ismeretlen fliggvény derivaltjara.

dy cos x1—1y

yy’sin © = (1 —y?)cos © = ,
dex sin x vy

Ez az alak mutatja, a valtozokat szét lehet valasztani. Mivel osztani kell | — yQ -tel, ami akkor

zérus,hay = +1, ezértaz Y (:[;) = lésy (:(;) — — ] konstans fliggvények megoldasai

az egyenletnek. Egyik sem tesz azonban eleget a kezdeti feltételnek. Feltesszik, 1 — yQ 75 0

, S szétvalasztjuk a valtozdkat.
COS T

LQdy = dx

1—y

sin T
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Nem lett volna muszaj az egyenletet y’ -ra rendezni. Most példaul a rendezés soran osztottunk
Y -nal, majd a szétvalasztasnal szoroztunk vele. Ezt a két Iépést kihagyhattuk volna.

Ezutén johet az integralas. Most a jobb oldalon f” (gg) tipusu integral van, a bal oldalon pedig

f(z)

kiemeléssel alakithat6 ki ilyen integrandus.

Y cos T 1 -2 cos T 1/(13/2), /cos T
dy = dr = —- dy = dr = —= dy = d
/1—y2y /sinxx 2/1—y2y /sinxz 2 1— 2 Y sin g ¥

Mivel az integralas utan logaritmusokat kapunk, célszer(i megint C helyett In ¢ -t irni, s a jobb

oldalon egyetlen logaritmust kialakitani. Szorozzuk meg kézben mindkét oldalt — 2 -vel, igy

kénnyebb lesz a rendezés. A konstanst szoroznunk nem kell, hiszen szamszorosai is

konstansok.

1 2 . 2 . 2
—-In|l-y*| =1In|sin z|+c¢ = In[l-y°|= —2Inlsin z[+ln ¢ = In[l-y*|=In —

2 sin“z
A logaritmusok elhagyhatok, s az abszolut érték is, mert beépul a konstansba.

& & C
1- 2:.2 = y2:1_.2 = y:+ 1_.2
Sin~x Ssin~x — sin~xr

Az altalanos megoldas ezzel megvan, de ha belegondulunk, nincs értelme a konstans elé
elsjelet irni, hiszen —C is csak egy konstans. Az altalanos megoldas tehat a kévetkez6 alakban

is irhato:

C .
y=+/1+—
— Ssin-x
Helyettesitsik be a kezdeti feltételben megadott értékpart. Mivel a megadott figgvényérték

pozitiv, az ¢ megoldasba helyettesitunk.
y=4/1+—-—=
Sin-xr

2= 1+ —— = 2=Vitec = 4=l+c = c=3
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A kezdeti feltételt tehat a kovetkezd fliggvény elégiti ki:

3 .
Yo=14/1+——
sin?z

9. feladat Teankba 1() g cukrot szorunk, és allando keveréssel biztositjuk az egyenletes

oldédast. Megfigyelésiink szerint a cukor fele 15 s alatt oldodik fel. Mennyi cukor lesz oldatlan
allapotban 4() s -mal azutan, hogy a teaba szortuk a cukrot? Az oldédas sebessége aranyos a

még fel nem oldott cukor mennyiségével.

Megoldas: El8sz6r meg kell hataroznunk a jelenséget leir6 differencialegyenletet. Legyen a

feloldatlan cukor témege 1" | mely az idé fiiggvénye, azaz 1, = m (t) . Ekkor az oldédas

sebessége ennek az id6 szerinti derivaltja lesz, mert ez fejezi ki, hogy milyen gyorsan valtozik a
cukor mennyisége. Mivel ez aranyos a cukor témegével, a dm
dt

differencialegyenletet kapjuk. Itt a & aranyossagi tényez6 mutatja, mennyire gyors az oldédas.

= —km

Azért célszeri(i az egyenletbe a minusz el6jelet beirni, mert igy kifejezzik, hogy a cukor
mennyisége csokken az idében. (Ha nem irunk elbjelet az egyenletbe, akkor az aranyossagi
tényezd lesz negativ.)

Kezdeti feltétellink is van, hiszen ismerjik a cukor kezdeti mennyiségét, azaz iy, (()) =10.

Van azonban még egy feltétellink, mert a szévegben az is szerepel, hogy a cukor fele oldédik
fel 15 s alatt, tehat o, (15) — 5. Majd a késdbbiekben meglatjuk, mire j6 ez a plussz
informacio.

Egyel6re hatarozzuk meg a differencialegyenlet altalanos megoldasat. Ehhez valasszuk szét a

valtozdkat. Mivel osztanunk kell 710 -mel, az (t) — () konstans fiiggvény megoldasa az

egyenletnek, de ez a kezdeti feltételnek nem tesz eleget. Feltessziik ezutan, hogy m ;é 0.

1
—dm = —kdt
m

Integraljuk mindkét oldalt.

1
/—dmz—/kdt = Injm|=—kt+c
m

Emeljiik fel € -t a bal illetve jobb oldalon &ll6 kifejezésre.
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—kt+c kt _c

Ijm| — g—kite = |m|=e"

e Im| =e

Most e helyére irhatunk egyszeriien € -t, s ebbe a konstansba az abszolut érték is beépithets.

m = ce‘kt

Megkaptuk az altalanos megoldast, behelyettesithetjik a kezdeti feltételt.

10=ce ¥ = ¢=10

A kezdeti feltételnek tehat az mo = 106—kt fliggvény felel meg. Sajnos ebben nem ismerjik

a k aranyossagi tényez6t. Hasznaljuk ki, hogy van egy plussz feltételiink, s helyettesitsiik be az

abban megadott értékeket.

1 1 Ini —In2 In?2
5= 10e 1% = 1%k In = = —15k k=—2— =
€ - 5=° = M3 = 15 —15 15
In Zt.

Ezutan: mg = 10e~ 15

Ennek a fliggvénynek kell kiszamolnunk az értékét ¢ = 40 esetén.

In 2

mo (40) = 10e™ 15 0 = 10e 5™ 2 = 10275 ~ 1.57

A teaban tehat 40 s elteltével 1.57 g oldatlan cukor lesz.

10. feladat Melyek azok a gorbék, amelyeknek barmely pontjdban az érinté meredeksége

egyenlé a pont ordinatajanak (y) reciprokaval? Ezen gorbék kozil, melyik halad at a

P, (17 2) ponton?

Megoldas: A gorbékre kirott feltételt fogalmazzuk meg differencialegyenletben. Mivel a gérbék
érintjének meredeksége minden pontban egyenl6 a derivalt pontbeli értékével, ezért az
, 1 differencialegyenletet kapjuk. Kezdeti feltételiink is van: Y (]_) = 9.

y ==
Y

Valasszuk szét a valtozokat.
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d 1
H_Z = ydy=dx
dr vy

Integraljunk mindkét oldalon, s rendezziik az eredményt az ismeretlenre.

2
/ydy:/daj = %ZZIHLC = Y¥=2r+c = y=-+V2r+c

A gorbék tehat parabolak, melyeknek tengelye az ¥ -tengellyel parhuzamos.

Helyettesitsiik be a kezdeti feltételt. Mivel a megadott Y érték pozitiv, az Y= A /9x +c

fliggvénybe helyettesitink.

2=V21+c = c=2

A keresett gorbe tehat: Yo = A /9x +92-

Ellen6rzo6 kérdések:

r,@ 1. kérdés: Az alabbi két differencialegyenlet koziil melyik szétvalaszthaté
valtozéju és melyik nem?

1 1 (2) 1
ya____:o ya__:o
r oy Ty

(1)

i (1) szétvalaszthaté valtozoju (2) nem

i (2) szétvalaszthaté valtozoju (1) nem

{ midkettd szétvalaszthato valtozoju

{ egyik sem szétvalaszthaté valtozoju
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&

2. kérdés: A kovetkezd differencialegyenletek koziil, melyik szétvalaszthaté
valtozéju?

My 4 (ay)” = 0@y + (x +y)° =0

(1) szétvalaszthato valtozéju (2) nem

(2) szétvalaszthaté valtozoju (1) nem

mindegyik szétvalaszthatd valtozoju

egyik sem szétvalaszthaté valtozoju

3. kérdés: Tekintsiik az (y3 _ 1):1; + y2($2 + 1)y: —0
differencialegyenletet. Mi az egyenlet alakja a valtozok szétvalasztasa utan?

Y X

dy=——4d
[T I b
Yy T
dy = ——d
P17 2

1—9y3 22+1
ydy xdx

P -1 2?41
ydy xdx
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[@ 4. kérdés: Mi az y, n g —0 differencialegyenlet altalanos megoldasa?
x

(™ Yy=x+c

~ Yy=c—zx

SHEY

[@ 5. kérdés: Az y’ = y'cos x differencialegyenletnek melyik nem az altalanos
megoldasa az alabbi fliggvények koziil?

[@ 6. kérdés: Miaz y’ + y'tg x = () differencialegyenlet altalanos megoldasa?

(- y=csin x

- C
Y=
sin

~ Yy =CCoS X

- C

COS T
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[@ 7. kérdés: Mi a megoldasa az

y =32%y°, y(0)=

1 kezdeti érték

2
feladatnak?
- B 1
Y= +2
- 1
v= 3 — 2
- . 1
Y=957 x3
- B —1
Y= 3 +2
[@ 8. kérdés: Mi a megoldasa az 2zyln y —0. y(0) = 2 kezdeti
2 +1

érték feladatnak?

- y = 6932—1—2

{ y = e(ﬁﬂ)
C oy = 2(z*+1)
- y = iy
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9. kérdés: Melyek azok a gorbék, amelyeknek barmely pontjaban az érinté
meredeksége egyenlé a pont ordinatajaval?

parabolak, melyeknek tengelye az Y -tengellyel parhuzamos
hiperbolak
exponencialis gorbék

logaritmus gorbek
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Tanulasi cél: Megismerni és alkalmazni olyan helyettesitési eljarast a differencialegyenletek

két tipusanak esetében, mellyel azok szétvalaszthatd valtozoju egyenletre vezethetdk vissza.

Tananyag:
Tankdnyv: Horvath Zoltan: Bevezetés a differencidlegyenletek megoldasaba

Fejezet: 2.3.

Elméleti 6sszefoglalo:
1. Az v = f (g)tipusu differencialegyenletek
T

(Ezeket a differencialegyenleteket valtozéikban homogénnek, vagy homogén fokszamunak is
nevezik. Ne keverjuk ezt 6ssze, 2.2.1. leckében mar emlitett homogén differencidlegyenlettel.)

Ha egy differencialegyenlet , Y \ alaku, vagy ilyen alakra hozhato, akkor az
= f — U

_y
T xr

helyettesitéssel visszavezethetd szétvalaszthaté valtozoju differencialegyenletre. Az Uj

ismeretlen (u) ugyanugy az ¥ valtozé fliggvénye, amint a régi ismeretlen (y) .

Fejezziik ki az u = Y egyenletbdl ¥ -t, majd derivaljuk mindkeét oldalt L szerint. (A jobb
T

oldalon szorzatot derivalunk.)
y=ur = Y =uzrT+u
irjuk be ezt a differencialegyenlet bal oldalaba, a jobb oldalon pedig az f fliggvény valtozéja
lesz U az Y helyett.
Xz

v'r+u=f(u)

Ennek az egyenletnek szétvalaszthatdk a valtozoéi. Rendezziik ugyanis az egyenletet 14" -ra, és

irjuk a derivaltat tértként. Ezutan osztassal és formalis szorzassal szétvalaszthatok a valtozok.

1
SEA . e —— du=-d
! T 4z x ~ f(u)—uu P
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Az integralasok utan vissza kell helyettesitenlnk, és rendezni az ismeretlenre, ha ez

lehetséges.

2.Azy’ = f(ax + by + C) tipusu differencialegyenletek

(Szavakban ugy fogalmazhatjuk ezt meg, hogy az ismeretlen fliggvény derivaltja olyan

dsszetett fliggvénnyel egyenld, melynek belsd fiiggvénye egy L -ben és Y -ban linearis

figgveny.)

Ha egy differencialegyenlet 3’ = f(aa’; + by + C) alaku, vagy ilyen alakra hozhat6, akkor

azu = ax + by —+ ¢ helyettesitéssel vezethet6 vissza szétvalaszthaté valtozoju
differencialegyenletre. A régi, Y ismeretlent felvalté Gj, U ismeretlen is az L valtozé figgvénye,
azaz = 14 (g;) . A helyettesités végrehajtasahoz ki kell fejezniink 7/’ -t U és L segitségével.
Ehhez derivaljuk az u = ax + by -+ ¢ egyenlet mindkét oldalat L szerint, s a kapott
egyenletet rendezzik y’ -ra.

uw —a

b

v=a+by = y=

irjuk ezt a differencialegyenlet bal oldalara, a jobb oldalon pedig az f fuggvény valtozéjanak

helyére U kertl.

Ez az egyenlet mar szétvalaszthaté valtozéju. Rendezziik 14 -ra, térjlink at a tortes jeldlésre,

majd a jobb oldalon &ll6 egész kifejezéssel osszunk, dx; -szel pedig formalisan szorozzunk.

du 1
w_y, . u=d
- fuy+a = b (u) +a u=dx

A valtozdk szétvalasztasa sikerilt, ezutan integralnunk kell, majd visszahelyettesiteni, és ha
lehet, kifejezni az ismeretlent.

Kidolgozott feladatok:

1. feladat Hatarozzuk meg az :l;y’ =x+ 2y differencialegyenlet altalanos megoldasat!
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Megoldas: Osszuk el az egyenlet mindkét oldalat L -szel.

Y

y =1+2=
x

Y helyettesitést. Mivel

z egyenlet ezzel , alaku lett, alkalmazzuk tehat az
A let I _fy laku lett, alkal k tehat

T i
y’ = u'x + u , ezért a kdvetkezd egyenletet kapjuk:
vr+u=1+2u.
Valasszuk szét a valtozokat.
du du 1 1
—a4+u=142v = —x=14+u = du = —dzx
dx dx 1+u T

Integraljunk mindkét oldalon. Mivel logaritmusokat kapunk, € helyett In ¢ -t irunk, és a jobb

oldalon egyetlen logaritmust alakitunk ki.

1 1
/ du:/—dx = In|l4+u|=Injz|+c = In|l+u|=In|cz|
1+u x

Elhagyhatjuk a logaritmusokat, s az abszolut érték is beépil a konstansba.
l+u=cx

Helyettesitslink vissza, s fejezzilik ki az ismeretlent.

l+==cx = y=(:332—33

y
xr
A differencialegyenlet altalanos megoldasa tehat: ;) — cxrl — .

2. feladat Mi az altalanos megoldasa az ) 2T + Y differencialegyenletnek?

T4+ 2y
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Megoldas: Rendezziik az egyenletet az ismeretlen fliggvény derivaltjara, s a jobb oldalon

egyszerUsitsiink L -szel.

Yy

, 2.7; 2 +y e 2+ 2

Yy

T4y 1+2L
Az egyenleten igy mar latszik, hogy valtozéiban homogén, ugyanugy célszer( helyettesiteni,

mint az el6z6 feladatban.

Y , amibé| az egyenlet: 24+ u .
u== = y=urtu & u’x+u:—L
x 14 2u
Rendezzilk az egyenletet 74 -ra.
, 2+u ) 2+ u+ u(l + 2u) du 2u? + 2u + 2 du —2ut+u+1
wr = — - = M= =2 —=—-—— =5 —=——
14 2u 14 2u dz z(1+ 2u) dr  x 2u+1

Valasszuk szét a valtozdkat, s utdna integralhatunk.

2+ 1 2+ 1 ;
BLLAULIE ——d:z: N U N
w?+u+1 w? +u+1 x

A bal oldalon a szamlaléban felismerhetd a nevezd derivaltja.

2 1) 2
/(u2+u+)du:—/—dx = In(u®+u+1)=—2n|z|+c
u®+u—+1 x

(Az 4,2 1 4, + 1 kifejezés minden U -ra pozitiv, ezért az abszoldt értékre nincs szikség.)
Az el6z6ekben megismert mddon, a konstans helyett konstans logaritmusat irjuk, és egyetlen

logaritmust alakitunk ki, majd a logaritmusokat elhagyjuk.

In(u*+u+1) = =2ln|z|+ln ¢ = In(v’+ut+l) =In % = ultutl = %
T T

Térjunk vissza az eredeti ismeretlenre.
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2 c
xr X xr

Célszerl mindkét oldalt 332 -tel szorozni, mert akkor eltiinnek a tortek.

A megoldas igy a kdvetkez6 alakot olti: y2 + yr + 2 =c.

3. feladat Oldjuk meg az , y'sin % — g differencialegyenletet!

Yy = :
rsin 4
X

Megoldas: Egyszer(isitsiik a jobb oldalon allé tortet L -szel.

Y

Isin £ —1
y:—

sin ¥
xr

Ebbél az alakbdl mar egyértelmi, hogy az egyenlet valtozéiban homogén.

Legyen U = g , az egyenlet pedig: wsin u — 1

: y7:u’x+u u7$_|_u: -
Sin u

A jobb oldali tértet bontsuk két tortre, és egyszerisitsik az elsét, majd rendezzik az egyenletet

u’ -ra.

wsin u 1 , 1 . 1 du 1 1
: : = UTt+U = U—- = ur=—— — =
sin v sin u sin u sin dx

wr+u = ———
rsin u

Valasszuk szét a valtozokat, és integraljunk. Az eredményt szorozzuk — 1 -gyel.

Természetesen a konstanst szorozni felesleges.

. 1 . 1

sin udu = ——dz = sin udu=— [ =dz = —cos u=—-In|z|[+c = cos u=In|z|+c
X X

Bar a bal oldalon nincsen logaritmus, a konstans helyett irhatunk most konstans logaritmusat, s
egyetlen logaritmust alakithatunk ki. igy kicsit tdmdrebben irhaté a megoldas, s az abszolit
érték is beépithetd a konstansba. Ezutan vegylik mindkét oldal arccos-at, s igy a bal oldalon

eltlinik a cos.
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cosu=Inlz|+Inec = cosu=Incr = wu=arccos(In cr)

Helyettesitsik vissza a régi ismeretlent, s rendezés utan megkapjuk a megoldast.

= arccos (In cx) =y = zarccos(In cx)

SEES

N

. feladat Keressiik meg az differencialegyenlet altalanos megoldasat!

, y
Ty =y —zxe=
Megoldas: Osszuk az egyenlet mindkét oldalat L -szel.

Y y

y = — — ¢Ez=
X

igy lathato, ugyanaz a helyettesités célszer(i, mint az el6z6 feladatokban.

Hau _ Y, akkory’ = u'x + u,ésazegyenlet u'x +u = u — e“.
T

Rendezzilink az ismeretlen derivaltjara.

du 1
——e

vrt+u=u—e" = ur=-—-e'@ = —=
dx T

A valtozok szétvalasztasa utan integraljunk. A bal oldalon figyeljink, 6sszetett fliggvényt

inetgralunk linearis belsé figgvénnyel.

1 1 1 1 1 v
—du=——dr = /—du =— / —dr = /e_“du =— / Sdr = S =-In |z|+c
e T e T T -1

Szorozzunk — 1 -gyel, majd a jobb oldalon alakitsunk ki egyetlen logaritmust, a mar megszokott

maodon.
e'=lnlz[+¢c = e“=hlz[+lnec = e“=lncx

Vegyiik mindkét oldal logaritmusat, majd szorozzunk — 1 -gyel.
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—u=1In|ln cx] = w=-In|ln cz|

Térjlink vissza a régi ismeretlenre, s L -szel szorozva megkapjuk a megoldast.

SEES

= —In|ln cx| = y=—zln]|ln cz|

a

. feladat Oldjuk meg az y7 — (43; + y)Q differencialegyenletet!

Megoldas: Most azt vehetjiik észre, hogy a jobb oldalon a 41, + Y linearis kifejezésnek all

egy flggvénye, igy ennek a helyettesitésével érdemes probalkozni.

Legyenu = 4x + 4.

Derivaljuk mindkét oldalt, s rendezzink y’ -ra.

w=44+y = y =u -4

irjuk ezt az egyenlet bal oldalara, a jobb oldalon pedig 41 + Yy helyére kerul u,
u—4=u

Rendezzlnk a derivaltra, és valasszuk szét a valtozokat. Most az egész jobb oldali kifejezéssel

kell osztani.

du 9 1
= 4 —du=d
e u” + = u2+4u x

Mindkét oldalon integralva: 1 :
——du= [ dx
u® +4

A jobb oldalon kénny( dolgunk van, hiszen , a masik integralas azonban
dr=x+4+c

kicsit nehezebb, ezt részletezziik kilon.



Integraljunk mindkét oldalon, s szorozzunk — 1 -gyel.

—u o
/e duz—/dx = —1=—:)3+c = eY=x+c

Vegyiik mindkét oldal logaritmusat, majd szorozzunk Gjra — ] -gyel.

2.2.3. Szétvalaszthaté valtozoju differencialegy... 4
1 1 1 1 1 1 arctg 2 1 U
du = —/ du = —/—du =-—F24c= —arctg —-+c
2 2 2 1

/ u*+4 4) =41 4 (%) +1 4 3 2 2
Tegylk egyenlévé a két eredményt, a konstanst elég az egyik oldalon kiirni. Rogton
szorozhatunk 2 -vel.
1 u U
—arctg —=x+c = arctg - =2x+c
2 2 2
Vegylk mindegyik oldal tangensét, igy eltlinik az arctg.
u
3= tg(2z +¢) = u=2tg(2x+c¢)
Helyettesitsuk vissza a régi ismeretlent, és rendezés utan megkapjuk a megoldast.
de+y=2tgx+¢) = y=2tg12rx+c)—4x
6. feladat Hatarozzuk megaz yy’ = 1 — ¥~ * differencialegyenlet altalanos megoldasat!
Megoldas: A jobb oldalon mostaz ¥ —  linearis kifejezést fedezhetjiik fel, ezt célszer(
helyettesiteni.
legyenu =y —x = u =y —1 =y =u +1,sigyazegyenlet:
w+1=1—¢e".
Rendezzlnk, és valasszuk szét a valtozokat.

Y u du u 1 —Uu
v+1l=1—ce€ = —=—€ = —du=—dr = e "du=—dzx

dx el
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—u=1nle+2| = wu=-lnjc+z|
Térjunk vissza az eredeti ismeretlenre, s egy atrendezés utan megkapjuk a megoldast.

y—r=-Injr+c¢] = y=x—Injz+

7. feladat Mi az altalanos megoldasa az ) 1 differencialegyenletnek?

Y

Megoldas: Ezen differencialegyenlet jobb oldalan az  + ¥ linaris kifejezés fordul el6, ezt

érdemes helyettesiteni.

Hatt =T + Y ,akkor’ =149y = y =u’ — 1,azegyenlet pedig:

1 .
wW—1=--1
U

Adjunk mindkét oldalhoz 1 -et, majd valasszuk szét a valtozdkat.

1 d 1
W=- = —=- = udu=ds
U dr u

Integraljunk, és fejezziik ki U -t.

2
/udu:/daj = %:x—l—c = uwW=2r4¢c = u=+V2r+c

Helyettesitslink vissza, s fejezzlk ki az ismeretlent.

r+y=+V2rxr+c = y=-cr+V2r+c
8. feladat Oldjuk meg az y7 —9 /y — 3r+4+ 3 differencialegyenletet!

Megoldas: Mostaz {y — 3x + 4 linearis kifejezést fedezhetjiik fel az egyenletben, ezt fogjuk

helyettesiteni.

Legyenu:y—3x—|—4 = u’=y’—3 = y’=u’+3,sigyaz
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egyenlety’ 4+ 3 =3 + 2/u -
Vonjunk ki mindkét oldalbél 3 -at, s valasszuk szét a valtozokat.

d 1
w=2/u = —u:2\/z_L = ——du=2r = wu idu=2dw

dx Vu

Az integralas utan fejezzik ki U -t.
ud

/u*%du=2/d:p = T =2tc = 2/u=2tc = Vu=ztc = u=(x+c)
2

Visszatériink az eredeti ismeretlenre, s kifejezziik az egyenletbél.
2 2
y—3x+4=(r+¢) = y=3r—4+(x+c)

Megjegyés: Ebben a leckében mindig a differencialegyenlet altalanos megoldasat kerestuk,
ezért a valtozok szétvalasztasanal, nem foglalkoztunk azzal, hogy az osztas miatt kapunk-e

konstans megoldas(oka)t, mert ezek csak partikularis megoldasok.

Természetesen az ilyen tipusu differencialegyenletek esetén is lehet kezdeti feltétel. llyenkor
ugyanugy jarunk el, mint az el6z8 leckékben, tehat a kezdeti feltételben szerepld értékeket

behelyettesitjik az altalanos megoldasba, s meghatarozzuk a konstans értékét.

Ellen6rzo6 kérdések:
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[@ 1. kérdés: Melyik fiiggvény az acy’ = x + y differencialegyenlet altalanos
megoldasa?

— y=u=zxln cx

i~ y=—xln cx
= y = zln ¢
x

= y = —xln ¢

x

r,@ 2. kérdés: Az alabbi implicit alakban adott fliggvények kéziil melyik az
T -+ ¥ differencialegyenlet altalanos megoldasa?

_y—:l:

Y

P42y —af=c
4+ 2y—y=c
oy —2zy—a’=c

2 —2ry—yi=c
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[@ 3. kérdés: Mi az altalanos megoldasa az 7 T+ 1y cos %
y = —
r-cos ¥
differencialegyenletnek?

y=uzarcsin(In cx)

¢y = —zarcsin (In cz)

, c
y = x'arcsin (ln —)
x

, c
y = —x arcsin (ln —)
x

[@ 4. kérdés: Melyik fliggvény az $y’ =y+ 1176_% differencialegyenlet

altalanos megoldasa?

" y==zln|ln cz|

" y=—zln|ln cz|
Yy :xln’ln E’
T

y = —xln )ln E)
x
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[@ 5. kérdés: Mi az altalanos megoldasa az y7 — (:L‘ + y)z

differencialegyenletnek?

~ y=tg(r+ec)+x
 y=tglz+c)—x
 y=tglc—a)+z

© y=tglc—x) -z

[@ 6. kérdés: Mi az y’ — e“”‘*'y _ ] differenciélegyenlet altalanos megoldasa?

« y=x-—In(c+2)
 y=2z—In(c—2x)
 y=—-x—In(c+x)

 y=—x—In(c—x)

r,@ 7. kérdés: Melyik fiiggvény az altalanos megoldasa, az | 1
Yy = + 1
r—y

differencialegyenletnek?

a y:xirm
a y:xirm
a y:—xirm
- y:—me
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[@ 8. kérdés: Mi az altalanos megoldasa az y7 = /2 — Yy + 3492

differencialegyenletnek?

- r.2
y:2x+3+(c+§)
{ T2
y:2x+3+(c—§)
{ T2
y=2$—|—3—(6—|—§)
- .2

y:2x—|—3—(c—§)
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Tanulasi cél: Az elsérendd linearis differencialegyenletek megoldasi médszerének

megismerése, és alkalmazasa feladatokban.

Tananyag:
Tankdnyv: Horvath Zoltan: Bevezetés a differencidlegyenletek megoldasaba

Fejezet: 2.4.

Elméleti 6sszefoglalo:

Azy’ + a () y = b () alaku differencialegyenleteket, elsdrendii linearis

differencialegyenletnek nevezzik. (Az ilyen egyenletek linearisak, mert 3’ és ¥ csak elsé
hatvanyon szerepelnek.)

Ha}p (g;) — () konstans fliggvény, akkor az egyenlet homogén, egyébként inhomogén.
Azy’ + q (x) y==>b (g;) . b (a’;) # () inhomogeén egyenlethez tartozé homogén
egyenletnek nevezzik az¢’, + q (g;) yp, = ( egyenletet. Eloszor ezt a

differencialegyenletet oldjuk meg. Ennek valtozoi szétvalaszthatok. Mivel osztunk Yh -val, ezért

az Yy = () konstans fiiggvény megoldas.

d 1
yhta(@yn=0 = %:—a(w)yh = dy, = —a(z)ds
xr Yn

Integraljunk mindkét oldalon.

yidyhzf—a(ﬁi)dx S Infp| = —A () 4o A E)aa()
h

fuggvény egy primitiv figgvénye.
Fejezziik ki Yh -t. Ehhez emeljiik fel € -t, az egyenlet két oldalan allé kifejezésre.

el = emAre oy [ = et MO oy = e ®er

Itt € helyére egyszeriien C keriilhet, s ez az Uj konstans az abszolut értéket is magaban

foglalja, valamint ¢ = () esetben az g5, = () megoldast is megkapjuk.

igy a homogén egyenlet altalanos megoldasa: yn = ce— (), ahol A (g;) aqg (g;) egy
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primitiv fliggvénye.

Lényegében egy képletet kaptunk, amelybe csak be kell helyettesiteni az egyenletben szereplé

a (:C) fliggvényt, meghatarozni az integrélt, s a megoldas felirhaté. Megjegyzésre azonban

nem a képletet javasoljuk, hanem a médszert.

Tegylk fel ezutan, hogy az inhomogén egyenlet megoldasa hasonlit a hozza tartozé6 homogén
egyenlet megoldasahoz, csupan a konstans helyén valamilyen fliggvény all, azaz

y=FK (x) ¢~ A(2) . Ezt a konstans varidlasanak nevezik. Innentl a k; (3;-) fliggvény

meghatarozasa a cél, hiszen ha azt ismerjlk, akkor a differencialegyenlet megoldasa is ismert.
Helyettesitsiik be az igy felirt ¥ fiiggvényt a differencialegyenletbe. Ehhez derivaljuk a

flggveényt, mely egy olyan szorzat, amiben a masodik tényez6 6sszetett fliggvény. Mivel A4 (x)

agq, (:(;) egy primitiv fiiggvénye, ezért A’ (x) =a ($)

y=k(z)e @ = =k (2)e M4k (2)e 4@ (A (2)) = k' (2) e 2@ 4k (2) e 4D (—a (2))

v+a(r)y=>0(zr) = K (z)e*@—a(2)k(z)e ) ta(z)k(z)e @ =b(2)

A bal oldalon levé masodik és harmadik tag csak el6jelében kiilénbdzik, igy 0sszeguk zérus, az

egyenlet egyszeriibbé valik. igy az egyenlet csak L’ (3’;) -et tartalmazza, melyre rendeziink, s

integralas utan megkapjuk (g;) -et.

Ezutan felirjuk az inhomogén egyenlet megoldasat.

y = / b(z) eA(f”)dx) o—A)’ ahol A (z)aa (x)egy primitiv figgvenye.

Ez is olyan képlet, melybe az egyenletben szereplé ¢ (gj) , b (g;) fliggvényeket

behelyettesitve, s kijelolt integralokat meghatarozva, megkaphaté a megoldas. Ennek a
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képletnek a megjegyzését sem javasoljuk, mert itt is a megoldashoz vezet6 eljaras a lényeges.

Kidolgozott feladalok:

1. feladat Hatarozzuk meg az y’ + 4:L‘3y — () differencialegyenlet altalanos megoldasat!

Megoldas: Az egyenlet homogén, igy valtozoéi szétvalaszthatok.

d 1
y +4aty =0 = d_y =—dr’y = —dy=—dr’de
x Y

Az egyenlet mindkét oldalan integralunk.

1
/—dy:/—4x3dx = Inly|=-2"+¢
Y

Emeljiik fel € -t a két oldalon all6 kifejezésre.

_r4 g
61n|y|=6 x*+c = \y|:e % e

Az € helyére egyszeriien egy konstans keriilhet, s ez a konstans mar az abszolut értéket is

tartalmazza.

A megoldas tehat: y = —xt c

2. feladat Oldjuk meg az y’ — yCOs x = () differencialegyenletet!

Megoldas: Ismét homogén egyenletet kell megoldanunk, ezért szétvalasztjuk a valtozokat.

d 1
y —ycos t =0 = —y:ycosx = —dy = cos xdx
dx Y

Integraljunk az egyenlet két oldalan.

1
/—dyz/cosxdx = Inly|=sin z+c
Y
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Emeljiik fel € -t az egyenlet két oldalan all6 kifejezésre.

sin x _c

sin z+c - ‘y‘ —e e

el — ¢

A konstanssal jarjunk el ugy, mint az el6z6 feladatban.

A megoldas igy a kdvetkez6: y = CGSiH T,

3. feladat Mi az altalanos megoldasa az (ZL‘?’ + 5>y’ _ ny — () differencialegyenletnek?

Megoldas: Ez az egyenlet is homogén, igy most is a valtozok szétvalasztasaval kezdjik a

megoldast.

d 1 2
—y:332y =  —dy= -

—d
dx Y B1h

(2 +5)y —2°y=0 = (2°+5)

Kdvetkezik az integralas. A jobb oldalon kiemelés utan f’ (gj) tipusu integrandust kapunk.

f(x)
1 2?2 1 1 [ 3a? 1 1 [ (z+5)
“dy = d Sdy =< d Sdy == [[EEY
/yy /$3+5x:>/yy 3/9:3+5x:>/yy 3/x3+5x

1
In|y| = §1n|x3 +5|+c

Most célszerii a konstans helyére konstans logaritmusat irni, s a jobb oldalon egyetlen

logaritmust kialakitani.
1 1
In|y| = gln|x3+5|+1n c = Inly=2*>+5°*+nc = Inly=IncVa3+5

A logaritmusokat elhagyva kapjuk a megoldast: y = C‘S/:L‘?’ +5-

4. feladat Hatarozzuk meg az , 3y 3 differenciadlegyenlet altalanos
Yy —— =2°COsS T
T

megoldasat!
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Megoldas: Ez a differencialegyenlet inhomogén, ezért elészor vesszik a hozza tartozo
homogén egyenletet, azaz elhagyjuk az egyenlet jobb oldalan all6 tagot, s az igy kapott

egyenletet a szokott médon megoldjuk.

3 d 3 1 3
Y, — Yn -0 = @Yn — 2Yn = —dy, = —dzx
T dx T Yn T

1 3

/—dyh :/—d:r = Iny| =3ljzl+¢ = Ihfyl=|z*|+ln ¢ = Infyl=In cz’
Yn T

Ebb&l a homogén egyenlet megoldasa: Yyp = C:L‘3 .

Ezutan az inhomogén egyenlet megoldasat keressiik a konstans varialasaval, tehat a homogén

egyenlet megoldasaban a konstans helyére fiiggvényt irunk. igy tehat y = k (x) x3 , S

innentél a (;1;) fliggvény meghatarozasa a cél. Vegyiik ¥ derivaltjat.

y' = (k(z)z®) =k (z)2® + k (2) 32° = &’ (z) ° + 3k (z) 2

3k (z) x3
T

y —— =zos x = (k' (z)2®+ 3k (z)2?) — = z%cos
T

A bal oldalon egyszerUsitsik a tortet, s vonjunk dssze.
E(2)2° + 3k (z)2? — 3k (2)2* = 2°cos # = k' (2)2° = 2%cos 2

Fejezziik ki k’ (I) -et és integraljunk.

k’(z) =cos z = k(x):/cosxdx:sinx+c

Helyettesitsiik be ezt ¥ -ba, s megkapjuk a megoldast.
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y=k(z)2® = (sin z +c)a®

5. feladat Oldjuk meg az , 3y kezdeti érték feladatot!
v+ —=10z, y(1)=4

Megoldas: A differencialegyenlet inhomogén, ezért elészor vesszik a hozza tartozé homogén

egyenletet, és azt oldjuk meg.

d 3 1 3
e L —dyh:—gd:z:

dr =z Yn

3
y’h+ﬂ:0
T

1 3
/—dyh = /f—dx = Infy|=-3nlz[+c = Ifyl=mnc-hlz*’| = hly/= %
Un T T

Ebbdl a homogén egyenlet megoldasa: Y = c .

Keresslk ezutan az inhomogén egyenlet megoldasat a konstans varialasaval, tehat irjunk

figgvényt a konstans helyére, azaz k (g;-) . Vegylk ennek a fliggvénynek a derivaltjat.

x3

Y = (kig:)) G 2 —k(z)32> K (x)2®—-3k(z)z* Kk (z) 3k(x)

(333 ) 2 6 3 4

Helyettesitiink be 1/’ és ¥ helyére a differencidlegyenletbe.

3 K 3k 3k@)
v+ 2 =10z = ( (f) - ix)) + =2 =10z
xr T T X

A bal oldalon az emeletes tortet alakitsuk egyszer( tortté, majd vonjunk dssze.

B (o) 8k(x)  3k() _ 00 K@) .

x4 3

3 T

Rendezziink k.’ (SL‘) -re, majd integraljunk.
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5
E(z) =10z* = k(x)=/10x4dx=10%+c=2x5+c

Ezt behelyettesitve Y -ba, megkapjuk az inhomogén differencialegyenlet altalanos megoldasat.

irjuk be a fliggvénybe a kezdeti feltételben megadott értékeket, s fejezziik ki C -t.

4:2'12+1£3 = =2

igy a kezdeti érték feladat megoldasa: 9 .
Yo — 2x° + 3
X

Megjegyzés: Ha 6sszehasonlitjuk az el6zé feladat homogén egyenletét ennek a feladatnak a
homogén egyenletével, akkor lathatd, hogy csupan egy el6jelben térnek el. A megoldas
logaritmusa igy nem logaritmusok 6sszegével egyenld, hanem kildnbségével, s a logaritmusok
elhagyasa utdn nem szorzatot, hanem hanyadost kapunk. Az el6z6 feladatban a homogén
egyenlet megoldasa CZL'3 volt, ebben pedig i . Figyeljunk tehat oda nagyon az eldjelekre,

xg
mert egy hibas elbjel teliesen megvaltoztathatja a megoldast.

6. feladat Mi a megoldasa az ¢/’ + ysin x = Jp2ecos @ Yy (0) = 9¢ kezdeti érték

)

feladatnak?

Megoldas: Ez a differencialegyenlet is inhomogén. Hagyjuk el a jobb oldali tagot, s megkapjuk

a homogén egyenletet. Oldjuk meg elészor ezt.

d 1
Y, +ypsin =0 = Wh _ —ypsin x = —dy, = —sin xzdx

dx Yn

1 .
—dy, = [ —sin zdx = In|y| =cos x+c = |yp| =€ TTC =€ et

Yn

Innen a homogén egyenlet megoldasa: 17, = ce®® T,
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Varidljuk a konstanst, tehat keressiik az inhomogén egyenlet megoldasat ¢y = k (g;) ets T

alakban. Hatarozzuk meg az igy felirt figgvény derivaltjat.

y = (k(x) e m)’ =k’ (z) e "4k (x) e *(—sin x) =k’ (z) e*® “—k () e Tsin x
Helyettesitslink be a differencialegyenletben y’ és Y helyére.

y'+ysin x=32% T = (k' (z) e “—k () Tsin x)+k (z) e “sin x = 3% *

Vonjunk dssze a bal oldalon, rendezziink k.’ (w) -re, majd integraljunk.
E (r)e® * =322 * = k'(r)=32" = k()= /3:172dx =2’ +c

Ebbdl felirjuk az inhomogén differencialegyenlet altalanos megoldasat.
y = k (1‘) etos T — (ZL‘?’ _|_C)ecos x

Helyettesitsiik ebbe a kezdeti feltétel adatait.

2e = (0> +¢)e® ? = 2e=ce = c=2

A kezdeti érték feladat megoldésa tehat: ¢y — (3:‘3 4 2)e® *.

7. feladat Hatarozzuk meg az Yy differencialegyenlet altalanos megoldasat!
g yv . 2_ N gy g
x

Megoldas: Ismét inhomogén a differencialegyenlet. Hagyjuk el a jobb oldali tagot, igy homogén

egyenletet kapunk, melyet megoldunk.

dyn _ Yn 1 1
—— =0 == —=—= = —dyy=—d
Yoy dx 2z Yn Y=o

1 1 1
/—dyh = /2—d117 = lInly| = §1n|:13|+c = Inlyl = ln|x|%—|—ln ¢ = Injyl=h cv/z
Yn z

55
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A homogén egyenlet megoldasa tehat: Yp = C\/g .

Cseréljik ki a konstanst fliggvényre, s keressik az inhomogén differenciadlegyenlet megoldasat

y = k (ZL‘) \/E alakban. Derivaljuk ezt a fliggvényt.

v = (k(2) V&) =k’(w>ﬁ+k<x>%

Helyettesitsiik ezt be a differencidlegyenletbe 1’ helyére, ¥ helyére pedig keriiljon J (33) \/E .

?

y_

SVE S K @VEHEE) ) - T

Y
2x
A bal oldalon az utols6 tagot egyszerUsitsik \/E -szel, majd vonjunk Gssze.

k(x)

k’(x)\/ﬂ/c(x)z\lﬁ—zﬁ:\/x? S k()T =V

Fejezziik ki k’ (I) -et, s integraljunk.

k’(x):%:\/gzx = k(x):/xdx:x;—l—c

Ezek utan az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa: :1;2

y=h@)VE= (5 + Vi

8. feladat Oldjuk meg az 3 kezdeti érték feladatot!

y —yctg v =ctg z, y (g) =

Megoldas: Mivel az egyenlet inhomogén, elhagyjuk a jobb oldali tagot, s az igy kapott

homogén egyenletet oldjuk meg el6szor.

d 1
Yy—ypctg x =0 = Soh ypctg . = —dy,=ctg xdz = —dy, =
dx Yn Yh

2.2. Differencialegyenletek
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1 ra 1 .3 o)
/_dyh:/cos Tir = /—dyh:/Mdaz = In|yy|=1Infsin z|[+¢ = In|y|=1In csin z
Yn Yn

sin x sin x

A homogeén egyenlet altalanos megoldasa tehat: y, = csin .

Varialjuk ezutan a konstanst, azaz legyen Yy = k (gg) sin - Derivaljuk ezt a fliggvényt.

v = (k(z)sin ) =K (z)sin z + k (x)cos x
Helyettesitsiink az eredeti differencialegyenletben az ismeretlen és derivaltjanak helyére.
y—yctg c=ctg ¢ = (k' (x)sin z+k (x)cos x)—k (z)sin x'ctg v =ctg z
irjunk a ctg T helyébe COS_$ -et, egyszerisitslink a bal oldali utolsé tagban, és vonjunk

sin x

ossze, majd fejezziik ki .’ (g;) -et.

COS T  COS % cos T cos T
k’ sin x+k (s —k () si - = — = kK i = — kK =
(K’ (z) sin z+k (x) cos x)—k (x)sin msm P (z)sin z o () .

Ezt integralva megkapjuk % (33) -et.

sin“x -1 sin x

A
cos . . : S 1
k(x) :/ Qxdx = /sm 2xcos xdr = /sm 22 (sin x)’dw = = T e=— +c

Az altaldnos megoldas a kdévetkezb:
1

sin

y==Fk(x)sin x = (c— )sin = ¢sin  — 1
Helyettesitsik be a kezdeti feltételben megadott értékpart.

3=c‘sing—1 = 3=c—1 = c=4

Ebbé| a kezdeti érték feladat megoldasa: 3y = 4sin x — 1.
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Ellen6rzo6 kérdések:

r,@ 1. kérdés: Mi az altalanos megoldasa az ;> — 3:623/ =0

differencialegyenletnek?

£ y=c+e$3
O oy=c—¢e”
a y:ce“73
- yze%

[@ 2. kérdés: Melyik fiiggvény az y° — ysin x = () differencialegyenlet
altalanos megoldasa?

I:u—\- y:C_|_6COS.’L‘

o~ y:C_ecosx




2.2.4. Elsérendii linearis differencialegyenletek

59

[@ 3. kérdés: Mi az altaldnos megoldasa az (xz + G)y’ +azy=0

differencialegyenletnek?

O y=cV22+6

- C
Y= 77—
vr‘+6
2
7y =ceVTte
i . C
y= ev:c2+6
[@ 4. kédés: Az alabbi fiiggvények koziil melyikaz =~ 2

y — =% =2%in x
x

differencialegyenlet altalanos megoldasa?

" y=2a(c+cos )
" y=2(c—cos )
"y =2a%(c+sin 2)

" y=2a%c—-sin )
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[@ 5. kérdés: Mi a megoldasa az 2y kezdeti érték
Y

'+ 2 =57% y(1)=6
x

feladatnak?

- 2 +5
yO— .CL'Q

{ " 7—x°
Yo = 2
x

[@ 6. kérdés: Az alabbi fiiggvények koziill melyik a megoldasa az
Y’ +ycos & =2ze S Ty (0) = 5kezdeti érték feladatnak?

i Yo = 6sin T (5+ZL'2)
i Yo = 6sin T (5 - ZL’Q)
- Yo = e—sin T (5 + 1;2)

r Yo = e—sin T (5 o $2)
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[@ 7. kérdés: Az,
Yy

v _ 3/3:4 differencialegyenletnek mi az altalanos

3x

megoldasa?
{ 2

y = Va(c+ 5)
{ 2

y = Va(c— 5)
ety

y \?/5

2

2 (c—%)

[@ 8. kérdés: Az alabbi fiiggvények koziil melyik az
Yy +ytg x =tg x, y(0)= 3 kezdeti érték feladat megoldasa?

(™ yo=12cos r+1

(~  yo=4cos v —1

o2
P=os

- 4
Yo = -1

COS T
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Tanulasi cél: Az elsérendd linearis differencialegyenletek koziil az allandé egyitthatos

egyenletek megoldasi moédjanak megismerése, és alkalmazasa feladatokban.

Tananyag:
Tankoényv: Horvath Zoltan: Bevezetés a differencidlegyenletek megoldasaba

Fejezet: 2.4.

Elméleti 6sszefoglalo:

Azy’ +ay =b(x), a € R alaku differencialegyenleteket elsdrendii linearis allando

egyutthatos differencialegyenleteknek nevezziik. Ezek az egyenletek megoldhatok, ez el6z8
leckében ismertetett modszerrel is, de sokszor egyszeriibb uton is meghatarozhaté a
megoldas.

El6szor most is az 1y, + ayp = () homogén egyenletet oldjuk meg. Belathatd, hogy ennek

altalanos megoldasa mindig Yp = Ce>\$ alaku. A megoldasban szerepl6é )\ szamot a

differencialegyenletbe torténd behelyettesitéssel hatarozzuk meg. Ehhez vegylk az igy felirt

megoldas derivaltjat. (A belsé figgvény derivaltjaval sorozni kell!)
y7 — (Ce)\:c) — Ce)\:c.)\ — C)\e)\:c

Végezzik el a behelyettesitést.

Yy +ay=0 = creM+ace’=0 = ceMA+a)=0
Mivel 6)“% > () minden esetben igaz, az egyenletet eloszthatjuk vele. A konstanssal is

oszthatunk, mert a ¢ = () eset nyilvanvaléan megoldas, s ezutan feltehetjiik, hogy a konstans

nem zérus. Egy elséfokl egyenletet kapunk, amelybsl \ meghatarozhaté.
A4+a=0 = A=-a

Ezt az els6foku egyenletet a differencialegyenlet karakterisztikus egyenleténel nevezik. A
feladatok megoldasa soran nem kell mindig végigjarnunk az el6z8 levezetés minden lépését,

mert ezt az egyenletet formalisan is felirhatjuk. A differencidlegyenletben y’ helyére \ -t irunk,

Y -t pedig egyszeriien tordljiik az egyenletbdl, csak az egyiitthatojat tartjuk meg.

Ezutan a homogén egyenlet megoldas: Yp = CeXU = ce %
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Az inhomogén differencialegyenlet altalanos megoldasa (y) , a homogeén egyenlet altalanos
megoldasanak (yh) , €és az inhomogén differencialegyenlet egy partikularis megoldasanak

(yp) osszegeként all eld, azaz ) = Yn + Yp .

A cél innentél egy Yp partikularis megoldas eléallitasa. Ha az egyenlet jobb oldalan all6 ) (3;)

fliggvény, amit zavaré fliggvénynek is neveznek, polinom, e‘w, sin ﬁgj, CcOS ﬁx , vagy
ezek szamszorosainak 6sszege, szorzata, akkor Yp -t az ugyanolyan alaku fiiggvények kozt

keressiik, mint ) (3;) , csak a figgvénybe hatarozatlan egyltthatokat irunk. Az igy felirt

figgveényt nevezziik prébafiiggvénynek. Ezt derivaljuk, s behelyettesitjik a
differencialegyenletbe. Az egyenlet két oldalan szerepld azonos fliiggvények egytthatoit
egyenlévé tesszlk, s az igy kapott egyenletekb8l meghatarozzuk az egytitthatok értékét.

Ezutan a konkrét egyttthatokkal felirjuk a megoldast.

A mébdszer végrehajtasa soran nagyon fontos a megfeleld probafiiggvény megvalasztasa. Ezt

példakon keresztiil mutatjuk be, melyek tartalmazzak a legfontosabb eseteket.
b(z)=2"+5 = y,=Ar>+Bx+C

b(r)=22" = y,=Ar"+B2r>+Cx+D

b(z) =5 = y,= A"

b(x)=sin x = y,= Asin x+ Bcos x

b(x) =4cos 3x =y, = Asin 3z + Bcos 3z

b(x) =4sin 2z +cos ¢ = 1y, = Asin 2z + Bcos 2z
b(x)=o+e" = y,=Ax+B+Ce"

b(z) =€’ —cos v = y,=Ae’® + Bsin z + Ccos z
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b(z) =€ — e = vy, = Ae” + Be™
b(x) =ze" = y,=(Az+ B)e"
b(z) =e*sin z = y,=e*(Asin v+ Beos )

A példakbal 1athatd, hogy polinomok esetén a legmagasabb fokszamu tag, és minden nala

alacsonyabb fokszamu tag szerepel a probafiiggvényben, még ha p (g;) -ben nem is fordultak

el6. Ha sin vagy cos fliggvények legalabb egyike szerepel, akkor a probafiiggvénybe

mindkettét be kell irni. Ha } (g;) fliggvények 6sszege, vagy szorzata, akkor a probafiiggvény is

a figgvényeknek megfeleld probafiiggvények dsszegeként, vagy szorzataként all els. A
hatarozatlan egyutthatok elé felesleges minusz el6jelet tenni, az egyutthatok tartalmazzak az

el6jelet.

Haa} (gj) alapjan felirt prébafliggvény valamelyik tagjaban szerepl6 fliggvény azonos a

homogén egyenlet megoldasaban all6 fliggvénnyel, akkor azt mondjuk, hogy a két fliggvény
rezonanciaban 4ll. llyenkor médositani kell a prébafiiggvényt, a rezonanciaban all6 részt L

-szel szorozva kapjuk meg a helyes prébafliggvényt.

Lehet, hogy els6 olvasasra bonyolultnak tinik a moédszer. Reméljiik a kidolgozott feladatok
attekintése utan, mar ez nem igy lesz. A médszer nagy elénye az el6z6 leckében ismertetett
eljarashoz viszonyitva, hogy itt a feladatok megoldasa soran nem kell integralni. Nagyon
figyelni kell azonban a prébafliggvény helyes felirasara, s az egyenletek pontos megoldasara.
Az elszamolas veszélye mindig fennall, f6leg ha valaki nem rendezetten irja le a szamitasokat.

Kidolgozot feladatok:

1. feladat Hatarozzuk meg az y’ -+ 2y — 4 differencialegyenlet altalanos megoldasat!

Megoldas: El8sz6r oldjuk meg a homogén egyenletet. Ehhez irjuk fel a differencidlegyenlet

karakterisztikus egyenletét.
A+2=0 = I=-2

A homogén egyenlet megoldasa tehat: Yp = 66—255 .
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irjuk fel a prébafiiggvényt. Mivel a jobb oldalon egy elséfoku polinom all, ezért elséfoku polinom
lesz a probafliggvény is. Bar az egyenlet jobb oldalan nem volt konstans tag, a
prébafliggvénybe kell ilyen tagot is irni.

yp =Ar + B

Vegylk ennek a derivaltjat.

y,=(Az+B) = A

Helyettesitsiink a differencialegyenletben 1/’ és ¥ helyére.

Y +2y=4r = A+2Ar+B)=4zx

A bal oldalon bontsuk fel a zardjelet, és a tagokat csoportositsuk fokszamuk szerint.
2Ax + (A+2B) = 4z

Az azonos fokszamu tagok egytitthatéinak a két oldalon meg kell egyezni.

4 = 2 A (az els6foku tagok egyenl&ségébdl)

A + 2B = () (a konstans tagok egyenl6ségébél)

Az elsé egyenletbél A = 2, amit a masodik egyenletbe helyettesitiink, s igy kapjuk:
B=-1.

Az inhomogén egyenletnek tehat egy partikularis megoldasa az Yp = 2x — 1 fliggvény.

Mivel az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa, a homogén egyenlet megoldasanak és az

inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasanak az 6sszege, ezért

Y=yn+y,=ce +2r—1
2. feladat Oldjuk meg a 3y’ +y= 332 + 5 differencialegyenletet!
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Megoldas: irjuk fel a karakterisztikus egyenletet, és oldjuk meg.

1
BA+1=0 = A=

w8

A homogén egyenlet megoldasa: yp = ce”

irjuk fel a prébafiiggvényt. Mivel a jobb oldalon masodfoku polinom 4ll, a probafiiggvény is

masodfoku polinom lesz, azaz Yp = AxQ + Bx + C - Derivaljuk ezt a figgvenyt.

y', = (Az? + Bz + C) = 24z + B

Helyettesitsink be a differencialegyenletbe.

3y+y=2"+5 = 324+ B)+ (42’ +Brx+C)=1°+5
Bontsuk fel a zarojeleket, és csoportositsunk a tagok fokszama szerint.

Az’ + (6A+B)x+ (3B+C)=2"+5

irjuk fel az azonos fokszamu tagok egyenléségét.

A = 1 (méasodfoku tagok egyenlésége)

6.A + B = ( (els6foku tagok egyenlésége)

3B + C = 5 (konstansok egyenlésége)

A masodik egyenletbe helyettesitjiik A -t, kapjuk B = —6 . Ezt helyettesitjiik a harmadik
egyenletbe, amibsl ' = 23 .

Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa tehat: Yp = 11:2 — 6x + 23-
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+ 22 — 6z +23-

w|y

Ezek utan az altalanos megoldas: Y=yn+yp= ce”

3. feladat Keressik meg az 3y’ — 4y = 5cos 3 differencialegyenlet altalanos megoldasat!

Megoldas: irjuk fel karakterisztikus egyenletet, aminek megoldas utan, a homogén egyenlet

altalanos megoldasa is megadhato.

A—4=0 = A=4 = y,=ce”

Mivel a zavaré fliggvény most 5coS 3 , a probafiiggvényben sin 3 és cos 32
mindegyike szerepel, azaz i, = Asin 3z + Bcos 3x . Allitsuk elé ennek derivaltjat.

y’ = (Asin 3z + Beos 3z) = 3Acos 3z — 3Bsin 3z
Helyettesitsiink a differencialegyenletbe.
y'—4y = bcos 3x = (3Acos 3x—3Bsin 3x)—4(Asin 3z+Bcos 3z) = 5cos 3z

Bontsuk fel a zardjeleket, és az azonos fliggvényt tartalmazé tagokat vonjuk 6ssze, a

fliggvényeket pedig emeljik ki.
(—4A — 3B)sin 3z + (3A — 4B)cos 3z = 5cos 3z

irjuk fel az egyenleteket az ugyanolyan fiiggvényt tartalmazé tagok egyiitthatéinak

egyenléségébdl.

—4A — 3B = () (sin-os tagok egyenlésége)

3A — 4B = 5 (cos-os tagok egyenlésége)

Adjuk hozza az els6 egyenlet haromszorosahoz a masodik egyenlet négyszeresét.

4
3(~4A-3B)+4(3A-4B)=30+45 = -206B=20 = B=-:

67
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3.
A="2
5

Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa igy a kovetkezé:

3 :
Yp = gsin 3xr — gcos 3

Végul az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa:

3 .
Y=Y+ Yp = ce*® + gsin 3r — gcos 3x
4. feladat: Oldjuk mega 2y’ — ¢y = sin x — 2cos =, ¥ (0) = 4 kezdeti érték

feladatot!

Megoldas: Vesszik most is a karakterisztikus egyenletet, melynek megoldasa utan felirjuk a

homogén egyenlet altalanos megoldasat.

IS

1
2\ —1=0 = )\25 = Yp=ce

A prébafiiggvény: vy, = Asin x + Bcos x , aminek derivaltja:
Yp

y', = Acos x — Bsin .
Helyettesitsik be ezeket a differencidlegyenletbe.

2y’ —y =sin x — 2cos T =

2(Acos © — Bsin z) — (Asin z + Bcos x) =sin & — 2cos «

Vonjuk 0ssze az azonos fliggvényt tartalmazé tagokat.

(—2B — A)sin x + (2A — B)cos x =sin x — 2cos x

Az ugyanolyan fliggvényt tartalmazé tagok egyenléségébdl a kbvetkezé egyenleteket kapjuk.

—2B — A = 1 (a sin-os tagok egyenlségébél)



2.2.5. Elsérendii linearis allandé egyutthatoés di...

2A — B = —2 (a cos-os tagok egyenléségébdl)
Adjuk hozza az els6 egyenlet kétszereséhez a masodik egyenletet.
2(—2B—-A)+(2A-B)=21+(-2) = -5B=0 = B=0 = A=-1

Az inhomogén egyenlet egy partkularis megoldasa:

Yp = —1'sin x +0cos x = —sin x.
Az altalanos megoldas: Y=yn+y, = ce? —sin -
Helyettesitsiik be ide a kezdeti feltételben megadott értékeket.

0 )
4=ce2—sin 0 = c=4

A kezdeti érték feladat megoldasa igy: Yo = 46% —sin -
5. feladat Adjunk meg harom olyan fiiggvényt, mely megoldasa az y’ +y= 1262’”

differencialegyenletnek!

Megoldas: Ha meghatarozzuk az altalanos megoldast, akkor abban € helyére barmilyen valés
szamot irhatunk, mindenképpen megoldast kapunk, igy tetszéleges szamu megoldast el6é
tudunk allitani. EI6észér most is a homogén egyenletet oldjuk meg, az el6z6 feladatokban
bemutatott médon.

A+1=0 = A=-1 = y,=ce”

A prébafiiggvény most a kdvetkezé: Yp = Ae?®.
Ennek derivaltja: 5,0 — 2z
jaty’, = 2Ae

A probafiiggvényt és derivaltjat behelyettesitjik a differencialegyenletbe.

Yy +y=12" = 24"+ A =127 = 34=12 = A=A
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Mivel csak egyetlen hatarozatlan egyutthatonk volt, most nem kellett egyenletrendszert felirni,

az ismeretlen egyutthatét innen megkaptuk.

Adjuk meg az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat, majd az altalanos megoldast.

= y=ypt+y,=ce " +4e™

yp, = 4e
Ezutan adjunk a konstansnak harom értéket, s igy harom olyan fliggvényt kapunk, ami
megoldasa a differencidlegyenletnek. Legyen ez a harom szam: 0, 1, 5. Ekkor a harom

megoldas a kdvetkezd:

N, 2z __ 2z _ T 2z _ —x 2z
yp = 0e ™" +4e™ =4e™, y,=e " +4e”", y3=05e T +4e™-
(Ha a konstanst zérusnak valasztjuk, pontosan azt a megoldast kapjuk, amit a
prébafliggvénnyel meghataroztunk. Tulajdonképpen elég lett volna két értéket adni a

konstansnak, hiszen ezt a megoldast mar ismertik az altalanos megoldas felirasakor.)

6. feladat Hatarozzuk meg az 5y’ —y = e’ + g differencialegyenlet altalanos megoldasat!

Megoldas: Oldjuk meg el6szdr a homogén egyenletet.

RIS

1
5A—1=0 = )\25 = Yp =ce

Az egyenlet jobb oldalan egy exponencialis fliggvény és egy elséfoku polinom dsszege all,

ezért a probafiiggvény is ilyen alaka. Derivaljuk is a figgvényt.

Yp=Ae"+Bxr+C = y,=Ae"+B

Helyettesitsik ezeket a differencialegyenletbe.

Sy'—y = e"+x = 5(Ae’+B)—(Ae"+Bz+C) =e"+x = 4Ae"—Bz+(5B-C) ="+
Az egyforma flggvények egyitthatéinak egyeztetésébdl a kbvetkez6 egyenletrendszert kapjuk.

4 A = 1 (az exponencialis tagok egyeléségébsl)
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7

— B = 1 (az els6foku tagok egyenlségébdl)
5B — (' = () (a konstansok egyenldségébdl)

Ennek megoldasa:

1 :
-, B=-1, C=-5
47 7

Ezt felhasznalva irjunk fel egy partikularis megoldast, majd az altalanos megoldast.

—le‘”—x—5 = =Yn+Yp= %Jrl‘”— -5
=7 y=yn+yy=ces + e~z

7. feladat: Oldjuk meg a 23/7 _ 3y — 336350 differencialegyenletet!

Megoldas: Hatarozzuk meg el6sz6r a homogén egyenlet altalanos megoldasat.
3 5,
2 0—-3=0 = )\:§ = Yy =ce?

Mivel a zavaré fuggvény most egy exponencialis figgvény és egy elséfoku polinom szorzata, a

probafliggvény is ilyen lesz, azaz Yp = 63m(A:L‘ + B) )

Itt szeretnénk kiemelni, hogy amikor a zavaré fliggvény szorzat, akkor nem szabad szolgai
modon mindenhova hatarozatlan egyutthatét irni, ahova a fliggvényekben kiilén-kilon irunk.
Jelen esetben példaul nem kerlil az exponencilis elé is egyiitthat. Ha ugyanis allna ott egy ('

egyutthato, akkor a zardjel felbontasa utan a kévetkez6t kapnank:
Ce*(Az + B) = CAze® + CBe*
A tagokban levé (A, (' B szorzatok helyettesithetok egy-egy egyiitthatoval, s igy kevesebb

ismeretleniink marad. A prébafliggvényt mindig ugy irjuk fel, hogy az csak annyi hatarozatlan

egyutthatot tartalmazzon, ahany tagbal all a prébafiiggvény, ha elvégezziik a szorzast.

Ezutan vegylk a probafiggvény derivaltjat.

y, =3 (Az + B) + " A = €**(34z + A + 3B)
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Helyettesitslink a differencialegyenletbe.

2y’ — 3y = ze** =
2 (e (3Az + A+ 3B))—3¢*(Az+B) = ze*® = 3Aze*+(24+3B)e** = ze®”

Mivel az exponencialis fliggvény sehol sem zérus, oszthatjuk vele az egyenletet.
34z + (2A+3B) =«

Ebbdl az egyenletbél a kdvetkezb egyenletrendszert kapjuk.

3 A = 1 (az elséfoku tagok egyenléségébdl)

2A + 3B = () (a konstansok egyenléségébél)

Ennek megoldasa: A 1 2.

Ezekbdl feirjuk el6szdr az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat, majd az altalanos

megoldast.
L 5p 25 3 L 3 2 4
= —zxe’’ — —e = =yn + 1y, =ce2” + —xe’® — —e”*
yp 3 9 y yh yp 3 9

8. feladat Mi az altalanos megoldasa a 4y’ + 3y = 13e%cos z differencialegyenletnek?

Megoldas: Szokas szerint el6sz6r a homogén egyenletet oldjuk meg.
3 s,
AIAN+3=0 = )\Z_Z = yp,=ce *

A zavaro fliggvény szorzat, melynek egyik tényezéje exponencialis fliggvény, a masik pedig
cosinus fliggvény. A prébafliggvényben az ezen fliggvényekhez tartozé probafiiggvények

szorzatanak kell allni. Felesleges egytitthatét most sem szabad beirni a prébafliggvénybe.

Yp = €”(Asin x+Bcos x) =y, =e”(Asin x+Bcos x)+e”(Acos x—DBsin 1)
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Helyettesitsiik ezeket a 4y’ + 3y = 13e”cos x differencialegyenletbe.

4(e*(Asin x+Bcos x)+e”(Acos z—Bsin x))+3 (e”(Asin z + Bcos z)) = 13e"cos =
Osszuk el az egyenletet az exponencialis fliggvénnyel. Megtehetjik, hiszen sehol sem zérus.
4(Asin z 4 Bcos x + Acos & — Bsin z) + 3 (Asin x + Bcos ) = 13cos «
Bontsuk fel a zarojeleket, és vonjuk 6ssze az egyforma fliggvényt tartalmazé tagokat.

(TA—4B)sin x + (4A + 7B)cos = = 13cos «

Ebbél az egyenletbél a kbvetkezb egyenletrendszer irhatd fel.

7TA — 4B = () (a sin-os tagok egyenléségébél)

4A + 7B = 13 (a cos-os tagok egyenléségébdl)

Az elsd egyenlet hétszereséhez adjuk hozza a masodik egyenlet négyszeresét.

52 4
T(TA—4B)+4(4A+TB) =T0+413 = 5A=52 = A= ==

Ezt célszerili az els6 egyenletbe visszahelyettesiteni, s kapjuk:

7.
B=~—
5

Az egyitthatok ismeretében felirjuk az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat, majd

az altalanos megoldast is.

4 T T -3z T3 z
Yp = 56 sin x+ge cos r = Y=ypty,=ce 1 +ge sin x+ge cos T

9. feladat Adjunk meg harom olyan fuiggvényt, mely megoldasa az y’ _ 7y — 26750

differencialegyenletnek!

Megoldas: Jarjunk el gy mint az 5. feladat megoldasa soran, azaz hatarozzuk meg az
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altalanos megoldast, s abban adjunk a konstansnak kilonb6z6 értékeket. Kezdjik a homogén

egyenlet megoldasaval.

A=T7T=0 = A=7 = y,=ce”

A homogén egyenlet megoldasaban szerepl fliggvény most azonos a zavaré figgvényben allé

figgvénnyel, tehat rezonancia van. A probafliggvénybe tehat nem egyszeriien az exponencialis

fliggvényt kell irnunk, hanem azt szoroznunk kell L -szel.

Yp = Aze™ = Y, = Ae™ 4+ TAze™

Helyettesitsik ezeket a differencialegyenletbe.

y—Ty =2e" = (Ae""+TAre™)—TAre™ =22¢™ = A =2" = A=2
Mivel csak egy hatarozatlan egyitthatonk volt, nem kellett egyenletrendszert felirni.

Az egyitthatd ismeretében megadjuk elészor a differencialegyenlet egy partikularis

megoldasat, majd altalanos megoldasat.
_ Tx _ . Tx Tx
yp = 2me = Y=y, t+y,=ce” +2ze
A harom megoldas kdzll az egyik lehet az el6bbiekben meghatarozott partikuldris megoldas, a

masik kett6t pedig Ggy kapjuk, hogy € -nek konkrét értékeket adunk. Legyen ez a két érték

példaul a kdvetkezé: 1, 4 . A harom megoldas igy a kdvetkezé:

Y1 =Yp= 2xe™, Yy =€ +2xe™”, ys=4e” + 2xe™

10. feladat Oldjuk meg az y 44y = 9¢2% _ o4z differencialegyenletet!

Megoldas: Hatarozzuk meg a homogén egyenlet megoldasat!

A+d=0 = A=-4 = y,=c ™

Mivel a kapott megoldasban szerepl§ fliggvény (6—41?) megegyezik a jobb oldal egyik tagjaban

allé figgvénnyel, igy rezonancia van. A prébafiiggvény felirasakor tehat a rezonanciaban allo
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részhez tartozd probafiiggvényt meg kell szorozni L -szel. Vigyazzunk, nem az egész
prébafliggvényt kell szorozni, csak a rezonanciaban allé részhez tartozé fliggvényt.

_AQ:C B —4x 7_2A2:c B—4:c_4B —4z
Yp = A€e™" + bre = Y, =zAe7 + De ze
Ezeket helyettesitsiik be a differencialegyenletbe.
—Az

y+dy = 2e*—e ' = (24e*+Be **—4Bre ') +4(Ae* +Bre ) = 2e*—

Bontsuk fel a zardjeleket, és vonjunk 6ssze.
6Ae’® + Be 1 = 2¢% — ¢
Ebbdl két egyenletet kapunk.

1 (az 27 -es tagok egyenl6ségebdl)

6A=2 = A=-
3

B = —1(az o4 -es tagok egyenléségébsl)
Ezutan felirunk egy partikularis megoldast, végil pedig az altalanos megoldast is.

1 2z —4x

Yp = ge — re = Yy =1y + Yp = ce—4:c 4 2z —4x

€ — e

Wl =

Ellen6rzo6 kérdések:

e
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[@ 1. kérdés: Mi az y’ — Sy = 9y differencialegyenlet altalanos megoldasa?

& y=ce " —4r+3
C y=ce M —x+4
oy =ce® —3x—1

 y=ce? 420 -5

[@ 2. kérdés: Az alabbi fliggvények koziil melyik a Qy’ +y = 29
differencialegyenlet altalanos megoldasa?

" y=cer+32 —x+5
C y=cer —2*+3x—1

" y=ce 2 +22% -3z —2

(M1

+22—42+6

£ y=ce”

[@ 3. kérdés: Melyik fliggvény az y’ + 6y = 10sin 2z differencialegyenlet
altalanos megoldasa?

- 3

y = ce %% 4+ §sin 20 — §cos 2x
- 3 1

y = ce %% — §Sil’l 2 — 508 2
- 3 1

y = ce” % + §sin 2x + 5 Cos 2x

- 1
y = ce % — §sin 27 + 508 2
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+

4. kérdés: A felsorolt fliggvények koziil, melyik a
3y’ — 9y =1COS T — 2sin 1 differencialegyenlet altalanos megoldasa?

¢ 1 1
y=ce§+§sin x+§cos T

|
= § - 1 -
Yy =ces + 2sm T+ 2cos x

i L 1
Yy = ce 28111 xT 2COS xT

. 1. 3
= —sin T — —CO0S
Yy = ce 5 T 5 T

5. kérdés: A kovetkezo fiiggvények koziil melyik megoldasa az
Y —y = 6e3% differencialegyenletnek?

y = 2" — 3¢
y = 3e” — 2e%?
y = —2e% + 3>

y = —3e” + 2e>*
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[@ 6. kérdés: Mi az altalanos megoldasaa 47 | ¢ = e 1z

differencialegyenletnek?

|
y=ce—3+?e3w—x+3
y=cet e g 4
13
e LI
y = ce 3¢ x
-2 13:1:
Yy =ce 4—|—?6 +z—4

&

7. kérdés: Az alabbi fliggvények koziil melyik megoldasa a
3y’ — 2y = 4ge?* differencidlegyenletnek?

2 3
y:esx_erx__GZx
4
2 3
y=63$—|—l’62x—|——62x
1
2 2z 2%
y=e3" +xe” — —e
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[@ 8. kérdés: Melyik fiiggvény a 3y’ — 4y = 5e”sin x differencialegyenlet
altalanos megoldasa?

a Yy = ces® — gewsin T — %ewcos T
a Yy = ce3® + %exsin x — ;ewcos T
a y= ce3” + ;e””sin T — %e””cos x
a Yy = ces® — %e‘”sin T — ge””cos x

[@ 9. kérdés: A kovetkezo fiiggvények koziil melyik megoldasa az
y + by = 3¢~ 07 differencialegyenletnek?

" y=3e""
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[@ 10. kérdés: Mi az Y — by = 2% _

megoldasa?

37 differencialegyenlet altalanos

a y = 2 + cxe™ + %e?’x
a y = ce™ + 2xe™® + %e‘%
a y = 2e”® + cxe™ + %xe‘o’x
~

1
y = ce®® + 2ze’ + §xe3w
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Tanulasi cél: Elsajatitani az masodrendi linearis allando egyitthatés homogén
differencialegyenletek megoldasanak felirasi modjat, a karakterisztikus egyenlet gyokeinek

ismeretében.

Tananyag:
Tankonyv: Horvath Zoltan: Bevezetés a differencialegyenletek megoldasaba

Fejezet: 3.1.

Elméleti 6sszefoglalo:
Azy” 4+ py +qy =0, p, q € R alaka differencidlegyenleteket masodrendi linearis

allandé egydutthatés homogén differencialegyenleteknek nevezziik.

Ezek megoldasat ugyanugy y = CeAfU alakban keresstik, mint ahogyan ezt az elsérendi

egyenleteknél tettiik. Vegyuk ennek a fiiggvénynek az elsé és masodik derivaltjat.

Y= e,y = Nee®

Helyettesitsiik be ezeket a differencidlegyenletbe.

Y4pytqy =0 = Nee*tpree’tqee’ =0 = e’ (AN 4pAtq) =0

Ezt az egyenletet eloszthatjuk Ce>\$ -szel, mert €>\~’U nem nulla, a ¢ = () esteben pedig
nyilvanvaloéan megoldast kapunk, majd feltessziik, hogy ¢ # (. igy a \? 1 pPA+¢=0

masodfoku egyenletet kapjuk, melyet a differencialegyenlet karaktarisztikus egyenletének

nevezink. Az y = Ce>\$ fliggvény akkor megoldasa a differencialegyenletnek, ha \ gydke

ezen karakterisztikus egyenletnek. Ezt az egyenletet ismét megkaphatjuk formalisan is, ha a
differencialegyenletben g’” helyére )2 -et, i’ helyére pedig \ -t irunk, ¥ -t pedig elhagyjuk az

egyenletbdl, s csak az egyitthatéjat tartjuk meg.

Harom esetet kell megkilénbdztetnlink aszerint, hogy a masodfoku egyenletnek két kilonb6zé

valos, egy valds (kétszeres), két komplex gyoke van.

1. Ha a karakterisztikus egyenletnek két kiilonb6zé valds gyodke ()\17 )\2) van, akkor a

differencialegyenlet altalanos megoldasa a kévetkezé:
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Y = 1M + ™%
2. Ha a karakterisztikus egyenletnek egy (kétszeres) valds gyoke ()\) van, akkor a
differencialegyenlet altalanos megoldasa:

)\:c(

y = c1e™ + cowe™ = (¢ + o)

3. Ha a karakterisztikus egyenletnek két komplex gydke ()\1’ )\2) van, akkor ezek konjugalt

komplex szamok, tehat )\1 =+ wi7 )\2 = (v — w1 alakuak. A differencialegyenlet

altalanos megoldasa ekkor a kévetkez6:

y = e "(c1cos (wx) + co8In (wx) ) -
T :

Kidolgozot feladatok:

1. feladat: Hatarozzuk meg az y”” + y’ — 12y = 0 differencialegyenlet altalanos

megoldasat!

Megoldas: irjuk fel a differencialegyenlet karakterisztikus egyenletét, s oldjuk meg.

—1+ /12 — 41:(—12) 3
)\2+)\—12=0 = A o= — :{
’ 2
—4
Mivel két valds gydkiink van, \; = 3 és \y = —4 , a differencidlegyenlet altalanos

megoldasat y = 616)‘1:0 4+ 626)\21; alakban kapjuk. A konkrét feladat megoldasa tehat a

kovetkezd:

Y = 1% 4 cpe -

2. feladat Oldjuk megaz ¢’ + 3y’ = 0, y (()) =1, v (0) — 3 kezdeti érték

feladatot!

Megoldas: A differencialegyenlet karakterisztikus egyenlete: )2 +32=0-

Ennek megoldasahoz felesleges a megolddképletbe helyettesiteni, mert \ kiemelhets.
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)\()\+3)=0 = )\1207 A= —3
Ismét két valds gydkot kaptunk, ezért az y = Clehw + C26/\2fv formulaba helyettesitiink.
Az egyenlet altalanos megoldasa: y = Cle().:c + 626_3‘@ —c + 626_3‘@-

A kezdeti érték feladat megoldasahoz, vegylik ennek a derivaltjat.

3z

’ —

y = —3cee”
Helyettesitsiik be Y -ba és y’ -ba a kezdeti feltételekben szerepl6 adatokat.

30

y(0)=1 = 1=c +ce = 1l=c +oc

y(0)=3 = 3=-3ce?" = 3=-3c, = c=-1
Visszahelyettesitve az els6 egyenletbe: ¢; = 2.

A kezdeti értek feladat megoldasa: /) = 2 — e 3T,

Megjegyzés: A differencialegyenlet altalanos megoldasa mas uton is meghatarozhato. Ha
mindkét oldalt integraljuk, akkor visszavezethetjik az egyenletet, egy paraméteres elérendii

differencialegyenletre.

/(y”+3y’)dx=/d:c = y+3y=c

Ezt az elsérend( differencialegyenletet pedig a szokott médon megoldjuk.
3. feladat Keressik meg az y”’ — 10y’ + 25y = 0 differencialegyenlet altalanos

megoldasat!

Megoldas: A karakterisztikus egyenlet: \2 _ 1)\ +925=0-
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A bal oldalon teljes négyzetet ismerhetiink fel.

(A=5)7=0

igy egy valos gyok van csak: A = 5.

Most az ¢, — e’\m(cl + cyr) képletbe kell helyettesiteni.

A differencialegyenlet altalanos megoldasa: y = 65:6(61 + 621») .

Megjegyzés: A karakterisztikus egyenlet gytkét a megoldoképlettel is meghatarozhattuk volna.
Ha csak egy valos gyok van, akkor a képletben a gyok alatti kifejezés, azaz a diszkriminans

zérus.
4. feladat Hatarozzuk meg az ¢y’ + 6° + 9y = 0, (()) =2, vy (0) =1

kezdeti érték feladat megoldasat!

Megoldas: irjuk fel el6szor a karakterisztikus egyenletet.

MN4A+9=0 = (AW+3°=0 = I=-3

Az egyenletnek egy valos gyoke van, ismét az y = eAfC (Cl + sz) képletbe helyettesitlink.
igy a differencialegyenlet altalanos megoldasa: y = 6—350 (01 + 0233) .

A kezdeti érték feladat megoldasahoz, vegylk ennek a dervaltjat.

Y = —3e (1 + cax) + e ey = e ¥ (—3¢; — 3com + €3)

Helyettesitsik az altalanos megoldasba, és a derivaltjaba a kezdeti feltételekben megadott

értékparokat.
y(0)=2 = 2=, +¢0) = ¢ =2

y(0)=-1 = —1=¢"%3¢-360+¢) = —1=-3c+¢c

2.2. Differencialegyenletek
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Helyettesitsiik C1 értékét a masodik egyenletbe, igy kapjuk: cg = 5.

A differencialegyenlet azon partikularis megoldasa, mely eleget tesz a kezdeti feltételeknek:

Yo = € °%(2 + bx)-
5. feladat Oldjuk meg az y”’ — 6y’ + 34y = () differencialegyenletet!

Megoldas: A karakterisztikus egyenlet a kdvetkezé: )\2 —B6AN+34=0-

6+ \/(—6)2 — 4134 6++/—100 6+ 10i 3+ 5i
pu— pu— pu— {
3—5i

A\ o =
L 2 2 9 9

Két konjugalt komplex gyok van, igy az y = % (clcos (wx> + cosin (ng)) képletbe
helyettesitiink, amelyben ¢ a komplex szamok valds része, W pedig a képzetes rész. Most

tehatae = 3, w =23.

A differencialegyenlet altalanos megoldasa tehat: Yy = 6355 (clcos 52 + cosin 51»).

6. feladat Mi a megoldasaaz iy 4+ 64y = 0, vy (0) =5, v (0) — 16 kezdeti érték

feladatnak?

Megoldas: irjuk fel a karakterisztikus egyenletet.
M464=0 = MN=-64 = A=vV-64 = A ,=+8

Ismét konjugalt komplex gyokoket kaptunk, megint az
y = e (61COS (wx) + cysin ((,U:L')) képletbe kell helyettesiteni. Jelen esetben a valds

és képzetesrészav = 0, w = 8.
A differencialegyenlet altalanos megoldasa: y = €1C0S 8x + cosin 8x.

A kezdeti érték feladat megoldasahoz sziikségink van ennek derivaltjara.
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y’ = —8c;sin 8x + 8cycos 8x

Helyettesitsiik be a kezdeti feltételekbdl az adatokat.

y(0)=5 = 5=cicos 80+ cosin 80 = ¢ =5

v (0)=16 = 16= —8¢sin 80+8ccos 80 = 16=8c; = =2

A kezdeti érték feladat megoldasa: iyp = Hcos 8 + 2sin 8z .

7.feladat Egy m = 10 dk g témegi testetD 10 N rugéallandéju csavarrugora
- m

akasztunk. A mozdulatlanul fligg6 testet meglokjuk lefelé v = 0.5 M kezdésebességgel.
0o — Y. —
S

Adjuk meg a test kitérését az id6 fliggvényében, ha a felfelé mutaté iranyt tekintjik pozitivnak!

Megoldas: A test mozgéasat leiré differencialegyenlet Newton 2. térvénye, azaz ' = ma . A
testre a rugo fejt ki erét, s ez az er6 aranyos a test kitérésével, de azzal ellentétes. Ezt irjuk le

az ' = — Dy dsszefliggéssel, melyben Y a test kitérése. A kitérés valtozik az idében, tehat

Y=y (t) . (Most T felel meg T -nek.) A masik oldalon a gyorsulas nem mas, mint a kitérés

id6 szerinti masodik derivaltja, azaz ¢ = 1"’ . (A fizikusok ezt , —1; alakban irjak.) igy jutunk

a —Dy = 1y differencialegyenlethez. Ennek egy atrendezett alakja " Qy —0
m

Az egyenlethez kezdeti feltételek is tartoznak.

Mert a test kezdetben az egyensulyi helyzetben volt, ezért kezdeti kitérése zérus, azaz

y(0) =0

Mivel a sebesség a kitérés-id6 fliggvény elsé derivaltja, azaz v = y’ , ezért y’ (0) = —0.5

. Az el6jel azért van, mert a felfelé irany a pozitiv, s a testet lefelé 10kjik meg.

Tulajdonképpen egy kezdeti érték feladatot kell megoldanunk.

Oldjuk meg a differencialegyenletet paraméteresen, s majd csak a megoldasba helyettesitsiik
be a konkrét adatokat.

irjuk fel elészor a karakterisztikus egyenletet, s oldjuk meg. Mivel l)7 m, pozitivak, ezért [

m
negativ, s két komplex gyokét kapunk.
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D D D D
MN4+==0 = N=—Z = A=y/-= = A=y —i
m m m — m

Amint az el6z6 ket feladatban, most is az y = ¢** (61COS (wa';) + co8in (wg;)) képletbe

helyettesitlink. A két komplex gyok valds, illetve képzetes része: D -

a=0, w=4/—
m

A differencidlegyenlet altalanos megoldasa tehat:
0 D , D D , D
y=e €1COS —1 | + coSIn —t = 108 —1 | 4coSin —t
m m m m

Helyettesitsiik be az adatokat. Figyeljiink, a tdmeget at kell valtani, m, = (.1 ]gg .

10 10
Y = €,C08 0—175 + co81n 0—115 = cicos 10t + cosin 10t

A megoldasban szerepld konstansokat a kezdeti feltételekbdl hatarozzuk meg.

Ehhez vegylk a megoldas derivaltjat.

Yy’ = —10cisin 10t + 10cycos 10t

Helyettesitsiik be a kezdeti feltételekben megadott értékeket.

y(0)=0 = 0=cicos 100+ cgsin 100 = ¢ =0

v (0)=-05 = —0.5=—10¢sin 100+10cocos 100 = —05=10c; = ¢ =-0.05
A test kitérését az id6 fiiggvényben tehat az yyp = —0.05sin 107 fuggvény irja le.

Megjegyzés: Amikor differencialegyenletekkel modellezziik a valésagban lejatsz6do
folyamatokat, akkor a differencialegyenlet megoldasa csak az elsé Iépés. Miutan megvan a

jelenséget leird fliggvény, azutan azt elemezni kell.
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Jelen esetben is t6bb informaciot hordoz magaban ez a megoldas. Lathato, hogy a megoldas
idében periodikus, mert a sin fliggvény periodikus. (Persze ez nem meglepd, hiszen
tapasztalataink szerint a rugora akasztott test rezgémozgast végez.)

Kiolvashato a test legnagyobb kitérése, azaz a rezgés amplitiddja, ami most

A =0.05 m =5 cm .Ezpedig azt jelenti, valéban kialakul ez a rezgés, mert a test a
raakasztasnal 10 cm -rel nyuijtotta meg a rugét, igy a rugé a mozgas soran végig feszes
marad. Ha tul nagyot I6kiink a testen, akkor a felfelé mozgas soran mar 6sszenyomni akarja a
rugot, de a rugo ilyenkor inkabb meghaijlik, s a rezgés nem lesz harmonikus.

Meghatarozhaté a rezgés periédusideje is. Mivel a sin fiiggvény periédusa 27 , s a periédusidé
elteltével pontosan egy rezgés ment végbe, ezért a 271 = 107" egyenléségnek kell teljesiilni,
MMT:ﬁg
5

Az ilyen gyakorlati példakkal azt szeretnénk megmutatni, hogy a matematika nem csak

Onmagaért van, hanem fontos szerepe van a valos életben lejatszodo jelenségek leirasaban.

Ellen6rzo6 kérdések:

1. kérdés: Mi az altalanos megoldasaaz '’ — 3y’ — 10y = 0
differencialegyenletnek?

Oy =cre”® + ™

oy =c1e® + e

& y=cre 4 e

Ty =c1e® + e™
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[@ 2. kérdés: Az alabbi fliiggvények koziil melyik az
v’ —4y =0, vy (()) =4, y (()) — 4 kezdeti érték feladat

megoldasa?

 y=hH—e ¥
© y=5+e™
oy =3—¢"

 y=3+e"

[@ 3. kérdés: Melyik fliggvény az altalanos megoldasa az
Yy + 14y’ 4 49y = 0 differencialegyenletnek?

Ty =ce™ + core™

T y=ce "+ cpze’™

C y=ce® +cxe ™

C y=cie T4 come @

[@ 4. kérdés: Miazy”” — 8y + 16y = 0, vy (()) =3, v (()) — § kezdeti

érték feladat megoldasa?

oy =3e" 4 2ze™
"y =3e" — Tre'?
Oy =3 4 e

oy =3t —Tpe ™
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5. kérdés: Az alabbi fiiggvények kdziil melyik az 3y”” + 41’ + 53y = 0

differencialegyenlet altalanos megoldasa?

y = e*(cicos Tx + cysin 7w)

Yy = 67313(61(308 2x + c98in 2:1;)

y = e **(cicos TT + cysin Tx)

—7:3(

y=c=e c1c08 2T + cosin 2x)

6. kérdés: Melyik fliggvény az

Yy’ +36y =0, y(0)=2, v (0)= —18kezdetiérték feladat

megoldasa?

y = 2cos 6x — 3sin 6x
y = 3cos 6z — 2sin 6x
y = —2cos 6x — 3sin 6x

y = —3cos 6x — 2sin 6x
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Tanulasi cél: A prébafliggvény-mddszer alkalmazasanak elsajatitasa, masodrendi

differencialegyenletek esetében.

Tananyag:
Tankdnyv: Horvath Zoltan: Bevezetés a differencidlegyenletek megoldasaba

Fejezet: 3.1.2.

Elméleti 6sszefoglalo:
Azy” +py’ 4+ qy = b (a’;) ., D, ¢ € R alaku differencialegyenleteket, melyekben

b (g;) nem az azonosan () konstans fliggvény, masodrend linearis allandé egyiitthatos

inhomogén differencidlegyenletnek nevezzuk.

Ha a ) (1) fuggveény polinom, €™, sin Bz, cos [Bx . vagy ezek szamszorosainak

O0sszege, szorzata, akkor az ilyen diffrencialegyenletek ugyanolyan médon oldhaték meg, mint
a hasonlé elsérendi differencialegyenletek, melyeknek megoldasi médszerét a 2.2.5. leckében
ismertettik.

Az eljarast nagy vonalakban ismételjik at.

El6szér megoldjuk az egyenlethez tartoz6 homogén egyenletet, az el6z8 leckében ismertetett
maédon.

Az egyenletben szerepld zavaroé fliggvény mintajara felirunk egy probafliggvényt, hatarozatlan
egyutthatokkal.

Ezt a figgvényt derivaltjaival egytitt behelyettesitjik a differencialegyenletbe.

Az igy kapott egyenletet egyenletrendszerré alakitjuk, felirva az azonos fuggvényt tartalmazo
tagok egyenl8ségét.

Az egyenletrendszer megoldasa megadja a hatarozatlan egyiitthatok értékét, melyekbdl felirjuk
az inhomogén differencialegyenlet egy partikularis megoldasat.

Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasat a homogén egyenlet altalanos megoldasanak, s
az el6z6ekben meghatarozott partikularis megoldasnak az 6sszegeként kapjuk.

Kidolgozott feladatok:

1. feladat Oldjuk meg az Y4y — 2y = 22 — 3, y (0) =1, y (0) —6
kezdeti érték feladatot!

Megoldas: El&szor irjuk fel, és oldjuk meg a karakterisztikus egyenletet.
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A homogén egyenlet megoldasa tehat: Yp = Clefﬂ + 626_233 .

A zavar¢ fliggvény masodfoku polinom, igy a prébafliggvény: Yp = A:L‘2 + Bx +C-
Allitsuk el ennek elsé és masodik derivaltjat.

y,=2Av+B, y’,=2A

Helyettesitsiik be ezeket a differencialegyenletbe.

Yy +y —2y=21>-3 = 24+ (2Ar+B)—2(Ax*+Bx+C) =22*-3
Rendezzilk X hatvanyai szerint.

—2A42° + (24 -2B)x + (2A+ B -20) = 22° - 3

irjuk fel az egyforma fliggvényt tartalmazo tagok egyenléségébél az egyenletrendszert.

—2A = 2 (a masodfoku tagok egyenldségébdl)

2A — 2B = () (az elséfoku tagok egyenléségébdl)

2A + B — 2C = —3 (a konstansok egyenléségébél)

Ezen egyenletrendszer megoldasa: A = —1, B =-1, C =0.

Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa: Yp = —x2 —r-

A differencialegyenlet altalanos megoldasa: Yy = yp + Yp = Clem + C2€_2m - :L‘2 — -
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A kezdeti érték feladat megoldasahoz vegylk ennek derivaltjat.

Y = cre® — 2c0e — 22 — 1

Helyettesitsiik be a kezdeti feltételek adatait.

y(0)=1 = 1=ce4+ce?-02-0 = l=c+c

7 (0)=6 = 6=ce"—2ce?"-20-1 = T=c¢ —2¢
Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa: ¢; = 3, Cco = —2.

A kezdeti érték feladat megoldasa: 1y = 3¢ — 2e 2 — g% — -

2. feladat Hatarozzuk meg az y’” + 2y’ + 2y = 17cos 3z differencidlegyenlet altalanos

megoldasat!
Megoldas: Kezdjlik a karakterisztikus egyenlet megoldasaval.

—24+vV22 412 -24+/-4 242 —1+4

={
2 2 2 1

NE22A4+2=0 = A o=

A homogén egyenlet éltalanos megoldasa: 1, — e_f”(clcos T + cosin ;1;)

irjuk fel a probafiiggvényt. Ugyan a zavaré fiiggvényben csak egy cos van, de a

probafliggvényben a sin és a cos mindegyikének szerepelnie kell.
yp = Asin 3z + Bcos 3z

. 7 2 7
Hatarozzuk meg y P ‘tesy p -t.

y', = 3Acos 3r — 3Bsin 3z, y’, =—9A4sin 3z — 9Bcos 3z

Helyettesitsiink a differencialegyenletbe.

93
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y’ + 2y’ +2y =17cos 3r =
(—9Asin 3x—9Bcos 3z)+2(3Acos 3x—3Bsin 3z)+2(Asin 3x+Bcos 3x) = 17cos 3z

Csoportositsuk a tagokat aszerint, hogy milyen figgvényt tartalmaznak.

(—9A — 6B +2A)sin 3z + (—9B + 6A + 2B)cos 3z = 17cos 3z =
(—7A — 6B)sin 3x + (6A — 7B)cos 3z = 17cos 3x

Az egyenletet alakitsuk egyenletrendszerré, felirva az egyforma fliiggvények egyitthatéinak

egyenléségét.
—7A — 6B = () (a sin-os tagok egyenl6ségébdl)
6A — 7B = 17 (a cos-os tagok egyenléségébdl)

Az els6 egyenlet hatszorosahoz adjuk hozza a masodik egyenlet hétszeresét.

119 7
6(—7TA—6B)+7(6A-7B) =60+717 = —-8B=119 = B= T = 3
Ezt az els6 egyenletbe helyettesitve kapjuk: 6.
5
Ebbél az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa: 6

Yp = gsin 3z — =Cos 3z

Az 4ltaldanos megoldas pedig:
y=uyn+y,=e "(cicos T+ cosin ) + gsin 3r — - COS 3z
3. feladat Keressiik meg az )7 — 3¢ — 4y = 66255’ y (()) =0, v (0) = —18

kezdeti érték feladat megoldasat!

Megoldas: irjuk fel a karakterisztikus egyenletet, és oldjuk meg.
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)\2—3)\—420 = )\1’2:

2 2_{

igy a homogén egyenlet altalanos megoldasa: Yp = Cle_x + 6264‘% .
A zavar¢ fliggvény egy exponencialis, ezért a probafiiggvény is ilyen lesz.
Yp = AGZ:U

Vegylk ennek els6 és masodik derivaltjat.

Y, = 2Ae%, Y, = 4Ae*

Helyettesitsiink a differencialegyenletben ¢”’, 1/’ és Y helyére.

Yy’ — 3y — 4y = 6e** =

3+4/32—41-(-4) 3++25 4

—1

4Ae* — 324e* — 4 Ae* =6e** = —6A4e* =64 = A=-1

(Csak egyetlen hatarozatlan egyutthatonk volt, nem kellet egyenletrendszert felirni.)

A partikularis megoldas tehat a kbvetkez6: Yp = _e2T.

A differencialegyenlet altalanos megoldasa: Yy =yp+ Yp = Cle—w 4+ 6264:” . 62:”'
Hatarozzuk meg ennek derivaltjat, mert a kezdeti érték feladat megoldasahoz ez is sziikséges.
Y = —cre” " + dege® — 2e*

Helyettesitsik be a kezdeti feltételekben megadott értékeket.

y(0)=0 = 0=ce+ce’—€e" = 0=c+c-1
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Yy (0)=-18 = —18= —cie "+dcpe??—2e*? = —18= —¢;+4cy—2
Az igy kapott egyenletrendszer megoldasa:c; = 4, c9 = —3.

A kezdeti érték feladat megoldasa: Yo = e % — 36450 _ 625‘9.

4. feladat Oldjuk meg az ¢)” — ¢ — 2y = 2¢3* — 4?2 4 8 differencidlegyenletet!

Megoldas: El6szor hatarozzuk meg a karakterisztikus egyenlet gyokeit.

1J_r\/(—1)2 —41(-2)  1+V9 2

={
2 2 i

N=A=2=0 = A, 2=

Ezekbél a homogén egyenlet altalanos megoldasa: Yp = 6162@” + 626—50

A jobb oldal egy exponencialis fiiggvény és egy masodfoku polinom ésszege, ugyanezt kell
irnunk a prébafiiggvénybe is. Bar a polinomban nincs konstans tag, a prébafiiggvényben ilyen

tagnak is kell lennie.

y, = Ae** + Bx> + Cz + D

Derivaljuk kétszer ezt a fuggvényt.

Y, = 34€* + 2Bz + C, Y, = 9Ae* + 2B

Helyettesitsiik be ezeket a differencialegyenletbe.

Yy —y — 2y =2 —42* + 82 =

(9Ae* +2B) — (34e**+2Br+C) —2(Ae* + Br* + Cx+ D) = 2e* — 42>+ 8x
Csoportositsuk a tagokat a bennlk szereplé flggvények szerint.

4Ae* — 2Br* + (—2B — 2C)x + (2B — C — 2D) = 2¢*° — 42* + 8z
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irjuk fel az azonos fiiggvényt tartalmazé tagok egyiitthatdinak egyenléségét.
4 A = 2 (az exponencidlis tagok egyenléségébdl)

—2B = —4 (a masodfoku tagok egyenléségébdl)

—2B — 2C = 8 (az els6foku tagok egyenléségébsl)

2B — (' — 2D = () (a konstansok egyenl6ségébél)

Az egyenletrendszer megoldasa: 1

A=5, B=2 C=-6 D=5

Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa:

1 :
yp:§e3$+2x2—6x+5

Az altalanos megoldas: o R R 9 .
Y =1Yn T Yp=C1€" + C2€ —|‘§6 4+ 2z —6x+ 5

5. feladat Hatarozzuk meg az ¢/ 4 9y = 13 e« differencialegyenlet altalanos

megoldasat!
Megoldas: Szokas szerint a karakterisztikus egyenlet megoldasaval kezdjuk.
31
MN4+9=0 = N=-9 = A=v-9 = rx={
—31

A homogén egyenlet altalanos megoldasa: 1, = ¢1c08 3x + c35in 3.

Az egyenlet jobb oldalan most egy exponencialis fliiggvény és egy elséfoku polinom szorzata
all, igy ugyanilyen alaku probafliggvényt irunk fel. Vigyazzunk arra, hogy feleslegesen ne

szerepeltesslink hatarozatlan egyutthatot.

y, = e**(Ax + B)
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Hatarozzuk meg ennek els és masodik derivaltjat.

Y, = 2e*"(Ax + B) + e** A = ¢**(2Ax + A+ 2B)

y’, = 2" (2Ax+ A+2B)+¢e**2A = **(4Ax+4A+4B) = 4¢**(Az+ A+ B)
Helyettesitsiink a differencialegyenletbe.

Y’ + 9y = 137e*®  =4e**(Az + A+ B) + 9¢**(Az + B) = 132>
Osszunk az exponencidlis fiiggvénnyel, és rendezziink  hatvanyai szerint.

4(Az+ A+ B)+9(Az+B)=13z = 13Az+ (4A+13B) =13z

Az azonos fokszamu tagok egyutthatdinak egyenl6ségébdl egyenletrendszert kapunk.
13 A = 13 (az elséfoku tagok egyenléségébdl)

4A + 13 B = () (a konstansok egyenl8ségébdl)

Ennek megoldasa: 4 .
A=1, B=-—
13
Az inhomogén differencialegyenlet egy partikularis megoldasa: 2 4 .
yp =€ (z — ﬁ)

1.
3

Az dltalanos megoldas: ) -
Y = Yp + Yp = €1€08 3T + cosin 3x + e“*(z —

6. feladat Mi az altalanos megoldasaaz y”” + 2y’ + y = 5e®sin x

differencialegyenletnek?

Megoldas: Oldjuk meg a karakterisztikus egyenletet!

M42X+1=0 = (A+1)°=0 = rx=-1
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Most csak egy valds gyokoét kaptunk, igy a homogén egyenlet altalanos megoldasa:
yp = cre” "+ cowe .

A zavar¢ fliggvény egy exponencialis és egy sinus fliggvény szorzata, igy a probafliggvény a
nekik megfeleld prébafliggvények szorzata. Az egyik tényezd ezért exponencialis fliggvény, a
masik pedig sin és cos 6sszege lesz. Feleslegesen most se irjunk hatarozatlan egyitthatét a
fliggvénybe.

yp = €”(Asin x + Bcos )

Hatarozzuk meg y’p -tés y”p -t.

y', = € (Asin x+Bcos x)+e®(Acos v—DBsin z) = e”((A—B)sin x+(A+B)cos )
y", = €"((A=B)sin z+(A+B)cos )+e®((A—B)cos 1—(A+B)sin ) = ¢*(—2Bsin z+2Acos )
Helyettesitsiik be ezeket a differencialegyenletbe.

Yy’ + 2y +y=>5€e"sin r =

e®(—2Bsin z+2Acos z)+2e”((A—B)sin z+(A+B)cos z)+e”(Asin z+Bcos z) = 5e"sin
Osszuk el az egyenletet az exponencialis figgvénnyel.

(—2Bsin z+2Acos x)+2((A—B)sin z+(A+B)cos z)+(Asin z+Bcos x) = bsin
A tagokat csoportositsuk a benniik szerepl6 figgvények szerint.

(-2B+2(A-B)+ A)sin z+ (2A+2(A+ B) + B)cos z = 5sin z =

(3A — 4B)sin z + (4A + 3B)cos = = bsin x

irjuk fel az azonos fliggvényt tartalmazé tagok egyenléségét.
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3A — 4B = 5 (a sin-os tagok egyenléségébdl)
4A + 3B = 0 (a cos-os tagok egyenléségébél

Az elsd egyenlet hdromszorosahoz adjuk hozza a masodik egyenlet négyszeresét.

3
334~ 4B) +4(4A+3B) =35+40 = 2BA=15 = A=

Ezt célszerli a masodik egyenletbe helyettesiteni, amelybdl a masik egyutthato: B 4.
5)
A differencialegyenlet egy partikularis megoldasa: T 3 . 4 .
yp =€ (gsm & = =Cos x)
Az altalanos megoldas: C Cx 3. 4
Y=y +y,=cre *+cmwe *+e (gsm T = £ Cos x)

Ellen6rzo6 kérdések:

[@ 1. kérdés: Az alabbi fliggvények koziil melyik az
Yy’ + 6y’ + 10y = 1022 — 8 differencialegyenlet altalanos megoldasa?

& y=e*(cicos ¥+ cpsin x) + 2+ 22+ 1

" y=e(cic08 T+ cpsin z) + 2% — 20 — 1
" y=e"(cicos T+ cosin 7))+t — 22+ 1
" y=e(cico8 T+ epsin z) + 27 — 20 — 1
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megoldasa?

[@ 2. kérdés: Miazy’’ — 5y’ + 4y = 5sin 3 differencialegyenlet altalanos

C — 1™ + ¢ e”“ricos 3x+isin 3z
¥y=a 2 T 70 10
{ 3 1
y = c1e?® + cpe” + ECOS 3r — Esin 3z
{ 1
y = c1e™ + coe® + 10°% 3r + Esin 3z
S = ¢1e* + cye® + —cos 3x sin 3z
y=a AT 10

[@ 3. kérdés: Melyik fliggvény az

megoldasa?

Y — Ay’ + dy = 3e™*, y (0) =0, 3 (0) = (kezdeti érték feladat

- _ 1 2z 2z 1 S5z
y= 36 + ze” + 36

- _ 1 2z 2z 1 5z
Y= 36 e + 36

- 1 2z 2z 1 5
y= —36 + ze™ + 36

- 1 1

2z 2z %%
= —z-e" —zeT + se€
=73 3
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[@ 4. kérdés: Miaz ¢ _ 2’ 4 10y = 3> + 5y differencialegyenlet
altalanos megoldasa?

- y = €°(c18in 3x 4 cpcos 3x) + 11_06230 4 o i =
- y = €”(c18in 3x + cpcos 3x) + 11_06250 i %:z: " %
- y = €°(c18in 3x + cecos 3x) + 13_06233 i %:z: " %
- y = €*(c1sin 3x 4 cpcos 3x) + 13_06% i %x n %

[@ 5. kérdés: Az alabbi fiiggvények kéziil melyik az y”” + 4y = 25xe”
differencialegyenlet altalanos megoldasa?

™y =cicos 22 + cpsin 2z + e”(5x + 2)
(" y =cicos 2T + cosin 2z + ex(53? - 2)
"y =08 22 + cosin 2z + e¥(—bx + 2)

"y =ccos 2x + cosin 2x + e¥(—br — 2)

[@ 6. kérdés: Melyik fiiggvény az y”’ — 2y + y = 2e“cos ©
differencialegyenlet altalanos megoldasa?

" y=-e"(c1 + car + cos 1)
"y =-¢€"(c1 + 2w + 2cos x)
 y=-e"(c1 + car — cos x)

" y=e€"(c; + cor — 2cos 1)
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Tanulasi cél: A rezonancia kiilénb6z6 eseteinek megismerése, a masodrend linearis allandé

egyutthatos differencialegyenletek korében.

Tananyag:
Tankdnyv: Horvath Zoltan: Bevezetés a differencidlegyenletek megoldasaba

Fejezet: 3.1.2.

Elméleti 6sszefoglalo:
A rezonanciardl a 2.2.5. leckében egyszer mar volt sz6. A masodrendl egyenletek esetében

akkor beszéliink rezonanciardl, ha az egyenlet jobb oldalan allé } (g;) fiiggvény valamelyik

tagja, egyutthatotdl eltekintve, megegyezik a homogén egyenlet megoldasanak valamelyik
tagjaval. Az els6rendl egyenletek esetében ez csak akkor fordulhatott el6, ha a zavard
fliggvény ugyanolyan exponencialis fliggvény volt, mint a homogén egyenlet megoldasa. A
masodrend( egyenletek kérében tébb eset van, mert a homogén egyenlet megoldasaban
tobbféle tag is szerepelhet. Természetesen lehet rezonancia exponencialis figgvények
megegyezése miatt, de itt lehet rezonancia konstans,

sin Bz, cos fx, xe™, e**sin fx, e*cos [Sx egyenléségébdl is. llyen
esetekben modositani kell a jobb oldal alapjan felirt prébafliggvényt. A rezonanciaban allé
figgvényhez tartozo részt meg kell szorozni X -szel illetve ;.2 -tel, aszerint, hogy a
karakterisztikus egyenletnek az a gydke, mely a homogén egyenlet rezonancidban all6
részéhez tartozik, a karakterisztikus egyenletnek egyszeres, vagy kétszeres gyoke.

Kidolgozott feladatok:

s l . .z
1. feladat Hatarozzuk meg a 3y77 + 5y: . 2y — Ar + Te3® differencialegyenlet

altalanos megoldasat!

Megoldas: irjuk fel, és oldjuk meg a karakterisztikus egyenletet!

—5+ /52 —43(-2) —5+V49 <

3N2450—2=0 A o= = —
* = AL 2 23 6 {

. . . . fe. _ 1
A homogén egyenlet altaldnos megoldasa tehat: yn = cre 2z 4+ Cg€3m .

Ezutan szikséglnk van a prébafliggvényre, mely a jobb oldal alapjan Az + B + Ce%m
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lenne. De a zavaro fliggvényben [évé 76%:” tag, és a homogén egyenlet megoldasaban

L

talalhato Co€3

z tag csak konstansban kilénbozik, ezért rezonancia van. A helyes

prébafiiggvényben a rezonanciaban all6 részt meg kell szorozni ¥ -szel.

Yp = Az + B + Czes®

Hatarozzuk meg ennek elsé és masodik derivaltjat.
Y lib 1 liL‘
Yy, =A+Ces —|-§C£L'63

1 1 1 2 1
Y, = 506%"” + 506%"” + 50:176%"” = gCe%"” + §Cxe%"”

Helyettesitsik be ezeket a differencialegyenletbe.

3y’ 4+ 5y — 2y =4r + Ted® =
3(§Ce%z+%Cwe%w)+5(A+C’e%’”+%Cxe%z)—2(Ax—|—B—|—C':1:e%$) — dz4Tes”
Bontsuk fel a zardjeleket, és csoportositsunk a tagokban szereplé fliggvények szerint.

1 1 1 1
(2C + 5C)e3” + (50 + gC’ — 2C)xes® — 2Ax + (5A — 2B) = 4x + Tes”

1

(Amint lathaté az res

z -es tag egyitthatéja zérus lesz.)

1 1
7Ces® —2Ax + (bA — 2B) = 4z + Te3”
Az egyforma fliggvényt tartalmazo tagok egyutthatéinak meg kell egyezni.

—2 A = 4 (az elséfoku tagok egyenléségébdl)
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5A — 2B = () (a konstansok egyenléségébél)
7C' = 7 (az exponencialis tagok egyenléségébél)
Ezen egyenletrendszer megoldasa: A = —2

., B=-5 C=1.

Az egyenlet egy partikularis megoldasa:

Yp = —25 — 5 + ze5®

Az dltalanos megoldas: Y =yn+yp = cle—Q:c + C2e%m o — 5+ 33‘6%50'
2. feladat Oldjuk megaz ¢ — 3y’ = 122+ 8, y (()) =5y (()) — 9 kezdeti

érték feladatot!

Megoldas: Szamoljuk ki a karakterisztikus egyenlet gyokeit.
M—-3A=0 = AA-3)=0 = M\N=0, A=3
A homogén egyenlet altalanos megoldasa: Yp = 6163"” + 6260-x _ 6163:” + Co-

Most azért van rezonancia, mert a homogén egyenlet megoldasanak egyik tagja konstans, és a
zavaro fiiggvény egyik tagja is csak egy szam. Az egyenlet jobb oldala alapjan Ax + B lenne
a prébafiiggvény, de most ezt meg kell szorozni L -szel. Mivel a rezonanciaban allé konstans a
zavaro polinomfliggvény egyik tagja, igy a probafliggvényben felirt egész polinom hozza
tartozik, ezért kell az egész polinomot szorozni. Ha a jobb oldalon allna egyéb tag is, példaul
sin, cos, ami nem része a polinomnak, akkor a prébafliggvénynek ahhoz tart6z6 részét nem

kellene szorozni.

A helyes probafiiggvény tehat a kbvetkez6: Yp = Ax2 + Bx-

Allitsuk el ennek elsé és masodik derivaltjat.

y,=2Ar+ B



2.2.8. Rezonancia 107

Helyettesitsiink a differencialegyenletoen y”’, 1’ és Y helyére.

y’' =3y =12x+8 =2A-3(24x+ B)=12x+38
Rendezziink X hatvanyai szerint.

—6Azx + (2A—-3B) =122+ 8

Egyeztessik az azonos fokszamu tagok egyutthatéit.

—6A = 12 (az elséfoku tagok egyenléségébél)

2A — 3B = 8 (a konstansok egyenléségébél)

Az egyenletrendszer megoldasa: A = —2, B = —4.

A differencialegyenlet egy partikularis megoldasa: Yp = —2:E2 — A -

Az dltalénos megoldés: ¢y — 4 + 1, = 1% + ¢y — 222 — 41

A kezdeti érték feladat megolddsanak elballitasahoz derivaljuk ezt.

Y = 3ce3® — Az — 4

Helyettesitsiik be a kezdeti feltételekben megadott értékeket.

y(0)=5 = 5=ce"%+c—-20°-40 = 5=c +c
y(0)=2 = 2=3¢e""-40-4 = 2=3¢-4 = ¢ =2
Visszahelyettesitve az els6 egyenletbe kapjuk: ¢o = 3.

Véglil a kezdeti feltételeket kielegitd partikularis megoldas: Yo = 2¢3% _ 9242 _ A + 3.

. P P s l . . s ,)
3. feladat Mi az altalanos megoldasa a gyn . 6y’ +y = 36e3? differencialegyenletnek?



108 2.2, Differencialegyenletek

Megoldas: Els6ként a karakterisztikus egyenletet oldjuk meg.

1
IN—6A+1=0 = @BrA-1’=0 = A= g

Egy valos gydkot kaptunk, ami a masodfoku egyenletnek kétszeres gyoke.

. s . 1 1 1
A homogén egyenlet altalanos megoldasa: yn = e 3:”(61 + ng) — 616356 + 621‘63:0 .

1
es

megoldasanak egyik tagja is. A prébafiiggvénybe a jobb oldal alapjan Aeém kertlne, de a

Rezonancia van, mert a konstanstdl eltekintve -z a zavaro fliggvény, és a homogén egyenlet

rezonancia miatt ezt szoroznunk kell SC2 -tel. Azért nem egyszeriien L a szorzo, mert a

karakterisztikus egyenletnek kétszeres gydke az 1 .

3

A prébafiiggvény tehat: 1y,
P ggveny = Ar2e?

Derivaljuk kétszer ezt a fliggvényt.

1 1
Yy, = 2 Azes® + gsze%w = e%‘f‘"(gA:J[:2 + 2Ax)

1 2 1 4
e (§A:1:2 +2Ax) + e%w(gAx +24) = e%‘”(gAxQ + gAx +2A4)
Helyettesitsiink be a differencialegyenletbe.

9’ — 6y’ +y = 363 =

1 ]. 4 1 1 1 1
96§$(§Ax2 + §A:1: + 2A) — 66§$(§ALL‘2 + 2Ax) + Az’es® = 36e3”

Osszuk el az egyenletet az exponencialis fliggvénnyel, s bontsuk fel a zarojeleket.
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Ar®+12Az+18A—2A2° —12Az+A2* =36 = 184=36 = A=2
(Amint lathatd, az els6 és masodfoku tagok eltlintek az egyenletbdl.)

. 'y . o ’ ’ . l
A differencialegyenlet egy partikularis megoldasa igy: Yy = 21‘263:6 .

Az altalanos megoldas:
Y=Y t+yp= cle%"” + che%"” 1 272637 = e%x(cl + o + 2x2)'
4. feladat Keressik meg az ¢/ — 4y 4 4y = 189762@”7 Y (()) =3, v (()) =1

kezdeti érték feladat megoldasat!

Megoldas: A szokott médon kezdjuk a karakterisztikus egyenlet megoldasaval.
2 2

AM—4A+4=0 = (A-2)"=0 = A=2

A karakterisztikus egyenletnek tehat egy valds gydke van, s ez kétszeres gyok.

A homogén egyenlet altaldnos megoldasa ebbdl:

2 2 2
yp = - (c1 + o) = c1e”® + core™-

Amint lathato, az :L’GQ”T fliggvény konstansszorosa a zavaro figgvény, és a homogén egyenlet

megoldasanak egyik tagja is, tehat rezonancia van. Csak az egyenlet jobb oldalat tekintve

AxGQfU lenne a prébafiiggvény, de a rezonancia miatt ezt xQ -tel szorozni kell. Mint az el6z6
feladatban, most sem elég csak L -szel szorozni, mert a karakterisztikus egyenletnek

kétszereres gyoke a 2 .

A prébafiggvény igy a kdvetkezd: Yp = Ax?,e?x _
Allitsuk el6 az els6 és masodik derivaltjat.
Yy, = 3Az%e* + 2Az°¢*® = ¢*"(3As” + 2Ax”)

y’, = 2" (3A2” + 242°) + ¥ (6 Az + 6Az”) = ¥ (4Az” + 12A2” + 6 Ax)
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Helyettesitsiink a differencialegyenletben ”’, 1/’ és Y helyére.

Y’ — 4y’ + 4y = 18ze** =
e*(4Ax® + 12A2% + 6Ar) — 4e** (3Ax* + 2A42°) + 4A2°e* = 18ze™

Osszuk el az egyenletet az exponencialis fliggvénnyel, és bontsuk fel a zarojeleket.

4ATPH12A0* 46 A —12A2° —8A2* +4A2° =182 = 6Ar=18r = A=3
(Az egyenletbdl a masodfoku és harmadfoku tagok eltintek.)

A differencialegyenlet egy partikularis megoldasa: Yp = 3r3e2®.

Az 4ltaldanos megoldas pedig:

Y =1yn+yp = 16’ + cure® + 37°e* = €**(c1 + ez + 37°)-

Vegyuk ennek a derivaltjat.

Y = 2e*(c) + ez + 327) + €2 (o + 92%) = €**(2¢1 + ¢ + 2¢x + 927 + 62°)
Helyettesitsiik be a kezdeti feltételeket.

y(0)=3 = 3=¢e""c;+c0+30°) = ¢ =3

y(0)=1 = 1=e"2c+c+200+90°+60°) = 1=2¢ +c
A masodik egyenletbe behelyettesitjiik C1 -et, s a masik konstansra kapjuk: Co = 5.

A kezdeti feltételeknek igy a differencialegyenlet kovetkezd megoldasa tesz eleget:

Yo = e**(3 — 5z + 32°)-
5. feladat Adjuk meg az ¢y’ + 16y = 16sin 4 differencialegyenlet azon megoldasat,
mely kielégiti az 1 (()) = 3ésy)’ (()) — § kezdeti feltételeket!
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Megoldas: El8szor a karakterisztikus egyenletet oldjuk meg.

49
N4+16=0 = N=-16 = A=vV-16 = X\ 2={
—41
A homogén egyenlet altalanos megoldasa a kdvetkezd:
0':0(

yn = € “(c1co8 4 + cosin 4x) = cicos 4x + cosin 4z

Most konstanstdl eltekintve a Sin  4; egyezik meg a zavaré fiiggvényben és a homogén
egyenlet megoldasanak egyik tagjaban, ez okoz rezonanciat. A jobb oldal alapjan
Asin 4x + Bcos 4z lenne a prébafiiggvény, a rezonancia miatt azonban ezt szorozni kell

T -szel.

yp, = x(Asin 4z + Bcos 4x)

Hatarozzuk meg ennek elsé és masodik derivaltjat.

y', = (Asin 4x + Bcos 4z) + x(4Acos 4x — 4Bsin 4x)

y”, = (4Acos 4r—4Bsin 4x)+(4Acos 4r—4Bsin 4r)+x(—16Asin 42—16Bcos 4v) =

= (8 Acos 4x — 8Bsin 4x) — z(16Asin 4x + 16 Bcos 4x)

Helyettesitsiik be a prébafliggvényt és masodik derivaltjat a differencialegyenletbe.

Yy’ + 16y = 16sin 4z =

(8Acos 4r—8Bsin 4x)—z(16Asin 4x+16Bcos 4x)+16x(Asin 4+ Bcos 4x) = 16sin 4z

Bontsuk fel a zardjeleket és vonjunk 6ssze.

8Acos 4r — 8Bsin 4x = 16sin 4z
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(Az zsin 4z és xcos 4x fuggvényt tartalmazé tagok eltlintek az egyenletbél.)

Az egyforma fliggvényt tartalmazo tagok egyuitthatdinak egyeztetésébdl két egyenletet kapunk.
8 A = () (a cos-os tagok egyenléségébdl)

—8B = 16 (a sin-os tagok egyenléségébdl)

Ezek megolddsa: A =0, B = —2.

A differencialegyenlet egy partikularis megoldasa:

yp = x(0'sin 4z — 2cos 4x) = —2xcos 4z -

Az dltalanos megoldas: y = yp, + 1, = €108 4T + cosin 4x — 2zxcos 4.
Allitsuk el ennek derivaltjat.

Yy’ = —4cysin 4x + 4egcos 4x — 2cos 4x 4 8xsin 4x

Helyettesitsiik be a kezdeti fetételekben megadott értékeket.

y(0)=3 = 3=ccos 40+ cysin 40—20cos 40 = ¢ =3
v (0)=6 = 6= —4¢sin 40+4ccos 40—2cos 40+80sin 40 = 6=4c,—2 = ;=2
A differencialegyenlet kezdeti feltételeket kielégitd partikularis megoldasa:

Yo = 3cos 4x + 2sin 4x — 2xcos 4x .
6. feladat Hatarozzuk meg az ¢/’ — Gy’ + 10y = 6e3%cos g differencidlegyenlet

altalanos megoldasat!

Megoldas: Szokas szerint a karakterisztikus egyenlet megoldasaval kezdjik.
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6+ 62 —4110 6+ +/—4 3+1

{
2 2 3

N—6A+10=0 = )\ ,=

A homogén egyenlet altalanos megoldasa:

yn = €3"(cicos T+ csin x) = e cos T+ cpe*’sin x-

A zavar¢ fliggvény és a homogén egyenlet megoldasanak egyik tagja az 6350 cos 1z faggvény
konstansszorosa, ezért rezonancia van. Az egyenlet jobb oldala alapjan

6350 (Asin T + Bcos :L‘) lenne a probafiiggvény, de igy ezt szorozni kell X -szel.

Yy, = v’ (Asin z + Bcos z) = ¢**(Awrsin x + Bxcos )

Derivaljuk kétszer ezt a fliggvényt.

Y, = 3¢* (Azsin z+Baxcos x)+€* (Asin z+Azcos z+Bcos z—Basin ) =
= e’ (Asin x + Bcos z + (3A — B)asin x + (A + 3B)zcos 1)

Yy, = 3e**(Asin x + Bcos o+ (34 — B)asin x + (A + 3B)xcos x) +
+e**(Acos x—Bsin z+(3A—B)(sin z+xcos z)+(A+3B)(cos z—msin 1)) =

= &3 ((6A—2B)sin x+(2A+6B)cos z+(8A—6B)xsin z+(6A+8B)xcos )

Helyettesitsiink a differencialegyenletoen yy”’, 1’ és Y helyére.
Y’ — 6y’ + 10y = 6e**cos =z =
e’ ((6A—2B)sin 1+ (2A+6B)cos 1+(8A—6B)xsin x+(6A+8B)zcos z)—

—6e3%(Asin x 4+ Bcos x + (34 — B)asin x + (A + 3B)xcos z) +



114 2.2, Differencialegyenletek

+10e**(Azsin x + Bxcos 1) = 6e**cos

Osszuk az egyenletet az exponencialis fliggvénnyel és vonjunk 6ssze.

(A szamolasi Iépéseket itt nem irjuk le, csak az eredményt adjuk meg.)

—2Bsin x + 2Acos x = 6¢cos x

(Amint az varhaté volt, az xsin & és LCOS T fiiggvényt tartalmazé tagok kiestek az
egyenletbdl.)

irjuk fel azon tagok egyiitthatéinak egyenléségét, melyekben ugyanolyan fiiggvény szerepel.
—2B = (0 (a sin-os tagok egyenléségébdl)

2 A = 6 (a cos-os tagok egyenléségébdl)

Ezek megoldéasa: 4 =3, B =0.

Ezek alapjan a differencialegyenlet egy partkularis megoldasa:

Yy, = 7’ (3sin  + 0cos ) = 3xe*sin z-

A differencidlegyenlet altalanos megoldasa:

Y = yYhty, = c1€°7cos T+epe’sin z+3ze’sin z = €**(cico8 T+cpsin z+3zsin )

Megjegyzés: A feladatok megoldasa soran az ¥ -szel illetve x2 -tel szorzott fliggvényeket
tartalmazo tagok kiestek a zardjelek felbontasa, és az 6sszevonas utan. Ennek mindig igy is
kell torténnie, klldnben az egyenletrendszerré alakitasnal tobb egyenletet kapnank, mint ahany
ismeretlenliink van. Ha tehat az ilyen tagok nem esnek ki egy feladat megoldasa soran, akkor
valahol biztosan hibaztunk.

Ha nem vesszik észre egy feladatban, hogy rezonancia van, és a probafliggvény megfeleld

részét nem szorozzuk meg & -szel illetve 3;-2 -tel, akkor olyan tagok is kiesnek a bal oldalon,

amilyenek a jobb oldalon eléfordulnak, s igy ellentmondasra jutunk. Ha tehat azt tapasztaljuk,
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hogy a jobb oldalon van olyan tag, ami a bal oldalon eltlint az 6sszevonas soran, akkor mindig

térjlink vissza a probafiiggvény felirasahoz, s vizsgaljuk meg nincs-e rezonancia.

Ellen6rzo6 kérdések:

[@ 1. kérdés: Mi az altalanos megoldasa a 29" + 5y’ — 3y = 9z + 14¢3®
differencialegyenletnek?

oy :cle_3x+e%$(62+2x) +3x+5
7 y=ce 4+ e%“”(cz +2x) —3x+5
(" Yy = 616_390 + e%x(cz + 22?) +3z—5

{" Yy = 616—390 + e%x(CQ + 2:[:) —3r—9

r,@ 2. kérdés: Azy”’ + by’ = 20x + 19 differencialegyenletnek melyik
megoldasa elégiti ki az y/ (0) = 4ésy’ (()) = 13 kezdeti feltételeket?

oy =2 +22° + 31+ 6
& y=—2e""+22?+32+6
oy =2 +22° + 31 — 6

oy =2 4+22> +32 -6
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ra - . ra - ) ra - I - l
[@ 3. kérdés: Az alabbi fliggvények koziil melyik a 4y77 . 43/7 +y= 24¢32%

differencialegyenlet altalanos megoldasa?

oy = e%w(cl + cox + 3x)
y = e%x(cl + cox — 3x)
oy = e%w(cl + cox + 377)

y = eéw(cl + cox — 3%)

[@ 4. kérdés: Melyik fliggvény az
Y7 — 6y + 9y = 122>, y(0) =1, 3 (0) = 2kezdeti érték

feladat megoldasa?

C y=e022° +x+1)
oy =22 —x +1)
C y=e"(22° + 12— 1)

C y=e"22 —x—1)

[@ 5. kérdés: Az y” -+ 4y = 12cos 2z differencialegyenlet megoldasai kéziil
melyik tesz eleget az ¢/ (()) = lésy’ (()) — & kezdeti feltételeknek?

(~ y =3xsin 2x + 4sin 2z + cos 2z
(~ y =3xsin 2z + sin 2z + 4cos 2x
(= y=4dxsin 2x 4+ 3sin 2z + cos 2x

(~ y =4xsin 2z + sin 2z + 3cos 2z
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6. kérdés: Mi az altalanos megoldasa az i’ — 2y’ + by = 8e%sin 2x
differencialegyenletnek?

" y=¢€"(cicos x + cpsin x + xcos 2x)
" y=e"(c1c08 T + cosin T — xcos 2x)
"y =e"(cicos x + cpsin x + 2xcos 2x)

" y=e"(cico8 x + cesin x — 2xcos 2x)
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1. kérdés: Az alabbi differencialegyenletek koziil melyik linearis?

My +yvr=y* @Ay +z./y=2>

{ (1) linearis (2) nem

{ (2) linearis (1) nem

' mindkettd linearis

{ egyik sem linearis

r,@ 2. kérdés: Melyik fiiggvény az i’ = sin 3z differencialegyenlet Y (0) =0
kezdeti feltételt kielégité megoldasa?

{ _cosS:z:+1
y=73

{ _cos3:z:—1
T3

{ _1—cos3:13
y=73

{ _—1—C083£B
4= 3

[@ 3. kérdés: A kovetkezo két differencialegyenlet koziil melyik szétvalaszthaté
valtozoju?

My +V2oy=0@y +/x+y=0

{ (1) szétvalaszthat6 valtozéju (2) nem

i (2) szétvalaszthaté valtozoju (1) nem

{ mindegyik szétvalaszthat6 valtozoju

{" egyik sem szétvalaszthato valtozéju
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[@ 4. kérdés: Mi az y’ —yctg x = ( differencialegyenlet altalanos
megoldasa?

(- y=csin x

- C
Y= -
sin

(" yYy=c+sn x

(- y=c—sinzx

5. kérdés: Mi a megoldasa az 2 kezdeti érték
6'3 9 Y 0, y(1)=e

Y
NG

feladatnak?

oy = VD

1
- y:e(ﬁ_H)
SRV
2
P y:eﬁ
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6. kérdés: Mi az altalanos megoldasa az Qcy’ = — 2y
differencialegyenletnek?

_c +:1:
y_:/z:2 3

.4 X
=cz — —
Y 3

AT
=Ccr + =
Y 3

7. kérdés: Mi az altalanos megoldasa az y7 +5=3 /5 +y

differencialegyenletnek?

2

3
y:(c+§:1:) + 5z

3 2
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[@ 8. kérdés: Az alabbi fiiggvények koziil melyik az y, Yy — _rsin x
T
differencialegyenlet altalanos megoldasa?

" y=uz(c+sin 1)

" y=uz(c—sin x)

" y=ux(c+cos x)

" y=ux(c—cos x)

[@ 9. kérdés: Mi a megoldasaaz , 2y kezdeti érték

y+— =4z, y(1)=3

feladatnak?

- 2 9
y=—2+:1:

x

- 4
ZU:—Q—J?Z

X

[@ 10. kérdés: Miaz Yy’ — 3y = 17 — 6 differencialegyenlet altalanos
megoldasa?

C y=ce 420 -7
C y=ce ¥ +22 -5
oy =ce 4+ 20T

 y=ce+22 -5
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[@ 11. kérdés: Melyik fiiggvény az 1)’ 4+ 2y = 12sin 2z differencialegyenlet
altalanos megoldasa?

"y =ce *® +3sin 2z + 3cos 2z
"y =ce * + 3sin 22 — 3cos 2z
"y =ce * — 3sin 2z + 3cos 2z

"y =ce *® —3sin 2z — 3cos 2z

[@ 12. kérdés: Miazy”’ — y’ — 6y = () differencialegyenlet altalanos
megoldasa?

oy =c1e* 4 ™

Ty =ce " + e

Ty =ce® e

&y =cre T 4 e

& 13.kérdésiMiady” — 129"+ 9y =0, y(0)=—-4, ¢ (0)=5

kezdeti érték feladat megoldasa?

oy = e%‘”(?x —4)
oy = e%$(9a: —4)
Ty =e2®(11z — 4)

Loy = e%‘”(l?)a: —4)
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14. kérdés: Mi az ltalanos megoldasaazy” — 41y’ + 29y = (
differencialegyenletnek?

0 y= esw(qcos 22 + co81in 2:1:)

5% (¢1cos 2 + cosin 2)

f_\- y = €
"y =e*(cicos 5x + cysin 5r)

"y =e *(cicos 5T + cysin b)

[@ 15. kérdés: Az )" — 5y’ + 2y = 3e“cos 1 differencialegyenlet
megoldasa soran milyen prébafiiggvényt kell felirnunk?

~  y, = Ae“cos
(~  yp, = Ae"Bcos x
"y, =e"(Acos x + Bsin x)

"y, = Ae”(Bcos x + Csin 1)

[@ 16. kérdés: Mi az altalanos megoldasaa 9y’ — Gy’ + ¢ = 22— 7

differencialegyenletnek?

oy =ciesteazes + 1+ 120 + 47
" y=ciestcomes + 2+ 122 + 51
"y =ce3teames + x? + 13z + 43

oy =ciesteames + 2 + 13z + 47
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[@ 17. kérdés: Mi a megoldasa az
y” — 4y’ + 13y = 9¢*, 4 (0)

feladatnak?

1 kezdeti érték

a Yy = %6535 + €*“cos 3w
S y = %ef’x — e*®cos 3z
a Yy = %ef’x + e**sin 3z
- 1.

y=5e T — e*sin 3x

[@ 18. kérdés: Mi az altalanos megoldasa az y” — 4y’ + 3y — 8e3®

differencialegyenletnek?

T y=ce’+ coe 3% 4 437

oy =c1e” + e’ + 4ze®”

i~ . T —3x 3x
Yy =cie’ + coe + 8e

&y =cre® + e + 8xe”




