Kozelitd szimbolikus szamitasok
lteraciok - Jacobi és Gauss-Seidel iteracio

SZTE-TTIK, Szamitégépes Optimalizalas Tanszék

Iteraciok SZTE



Iterativ médszerek

Egyenletrendszerek

» Ha az egyenletrendszer matrixa tal nagy, akkor az
eliminacios (direkt) modszer hasznalhatatlanul nagy
muveletigény(l — kdzelité megoldast kell talalnunk

» lteracios eljaras: (iteracio — for ciklus)
elindulunk valahonnan (egy tippelt megoldasbél) majd
leépésenként egyre kdzelebb kerulink (konvergalunk) a
valédi megoldashoz, de altalaban pontosan nem érjik el
azt

» Akkor j6 egy iteracid, ha az altala megadott sorozat a
megoldashoz konvergal
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Iterativ médszerek

lteracids eljarasok

» Egyenletrendszereink eddigi formaja:
Ax=>b

» Az iteraciés modszerek altalanos formaja:

X(k+1) — Bx(k) +c
, azaz valahogyan kapjunk egy Uj tippet (x(k*1)) a régi
tippbd! x (K.
» Hogyan kapunk ilyen B matrixot és c vektort? Jé lenne,
hogy ha x(X) mar megoldas, akkor x(*+1) is megoldas
maradna.
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Iterativ médszerek

Atrendezés iteraciora

Tehat legyen igaz, hogy ha x megoldas, akkor
X=Bx+c¢

Ha x megoldas, akkor ra igaz az is, hogy Ax = b
Az els6 megoldasi javaslat: fejezzlk ki az x; valtozé6t az i.
egyenletbdl. Ezt fogjuk Jacobi iteracionak hivni.
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Jacobi iteracio

Jacobi iteracio példa

» Nézzlik meg egy példan az eljarast:

5X1 + Xo = 7
Xy + 2x% = 5
Xo + 3X3 = 2

» Fejezzlnk ki minden egyenletbdl egy-egy valtozot!

k+1 1w 7
k+1 1 k5
é = _§X1( ) 2
kety 1 k) 2
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Jacobi iteracio

Jacobi iteracio példa

» irjuk fel matrix alakban:
X 0 -1/5 0\ [« 7/5
=112 0 o [xP]+][5/2
X:gk-H) 0 -1/3 0 2/3

> Inditsuk el az iteraciota x@ = (1 1 1) kezdévektorbol:
1. ITERACIO.

0 -1/5 0\ /1 7/5 6/5
x(M = (1/2 0 o) (1) + (5/2) = ( 2 )
0 —1/3 0/ \1 2/3 1/3

Iteraciok SZTE



Jacobi iteracio

Jacobi iteracio példa

» 2. ITERACIO.
0 -1/5 0 6/5 7/5 1
xX®=1-1/2 0 0 2 | +|5/2] =19
0 -1/3 0 1/3 2/3 0
» 3. ITERACIO.

0 -1/5 0\ /1 7/5 1.02
x® = (1/2 0 o) (1.9) - (5/2) = ( 2 )
0 -1/3 0/ \0 2/3 0.03
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Jacobi iteracio

Jacobi iteracidé matrixokkal

» A Jacobi iteracio kénnyen leirhaté matrixos formaban:

» Eredeti egyenlet:
Ax=>b

» Hogyan fejezzik ki az i. valtozét az i. egyenletbdl? — a
foatlén kival minden mast atvisziink a jobb oldalra (D jeldli
az A matrix féatlobeli elemeibdl képzett diagonalis
matrixot)

Dx =b— (A— D)x

» ésinnen
x=D"'b—-D'A-D)x

, ami a Jacobi iteracio képlete (ha a bal oldali x az Uj
(k + 1) a jobb oldali pedig a régi (k))
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Gauss-Seidel iteracié

Gauss-Seidel iteracid

» Tegylk f6l, hogy az Uj x értékeket nem egyszerre
(matrixmvelettel), hanem egyesével szamoljuk. (tehat
el6szor frissitjik xq-et, majd x»-0t stb.) Ekkor jé 6tletnek
tlnik, hogy az x» frissitéséhez (kbvetkezd iteralt megoldas
kiszamitdsahoz), mar x; Uj értékét hasznaljuk és ne a régit.

» Az el6bbi példan:

k+1 1w, 7

X1( ) = —5X§ ) + g
k+1 1 (ke1) O
X = x4
Kk+1 1 k1) 2
= g 4 g
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Gauss-Seidel iteracié

Gauss-Seidel iteracid

» Ha ilyen médon, azonnal félhasznaljuk a mar kiszamolt Uj
xkt1 értékeket az iteracio soran, akkor a Jacobi iteraciot
Guass-Seidel iteracionak hivjuk.

» Nézziink egy példat, kiindulva az x = (1,1,1)7 vektorbal.
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Gauss-Seidel iteracié

Gauss-Seidel iteracio példa

» 1. ITERACIO.

1, 7
x1(1) = —51 + 5= x1(1) =12
1
X" :—51.2+g:>x§” =1.9
1 2
g =319+ 5 = x" =003
» 2. ITERACIO.
x® = —;1.9+;:>x1(2) —1.02
@ _ _1 ° @ _
X5 _—51.02+§:>x2 =1.99

X2 = —;1 99 + g — x{¥) = 0.003
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Iteraciok konvergencidja

Iteracidok konvergenciaja

» A pontos gyékdkaz x = (1 2 0) " vektor elemei.
— Mindkét eljarassal ezen gy6kok felé konvergaltunk,
kilénbdz6 sebességgel.

» DE, honnan tudjuk, hogy egy iteracios eljaras konvergens?
— Be kell bizonyitani: lasd: koszikicsi.pdf 57-59.oldal (és a
hazi feladat)
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Iteraciok konvergencidja

Iteracidok konvergenciaja

» Rdviden - néhany definicio:
» Egy iteracios sorozat globalisan konvergens, ha barmely
indulévektorral ugyanazt a megoldast kapjuk.
» Az A(nxn)-es matrix szigortian diagonalis dominans, ha
minden i = 1,2,... n—re teljesll, hogy:

n

> lail < lail

(=1.j#0)
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Iteraciok konvergencidja

Diagonalis dominancia példa

» Honnan tudjuk, hogy egy iteracios eljaras konvergens?

» ,Meg kell nézni, hogy a sorok abszolutérték ésszege (a
foatlobeli elem kivételével) kisebb-e mint a féatlébeli elem

abszolltériéke.”
-6 4 1
A=| 0 15 2
10 10 -21

» Szigoruan diagonalis dominans, mert:
| —6| >5=|4]+|1| és 15| >2=0| + |2| és
| —21| > 20 = |10| + |10]
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Iteraciok konvergencidja

Konvergencia elegendd feltétele

» A Jacobi- és a Gauss-Seidel iteracié is konvergens, ha a
hozza tartoz6 egyenletrendszer matrixa diagonalisan
dominans. (elegendo feltétel)

» Tehat lehet olyan nem szigoruan diagonalis matrixu
egyenletrendszer, amire konvergal valamely modszer.
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Iteraciok konvergencidja

Konvergencia vizsgalata

Honnan tudjuk, hogy az eljarasunk konvergalt? (elegendden
kdzel ért a valédi megoldashoz)
A baj, hogy nem ismerjik a valédi megoldast, de ha ismernénk
is, hogyan lehet két vektort 6sszehasonlitani? Mikor
mondhatjuk, hogy két vektor nem tér el tulzottan egymastol?
Példa szamokkal:

4—2| =2

3.001 — 3| = 0.001

,tehat, ha két szam kilénbsége a 0-hoz kdzel van, akkor
hasonléak.
Hogyan csinaljuk ezt vektorokkal?
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Iteraciok konvergencidja

Vektornormak

A fenti példa vektorokra térténd altalanositdasahoz meg kell
emliteni egy fogalmat, ami a vektorok 0-hoz kézeliségét adja
meg, kell adjunk egy mérészamot a vektorokra. Ezen
mérbszamok a vektornormak. Jellk: ||.||

» A legkézenfekvdbb vektornorma a 2-es norma (jele: ||.||2),
amelyet mindenki ismer, ez a vektor hossza.

Utasitasa:
norm(v,2); vagycsaksimdn norm(v);

» Szamos egyéb vektornorma is létezik (ahogy sok
matrixnorma is van, lasd a kdvetkez6 gyakorlatot), de
nekink most elég, ha tudjuk, hogy a vektor hossza és a
2-es norma ugyanaz.

Visszatérve az eredeti kérdésre: ha x* a megoldas, akkor ha
|[xK — x*||, mér elég kicsi, akkor mondhatjuk azt, hogy
konvergaltunk.
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