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Veknormak

Az x vektor hosszat a geometriaban mar értelmeztik, mint a
komponensek négyzetésszegének négyzetgydkét. Most ezt a
fogalmat altalanositjuk.
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Veknormak

Definicié

A ||l : R" — R leképezést vektornormanak mondjuk, ha
tetszbleges x,y € R" vektorokra és tetszbleges a € R skalarra
teljesiti a kdvetkezd harom tulajdonséagot:

1. ||x|| > 0, ha x # 0 (x nem zérusvektor)

2. |lax|| = |a - ||x]| (a konstans szorz6 kihozhat6é a normabdl)

3. x+yl| < [Ix]| + [ly]| (& haromszdg-egyenlbtlenség)
Megjegyzés. Hasonlban értelmezhetd komplex vektorokra a
vektornorma fogalma, csak ekkor a feltételeknek tetszdleges

X,y € C" komplex vektorokra és tetszéleges a € C komplex
skalérra kell teljesuini.
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Veknormak

p-normak

Tetsz6leges p >= 1-re belathatd, hogy az

1X[lp= o > IxilP
1<i<n

képlet vektornormat hatdroz meg. Leggyakrabban hasznalt
esetei:
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Veknormak

p-normak

» p=1 (egyes horma):

Xl =Y Ixl

1<i<n

» p = 2 (kettes vagy euklideszi norma):

IXll2=" | > Ixif?

1<i<n
» p = oo (végtelen norma):

[X[[oc = max |x;|
1<i<n
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Matrixnormak

Intuicio

Mar korabban is el6fordult, hogy a matrixokat egy szammal
jellemeztik, és ez alapjan kdvetkeztettlink tulajdonsagaikra,
példaul matrixok determinansa — létezik-e inverz.

Most a matrixokhoz fogunk egy Ujabb szamszer( jellemzést
megadni, s6t nem is egyet, hanem mindjart egy egész
csaladot. Ezek lesznek a matrixnormak.
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Definicié

ALl : R™" — R leképezést matrixnormdnak mondjuk, ha
tetszbleges A, B € R"" matrixokokra és tetszbleges o € R
skalarra teljesiti a kbdvetkez6 négy tulajdonsagot:

1. ||A]] > 0, ha A # O (A nem zérusmatrix)

2. ||aA|| = |a| - ||A]| (a konstans szorz6 kihozhaté a
normabdl)
3. ||[A+BJ| < ||A|| + ||B]| (a haromsz&g-egyenldtlenség)
4. [|AB|| < [|A[|-||B]]
Megjegyzés. Hasonlban értelmezhetd komplex matrixokra a
matrixnorma fogalma, csak ekkor a feltételeknek tetszdleges

A, B € C"™ " komplex matrixokra és tetszbleges o € C komplex
skalarra kell teljesulni.
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Matrixnormak

Példak matrixnormakra

1 2
3 -4
Néhany gyakran haszndlt matrixnorma definicidja és a
megfeleld Octave fliggvény hivasa:
» 1-es norma (oszlopnorma): ||A||y = max; >.[_; |ajl
R

4 6

Legyen A =

norm (A, 1)
» végtelen norma (sornorma): ||A||cc = max; Z/ 1 lajl

a=1—-23
3 —-47

norm (A, inf)

» Frobenius norma: ||A||r = \/2?21 S |agl?

norm (A,’ fro’)
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Sajatértékek

Sajatérték definicio

Def.: Legyen A egy négyzetes matrix. Ha a A szamra és az
x # 0 vektorra igaz, hogy

AX = \X

akkor A az A matrix sajatértéke, x pedig a A sajatértékhez
tartoz6 sajatvektora.

Megjegyzés. Iit (még valdés A matrix esetén is!) megenged;jik,
hogy A és/vagy x komplex legyen.
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Sajatértékek

Geometriai értelmezés

» A matrixok hasznélhaték az n dimenzids tér bizonyos
geometriai transzformaciodinak leirasara is.

» A tér egy pontjanak az origdbdl induld, az adott pontban
végz6dod helyvektor felel meg. A transzformaciét az adott
vektor valamely matrixszal val6 balrdl szorzasa végzi el.

» Pl.: Az alabbi A matrix éltal indukalt transzformacio
(tlkr6zés az x tengelyre):
A= B _01] és v = [2;1] esetén:
A: v Axv=V =[2 —1]

» Az A matrix (transzformacid) sajatvektorai azok a vektorok,
amelyeket a transzformacié nem forgat el, csak megnyuijt.
A nyujtas mértéke a sajatvektorhoz tartozé sajatérték.
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Sajatértékek

Példa a sajatértékre, sajatvektorra

1 1
Legyen A = [0 2]
Egy sajatvektor: x4 = [(1)] , a hozza tartoz6 sajatérték: Ay = 1

Egy masik sajatvektor: x, = [1

1], itt a sajatérték: \o =2
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Sajatértékek

Sajatérték kiszamitasa

Hogyan hatarozhatok meg a sajatértékek és a sajatvektorok?

» Ax = XX = (A-X)x=0

» Megfigyelés: a masodik homogén lineéris
egyenletrendszernek csak akkor van nem trividlis x # 0
megoldasa, ha det(A — \lI) =0

» Ha ugyanis az A, = A — Al determindansa nem 0, akkor az
A/\ D X— A)\X
leképezés kdlcsdndsen egyértelmi, és a baloldalon csak
az x = 0 esetén kaphatunk 0 vektort.

Normak, Sajatértékek
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Karakterisztikus polinom

» Tehat ha \ sajatérték, akkor det(A — Al) =0
» Ez a determinans a A hatarozatlan polinomja.
» Legyen
11
Ao o
ekkor

det(A — \l) = ‘1 —A

J— — i e J— 2
0 2.1 =(1-=-N2-N)=2-3X+A
Ezt nevezzik az A matrix karakterisztikus polinomjanak.

» A karakterisztikus polinom gyodkei (zérushelyei) a
sajatértékek.
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Sajatértékek

Eszrevételek:

Tulajdonsagok:
» A matrixnak tobb Sajétértéke lehet (pontosabban ha A n x n-es matrix, akkor n

darab, hiszen az n-ed foku karakterisztikus polinomjanak — multiplicitdssal szdmolva — pontosan n gydke

van)

» Egy sajatértékhez végtelen sok sajatvektor tartozik (az
Osszes megfeleld iranyba mutatd)

» Diagonalis matrixok sajatértékei a megfelel6 diagonalis

di 0 O
elemek. HapéldaulD= | 0 dx, O |, akkor
0 0 ds3

det(D — Al) = (di1 — A)(d2z — A)(daz — A).
Sajatvektorokként vehetdk példaul az adott iranyokba
mutatd egységvektorok.
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Sajatértékek

Definicidk

» A sajatértékek halmaza a spekirum. Jele A\(A).

2 0 O

Ha példaul A= |0 —4 0], akkor A(A) a {2,—4,3}
0O 0 3

halmaz.

» A sajatértékek abszolut értékének maximuma a
spektralsugar. p(A) = max{|A| : A € A(A)}
A példaban p(A) = 4.
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Sajatértékek

A sajatérték korlatai

> p(A) < [|A]],
azaz a spektralsugar mindig kisebb egyenlé, mint a matrix
barmely normaja

» Gersgorin korék: Az A matrix minden sajatértéke benne

van a
n

Ki={zeC:|z—a; < Z | @[}
k=1ki

kdrék egyesitésében.
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Gersgorin magyarazat

» minden sorhoz egy kor tartozik

» a koérok kdzéppontja nalunk az x tengelyen van, mivel
valés matrixokkal foglalkozunk

» a kordk sugara pedig a foatlén kivili elemek
abszolutértékdsszege

11 -1
Példa:A=12 -2 0
1 0 5

» Elsd sorhoz tartozé koér: 1 kbdzéppont és 2 sugar

» Masodik sor: -2 kdzéppont 2 sugar
» Harmadik sor: 5 kbzéppont 1 sugar
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Sajatértékek

Octave flggvények a sajatértékek meghatarozasara

Legyen A tetszdleges n x n dimenzidés matrix. Ekkor

» D = eig(A)
Az ndimenziés D oszlopvektor elemei a sajatéertékek.

» [V,D] = eig(A)
Az n x ndimenziés V matrix oszlopai a normalizalt
sajatvektorok, a D diagonalis matrix foatlébeli elemei pedig
a megfeleld sajatértékek.

» D = eigs (A, k) (alapértelmezés: k = 6)
A k dimenziés D oszlopvektor a k maximalis abszolut
értékl sajatértéket tartalmazza.

» [V,D] = eigs (A, k)
Az n x k dimenzios V matrix oszlopai a normalizalt
sajatvektorok, a k x k dimenziés D diagonalis matrix
foatléjaban pedig a k maximalis abszolut értékl sajatérték
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Hatvanymodszer

Hatvanymodszer

» Foltételezzik, hogy az A matrix sajatértékeire
M) > |Nil, 2 <i< nteljesul.

» Kdzelitsiik a legnagyobb abszolut értékl A\ sajatértéket

» és egy hozza tartozé x4 sajatvektort.

» Ez iteraciés modszer: kézelité megoldast kapunk \q-re és
Xq-re.

» Kell egy megfelel x(©) kezdbvektor.

Az iteracio6 képlete (x(9)-bél indulva):

y(k) — Ax(K)
(k+1) _ y(k)
|lyk]|

Itt ||y(9)|| az y*) vektor normajat jeldli.
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Feladatok

Fékomponens analizis

Fokoponens analizis (Principal Component Analysis - PCA):

» Nagy meéreti, sok dimenzids adatok esetén sziikség lehet
a redundancia megszlintetésére, témdrebb tarolasra.

» Szilkség lehet arra is, hogy megallapitsuk egy nagy
adathalmazban, hogy mely paraméterek okozzak az
adatok varianciajanak nagy részét.

» Az adatok dbrazolasahoz azok atalakitdséra lehet szikség
Ezen feladatok egyik megoldasi médszere a Fékomponens
analizis, amely egy statisztikai eljaras, de a mesterséges
intelligencidban, a feligyelet nélkili tanulasban is az egyik
legalapvetdbb médszer.
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Feladatok

Példa a PCA-ra

» Taroljunk adatokat autdkrél. Mekkora a csucssebességik,
fogyasztasuk, hengerUrtartalmuk, milyen a szinik, hany
ajtésak stb. Az egyszerliség kedvéért legyen minden adat
numerikus, és tegylUk 6ket egy X matrixba, melynek sorai
felelnek meg az egyes autéknak, az oszlopok pedig a
paramétereknek.

» A leghatékonyabb adatreprezentacio eléréshéz az X*X
matrix (kovariancia matrix) sajatvektorainak
meghatarozaséara van sziikség. A sajatértékek aranya
pedig megmondija, hogy mennyire hatasos a tomdritésink.
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Feladatok

Gyakorlo feladat

A mellékelt .mat fajlba Octave véltozékat mentettiink. Benne
taladlhaté egy valtozd (matrix), amely emberek magassagat
(cm) és témegét tartalmazza (KQ). Forras: SOCR Data Dinov 020108 HeightsWeights
Az A matrix a nyers adat, ezt el6sz6r centralizalni kell (kivonni
minden dimenziébdl az atlagot)

» Abrazoljuk az adatpontokat (sorokat) a plot utasitas
segitségével. Rajzoljuk ki a data’*data matrix sajatvektorait
ugyanezen azdbran. Mit figyelhetlink meg?

» Tdmoritslik az adatot egy dimenzidba! (Olvassunk utana,
hogyan mikddik a PCA. A tdmdérités a legnagyobb
abszolutértékl sajatvektor iranyara térténd vetitéssel
adhaté meg). Abrazoljuk a megfeleld irany egyenesre
vetitett pontokat!
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Feladatok

1. Gyakorlé feladat - 1 hint

Amennyiben j6l sikeril a feladat, akkor ehhez hasonlé képeket
kell kapni (nem pont ugyanezeket):
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Feladatok

2. Gyakorlé feladat

» Implementald a hatvanymédszert egy olyan fliggvénnyel,
amely 3x3-as matrixokon mikodik és minden iteracidban
3D-ben kirajzolja az aktudlis x* vektort. (3D-s plotokat a
plot3 fliggvénnyel és a geometry csomaggal tudsz
késziteni)
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