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Polinomok

Polinomok

Def.: Polinomnak nevezzik a kifejezéseket, amik felirhatdéak
P(x) = apx" + ap_1x" '+ ...+ a;x + a

alakban, ahol a, # 0. « azért kell, hogy beszélhessiink
fokszamrol:
A fenti polinom n-ed foku.

Ha minden a; egész, valds, vagy komplex, akkor egész, valos,
vagy komplex egyUtthatds polinomrol beszéllink.

Pl. Ha a; € C akkor P(x) € C[x], azaz a komplex egyUtthatds
polinomok halmazanak eleme.
A polinomok segitségével bonyolultabb fliggvényeket tudunk kdzeliteni, kénny( éket derivalni, integralni, és

kozeliteni a zérushelyeiket.
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Polinomok

Helyettesitési érték

Helyettesitési érték: x helyébe egy konkrét szamot irunk,
elvégezzik a miveleteket és a kapott érték a helyettesitési
érték.

Ha egy xg helyen a helyettesitési érték 0, akkor xp-t a polinom
egy gyokének nevezzik.

Pl. P(x) = x3 — 3x2 + 3x — 1 polinom.
P(3) = 8, azaz a helyettesitési érték 8.
P(1) =0, igy az 1 a polinom gy&ke.

Ez egy egész egyutthatés polinom.
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Polinomok

Az algebra alaptétele

Algebra alaptétele:
Minden n-ed foku komplex egyttthatés polinomnak
multiplicitdssal szamolva pontosan n db gydke van.

Mivel x3 — 3x2 +3x — 1 = (x — 1)3, ennek ,egyetlen’ gydke van
az 1. Azonban az 1 itt haromszoros gy6k, mert a polinom
(x —1)(x —1)(x — 1) alakban irhat6 fel.

Altalaban minden polinom, a tényez6k sorrendjétdl eltekintve,
egyértelmien irhato fel an(x — x1)(x — x2)...(x — xp), alakban.

Az X1, X2, ..., Xnp SZ&mok a polinom gydkei. Ha valamely
Xi, = Xj, = ... = X;,, akkor az x;, -et k-szoros gyoknek nevezzik,
vagy a multiplicitasa k.

Mit jelent a multiplicitas? - Idézet egy gimnaziumi beszélgetésbdl:

- Minden mésodfoku polinomnak két gy6ke van.

- De Tanar Ur, ha tudok olyat mondani, aminek csak egy gy6ke van, akkor az nem polinom?
- A4, nem érted. Ez olyan mint amikor van két anyad, de azok egybeesnek.
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Polinomok kiértékelése

Polinomok kiértékelése

Polinomok kiértékelése (helyettesitési érték kiszamitasa).

a) Naiv médszerrel:

A k. tag kiszamitasa: k db szorzas, illetve a tagok 6sszeadasa
még n db 6sszeadas:

Osszesen: Y0_, k+n= 0" 5 O(n?).

b) Horner-elrendezés — hatekony kiértékelés

Elényodk:

» A polinom kiértékelhetd linearis idoben.
» (x — ¢)-vel val6 polinomosztas leegyszerlisédik.
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Polinomok kiértékelése

Horner-elrendezés

P(X) = aan—i-an_1Xn_1 +an_2x”_2+ .+ aix+a =
= (...((anx+ap-1)Xx+ap-2)X+..+a)x+ap

Xo an an—1 a1 ap
bg=an | by =boXo+an—1 | ... | bp_1 = bp_2Xo+a | bp = by_1X + a

Konkrétan: x3 + 5x? + 3x — 9 polinom 2 helyen vett
helyettesitési értéke: 25. Es tényleg: 8+20+6-9=25.

Xo =2 1 5 3 -9
1 [ 1%245=7 | 7°2+3=17 | 17°2-9=25

Feladat: Ertékeld ki a p(x) = 3x* — 2x3 + 31x — 3 polinomot az
Xo = —2 helyen!
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Polinomok kiértékelése

Horner-elrendezés

Egy zérushellyel szamolva 0 lesz a tdblazat masodik soranak
végeén, pl:

X=-3|1]5]3|-9
112|-3]0

1) A polinom kiértékelése mar egyszerli egy adott helyen.
2) Extraként kapjuk az (x — xp) polinommal valé polinomosztas
hanyadosat.

Ugyanis: (x3 4+ 5x2 +3x —9) : (x +3) = (x® + 2x — 3)

De akkor is miikddik, ha van maradék:
(x3 +5x% +3x —9) = (x —2)(x® + 7x +17) + 25.
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Polinomok kiértékelése

Ruffini sorozat

Horner-elrendezéshez hasznalhato, szamitogépen kénnyen

implementalhaté.
A tablazat alsé soraban b-kel jelélt sorozatot Ruffini sorozatnak

nevezzik. Ruffini sorozat az adott polinom adott xy helyéhez

tartozik.
A b, a polinom xg helyen vett helyettesitési értéke.

Az adott helyen vett derivalt is meghatéarozhato, mert a
hanyados polinom helyettesitési értéke.

p(x) = (X = x0)q(x) + bn
p'(x) = (x = x0)'q(x) + (x = X0)q'(x)

Ez pedig az xo helyen: p'(Xo) = q(Xo) + (X0 — X0)q'(X0) = q(Xo).
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Polinomok kiértékelése

lteralt Horner-elrendezés

A Horner-elrendezést végrehajthatjuk az eredményl kapott
(hanyados) polinomon is, aztan annak az eredmény polinomjan
is az eredeti xp pontbdl. Ezt helytakarékosan végezve kapjuk
az iteralt Horner elrendezést.

Xo=-3]1]5]3]-9
12[3]0
T-1]0
1] -4

(x®+5x2+3x—9): (x+3) = (x> +2x - 3)
(x2+2x—-3): (x+3)=(x—1)
(x—=1)=(1)(x+3)—4

Egy gydk multiplicitasdanak meghatarozasahoz csak ezen
tablazat sorainak végén kell megszamolni az els6 egymast
kdvetd 0-ak sorozatanak hosszat.

Azaz a példaban a -3 multiplicitasa 2.
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Polinomok Matlabban

Polinomok felirasa

Feladat: Legyen p(x) = x* — x3 — 3x2 + 5x — 2. Hanyszoros
gybk az 1?

A polinomok kodolhaték az egyutthatdikkal. Fontos, hogy a 0
egyltthatokat is abrazoljuk. A polinom innentél kezdve
szamunkra egy vektor, mégpedig az n-ed foku polinom egy
n+ 1 elem{ vektor.

Pl. x3 +5x2 + 3x — 9-hez az [1 5 3 -9] vektor tartozik.
x3 + 3x — 9-hez az [1 0 3 -9] vektor tartozik.

P(x) = x* + 1
» p=[1 0 1];
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Polinomok Matlabban

Muaveletek polinomokkal Matlabban

Pl.P(x)=x2+1: » p=[1 0 1];
a) Kiértékelés:

» polyval (p, 2)

ans = 5

b) Polinomok szorzasa:

» pl = [1 -11; pl=(x—-1)

» p2 = [1 1]; p2=(x+1)

» conv(pl,p2) plsp2=(x—-1)(x+1)=x%-1
ans = 1 0 -1

c¢) Polinomok osztasa:
»p=[101]; x3+1

» pl = [1 -11; x—1

» [q,r] = deconv(p,pl) X2+1=(x+1)(x—-1)+2
qg=11
r =00 2
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Fliggvénykozelitések

Mikor hasznaljuk?

A flggvénykdzelitések, fliggvényillesztések a legtdbb gyakorlati
problémanal felmerilnek:

» néhany ismert fliggvényérték esetén mondjunk becslést a
flggvényértékre ismeretlen helyeken (mest. int.)

» ha tudjuk, hogy egy jelenség valamilyen tipusu flggvényt
kdvet, de nem tudjuk pontosan milyen paraméterekkel és a
mért értékeink zajosak, akkor szintén fliggvényillesztést
kell alkalmaznunk (barmilyen tudomany, ahol méréseket
végzlnk)
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Fliggvénykozelitések

FUggveénykozelités alapfeladata

Alapfeladat:
Adott xq, X2, ..., X, alappontok és ezekhez tartozé y1, yo, ..., ¥n
pontok.
Adjuk meg az f figgvényt, amely:
» minden pontparon atmegy
» a legjobban megkdzeliti a pontparokat

+ A minden ponton atmend fliggvények esetén talalkozhatunk
az overfitting (tulillesztés) jelenségével

— altaldban egy ,egyszerlibb’ figgvényt illesztiink, amely
legjobban megkdzeliti a pontokat.
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Interpolaciok

Lagrange interpolacio

Cél: megadni egy polinomot, ami minden kérdéses ponton
athalad. (mellesleg pontosan egy ilyen polinom létezik, lasd:
el6adasjegyzet)

Elészor is allitsunk el egy polinomot, amely az x; pontban 1-et
vesz f6l, az xo, X3, ..., Xp pontokban 0-at.

A polinomok gydktényezds alakjaval nagyon kénny( olyan
polinomot mondani, amely az x», X3, ..., X, pontokban 0-at vesz
fol, csak adnunk kell egy polinomot, amelynek ezek a pontok a
gyokei.

(X —x2)(X — X3)...(X — Xn)

Most mar csak azt kell elérni, hogy az x; helyen ez 1 legyen.

L1 (X) _ (x=x2)(x—x3)...(Xx—Xn)

T (x1—x2)(X1 —Xx3)...(X1 —Xn)
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Interpolaciok

Lagrange interpolacié egy pontra

()((1’( ;;2))((’( XS)) (();1 X’)’()) y1, ez egy olyan polinomot készit, amely az
X1, y1 ponton atmegy és az 6sszes tébbi helyen 0-at vesz fol.

Ezt készitsik el, az 6sszes pontra majd adjuk ezeket 6ssze. Ez
a Lagrange interpolacio.
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Interpolaciok

Lagrange interpolacio altalanosan

Altalanos alak:

(X =xq)ee (X=X 1) (X—=Xj£1)--.(X—Xn)
Lilx) = G000 )

P(x) = >iLq Li(x)y;

Ez a Lagrange interpolacios polinom. Ha n db alappontunk
van, akkor n — 1-ed fokd.
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Interpolaciok

Lagrange interpolacio - példa

Hatarozzuk meg az alabbi pontokhoz tartozé interpolacios
polinomot!

Xp=—1 =0 x3=1 x4=2 x5=3

yi=8 Yo=6 y3=7 ya=-4 ys=0

Az L4 az a polinom, amely az els6 pontban 1-et vesz f6l a
tébbiben 0-at.

L (x=0)(x—1)(x—2)(x—3) x*—6x34+11x2—6x

~ (D=0 ((—)-D)((—NH)-2(-1)-3) — 24
Hasonlban:

[, — ((IO)(-2)(x-3) _ x4-5x315x215x-6
2= (0-(-M)(O-N(0-2)(0-3) ~ -6
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Interpolaciok

Lagrange interpolacio - példa

Mivel az informatikus lusta ezért itt megall, és programot ir.

Gyorsabb programirashoz hasznalhatjuk a poly utasitast.

A poly paraméterként egy vektort var és elkészit egy polinomot,
amelynek gydkei a paramétervektorban kapott szamok.

» poly ([1 -17)

ans = 1 0 -1

Es valéban: Az x2 — 1 polinom gydkei az 1 és -1.

(x —1)(x + 1) a gydktényezds alak.
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Interpolaciok

Overfitting

Megeshet, hogy a megfigyeléseinkbe hiba csuszott. (,részeg
volt a traktoros’)

Ekkor (illetve, ha nagyon sok alappont ismert) a

Lagrange-interpolacié minden pontra valé illesztése nagyon
rossz eredményt okoz.
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Interpolaciok

Spline interpolacio

Lagrange interpolaciéval az interpolacioés polinom annal
nagyobb, minél tébbb alappontunk van. Ez bizonyos esetekben
indokolatlanul nagy hullamzast eredményez a polinom grafikus
képében.
Erre nyljt megoldast a spline interpolacio:
» kicsi fokszamu polinomokbdl rakjuk dssze a kdzelitd
polinomot,

» a pontokat parosaval véve (egymast kdvetd 2 pont),

» kdzben figyelve az illeszkedési pontokban a derivalt
értékekre — tokéletes illeszkedés.
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Interpolaciok

Spline interpolacio
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Interpolaciok

Extra feladatok

» irj Matlab kédot, mely tetszdleges, inputbdl érkezd
polinomra megadja annak a Horner-elrendezését, a hozza
tartozé Ruffini sorozatot, és az iteralt Horner-elrendezését.
(1 pont)
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