Utazo iigynok feladat

Az utazé ligynok problémaéja

Adott n szam varos és a varosokat 0sszekotd utak, amelyeknek ismert a
hossza. Adott tovabba egy tigynok, akinek adott varosbdl kiindulva, minden
varost végig kell latogatnia Uigy, hogy minden varost pontosan egyszer érint,
és az Ut befejeztével visszatér a kiinduldsi varosba. Hatdrozzuk meg az
igynok legrovidebb utjat.

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket.

Jelolje 1,2, ..., n avarosokat és c;; az i-edik és j-edik varosokat 6sszekotd
ut hosszat. Ha a két varost nem koti ossze ut, akkor legyen ¢;; = W, ahol
W mar az eléz6ekben is alkalmazott megfeleléen nagy szam.

Legyen

- { 1, ha az ligynok az i-edik varosbdl a j-edik varosba megy,

7710 kiilsnben.
Végiil jeldlje tetszéleges Q@ C {1,...,n} halmazra Q az {1,...,n} \ Q hal-
mazt. Akkor a fenti feladat az aldbbi, utazo tigynok probléma néven ismert
optimumszamitasi modellel irhaté le.
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Az elsé feltételcsoport garantalja, hogy az ligynok minden varosbdl tavo-
zik. A mésodik feltételcsoport biztositja, hogy az iligynok eljut minden
varosba. Sajnalatos médon a két feltételcsoport megengedi diszjunkt rész-
korutak kialakuldsat. Ezt kiiszoboli ki a harmadik feltételcsoport, amely-
ben eléirjuk, hogy a varosok tetszdleges ) # Q C {1,...,n} részhalmazira
az ugynok valamely @-beli varosbdl egy nem -beli varosba latogat. Ez



valoban kizarja a részkorutat, ugyanis a részkorutban szereplé varosok hal-
mazat tekintve @-nak, a harmadik feltételcsoport megfelel¢ feltétele nem
teljestil.

Megjegyezziik, hogy az utazé ligynok probléméja a korabbi fejezetek ter-
minolégidjaval 6sszhangban gy interpretalhatd, hogy egy minimalis hosszu-
sagu, minden csucspontot tartalmazoé irdnyitott korutat kell meghatarozni
egy adott héalézatban.

Az (1) modellel kapcsolatban vegyiik észre, hogy a harmadik feltételcso-
portban a feltételek szama 2™ — 2, ami mér viszonylag kicsi n mellett is
nagyon sok egyenl6tlenséget eredményez. A feltételek szamédnak csokkenté-
sére a problémanak tobb ekvivalens formalizaldsa is kidolgozésra keriilt. A
kovetkezd (2) valtozatot A. Tucker dolgozta ki 1960-ban.
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Az ekvivalencia igazoldsdhoz egyrészt azt kell megmutatnunk, hogy disz-
junkt részkorutak egyesitése nem elégiti ki a (2) feladat feltételrendszerét.
Ezt indirekt bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy a feladat valamely (X, 1) lehet-
séges megoldasira

Liyig = Ligiz — - - ~$iki1 =1

teljesiil valamely 1 < k < n egészre. Az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil
feltehetjik, hogy 1 & {i1,...,ix}. Mivel (X, u) lehetséges megoldés, ezért



Uiy — Uiy + (n — 1)i’i1z’2 <n-—2

Uiy — Uiz + (n — 1).@'21‘3 <n-—2

Usp, — Ujy T (n — 1)jikil <n-—2

teljesiil. Osszeadva rendre az egyenlStlenségek bal- és jobboldalait, az aldbbi
egyenl6tlenségnek kell fennallnia

k(n—1)<k(n—-2),
ami 1 < k < n esetén ellentmondas.

Miésrészt igazolnunk kell, hogy barmely korithoz 1étezik a (2) feladatnak
egy olyan (X, 1) lehetséges megoldésa, hogy az X &ltal meghatarozott élek
pontosan a tekintett korutat szolgaltatjak. Ehhez tekintsiink egy tetszole-
ges, az (1,i2), (i2,43), ..., (in, 1) éleket tartalmazé korutat. Definidljuk X-t
és u-t a kovetkezok szerint:

Tlig = Tigiz = - - Tjp1 = 1,

Z;; = 0 a tobbi indexpérra,

w, =t (t=2,...,n).

Megmutatjuk, hogy (X, ) kielégiti (2) feltételrendszerét. A feltételek tel-
jestilése a harmadik feltételcsoporttol eltekintve nyilvanvald. Legyen ezek
utdan 2 < ¢ # j < n tetszOleges indexpar. Az u vektor definiciéjabol
kovetkezik, hogy 4; — @u; < n — 2. Masrészt x;; = 1 akkor és csak akkor
teljesiil, ha ¢ = 4, és j = i,41 valamely 2 < r < n indexre. De ebben az
esetben

ﬂi—ﬁj—l—(n—l)@j:T—(r—i—l)—i—(n—l)gn—Q,

azaz a harmadik feltételcsoport feltételei rendre teljesiilnek, igy (X, i) lehet-
séges megolddsa (2)-nek.

Vizsgéljuk ezek utdn az (1) feladatot. Az &ltaldnossidg megszoritdsa
nélkiil feltehetjiik, hogy az iigynok az 1-gyel jelzett varosbdl indul. Ekkor



n — 1 szamu varosba mehet, majd n — 2-be, és igy tovabb. Ebbdl az
kovetkezik, hogy a lehetséges megoldédsok szédma (n—1)!. Viszont igy rogtén
adédik, hogy az (1) feladatnak mindig létezik optimalis megoldasa. Ezzel
kapcsolatban célszerti megjegyezni, hogy amennyiben az i-edik varosbdl nem
vezetett it a j-edik varosba, akkor ezt a modellben egy W hosszisagu fiktiv
uttal helyettesitettiik. fgy, ha optimumértékként W adodik, akkor ez azt
jelenti, hogy a varosok kozotti ithalézat olyan, amely nem teszi lehet6vé a
korbejarast, azaz a gyakorlati problémanak nincs lehetséges megoldésa.

Vegyiik észre, hogy az (1) feladat feltételrendszere csak n-tdl fiigg. fgy a
C"™*" koltségmatrix egyértelmiien meghatdrozza a feladatot. Ennek alapjan
z (1) feladatra a TSP(C) jeloléssel fogunk hivatkozni. Itt az angol Trav-
eling Salesman Problem név roviditését hasznaljuk, mely a témakor iro-
dalmaban igen széles korben elterjedt.

A tovébbiakban az egyszeriibb targyalds érdekében az X mdtrizot kérit-
nak nevezziik, ha minden z;; = l-re véve az (i, ) élet, az igy képezett élek
az n-szogpontu teljes grafban irdnyitott kort alkotnak.

Most ismételten haszndaljuk a hozzarendelési feladatok bemutatdsanal
definialt matrixok ekvivalenciajat.

A tekintett relacié és a TSP kapcsolatat adja meg a kdvetkezd allitas.

segédtétel. Ha C"*" ~ D"*" akkor a TSP(C) és TSP(D) feladatok
optimdlis megoldasar megegyeznek.

Bizonyitds. Mivel mindkét feladatnak 1étezik optimalis megoldasa, ezért
az allitas korrekt. Masrészt a tekintett két feladat feltételrendszere azonos,
ezért a lehetséges megoldasok halmaza kozos, amelyet jeloljon L. Tovabba
jelolje a TSP(C) és TSP(D) feladatok célfiiggvényét rendre zc és zp. Meg-
mutatjuk, hogy van olyan v konstans, amelyre zc(X) = 2p(X) + 7 teljesiil
tetszéleges X lehetséges megoldésra. Valéban, mivel C ~ D, ezért vannak
olyan ai,...,an; B1,..., By konstansok, hogy c;; = d;j + a; + 3; teljesiil
barmely 1 <i <n, 1 <j <n indexparra. De akkor
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Mivel X lehetséges megoldés, ezért Z 1Ty =1és Y ;"1 ;; = 1. De akkor



Zc(X) = ZD(X) + ZO@' + Zﬁ] .
i=1 j=1

Most legyen v = 330 o + 37 Bj. Akkor a 2¢(X) = zp(X) + v
egyenlethez jutunk, amely teljestil barmely X lehetséges megoldasra. Ez
pontosan azt jelenti, hogy a lehetséges megoldasok halmazén a két célfiigg-
vény csak egy additiv konstansban tér el egymastol, amibdl nyilvanvaléan
kovetkezik az allitas.

kévetkezmény. Az optimdalis megoldds meghatdrozasat illetéen ele-
gendd olyan TSP (C) feladatok vizsgdlatdra szoritkoznunk, amelyekre C > 0
teljestil.

A fenti kovetkezmény alapjan a tovabbiakban minden hivatkozés nélkiil
feltételezziik, hogy a vizsgalt feladatok célfiiggvényegyiitthatdi rendre nem-
negativak.

Az (1) feladattal kapcsolatosan azt is észrevehetjiik, hogy amennyiben a
harmadik feltételcsoporttdl eltekintiink, tgy a hozzarendelési feladathoz ju-
tunk. Ebbdl viszont kévetkezik, hogy (1) tetszéleges X lehetséges megoldasa
egyben lehetséges megolddsa a C koltségméatrixi H(C) hozzarendelési fela-
datnak is. Jelolje (1) lehetséges megoldasainak halmazat L, H(C) lehetséges
megoldédsainak halmazat S. Akkor L C S, és igy

min{z(X): X € S} <min{z(X) : X € L} .

A kapott egyenlGtlenséghdl nyilvanvaléan adédnak a kovetkezdk:

(i) ha X optimdlis megolddsa H(C)-nek és X korit, akkor X egyben op-
timdlis megolddsa T'SP(C)-nek is,

(i) ha X optimdlis megolddsa H(C)-nek, akkor z(X) alsé korldtja a TSP(C)
feladat optimumértékének.

A tovabbiakban olyan specialis hozzarendelési feladatok hasznalunk, me-
lyekre kikotjiik, hogy bizonyos valtozdknak 0 értéket, a valtozdk egy masik
csoportjanak 1 értéket kell felvennie. Ismét I és J jeloli azon valtozok in-
dexeinek a halmazat, amelyekrdl kikotjiik, hogy értékiik 1 illetve 0. Ezen
specialis hozzarendelési feladatok jelolésére a (H(C),I,J) jelolést fogjuk
hasznéalni.



A kovetkezékben egy B& B eljarast épitiink fel az utazé tigynok probléma
megoldasara, amelyben a korlatozo fliggvény definidlasira a fentiekben vazolt,
a H(C) és TSP(C) feladatok kozti kapcsolatot fogjuk kihasznalni. Az
eljaras felépitését ay altalanos eljarasnak megfelelen végezziik. Feltételezziik,
hogy a C maétrixban ¢;; = W, (i = 1,...,n) teljesiil.

I. Az ) halmaz megadasa

Legyen Q a {0,1} feletti n x n matrixok halmaza. Nyilvanvalé, hogy
L C Q, tovabba || = on? igy Q rendelkezik a kivdnt tulajdonsigokkal.

II. A p szétvalasztasi és a g korlatozé fiiggvények megadasa

Elséként a fliggvényeket az  halmazon definidljuk. Legyen ¢(Q) a
H(C) hozzarendelési feladat optimumértéke. A p(Q) definidldsdhoz pedig
kiilonboztessiik meg az alabbi két esetet.

(a) Ha H(C) optimalis megoldasa korit, akkor ez optimdlis megolddsa
a TSP(C) feladatnak is. Igy z felveszi az optimumértéket és € nem lesz
é16 levél, azaz Q) ¢ Fy. De akkor nem kell a ¢ fliggvényt az Q halmazon
definialni.

(b) Ha a H(C) feladat X optiméalis megolddsa nem koriit, akkor X disz-
junkt részkorokbdl all.  Legyen ezek kozil az (i1,12), ..., (ik—1,ik), (ig, 1)
éleket tartalmazo részkorut minimélis elemszamu, és tekintsiik a kovetkezd
halmazokat:

0O = {X:XeQ & @iy, = ... = z3y4, = 1},
O ={X:X €Q & iy, = 0},
O = {X:X€Q & @i, =0 & 34y, = 1},

—_

Q) = {X :XeN & Tipip = 0 & Tirig = « oo = Tip_1ip, = 1}.
Egyszeriien belathatok a kovetkezok:

(1) az Q© QW . Q® halmazok a felbontandé halmaznak (jelenleg
Q) egy valddi osztéalyozaséat alkotjdk,

(2) barmely 1 < i < k indexre az Q) definiciéjaban 1 értékkel szereplé
valtozoknak megfeleld élekbol all6 graf nem tartalmaz részkorutat,

(3) QO NL =0,

Definidljuk ¢(2)-t a kovetkezék szerint. Legyen



o(Q) = {© b . o®},

A ¢ fiiggvény definicidjat gy fogjuk kiterjeszteni, hogy az (1),(2),(3)
tulajdonsagok érvényben maradjanak. A tovabbiakban az osztalyozasok
osztalyainak lefrdsara azt a technikat fogjuk hasznalni, hogy az I, J halma-
zokban megadjuk azon valtozdk indexeit, amelyek értéke rogzitett. Példaul
Q@ = Qp 5, ahol I = {(i1,i2)}, J = {(i2,43)}. A rogzitett értékii valtozdkat
kdtott valtozoknak, a tobbi valtozot pedig szabad vdltozoknak fogjuk nevezni
7, 7-re vonatkozéan. Végiil specidlisan azokat az osztdlyokat, amelyekrol
tudjuk, hogy nem tartalmaznak korutat (€ felbontasanal Q) lassuk el
*-gal.

Ezek utan kiterjesztjiik a ¢ és g fliggvények értelmezését.

A g korldtozé fiiggvény definidlasédhoz tekintsiik a B& B-fiban valamely
él6 levél leszarmazottjat. Ha a tekintett osztaly x-gal lett ellatva, akkor
g rendelje ehhez a részhalmazhoz a W korlatot. Ellenkez6 esetben jelolje a
tekintett osztélyt €y ;. Ekkor a (H(C), I, J) hozzarendelési feladat barmely
lehetséges megolddsa eleme €27 j-nek, tovabba barmely olyan korut, amely-
ben az I-ben szerepl6 indexekre a valtozok értéke 1, valamint a J-ben sz-
erepld indexekre a véltozdk értéke 0, lehetséges megolddsa (H(C), I, J)-nek.
Viszont igy a (H(C), I, J) feladat Z optimumértékére

Z <min{z(X): X € LN s}

teljesiil, amennyiben L N Qr ; # (. Ennek alapjdn definidljuk ¢(Q7,7)-t a
kovetkezok szerint:

(H(C),I,J) optimuma, ha [ [ > 1, B
g(Qr,7) = { 2(X), ha Q77 = {X} és X kortit,
w kiilénben.

A ¢ fiiggvény definiciéjanak kiterjesztéséhez tekintsiik a B& B-fa egy é16
Q7.5 levelét. Mivel Qp ; €18 levél, ezért |I| + |J| < n? —n, (H(C),1,J)
optimuma kisebb, mint W, tovdbba (H(C), I, J) optimalis megolddsa nem
korit. (Ellenkez6 esetben a levél lezérasra keriilne.) De akkor (H(C),I,J)
optimalis megoldasa diszjunkt részkorutak unidja. Vaélasszunk ezen rész-
korutak koziil egy minimalis elemszamut. Jelolje K a valasztott részkoruthoz
tartozé valtozok indexeinek a halmazat. Akkor K nemiires halmaz, KNJ =
(), és a (2) tulajdonsdg miatt K € I. Legyen K \ I = {(i1,51),.--, (ir,Jr)}-
Mivel (K\I)NJ = 0 és (K\I)NI = 0, ezért barmely z;_;, (1 < s < r) véltozé



szabad valtozo lesz €); j-re vonatkozéan. Képezziik ezek utdn a kovetkezo
halmazokat:

Q[OJOZ{X:XEQLJ &xiljlz...zajiroZI},
Q[th Z{X:XEQLJ & Ty jy :0}7
Q[%JQ:{X:XEQ[’J & .CIZ‘Z'QJ'Q:O & A :1},

QIT,JT = {X : X e QLJ & Tipjp. = 0 & Tiyjy = oo = Tjp_1jpq — 1}.

Mivel z;,;, (1 <t < r) szabad valtozok € j-re vonatkozdan, ezért a
fenti halmazok az ()7 ; halmaznak egy valddi osztalyozdsat alkotjdk. Nyil-
vénval6, hogy Qp, 5, N L = 0, ugyanis Qj, j, minden eleme tartalmazza a
kivalasztott minimalis elemszamu részkorutat, mint részgrafot. Most legyen
0 < t < r tetszileges egész. Jeldlje G, = (N, E;) azt a grafot, amelyre
(1,7) € E; akkor és csak akkor teljesiil, ha (i,j) € I;, ahol N = {1,...,n}.
Ekkor Gy tartalmazza a kivalasztott minimalis elemszamu részkorutat és
mas részkorutat nem tartalmaz. Masrészt barmely 1 < ¢t < r indexre G;
eldallithato Go-bdl ugy, hogy Gy egyetlen részkoritjabol elhagyunk egy vagy
tobb élet. De akkor G; nem tartalmaz részkorutat. Ez pontosan azt je-
lenti, hogy az €1y, j,-ben 1 értékkel rogzitett valtozéknak megfeleld élek nem
alkotnak részkorutat barmely 1 < ¢ < r indexre. Kovetkezésképp, a definidlt
halmazok rendelkeznek az (1),(2),(3) tulajdonsidgokkal. Legyen ezek utan

o(Qr.g) ={Q0,50, s - Qo b

A ¢ és g fliggvények definicigjabdl kbvetkezik, hogy rendelkeznek a kivént
tulajdonsagokkal.

IT1. Faépitési stratégia

Azt a korabban mér megismert stratégiat fogjuk alkalmazni, miszerint
egy minimalis korlattal rendelkez6 levelet valasztunk a faépités soran.



