





1. Korlatozas és szétvalasztas modszere

A cimben szereplé maddszer egy altalanos kereteljarasként interpretalha-
t6, melynek kiilonboz6 konkrét alkalmazasai igen hatékony eszkozt szolgal-
tatnak a kombinatorikus optimalizédlasi feladatok megoldésaban.

A moédszer alapgondolata A. H. Land és A. G. Doig [?] munkéjdban lel-
hetd fel els6 izben. A szerzdk a vegyes egészértékii linedris programozasi fela-
dat megoldasara adtak meg egy olyan eljarast, amely alapvetGen erre a tech-
nikara épiilt. Maga az igen taldlé angol ”Branch-and-Bound” elnevezés J.
D. C. Little és tarsai [?] dolgozatédban szerepelt elészor, amelyben ezen tech-
nika felhasznalasdval egy, az utazé ligynok probléma megoldasara szolgald
eljaras kerilt publikdlasra. A korabbi specidlis eseteket szintetizélva, P.
Bertier és B. Roy [?] dolgozta ki a mddszer elsé altalanos valtozatdt. Azéta
a korlatozas és szétvalasztds moddszere szamos formédban, az dltalanossag
kiilénboz6 szintjein nyert publikdlast és alkalmazasaval igen sok specidlis
problémahoz hatékony megoldasi eljarasok késziiltek.

A tovabbiakban mi is tobb véltozaton keresztiil fogjuk felépiteni az
eljarast, az egyes valtozatokat specidlis problémamegoldasokkal fogjuk de-
monstralni.

Alapeljaras
A médszer targyaldsdhoz tekintsiik az alabbi optimalizalasi problémaét:

(7.1) min{z(x) : x € L}

ahol L azonos dimenzidju, egész koordinatdji, nemnegativ vektorok véges
és nemiires halmaza.

Az adott feltételek mellett a (7.1) alatti feladatnak nyilvanvaléan létezik
optimalis megoldasa, ugyanis véges sok célfliggvényérték minimumat keres-
siik. Legegyszerlibb megoldasi mddszernek elsé kozelitésben az tlinhetne,
hogy L elemeit végigvizsgaljuk, és vessziik egy olyan elemét, amelyen z(x)
a legkisebb értéket veszi fel. Ezzel egy optimaélis megoldashoz jutunk. Az
ilyen tipusi eljarast szokdsos leszamldldsi eljdrdsnak nevezni. A kiillénb6zo



gyakorlati probléméknal L elemszama igen nagy lehet. Példaul n x n-es
koltségmatrixi hozzarendelési feladat esetén |L| = nl. fgy célszerl lehetOség
szerint a teljes leszamlalast elkeriilni, és minél kevesebb lehetséges megoldast
megvizsgalni. Ez utébbi célokat igyekszik realizalni a korlatozas és szétva-
lasztas maédszere.

Az eljarashoz sziikséges két fiiggvény. Ezek egyike az tigynevezett szétvd-
lasztdsi fiigguény, amely az L halmaz tetszéleges |L'| > 1 részhalmazdhoz
hozzérendeli L' egy valddi osztdlyozdsat. A maésik fiiggvény, az tigynevezett
korldtozd fiiggvény, amely L tetszbleges L' # () részhalmazdhoz hozzdrendeli
a z(X) (x € L') fiiggvényértékek egy alsé korlatjat. Specidlisan, L' = {X}
esetén a z(X) flggvényértéket. Most tegyilik fel, hogy rendelkezésiinkre
allnak ilyen fliggvények, és jelolje a szétvalasztasi fliggvényt ¢, a korldtozo
fliggvényt pedig g.

Az eljaras soran egy ugynevezett leszdmldlasi fat vagy Branch-and-Bound
fat (a tovabbiakban B& B fa) épitiink fel a kovetkezék szerint.

Eljaras
El6készitd rész. A fa gydkere legyen L. Hatérozzuk meg g(L)-t és rendel-
jik cimkeként az L szogponthoz. Legyen r = 1.
Iterdcids rész (r-edik iteracio)

o 1. lépés. Az aktudlis fa levelein hatarozzuk meg a cimkék minimumat
és valasszunk ki egy minimadlis cimkéjii L’ levelet.

o 2. lépés. Ha L' = {x}, akkor vége az eljarasnak; X optimélis megold4s.
Ellenkez6 esetben a 3. 1épés kovetkezik.

e 3. lépés. Bévitsiik az aktudlis fat ¢(L’) elemeivel, mint L' leszdrmazot-
taival, majd az 1j szogpontokhoz rendre szamitsuk ki a korlatokat és
rendeljik az illet6 szogpontokhoz cimkeként. Ezek utan noveljik r
értékét 1-gyel, majd térjunk ra a kovetkezo iteracids lépésre.

Az eljaras két iteracios lépésében felépilé B& B fat szemlélteti a 7.1.
abra, ahol

¢(L) = {L11, L12, Lz}, g(L1) < g(Laz), (G=2,3),



©(L11) = {La1, L2}

7.1. dbra. B&B fa két iteracids 1épés utan.

Az eljaras helyessége

Végesség. Vegylik észre, hogy ¢ definicidja alapjan minden szogpontnak
legfeljebb |L| leszarmazottja van, tovabba minden iterdciés lépésben az aktu-
alis fa leveleihez tartozé halmazok L-nek egy osztdlyozasat alkotjak. Szintén
@ definicidja alapjan az egymast koévetd osztalyozasok egymas valddi fi-
nomitésai, igy a felépithetd fa mélysége legfeljebb |L|. De akkor a felépithetd
fa véges, amivel adddik az eljaras végessége.

Helyesség. Tegyiik fel, hogy valamely iterdciés lépésben L’-hoz tar-
tozik a minimélis korlat és L' = {X}. Jelolje R a leveleknek megfeleld
halmazok halmazédt. Akkor z(X) = g(L') < ¢(S) barmely S € R-re. De
9(S) < min{z(x) : x € S}, azaz g(S) < z(x) minden x € S-re. Igy
2(X) < z(x) barmely x € S-re és barmely S € R-re. De akkor mivel R
osztéalyozdsa L-nek, ezért z(X) < z(x) barmely x € L-re, amivel igazoltuk,
hogy X optimadlis megoldas. Az eljaras demonstralasara tekintsiik az alabbi
0-1 értékii programozasi feladatot:

7.1. példa.
511 + 2z + 223 + 214 <5



z;€{0,1} (i=1,...,4)

—3x1 — w9 — x3 — x4 = 2(21,...,24) — Mmin
Ekkor
L=1{(1,0,0,0,),(0,1,1,0),(0,1,0,1),(0,0,1,1),(0,1,0,0),(0,0,1,0),
(0,0,0,1),(0,0,0,0)}.
L-hez alsé korlatként hozzarendelhetjiik a célfiiggvényegytitthatok 0sszegét,
azaz tegytk fel, hogy g(L) = —6. Tegyiik fel tovdbb4, hogy a ¢ szétvilaszta-
si fliggvény két részhalmazra bontja L-t, Li-be keriilnek azok a lehetséges
megoldasok, amelyeknek els6 koordinatdja 1, Lo-be keriilnek azok a lehet-
séges megoldasok, amelyeknek elsé koordinataja 0. Akkor
L; ={(1,0,0,0,)} és g(L1) = -3,
L2 - {(07 17 ]-7 0)7 (07 17 07 1)7 (07 07 17 17 )7 (07 ]-7 07 0)7 (07 07 ]-7 0)7
(0,0,0,1),(0,0,0,0)}.
Lo-nek csak olyan lehetséges megoldasok elemei, amelyekben x1 = 0 és az
To,x3, x4 valtozdk kozil legfeljebb kettoé vehet fel 0-tél kiillonbo6zo értéket,

ugyanis ellenkezo esetben nem teljesiilne az bx1+2x9+2x3+2x4 < 5 feltétel.
Ezért z(x) > —2 teljesiil barmely x € Ly vektorra.

Tegyiik fel, hogy g(L2) = —2. Akkor az aldbbi B& B fidhoz jutunk.

-3 -2

7.2. dbra. A 7.1. példshoz tartozé6 B& B fa.

Mivel L; minimalis cimkéjii, és L1 = {(1,0,0,0)}, ezért vége az eljaras-
nak; X = (1,0,0,0) optimdlis megoldésa a tekintett feladatnak.



Az eljards ismertetett valtozatdnak alkalmazéasa nehézkes. A megoldandé
problémak tobbségénél L-rol kevés informécié all rendelkezésre és nagyon
nehéz az el6irt tulajdonsagokkal rendelkez6 szétvalasztasi fliggvényt talalni.
Példaul, ha az eléz6ekben megoldott feladatot dgy valtoztatjuk meg, hogy
a feltételrendszerben x; egyiitthatdja 6, akkor az alkalmazott szétvalasztasi
fiiggvénylink mar nem lesz j6, L1 = () és Ly = L felbontdst eredményez.

A probléma egy lehetséges kikiiszobolése az, hogy L-hez keresiink egy
olyan véges (2 halmazt, amely egyrészt tartalmazza L-t, masrészt viszonylag
konnyt Q2-hoz szétvélasztasi fliggvényt meghatarozni. fgy a B& B fik levelei
Q) osztalyozasainak egy finomodé sorozatat alkotjdk, és mivel L C Q, egyide-
juleg implicit médon addédik L osztalyozasainak is egy tagabb értelemben
vett finomodd sorozata. Nyilvanvalé ahhoz, hogy az eljaras a kivant médon
miikoédjon, a korlatozo fiiggvényre vonatkozd eloirasokat alkalmasan meg kell
valtoztatni.

A vizsgalt példaban Q = {(uy,...,uq) 1 u; € {0,1}, i =1,...,4} tartal-
mazza L-et, és Q0 barmely legaldbb kételemi részhalmaza szétbonthaté két
nemiires részhalmazra az x1, ..., x4 valtozdk valamelyikének értékei szerint.

Sok esetben heurisztikus eljarasokkal el lehet allitani viszonylag jo cél-
fliggvényértékkel rendelkez6 lehetséges megoldasokat. Bizonyos feladatok-
nal a modszer végrehajtasa soran részeredményként is eléallnak lehetséges
megoldasok. A rendelkezésre allé lehetséges megoldasok felhasznélasaval e-
setenként hatékonyabbd tehet6 az eljiras a kovetkezOk szerint. Jelolje X a
rendelkezésre 4ll6 lehetséges megolddsok halmazat. Legyen zZ = min{z(x) :
x € X} és jelélje x* az X halmaz egy olyan elemét, amelyre z(x*) = Z
teljesiil. Mivel X C L, ezért Z az optimum értékének egy felsé korlatja. Most
jelolje L' az aktualis B&B fa valamely leveléhez tartozé halmazt. Ekkor
g(L') az L' halmazban lev$ lehetséges megoldasokon felvett célfiiggvényér-
tékek alsé korlatja. Ha g(L') > z, akkor az L’ halmazba es§ barmely x
lehetséges megoldésra z(x) > g(L') > z teljesiil. Ez pontosan azt jelenti,
hogy a tekintett levélhez tartozo lehetséges megoldasok kozott nincs jobb,
mint x*. Viszont ez esetben az aktuilis B&B fa ezen levelének tovabbi
vizsgalata az optimum meghatirozasat illetéen felesleges, az eljaras folyta-
tasa soran az illet6 levéltdl el lehet tekinteni. Ilyen esetben szokasos széhasz-
nélat, hogy a B& B fa megfelel6 dgdt lezdarjuk. Ezt a tovabbiakban az illetd
szogpont aldhuzdsdval jeloljik. Az aktudlis fa azon leveleit amelyek nin-
csenek lezarva éld leveleknek nevezziik.

A B& B fa felépitése igen szemléletessé teszi az eljarast, ezért a tovabbiak-
ban mi ezt az abrazolastechnikat fogjuk hasznalni. Szamitastechnikai szem-
pontbdl viszont nem kivénatos a felesleges informacidk (lezart dgak) tarolasa.



Ez gy kiiszobolhetd ki, hogy minden iteracids lépésben csak az aktualis
B& B fa él6 leveleit és a hozzajuk tartozd informécidkat taroljuk.

Az eljaras kiilonboz6 alkalmazdsai sordan kideriilt, hogy az aktuéalis B& B
fa azon levelének a kivédlasztasi stratégiaja, amelybdl a fat tovabbépitjik
igen jelentO0s. Az ismertetett valtozatban alkalmazott mddszer — egy mini-
malis korlattal rendelkezo levél kivalasztasa — nem minden esetben célszert.
Bizonyos problémacsoportoknal mas stratégidk novelik az eljaras hatékony-
sagat. fgy a kilonb6z6 alkalmazasoknal mas és mas kivalasztasi szabaly
alapjan torténhet a B&B fa kiépitése.

A fentiekben vézolt bévitéseket 6tvozi magaba a (7.1) probléma megol-
déséra szolgald, az alabbiakban felépitésre keriil6 eljaras.

Tegyiik fel, hogy adott egy olyan 2 véges halmaz, amelyre L C .
Tovabba adott egy olyan ¢ szétvalasztasi fliggvény, amely €) tetszoleges
legaldbb kételemti €’ részhalmazdhoz hozzarendeli € egy valédi osztdlyoza-
sat. Végiil adott egy olyan g korlatozé fiiggvény, hogy €2 tetszoleges nemiires
Q' részhalmazdra az aldbbiak teljesiilnek:

g() <min{z(x) :x € Q¥ NL},ha |Q>16é QA NL A0,
g(Y) tetszdleges, ha || >1és Q' NL =10,

g Q) = {z(i), ha | =1 & Q'NL={x},
W, ha |[Q|=1 & Q' NL=14,
ahol W alkalmasan nagy szamot jelol, példédul szamitégépes implementaci-
O6ban a gépben abrézolhaté legnagyobb szamot. Esetenként W-hez hozza-
adunk vagy levonunk konstansokat. Ezen miiveletek eredményét gy defini-
aljuk, hogy az ismét W. A g fliggvénnyel kapcsolatban feltételezziik, hogy az
Y halmazok (esetleg implicit) lefrdsa olyan, hogy az || =1, Q' NL = {x}
eset felismerheto, és X explicit modon eldallithaté.

Tegyiik fel tovdbbd, hogy ismertek olyan eljardsok, amelyekkel a g(£')
fiiggvényértékek meghatdrozhaték barmely @) # Q' C Q esetén és a p()
fiiggvényértékek meghatdrozhatok barmely Q' C Q és || > 1 részhalmazra.
Ekkor a (7.1) feladatot megoldhatjuk az alabbi eljarassal.

B&B eljaras

Elokészité rész. Valamilyen heurisztikus moédszerrel hatarozzunk meg
egy lehetséges megoldast, jelolje ezt xg. Legyen a z valtozo értéke z(xq)



és az x* vektorvaltozo értéke xg. Ha lehetséges megoldas meghatarozasara
nincsen lehetdség, akkor legyen z = W, és x* = (—1,...,—1).

Hatarozzuk meg a g(2) korldtot. Ha a g(2) korldt meghatdrozdsa soran
eloall egy x lehetséges megoldas, akkor definidljuk ujra z-t és x*-ot a kovet-
kezék szerint. Ha z(X) > z, akkor z és x* nem véltoznak, mig z(X) < z
esetében z-nak adjuk a z(X) értéket és x*-ot véltoztassuk X-ra. Legyen
r=2024¢s

F — {{Q}v ha g(Q) < 27
0= I
0 kilonben.

Ezt kovetben folytassuk az eljarast az iteracids eljarasrésszel.

Iterdcids rész (r-edik iteracio)

e 1. lépés. Ha F, = (), akkor vége az eljarasnak; x* a feladat optimadlis
megoldasa, Z az optimum értéke. Kiilonben folytassuk a 2. 1épéssel az
eljarast.

e 2. lépés. Ha F, # (), akkor valamilyen rogzitett stratégia szerint va-
lasszunk ki egy elemet F). elemei koziil, jelolje ezt Q'. Alkalmazzuk a
o szétvédlasztasi fliggvényt (V'-re. Legyen

p() = {0, ... oy,

Hatarozzuk meg rendre az Qgr), cee Q,(;;) halmazokra a g(Qgr)), e g(Q,({:;))
korlatokat. Jelolje X, a korlatok meghatarozasa soran el6alld lehetséges
megoldasok halmazét, feltéve, hogy ilyen létezik. Legyen z, = min{z(x) :
x € X,} és jelolje x(") az X, halmaz egy olyan elemét, amelyre
2. = 2(x(") teljesiil. Definialjuk tjra z-t és x*-ot a kivetkezék szerint.
Ha z,. > z, akkor z és x* nem valtozik, mig z, < Z esetén z-nak adjuk

a z, értéket és x*-ot valtoztassuk x(-re. (X, = 0 esetén z és x* nem
véaltoznak.). Ezek utan legyen

Fro1={Q: Qe (FA{YDUpQ) & g(Q) < 2}

Noveljiik r értékét 1-gyel és folytassuk az eljarast a kovetkezo iteracids
lépéssel.

Az eljaras helyességének igazolasa
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Vegylik észre, hogy az eljaras soran implicit médon fak egy olyan soroza-
tat allitjuk el6, hogy minden egyes fa leveleihez ) egy osztdlyozdsa tar-
tozik, és az osztélyozdsokat minden iterdciés lépésben finomitjuk. Az F,
halmazok praktikussagi okokbdl csak mindig az aktuélis fa él6 leveleihez
tartozo halmazokat tartalmazzak. Ezek a halmazok legalabb kételemtiek,
ugyanis || = 1 esetén ¢g(Q') = W vagy g(2) = 2(X) teljesiil valamely
x € L lehetséges megoldasra. Az els esetben az Q'-hoz tartozd levél
lezarasra keriil, a masodik esetben pedig a g-re vonatkozo feltételezésiink
szerint X rendelkezéstinkre all, de akkor X € X, és igy F,1 kialakitdsakor
g(Y) = z(x) > z. Viszont igy az ¥'-hoz tartozé levél ismét lezardsra keriil.

A fenti észrevételeket felhasznalva, az eljards helyessége hasonléan bizo-
nyithatd, mint a megel6z6 verzidé.

Vegyiik még észre, hogy a ¢ szétvalasztasi és a g korlatozo fliggvényekre
sziikségteleniil er6s az a kikotés, amely szerint ¢ tetszéleges Q' C Q és
|Q] > 1 részhalmazra, g tetszbleges () # Q' C ) részhalmazra értelmezve
van. Ez sok esetben nagyon koriilményes, vagy egyaltalan nem biztosithato.
Lényegében elegendd, ha a ¢ szétvalasztasi fliggvény értelmezve van az
eljaras soran el6allé B& B fék é16 levelein. A g korlatozé fiiggvényrél pedig
elegend6 azt kikotni, hogy értelmezett az €2 halmazon és az eljaras soran
el6alls B& B fak barmely Q' €16 levelére ¢(€)') elemein.

A p és g fliggvényekre vonatkozd fenti kikotések is formalizdlhatok.
Mivel az altalanos eset formalizmusa eléggé bonyolult, ezért ettdl eltekintiink.
Az egyes modelleknél rendre megadjuk a konkrét ¢ és g fiiggvényeket és tu-
lajdonséagaikat.

A kovetkezSkben a fenti eljardst fogjuk alkalmazni konkrét problémacso-
portok megoldasara. Egy konkrét alkalmazas esetén meg kell adni

(a) az Q halmazt,

(b) a ¢ szétvdlasztdsi és a g korldtozd figgvényt, és igazolni kell, hogy
ezek rendelkeznek a kivant tulajdonsdgokkal,

(¢) azt a stratégiat, amely alapjin az aktudlis B&B fa levelét kivdlasztjuk
tovdbbi faépités céljabol.

A felsoroltak megadédsaval egy konkrét eljarast kapunk az illeté problé-

macsoport megoldasara, amelynek helyessége kovetkezik az altalanos eljaras
helyességébdl.

Az eljarassal kapcsolatban megjegyezziik még, hogy nyilvanvalé médon
maximum feladatok megoldasara is alkalmas. Ez esetben W helyett minden-
hol —W szerepel, minimumok helyett maximumokkal kell dolgozni, és a
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célfiiggvényértékekre, valamint a korlatokra vonatkozd egyenlGtlenségekben
7<” helyett ”>" relaciot, "<” helyett ”>" relaciét kell venni, végil a g
korlatozé fliggvénynek az egyes halmazokhoz fels6 korlatokat kell rendelnie.
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2. Utazo ugynok probléma

A modellhez szamos gyakorlati probléma kapcsolhaté. Ezek koziil a
legismertebb a cimben szereplé aldbbi feladat.

Az utazé ligynok problémadaja

Adott n szdmu véros és a varosokat 0sszekot6 utak, amelyeknek ismert a
hossza. Adott tovabba egy iigynok, akinek adott varosbdl kiindulva, minden
varost végig kell latogatnia gy, hogy minden varost pontosan egyszer érint,
és az Ut befejeztével visszatér a kiinduldsi varosba. Hatérozzuk meg az
igynok legrovidebb utjat.

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket.

Jelolje 1,2, ..., n avérosokat és ¢;; az i-edik és j-edik varosokat osszekotd
ut hosszat. Ha a két varost nem koti ossze ut, akkor legyen c;; = W, ahol
W mar az eléz6ekben is alkalmazott megfeleléen nagy szam.

Legyen

g — { 1, ha az tigynok az i-edik varosbdl a j-edik varosba megy,
Y10 Kkiilsnben.

Végiil jeldlje tetszéleges Q C {1,...,n} halmazra Q az {1,...,n} \ Q hal-
mazt. Akkor a fenti feladat az aldbbi, utazo tigyndok probléma néven ismert
optimumszamitasi modellel irhaté le.

ap=1(i=1,...,n)
t=1
(10.1) zn::ctjzl (J=1,...,n)
t=1
szzjzl (@#QC{L,H})

1€Q jeQ
IL‘Z‘jE{O,l}, (i:1,...,n;j:1,...,n)

n n

E E Cijlij = 2 — min

i=1j=1
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Az els6 feltételcsoport garantélja, hogy az ligyndk minden varosbdl tavo-
zik. A maésodik feltételcsoport biztositja, hogy az tligyndk eljut minden
varosba. Sajnalatos médon a két feltételcsoport megengedi diszjunkt rész-
korutak kialakulasat. Kzt kiiszoboli ki a harmadik feltételcsoport, amely-
ben eléirjuk, hogy a varosok tetszéleges ) # Q C {1,...,n} részhalmazira
az uigynok valamely @-beli varosbdl egy nem Q-beli varosba latogat. Ez
valoban kizarja a részkorutat, ugyanis a részkorutban szerepl6é varosok hal-
mazat tekintve (Q-nak, a harmadik feltételcsoport megfelel6 feltétele nem
teljestil.

Megjegyezziik, hogy az utazé iigynok probléméja a korabbi fejezetek ter-
minoldgidjaval 6sszhangban gy interpretalhatd, hogy egy minimalis hosszi-
sagl, minden csucspontot tartalmazé irdanyitott korutat kell meghatérozni
egy adott hélézatban.

Az utazé ligynok problémajan kiviil szamos olyan gyakorlati feladat van,
amely a (10.1) modellre vezethetd vissza. A tovabbiakban két ilyen gyakor-
lati alkalmazast ismertetiink.

Miiszaki tervezés

Adott egy automata gépsor és abban egy szegecsel6 gép. A szegecsel
gép karjanak a szalagon jovo termék meghatarozott pontjaiba szegecseket
kell elhelyeznie. Hatarozzuk meg a szegecsek elhelyezésének azt a sorrendjét,
amely esetén legkisebb a szegecsel6 gép karjanak teljes mozgésa.

Sorrendi litemezés

Adott egy lizem, amely n féle kiilonb6z6 terméket gyart. Az egyes
termékféleségek gyartasa idében elkiilonil egymastdl, és a termékvaltasndl
a gépeket at kell dllitani. Ismeretes tetszoleges termékparra a gépek atallita-
sanak a koltsége. Hatarozzuk meg a termékek termelésének egy olyan sor-
rendjét, amely mellett a gépek atallitasanak teljes koltsége minimalis.

A (10.1) modellel kapcsolatban vegyiik észre, hogy a harmadik feltételcso-
portban a feltételek szdma 2™ — 2, ami mar viszonylag kicsi n mellett is
nagyon sok egyenlGtlenséget eredményez. A feltételek szaménak csokkenté-
sére a problémanak tobb ekvivalens formalizalasa is kidolgozasra keriilt. A
kovetkez6 (10.2) valtozatot A. Tucker [?] dolgozta ki 1960-ban.



14

n
ap=1(i=1,...,n)
t=1

n
(10.2) dayy=1(G=1,...,n)
t=1
w—u;j+(n—1x;; <n—-2 2<i#j<n)
ry; =0, z5€{0,1}, (i=1,...,n55=1,...,n)

u; >0 & egész (i =2,...,n)

n n

E E Cijlij = 2 — min

i=17=1

Az ekvivalencia igazoldsahoz egyrészt azt kell megmutatnunk, hogy disz-
junkt részkorutak egyesitése nem elégiti ki a (10.2) feladat feltételrendszerét.

Ezt indirekt bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy a feladat valamely (X,u) lehet-
séges megoldasara

Tivig = Tigiz = - - - .Cl_?ikil =1
teljestl valamely 1 < k < n egészre. Az altalanossdg megszoritdsa nélkil

feltehetjiik, hogy 1 ¢ {i1,...,i}. Mivel (X, 1) lehetséges megoldds, ezért

Uiy — Uiy + (n — 1)5@'”‘2 <n-—2

Uy — Ujg + (n — 1)5@'21‘3 <n-—2

Uz, — Ujy + (n — 1)56%“ <n-—2

teljesiil. Osszeadva rendre az egyenl6tlenségek bal- és jobboldalait, az alabbi
egyenlotlenségnek kell fenndllnia

kE(n—1)<k(n-2),
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ami 1 < k < n esetén ellentmondas.

Miésrészt igazolnunk kell, hogy barmely korithoz 1étezik a (10.2) feladat-
nak egy olyan (X, 1) lehetséges megoldésa, hogy az X 4ltal meghatdrozott
élek pontosan a tekintett korutat szolgaltatjak. Ehhez tekintsiink egy tet-
sz6leges, az (1,12), (i2,43), ..., (in, 1) éleket tartalmazé korutat. Definidljuk
X-t és U-t a kovetkezOk szerint:

Tliy = Tigiy = -+ Tipg = 1,

Z;; = 0 a tobbi indexpérra,

U, =1 (t:2,...,n).

Megmutatjuk, hogy (X, ) kielégiti (10.2) feltételrendszerét. A feltételek
teljesiilése a harmadik feltételcsoporttdl eltekintve nyilvanvald. Legyen ezek
utdn 2 < ¢ # j < n tetszbleges indexpar. Az u vektor definiciéjabol
kovetkezik, hogy u; — @; < n — 2. Madsrészt T;; = 1 akkor és csak akkor
teljesiil, ha @ = 4, és j = 4,41 valamely 2 < r < n indexre. De ebben az
esetben

ﬂ,i—aj—l—(n—l):fij:r—(r+1)+(n—1)§n—2,

azaz a harmadik feltételcsoport feltételei rendre teljesiilnek, igy (X, @) lehet-
séges megoldasa (10.2)-nek.

A vizsgédlt modellel kapcsolatban fontos megjegyezni, hogy C-re vonat-
kozdan semmiféle kikotést nem tartalmaz. Ez a legaltalanosabb modellje az
utazo ligynok problémanak, és a jelen fejezetben ennek vizsgalatara szoritko-
zunk. A kovetkezd fejezetben specidlis valtozatokkal is megismerkediink.
Példaul vizsgaljuk azt a modellt, amelyben ¢;; = c¢j; (1 <i<n;1 < j<n)
tejesiil, azaz a koltségmétrix szimmetrikus. A szimmetria bizonyos alkal-
mazdasokban teljesiil. A fentiekben megadott alkalmazasokban, az iigynok
mozgasanal, a szegecsel6 gép karjanak mozgasanal feltételezheto a szimmet-
ria, mig a sorrendi iitemezésnél mar nem feltétleniil érvényes. (Az utébbi
alkalmazdsndal ez azt jelentené, hogy az i-edik termékrol a j-edik termék
gyartdasara torténd atallas ugyanannyi koltséggel jar, mint a j-edik termékrol
az i-edik termék gyartdsara torténé atdllds, ami dltaldban nem igaz.)

Sajnos az utazo ligynok probléma kiilénb6z6 formalizalasai nem eredmé-

nyeztek elorelépést a probléma megoldasaban. 1976-ban bizonyitast nyert
a [?] dolgozatban, hogy az altaldnos utazé ligynok probléma az NP-teljes
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feladatok osztalyahoz tartozik, igy P # N P esetén nem létezik hatékony (az
n polinomjaval korldtozhaté id6igényii) eljarés a feladat megoldédséra. Ezért
kiilonb6z6 branch-and-bound eljarasok keriiltek kidolgozasra az optimalis
korit meghatarozasara, és szamos heurisztikus algoritmust készitettek koze-
lit6 optimumértéket biztosité lehetséges megolddsok meghatarozasdra. Az
ilyen megoldasokat szokasos szuboptimalis megolddsnak is nevezni.

A tovabbiakban mi is felépitiink egy Branch-and-Bound eljarast, majd
ezt kovetoen néhany heurisztikus eljarast ismertetiink a kovetkezo fejezetben.
Mindezekhez sziikségesek bizonyos el6késziiletek.

Vizsgaljuk ezek utdn a (10.1) feladatot. Az &ltaldnossdg megszoritdsa
nélkiil feltehetjiik, hogy az ligynok az 1-gyel jelzett varosbdl indul. Ekkor
n — 1 szamu varosba mehet, majd n — 2-be, és igy tovabb. Ebbdl az
kovetkezik, hogy a lehetséges megolddsok szama (n—1)!. Viszont igy rogton
adédik, hogy a (10.1) feladatnak mindig létezik optimélis megoldasa. Ezzel
kapcsolatban célszerti megjegyezni, hogy amennyiben az i-edik varosbdl nem
vezetett Ut a j-edik varosba, akkor ezt a modellben egy W hosszisagu fiktiv
uttal helyettesitettiik. fgy, ha optimumértékként W adédik, akkor ez azt
jelenti, hogy a varosok kozotti uthdlézat olyan, amely nem teszi lehetové a
korbejarast, azaz a gyakorlati problémanak nincs lehetséges megoldésa.

Vegyiik észre, hogy a (10.1) feladat feltételrendszere csak n-t6l fligg.
fgy a C™*™ koltségmatrix egyértelmiien meghatdrozza a feladatot. Ennek
alapjdn a (10.1) feladatra a TSP(C) jeloléssel fogunk hivatkozni. Itt az an-
gol Traveling Salesman Problem név roviditését hasznaljuk, mely a témakor
irodalmaban igen széles korben elterjedt.

A tovabbiakban az egyszertibb targyalds érdekében az X mdtrizot kérit-
nak nevezziik, ha minden Z;; = 1-re véve az (i,7) élet, az igy képezett élek
az n-szogpontu teljes grafban iranyitott kort alkotnak.

Most ismételten hasznaljuk a 3.2. fejezetben bevezetett méatrixok ekvi-
valencidjat.

A tekintett relacié és a TSP kapcsolatat adja meg a kdvetkezd allités.

10.1. segédtétel. Ha C™*" ~ D™*" akkor a TSP(C) és TSP(D)
feladatok optimadlis megolddsai megegyeznek.

Bizonyitds. Mivel mindkét feladatnak létezik optimalis megoldasa, ezért
az allitas korrekt. Masrészt a tekintett két feladat feltételrendszere azonos,
ezért a lehetséges megoldasok halmaza kozos, amelyet jeloljon L. Tovabba
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jelolje a TSP(C) és TSP(D) feladatok célfiiggvényét rendre zc és zp. Meg-
mutatjuk, hogy van olyan 7 konstans, amelyre 2¢(X) = 2p(X) + 7 teljesiil
tetsz6leges X lehetséges megoldéasra. Valéban, mivel C ~ D, ezért vannak
olyan aq,...,ap; Bi,..., 0B, konstansok, hogy ¢;; = d;j + a; + 5 teljesiil

barmely 1 <i <n, 1 <j <n indexparra. De akkor

n n n n
2c(X) =Y ciEig =YD (dij + i+ 5)) T =
i=17=1 i=17=1
n n n n n n
szzjfij +Zaizfij + Zﬂjzfij .
i=17=1 =1 7=1 7=1 =1

Mivel X lehetséges megoldas, ezért > i1 Ziy =1és 3311, 5 = 1. De akkor

n n
2e(X) = (X) + Y i+ 0.
i=1 j=1
Most legyen v = 37y o + 37—y 8. Akkor a 2¢(X) = zp(X) + 7
egyenlethez jutunk, amely teljesiil barmely X lehetséges megoldasra. Ez
pontosan azt jelenti, hogy a lehetséges megoldasok halmazan a két célfiigg-
vény csak egy additiv konstansban tér el egymdstol, amibdl nyilvanvaléan
kovetkezik az allitas.

10.1. kovetkezmény. Az optimdlis megoldds meghatdrozasdt illetéen
elegendd olyan TSP(C) feladatok vizsgdlatdra szoritkoznunk, amelyekre C >
0 teljestil.

A fenti kovetkezmény alapjan a tovabbiakban minden hivatkozas nélkiil
feltételezziik, hogy a vizsgalt feladatok célfiiggvényegyiitthatoi rendre nem-
negativak.

A (10.1) feladattal kapcsolatosan azt is észrevehetjiik, hogy amennyiben
a harmadik feltételcsoporttdl eltekintiink, gy a 3.2. fejezetben megismert
hozzarendelési feladathoz jutunk. Ebbél viszont kovetkezik, hogy (10.1)
tetsz6leges X lehetséges megolddsa egyben lehetséges megoldasa a C koltség-
métrixd A(C) hozzédrendelési feladatnak is. Jelolje (10.1) lehetséges megol-
dasainak halmazat L, A(C) lehetséges megolddsainak halmazat S. Akkor
L CS8S,ésigy

min{z(X) : X € S} <min{z(X): X e L}.

A kapott egyenlétlenségbdl nyilvanvaléan adédnak a kovetkezdk:
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(i) ha X optimdlis megolddsa A(C)-nek és X komit, akkor X egyben op-
timdlis megolddsa T'SP(C)-nek is,

(i) ha X optimdlis megolddsa A(C)-nek, akkor 2(X) alsé korldtja a TSP(C)
feladat optimumeértékének.

A tovabbiakban olyan specialis hozzarendelési feladatok hasznalunk, me-
lyekre kikotjlik, hogy bizonyos valtozéknak 0 értéket, a valtozok egy maésik
csoportjanak 1 értéket kell felvennie. Ismét I és J jeloli azon valtozdk in-
dexeinek a halmazat, amelyekrol kikotjiik, hogy értékiik 1 illetve 0. Ezen
specidlis hozzarendelési feladatok jelolésére az (A(C),I,J) jelolést fogjuk
hasznalni.

A TSP(C) és A(C) feladatok kapcsolatdanak demonstraldsara tekintsiik
a kovetkezd feladatokat.

10.1. példa

Vizsgéljuk az alabbi koltségmatrixi 6 varosos T'SP(C) feladatot, ahol
az 1 — ¢ tipusu utak kizdrasara a c;; egyiitthatékat rendre W-nek valasztot-
tuk. (W-ként példaul hasznalhatjuk az 1 4+n-max{c;; : 1 <i<m;1 < j <
n,i # j} értéket is.)

6 11 6 16 19
16 13 21 9

8000‘!% =
I

18 27 W 22 15
10 22 11 25 W 18
16 10 17 30 10 W

ST W N

Oldjuk meg a megfelelé A(C) hozzérendelési feladatot a 3.2. fejezetben
megismert magyar modszerrel.
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A magyar mddszer altal szolgaltatott utolsé métrix a kovetkezo:

w 0 8
0 W 10
0o o0 W
6 0 12
0o 8 0
10 0 10

0*
4
10
w
11
20

10 16
123
6 2
4 0
w7
0 W

Igy az A(C) hozzarendelési feladat optimalis megoldasa az alabbi médon

definidlt X matrix:

Ty =1,T91=1,T30=1,T46 =1, Ts53 =1, Tgs = 1 és Ty = 0 a tobbi

indexparra.

A megfelel6 élek az aldbbi korutat eredményezik:

N

10.1. dbra. A 10.1. példa optimélis megoldésa.

Kovetkezésképp, X a T'SP(C) feladatnak is optimélis megoldédsa. Az opti-

mum értéke:
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2(X) = c14 + €21 + €32 + 46 + 53 + g5 = 59 .

Sajnos a megfelel6 hozzarendelési feladat optimaélis megoldasa nem min-
den esetben eredményez korutat. Ez a helyzet az alabbi E. Balastol szarmazo,
a [?] munkdban demonstréaciés célokra hasznalt feladat esetén is.

10.2. példa

Tekintsiik a kovetkezo koltségmatrixi 8 varosos T'S P feladatot.

w 2 1 10 8 7 6 5
6 W 1 8 8 4 6 7
5 12 W 11 8 12 3 11
1 9 10 W 1 9 8 10
1 11 9 4 W 2 10 9
12 8 5 2 11 W 11 9
10 11 12 10 9 12 W 3

T 100 10 10 6 3 1 W

Rendre kivonva a 2, 1, 3, 1, 2, 2, 3, 1 sorminimumokat, majd az el6all6
C miétrix elsd oszlopdra a 2 oszlopminimumot, a kapott C(©) métrixban
oszlopfolytonosan kijelolve a fliggetlen O-rendszert, a kovetkez6 matrixhoz
jutunk:

w o0 9 8 6 5 4 3
3 W o0 7 7 3 5 6
or 9 W 8 5 9 0 8
8§ 8 9 W 0 8 7 9
T 9 7 2 W 0 8 7
8§ 6 3 00 9 W 9 7
58 9 7 6 9 W 0
4 9 9 9 5 2 0 W

A kapott fiiggetlen O-rendszer n-elemti, és igy a hozzarendelési faladatra
a kovetkez6 optimélis megoldast kapjuk: Z1o = Tog3 = T31 = Tas = Tz =
Tea = T7g = Tg7 = 1 és Ty = 0 a tobbi indexparra.
2(X) = c12 + ¢23 + €31 + a5 + 56 + Coa + C8 + cg7 = 17

A megfelel6 élek a 10.2. abran megadott részkorutakat eredményezik.
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10.2. dbra. A hozzérendelési feladat megolddsaval adédé részkorutak.

8

Annak ellenére, hogy a hozzarendelési feladat optimalis megolddsa nem
eredményezett korutat, bizonyos informaciokat nyerhetiink A(C) optimuma-

bél. Nevezetesen, (ii) alapjan z(X) = 17 alsé korldtja az optimumértéknek.

Ezen korlat élességét illetGen igen érdekes E. Balas és P. Toth [?] szdmité-
gépes kisérlete. Az emlitett kutaték 400 problémat generaltak a vizsgélathoz.
Minden feladatnal egyenletes eloszlas mellett véletlenszeriien valasztottak
feladatméretet az 50 < n < 250 tartomanybdl, valamint célfiiggvényegyiitt-
hatékat az 1 és 100 vagy az 1 és 1000 kozé es6 egészekbdl. Az ilyen médon
elallitott feladatokra rendre meghataroztdk az optimalis korit koltségét és
a megfelelé hozzarendelési feladat optimumat. A kapott értékekre képezve
az atlagokat, azt kaptdk, hogy a hozzarendelési feladatok optimumainak
az atlaga 99.2%-a az utazd iligynok problémak optimumai dtlagdnak. A
vizsgédlati adatok egy olyan tendenciat is mutattak, hogy n névelésével egyre
élesebbé valik a korlat.

A kovetkezokben egy B& B eljarast épitiink fel az utazé iigynok probléma
megoldasara, amelyben a korlatozo fliggvény definidlasara a fentiekben véazolt,
az A(C) és TSP(C) feladatok kozti kapcsolatot fogjuk kihaszndlni. Az
eljaras felépitését a 7. fejezetnek megfelelden végezziik. Feltételezziik, hogy
a C métrixban ¢;; = W, (i =1,...,n) teljesiil.

I. Az 2 halmaz megadasa

Legyen Q a {0,1} feletti n x n matrixok halmaza. Nyilvanvalé, hogy
L C Q, tovabba || = on* igy Q rendelkezik a kivdnt tulajdonsigokkal.

II. A ¢ szétvalasztasi és a g korlatozo fliggvények megaddasa

Elséként a fliggvényeket az Q0 halmazon definidljuk. Legyen ¢(Q) az
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A(C) hozzérendelési feladat optimumértéke. A () definidldsdhoz pedig
kiilonboztessiik meg az aldbbi két esetet.

(a) Ha A(C) optimalis megolddsa korit, akkor ez optimalis megoldasa
a TSP(C) feladatnak is. Igy z felveszi az optimumértéket és © nem lesz
é16 levél, azaz Q) ¢ Fy. De akkor nem kell a ¢ fliggvényt az Q halmazon
definidlni.

(b) Ha az A(C) feladat X optimélis megolddsa nem kériit, akkor X disz-
junkt részkorokbél &ll. Legyen ezek koziil az (i1,i2),. .., (ik—1, %), (ik, 1)
éleket tartalmazoé részkorit minimalis elemszamu, és tekintsiik a kovetkezd
halmazokat:

Q(O):{XXEQ & :ciliQZ...::cikh:l},
O ={X:XeQ & =z, =0},
00 ={X:X€Q & Tipi; =0 & wiys, = 1},

Q) = {X :XeN & xwl =0& Tipig = -0 = Ty _qi), = 1}.
Egyszertien belathatok a kovetkezok:

(1) az Q© QW . Q® halmazok a felbontandé halmaznak (jelenleg
Q) egy valodi osztalyozasat alkotjak,

(2) bérmely 1 < i < k indexre az QO definiciéjaban 1 értékkel szerepld
valtozoknak megfelel6 élekbdl all6 graf nem tartalmaz részkorutat,

(3) QO NL =0,

Definidljuk ¢(92)-t a kovetkezék szerint. Legyen

p(Q) ={0®, oW, . oWy},

A ¢ fiiggvény definiciéjat ugy fogjuk kiterjeszteni, hogy az (1),(2),(3)
tulajdonsagok érvényben maradjanak. A tovdbbiakban az osztdlyozasok
osztalyainak lefrasira azt a technikat fogjuk hasznélni, hogy az I, J halma-
zokban megadjuk azon valtozdk indexeit, amelyek értéke rogzitett. Példaul
Q@ = Qp 5, ahol T = {(i1,i2)}, J = {(i2,i3)}. A rogzitett értékii valtozdkat
kotott valtozoknak, a tobbi valtozdt pedig szabad vdltozoknak fogjuk nevezni
Qr,j-re vonatkozdéan. Végiil specidlisan azokat az osztalyokat, amelyekrdl
tudjuk, hogy nem tartalmaznak korutat (Q felbontdsanal Q(©)), lassuk el
x-gal.

Ezek utan kiterjesztjiik a ¢ és g fliggvények értelmezését.

A g korlatozé fiiggvény definidlasdhoz tekintsiik a B& B-fadban valamely
él6 levél leszarmazottjat. Ha a tekintett osztaly x-gal lett ellatva, akkor g
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rendelje ehhez a részhalmazhoz a W korlatot. Ellenkez6 esetben jelolje a tek-
intett osztalyt 1 ;. Ekkor az (A(C),I,J) hozzarendelési feladat barmely
lehetséges megolddsa eleme 27 j-nek, tovabba barmely olyan korit, amely-
ben az I-ben szerepld indexekre a valtozok értéke 1, valamint a J-ben sz-
erepld indexekre a valtozék értéke 0, lehetséges megoldasa (A(C), I, J)-nek.
Viszont igy az (A(C), I, J) feladat Z optimumértékére

Z<min{z(X): X e LNQs}

teljesiil, amennyiben L N Qr 7 # 0. Ennek alapjan definidljuk ¢(Q s)-t a
kovetkezOk szerint:

(A(C),1I,J) optimuma, ha Q7 [ > 1, )
9(.5) = { 2(X), ha Q7 ; = {X} és X kortit,
w kiilénben.

A p fiiggvény definiciéjanak kiterjesztéséhez tekintsiik a B& B-fa egy é16
Qs levelét. Mivel Qp ; 616 levél, ezért |I] +|J| < n? —n, (A(C), 1, J) opti-
muma kisebb, mint W, tovdbba (A(C), I, J) optimalis megoldédsa nem kortt.
(Ellenkez6 esetben a levél lezarasra keriilne.) De akkor (A(C), I, J) optima-
lis megoldésa diszjunkt részkorutak unidja. Valasszunk ezen részkorutak
koziil egy minimalis elemszamut. Jelolje K a valasztott részkorithoz tar-
tozé véltozok indexeinek a halmazat. Akkor K nemiires halmaz, K NJ = (),
és a (2) tulajdonsdg miatt K € I. Legyen K \ I = {(i1,71),---, (ir,Jr)}-
Mivel (K\I)NJ = 0 és (K\I)NI = 0, ezért barmely z;,;, (1 < s < r) véltoz6
szabad valtozo lesz €1 j-re vonatkozdéan. Képezziik ezek utdn a koévetkezd
halmazokat:

Q]O,JO:{XIXEQ]’J & Tiy 4y :...:xiTjT:1},
Q]l’Jl = {X X € Q]’J & Tipjy = 0},
Q[27(]2 = {X : X e QLJ & Tigjo = 0 & Tipj, = 1},

Q[T”]T:{X:XeQ[’J & xirjr:() & xiljlz...:x”ﬁ:l}.

Mivel z;,;, (1 <t < r) szabad valtozok € j-re vonatkozdan, ezért a
fenti halmazok az €27 ; halmaznak egy valédi osztélyozasat alkotjak. Nyil-
véanvalé, hogy Q, 7, N L = 0, ugyanis 7, j, minden eleme tartalmazza a
kivalasztott minimélis elemszamu részkorutat, mint részgrafot. Most legyen
0 <t < r tetszileges egész. Jeldlje G; = (N, E;) azt a grafot, amelyre
(i,7) € E; akkor és csak akkor teljesiil, ha (4,j) € I;, ahol N = {1,...,n}.
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Ekkor Gy tartalmazza a kivalasztott minimélis elemszamu részkorutat és
mas részkérutat nem tartalmaz. Masrészt barmely 1 < ¢ < r indexre G;
eldallithatd Gy-bdl gy, hogy Gy egyetlen részkoriutjabol elhagyunk egy vagy
tobb élet. De akkor G; nem tartalmaz részkorutat. Ez pontosan azt je-
lenti, hogy az 7, j,-ben 1 értékkel rogzitett valtozoknak megfeleld élek nem
alkotnak részkorutat barmely 1 < t < r indexre. Kovetkezésképp, a definidlt
halmazok rendelkeznek az (1),(2),(3) tulajdonsagokkal. Legyen ezek utén

o) = {000, 2y 15 -+ 0, -

A ¢ és g fliggvények definicigjabol kdvetkezik, hogy rendelkeznek a kivant
tulajdonsagokkal.

ITI. Faépitési stratégia

Azt a kordbban mér megismert stratégiat fogjuk alkalmazni, miszerint
egy minimélis korlattal rendelkez6 levelet valasztunk a faépités soran.

A B& B eljaras demonstralasara tekintsiik az el6zéekben vizsgélt felada-
tot. Készitsiink egy lehetséges megoldast az :cg) = 1,:0%%) =1,... ,:cg)l) =1
értékadédsokkal. A megoldashoz tartozd célfiiggvényérték 38. fgy tudunk
kezdeti értéket adni X* -nak és Z-nak.

A ¢(Q) korlat meghatérozaséhoz a megfeleld hozzarendelési feladatot kell
megoldanunk. FEzt méar megtettiik. Azt kaptuk, hogy az optimdlis megol-
dés harom részkorit uniéja, melyek az (1,2),(2,3),(3,1), (4,5),(5,6), (6,4),
(7,8),(8,7) éleket tartalmazzsk, és az optimum értéke 17. Igy Fy = {Q} és
g9(Q) = 17. Alkalmazzuk Q-ra a ¢ szétvalasztési fiiggvényt:

9107J0 :{X:XEQ & 567825687:1},
Q[Mh :{X:XEQ & .21?78:0},
Q[27J2:{X:X€Q & g7 =0 & .21?78:1}.
Mivel a (7,8),(8,7) élekbdl all6 részkorutat €y, j, minden eleme tartal-

mazza, ezért Qp, j, N L = (). Lassuk el az Qy, j, halmazt *-gal. Abrézolva
az eddig létrejott B& B-fat, a kovetkezo fat kapjuk.
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17

10.3. dbra. Az eddig meghatérozott B&B fa.

Ezek utdn a korldtok meghatarozasaval folytatodik az algoritmus. Definicio
szerint g(Q2py.7,) = W. A g(Qy, 5, ) korlat meghatarozasédhoz az (A(C), I1, J1)
hozzérendelési feladatot kell megoldanunk. Mivel C ~ C(©), ezért szoritkoz-
hatunk az (A(C©), I, J;) feladat megoldédséra. Ez azért praktikus, mert
C© _ban ki van jelolve egy n-elemfi fiiggetlen O-rendszer, amelybél n — 1
darab fiiggetlen 0-t fel tudunk hasznalni (A(C©), I;,.J;) megoldésa sordn,
mint indulé fliggetlen O-rendszert. Ennek kévetkeztében a magyar mdédszer
egyetlen lancképzéssel véget ér. Mivel I} = 0 és J; = {(7,8)}, ezért C(O-ban
a C%) egyiitthatot kell csak WW-re valtoztatnunk. Az el6allé 4j koltségmatrix
a megorzott fiiggetlen 0 elemekkel, valamint a magyar mddszer befejeztével
kapott matrix a kovetkezo:

w o0 9 8 6 5 4 3 w o0 12 1 9 8 7 0F

3 w o 7 7 3 5 6 3 w o 7 7 3 5 0

o9 wW 8 5 9 0 8 o 6 wW 8 5 9 0 2

8§ 8 9 W 0 8 7 9 8 5 9 W 0 8 7 3

T 9 v 2 W 0 8 7 T 6 7 2 W 0 8 1

§ 6 3 0 9 W 9 7 § 3 3 0 9 W 9 1

5 8 9 7 6 9 W W o 0 4 2 1 4 W W
4 9 9 9 5 2 0 W 4 6 9 9 5 2 0 W
A tekintett (A(C), Iy, J;) hozzarendelési feladat optimélis megoldésa:
e B Y N N

tobbi indexekre.

Az optimum értéke 2(XM) = 28, fgy ¢(Qr,.5) = 28. Az optimilis
megoldds nem korut, hanem az (1,8),(8,7),(7,2),(2,3),(3,1) és a (4,5),
(5,6),(6,4) éleket tartalmazé részkorutak unidja.
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A g(,.7,) korlat meghatérozésahoz az (A(C©), Iy, Jp) feladatot fogjuk
megoldani. Mivel I, = {(7,8)} és Jo = {(8,7)}, ezért ¥ és V) (¢t =
1,...,7), ci%) (s = 1,...,8;s # T7) egyltthatékat W-re valtoztatjuk. Az
el6alls feladat koltségmatrixa a megdrzott fiiggetlen O-rendszerrel, valamint
a magyar modszer végén kapott matrix a kovetkezd:

w o0 9 8 6 5 4 W w o0 9 8 6 5 2 W
3 w o v 7 3 5 W r w o 7 7 3 3 W
o9 w 8 5 9 0 W 0O 11 W 10 7 11 0* W
§ 8 9 W 0 8 7 W 6 8 9 W 0 8 5 W
T 9 v 2 W 0 8 W 5 9 7 2 W 0 6 W
8 6 3 0 9 W 9 W 6 6 3 0 9 W 7 W
ww w w w w W 0 ww w w w W w 0
4 9 9 9 5 2 W W ox v 7 v 3 0 W W

A tekintett (A(C©)), Iy, .Jy) feladat optimélis megoldésa:

b 2 o = o -2 ) = o 0@ 1 s 0
tobbi valtozéra.

Az optimum értéke 2(X?)) = 21, fgy ¢(Qr,.,) = 21. Az optimalis
megoldds nem korit, hanem az (1,2),(2,3),(3,7),(7,8),(8,1), valamint a
(4,5),(5,6),(6,4) élekbél allé részkorutak unidja.

Az iterdcids 1épés végén el6allé B& B fa a kovetkezo:

17

28 21

10.4. dbra. Az iterédcids 1épés végén kapott B&B fa.
Az é16 leveleket tartalmazé halmaz: Fy = {Qy, 5,,Qr,.7,}. A két osztély
kozil Qr,, j,-ho6z tartozik minimélis korlat. (A(C(O)), Iy, J2) optimélis megol-
désa nem korit, hanem két részkoriutbdl all. Ezek koziil a (4, 5), (5,6), (6,4)



27

éleket tartalmazé részkorut a minimalis elemszdmi. Alkalmazva Qr, j,-re a
© szétvalasztasi fliggvényt, az alabbi osztdlyokhoz jutunk:

Q]S,Js = {X : X € 9127]2 & Tas =— T — T4 — 1},

Qg ={X: X €Qpy, & 245 =0},

Qr g ={X:X€Qpp & 256 =0 & x45 = 1},

QI@,Ja :{XIXEQ[Z]Q & $64:0 & Tas5 = T — 1}.
Mivel Qp, j,NL = 0, ezért g(Q,.7,) = W. A g(Qy,,,) korlat meghatarozasdhoz
tekintsiik az (A(C), I, J;) hozzérendelési feladatot. Most I, = {(7,8)}
és Jy = {(8,7),(4,5)}. Képezve CO-bél a tekintett feladatnak megfelels

koltségmatrixot, majd végrehajtva a magyar mddszert, az induld és befe-
jez6 matrixok a kovetkezok lesznek.

w o0 9 8 6 5 4 W w o 9 8 3 5 4 W
3 w o~ v 7 3 5 W 3 w o 7 4 3 5 W
o 9 w 8 5 9 0 W o 9 w 8 2 9 0 W
8§ 8 9 W wWw 8 7 W 11 2 w w 1 0 W
T 9 v 2 W 0 8 W T 9 v 2 W 0 8 W
§ 6 3 0 9 W 9 W § 6 3 0 6 W 9 W
ww w w w W w 0 ww w w w w W 0
4 9 9 9 5 2 W W 2 7 v 7 0 O W W

Az optimalis megoldés: x%) = x%) = x:(ﬁ) = xfé) = xgé) = xéi) = x%) =

xé? =1 és xz(%) = 0 a tobbi indexekre. Az optimaélis megoldds nem korit.
Az optimum értéke z(X®) = 29.

9(Qr,.7,) meghatarozéséhoz tekintsiik az (A(C©), I5, J5) hozzarendelési
feladatot. Ekkor Is = {(7,8),(4,5)}, J5 = {(8,7),(5,6)}, és a fentieknek
megfelel6 matrixok a koévetkezok:

w o 9 8 W 5 4 W w o 8 9 W 3 0 W
3 w o v w 3 5 W o w o 9 w 2 2 W
o9 w 8 W 9 0 W 0O 13 W 13 W 11 0* W
ww w w o0 W w W ww w w o0 W w W
T 9 v 2 W W 8 W o6 3 0 W W 1 W
§ 6 3 O W w 9 W 3 5 1 o0 W W 4 W
ww w w w W w 0 ww w w w W W 0
4 9 9 9 W 2 W W o 9 8 10 W 0 W W

Az optimadlis megoldés: xg) = xgg) = :c:(g‘? = :ci‘? = :cé‘ri) = xéi) = x%) =

xé%) =1¢és acg)) = 0 a tObbi indexekre. Ez a megoldéds korut. Az optimum

értéke 2(X©®)) = 26.
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Végiil hatarozzuk meg a g(€2y, s,) korlatot. Most Is = {(7,8), (4,5),(5,6)}
és
Js = {(8,7),(6,4)}. Akkor az el6zéeknek megfeleléen az indulé és befejezd
matrixok a kovetkezdk:

w o 9 8 W W 4 W w o 9 1 W W 2 W
3 w o 7T ww 5 W T w o o0 w w 3 W
o 9 w 8 W W 0 W o 11w 3 W W 0 W
ww w w o0 W w W ww w w o0 W w W
ww w w w o0 w W ww w w w o0 W W
§ 6 3 W w w 9 W 3 3 00w w w 4 W
ww w w w W W 0 w w w w w W W 0
4 9 9 9 W wW w W o 7 7 0 W W W W

fgy a tekintett feladat optimélis megoldasa:

6 6 6 6 6 6 6 6 . (6
9552) = 9554) = CU:(W) = 95515) = xéfi) = fcé3) = 95(78) = fcgn) =1lés xz('j) =0a

tobbi indexekre. A megoldés kérit, az optimum értéke z(X©)) = 31.

A korldtok meghatérozésa soran két korutat is kaptunk, az X®) és X (©)
korutakat rendre 26 és 31 célfiiggvényértékekkel. Igy X* és z értékeit aktu-
alizélva, X* 4 értéke X és z 1j értéke 26. Ekkor a megfelels B&B fa a
kovetkezd:

28 21

29 26 31

10.5. dbra. Az eléallitott B&B fa.
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Mivel z = 26 nem nagyobb egyik alsé korlatndl sem, ezért a fa valamennyi
levele lezardsra keriil, azaz Fy = (). Igy a tekintett utazé iigynok probléma
optimalis megoldésa X(®), az optimum értéke pedig 26.

Az utazé ligynok probléma megoldasara igen sok B& B eljaras kidolgo-
zasra keriilt. Ezek alapvetOen a korldatozé fliggvényben, a szétvalasztasi
fliggvényben, valamint a felbontandd levél kivalasztasanak stratégidjaban
kiilonboznek egymastol.

A hozzérendelési feladat felhasznéldasat a korlat meghatdrozasara szamos
szerz6 alkalmazta, tobbek kozott a [?], [?], [?], [?], [?], [?] dolgozatok tar-
talmaznak olyan eljarasokat, amelyekben a korlatozo fiiggvény definialasa a
targyaltakhoz hasonléan torténik. A szétvalasztasi fliggvényt illetéen azonos
technikdt alkalmaztak a [?], [?], [?] munkékban kozolt eljardsoknal. Ennek
a moédszernek egy olyan modositasa keriilt bevezetésre a [?] dolgozatban,
amelynél nem egy minimélis elemszamu részkorutat valasztunk, hanem a
részkorutak koziil azt, amely minimalis szamu szabad valtozét fog eredmé-
nyezni. (Ezzel csokken az aktudlis B& B-faban az adott szégponthoz tartozd
leszarmazottak szdma.)

Mas elven miikodé B& B eljarasok is kidolgozésra keriiltek, melyeket itt
nem érintlink. A kiilonb6z6 technikdk egy igen jé, Gsszefoglald targyaldsa
megtalalhaté a [?] konyvben.



