Gyakorlatok

Din 1 Jelolje P(n) azt a szamot, ahanyféleképpen mehetiink le egy n lépc-
s6fokbol 4allo lépesén a kovetkezd mozgaselemek egy sorozataval (zardjelben,
hogy mennyit mozgunk az adott elemmel): lépés (1), hosszu lépés (2), ugras
(2), hosszt ugras (3). Adjunk egy dinamikus programozasi algoritmust, ami
kiszamolja P(n)-t.

Megoldds: A P(n) értékekre a kovetkezd Osszefiiggések allnak fenn:

e P(1) =1 (ha egy lépcss van egyféleképpen mehetiink)
e P(2) =3 (ha két lépcs6 van, [ + I-ben, u-ban vagy hl-ben mehetiink)
e P(3) = 6 (ha harom lépcss van, akkor [ + [ 4 I-ben u + I-ben hl + I-ben,

I + hl-ben, | + u-ban vagy hu-ban mehetiink)

e P(n) = Pln—1)+2P(n—2)+ P(n —3) han > 4, (utols6 lépésként
I, hl, u, hu-t 1éphetiink).

Az bsszefliggések alapjan egy tombot kell kitolteniink a lehetséges értékkel,
ahol T'[i] = P[i].

Function P(n:Word) :Longint;

Const
MaxN=5000;
Var
T: Array[1..MaxN] O0f Longint;
i: Word;
Begin
T[1]:=1;
T[2] :=3;
T[3]:=6;

for i:=4 to N Do
T[i] :=T[i-1]+2T[i-2]+T[i-3];
P:=T[n];
End;

Din2 Adottak épitékockak, van 1 egység magas zold, van 2 egység magas
kék, van 3 egység magas piros, és van 3 egység magas sarga. (Mind a négy fajta
kockabdl tetsz6legesen sok van). Adjunk meg egy dinamikus programozasi al-
goritmust, amely kiszamolja, hogy hanyféleképpen épithets fel egy n magassagu
torony.

Megoldds: Jelolje F'(n) az n magas torony lehetséges felépitéseinek a szaméat!
A kovetkezd Osszefiiggések dllnak fenn:



(1) =1 (egy egység magas kocka)
o F(2) =2 (két db egy egység magas, vagy egy db két egység magas)
(3)=5(

o F(3 egyszerii esetszétvalasztas)

Fn)=Fn—-1)+F(n—2)+2F(n—3) han > 4, (legfelil a négy féle
kocka valamelyike lehet).

Az el6z6 feladathoz teljesen hasonloan implementalhaté a dinamikus pro-
ramozasi megoldas.

Function F(n:Word) :Longint;

Const
MaxN=5000;
Var
T: Array[l..MaxN] Of Longint;
i: Word;
Begin
T[1]:=1;
T[2]:=3;
T[3]:=5;

for i:=4 to N Do
T[i] :=T[i-1]1+T[i-2]+2T[i-3];
F:=T[n];
End;

Din 3 Jelolje R(n, k) azt a szamot ahanyféleképpen eljuthatunk egy n X k
méret sakktabla bal alsé sarkabol a jobb fels6 sarkdba, ha csak a jobbra, vagy a
felfelé szomszédos mezdre léphetiink! Adjunk meg egy dinamikus programozéasi

eljarast az R(n, k) érték kiszamitasara! Igazoljuk, hogy R(n, k) = ("2‘5;2)

Megoldds Az R(n, k) értéke: Az ut a fels6 sarokba n+k—2 lépésbél all, ebbsl
k — 1 -et lépiink jobbra. Ez a k — 1 1épés barmely k — 1 1épés lehet és a jobbra
lépések meghatarozzak az utat, kovetkezésképp az utak szama megegyezik azzal
a szammal, ahanyféleképp kivalaszthatjuk az n 4+ k — 2 lépésbdl a k — 1 jobbra
lépést, és ez (";&12 )
A kovetkezs Osszefliggések éallnak fenn az R(n, k) értékekre:

R(1,k) =1 (csak jobbra mehetiink)
R(n,1

) =1 (csak felfelé mehetiink)
e R(n,k) = R(n,k— 1)+ R(n — 1,k) (az utolso 1épés felfelé és jobbra tor-
)

ténhet



A rekurziv hivasok alapjan a kovetkezd dinamikus programozasi eljarasokat
kaphatjuk meg. Az els6ben egy egy T négyzetes tablazatot toltiink ki T'[i, j] az
R(i,j) értekét tartalmazza:

Function R(n,k:Word) :Longint;
Const
MaxN=5000;
Var
T: Array[l..MaxN,1..MaxN] Of Longint;
i,j: Word;
Begin
for i:=1 to k do T[i,1]:=1;
for j:=2 to n do begin
T[1,j1:=1;
for i:=2 to k do T[i,jl:=T[i-1,3jI1+T[i,j-11;
end{for j};
R:=T[k,n];
End;

Din 4 Adott egy k x n-es tabla. Minden mezdre meg van adva egy c;; pozitiv
szam, ami a mezdrdl begytijthets érték. Egy jatékos a bal als6 sarokbél szeretne
eljutni a jobb fels§ sarokba tgy, hogy csak jobbra és felfelé 1éphet szomszédos
mezére. Az Gtja soran, dsszegyUjtheti a mez6krol az értékeket. Mi az az itvonal,
amivel a maximalis értéket tudja Osszegytjteni.

Megoldds Legyen F(x,y) a maximaélis érték, amit az (z,y) mezsig Ossze
tudunk gydjteni. Ekkor a kezdeti értékek F(1,y) = Z]‘y:l c1; és F(z,1) =
>i_, i1, hiszen ezekben az esetekben csak felfele, illetve csak jobbra mehet a
jatékos. A kozbens6 mezdkre alulrol vagy feliilrsl léphetiink, igy

F($7y) = maX{F(x - 17y) + C:cyaF(xay - 1) + Cz,y}

Kiszamolva ezeket az értékeket az F'(k,n) érték adja meg, hogy mit gytijt-
hetiink 0ssze maximalisan.

Az optimalis megoldast visszafejtéssel megtalalhatjuk, ha minden F(x,y)
érték esetén megjegyezziik, melyik valasztés adta a rekurzidoban a maximumot.

Din 5 Egy tarsasag hierarchikus rendszerben dolgozik, azaz a fonok beosz-
tott relacio egy fat alkot. A tarsasiag egy fogadast szervez. Minden alkalma-
zotthoz hozza van rendelve egy kedélyességi mérték. A parti résztvevéit, agy
akarjak kivalasztani, hogy egyetlen alkalmazottnak se legyen ott a koézvetlen
fonoke és az Osszkedélyesség a maximaélis legyen.

- Adjunk megy egy dinamikus programozasi algoritmust a meghivandok
listajanak elkészitésére!

- Miként érhetjiik el, hogy a vallalat féncke biztos kapjon meghivast?



Megold: Legyen k(P) a P dolgozohoz rendelt kedélyességi érték! Bontsuk
részproblémakra a feladatot. Minden P pontra a hierarchia fajaban vegyiik
ugyanezt a probléeméat. Jelolje F(P) azt a maximalis Osszkedélyességet, ami
elérhets abban a partiban, amit a P gydkerd részfaban szerepld pontokbol alli-
tunk Ossze. (Azaz a P altal vezetett részlegbdl.) Ekkor ez a fliggvény rekurzivan
a kovetkezképpen allithato els:

A levelekben F(P) = k(P). Amennyiben egy pont nem levél, akkor két
lehetGséget kell megvizsgalnunk.

Ha P-t nem hivjuk meg a partira, akkor a P fiaibol induld részfakra nincs
semmi kikétésiink. Adodik, hogy ekkor F'(P) =3 5 g, p_pe, F(Q)-

Ha P-t meghivjuk a partira, akkor P fiai nem johetnek, de fiuk fiaibol
(unokakbol) indul6 részfakra nincs semmi kikotésiink, egyszerden adodik, hogy
ekkor F'(P) = k(p) + 3¢ wnoka P—nek I (@)

Tehat a rekurzio:

F(P) =max{} 5 gap_nex F(Q), E(P) + 2°0 unoka p—nek F'(@)}-

A rekurzi6 alapjan a pontokhoz tartozo értékek megfelel sorrendben térténé
kitoltésével megkapjuk egy dinamikus programozasi eljarassal az optimalis értéket.
Azok a megfelels sorrendek, amelyekben mindenki megel6zi az apjat. Ilyen sor-
rendet kaphatunk egy szint szerinti bejaras sorrendjének a megforditasaval.

Az optimalis megoldas visszafejthets, ha az eljaras soran mindig megjegyez-
ziik, hogy az optimalis megoldas tartalmazza -e a gyokeret.

Keét modszer is megadhato annak biztositasara, hogy a vallalat fondke biz-
tos meghivast nyerjen. Megtehetjiik, hogy a feladatot, csak a fondk unokaira
oldjuk meg, és a kapott megoldasok unidja plussz a fondk lesz a modositott
probléma megoldasa. Egy maésik lehetdség, hogy a fonok kedélyességét atél-
litjuk egy nagyon nagy értékre ezzel biztositva, hogy felkeriil a feladat optimaélis
megoldasaban a meghivottak listajara.

Végrehajt 1 Egy G iranyitott grafnak a pontjai V = {1,...,6,7}, az élei
B ={(1,2), (1,4), (1,6), (2,2), (2,3), (2.4), (3,1), (3,5), (4,1), (4,4), (5.2), (5.3)
(5,6),(6,1),(6,2),(6,5),(7,1)}. Adjuk meg milyen sorrendben jarja be a szé-
lességi keresés a pontokat az 5 pontbdl kindulva. A bejaras alapjan adjuk meg
a d(5,1) és 6(5,7) értékeket!

Megoldds: Tegyiik fel, hogy a ki iteracié névekvs index szerint veszi a pon-
tokat. Kezdetben az algoritmusban D(5) = 0, Apa(5) = Null. Sor = (5).
Utéana

e Kijon 5 majd D(2) = 1, Apa(2) = 5, D(3) = 1, Apa(3) = 1, D(6) = 1,
Apa(6) =1 és Sor = (2,3,6).

Kijon 2 majd D(4) = 2, Apa(4) = 2 és Sor = (3,6,4).

Kijon 3 és D(1) = 2, Apa(1) = 3 Sor = (6,4,1).

Kijon 6 és Sor = (4,1).

Kijon 4 és Sor = (1).



e Kijon 1 és Sor = ().

Kovetkezésképpen 6(5,1) = 2 és a legrovidebb at 5 = Apa(3),3 = Apa(1), 1.
Tovabba 0(5,7) = oo és nincs koztiik ut.

GrafVeégrehajt 2: Egy G iranyitott grafnak a pontjai V = {1,...,9}, az
élei E = {(1,2),(2,3),(2,4),(3,9),(3,5), (4,5), (5,6), (6,7),(7,5), (8,1),(9,3),(9,8), }.
Hatéarozzuk meg a mélységi keresés alapjan graf erésen Osszefiiggé komponen-
seit!

Megoldds: Az elérési és az elhagyasi id6k és az Apa értékek a végrehajtas
sorrendjében: D[1] =1, Apa[2] = 1, D[2] = 2, Apa[3] = 2, D[3] = 3, Apa[5] = 3,
DI[5] = 4, Apal6] = 5, D[6] = 5, Apa[7] = 6, D[7] = 6, F[7] = 7, F[6] = 8,
F[5] =9, Apa[9] = 3, D[9] = 10 Apa[8] =9, D[8] = 11, F[8] = 12, F[9] = 13,
F[3] = 14, Apa[4] = 2, D[4] = 15, F[4] = 16, F[2] = 17, F[1] = 18.

Végrehajtva a graf transzponaltjara csokkens F' szerint a mélységi keresés
algoritmusat a kovetkezs sorozatot kapjuk.

D[1] =1, Apa[8] =1, D[8] = 2, Apal9] = 8, D[9] = 3, Apa[3] =9, D[3] = 4,
Apal2] =3, D]2| =5, F[2] =6, F[3] =7, F[9] =8, F[8] =9, F[1] =10

Egy komponens 1, 8,9, 3, 2.

Folytatva a mélységi keresést: D[4] = 11, F[4] = 12, igy egy tovabbi kom-
ponens a 4 pont.

Folytatva a keresést: D[5] = 13, Apa[7] =5, D[7] = 14, Apal6] = 7, DI[6] =
15, F[6] = 16, F[6] = 17, F[8] = 18 és megkaptuk, hogy az utolsé komponens
5,6,7.

GrafVégrehajt 3: Hajtsuk végre az 1 pontbol a Dijkstra algoritmust az
alabbi G7 grafra. (A métrixokban a ¢;; érték az (7, 5) ¢l hossza, co ha nincs ¢él.)
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Az értékek a kovetkezSképpen valtoznak.
Kesz = {1},D(2) = 1, Apa(2) = 1,D(4) = 6, Apa(4) = 1, D(5) = 4, Apa(5) =
L,
Kesz ={1,2},D(3) =7, Apa(3) = 2, D(5) = 2, Apa(5) = 2, D(6) = 6, Apa(6) =
2,
Kesz ={1,2,5},D(3) =
Kesz ={1,2,5,3},D(4)
Kesz =1{1,2,5,3,6},
Kesz =1{1,2,5,3,6,4}

3, Apa(3)

=5,D(6) = 3, Apa(6) = 5,
4, Apa(4) = 3,



Grafl Adott egy sziget ahol fejlettebb kaméleonok élnek, mint azon, amit
az el6adason néztiink. A kaméleonok négy szint vehetnek fel piros, kék és zold
és fehér. Ha harom kiilonb6z6 szind kaméleon talalkozik, akkor megijednek és
mindharom atvaltoztatja a szinét a negyedik szinre. El6fordulhat, hogy egysz-
erre négy kaméleon talalkozik, amelyeknek mindegyikiiknek kiilénb6zd a szine,
ekkor méregbe gurulnak és mind a négy kaméleon felrobban. Egyéb talalkoza-
sok esetén semmi nem torténik. A szigeten a kiindulasi idépontban (a,b, ¢, d)
darab piros zold kék és fehér kaméleon van. A természetvéddk szeretnék tudni
el6fordulhat -e, hogy kihalnak a szigetrsl a kaméleonok. Adjunk algoritmust,
amellyel eldonthetik. Reprezentaljuk a feladatot graffall

Megoldds: A graf pontjai az (x,y, z,w) szamnégyesek, ahol minden kom-
ponens nemnegativ egész és t+y +z+w < a+ b+ c+ d. Az élek a lehet-
séges atvaltozasoknak felelnek meg. Tehat (x,y, z, w)-nek ot szomszédja lesz
(z—1,y—1,z—1L,w+3), (z—1L,y—1,24+3,w—1), (z—1,y+3,z—1L,w—1),
(z+3,y—1,2—1L,w—1), (z—1,y—1,2—1,w—1). A feladat, hogy meghatarozzuk
van -e a grafban az (a, b, ¢, d) pontbdl a (0,0, 0,0) pontba ut.

Graf2: Adott egy 3-szor 3-as tabla, amelynek a mezdin az 1,2,...,9 szamok
allnak. Minden mezének van egy szine, ami piros vagy fekete. Ha megnyomjuk
a mezdt, akkor a mezdének és a vele oldalban szomszédos mezéknek a szine el-
lenkez§ szintire valtozik. Hatérozzuk meg, hogyan lehet a lehetd legkevesebb
gombnyoméssal egyszintivé tenni a tablat. Reprezentaljuk a feladatot egy graf-
fal, és adjuk meg, hogy melyik grafalgoritmussal oldhaté meg!

Megoldds: Vegyilink egy grafot, amelynek csicsai a 9 elembdl allo bitvek-
torok, azaz a [0,1]° halmaz elemei. Ha az i-edik komponens 1 az azt jelenti,
hogy az i-edik mez6 piros, ha a komponense a vektornak 0 az azt jelenti, hogy az
i-edik mez6 fekete. Tehat a vektorok a szinezéseknek felelnek meg. Egy csics-
bol akkor megy €l egy masikba, ha a vektoroknak megfelel§ szinezések valamely
mez6 megnyomaséival atmennek egyméasba. Az igy kapot grafban a kindulési
szinsorozat vektorabol kell egy szélességi kereséssel megkeresni a legrévidebb
utat a (0,0,...,0) és az (1,1,...,1) vektorok valamelyikébe.

Graf3 A haboruban a hadsereg vezetsi egy csomagot szeretnének atjuttatni
az ellenséges orszagon, a szovetséges erck f6hadiszallasara. Ismerik az orszag
uthéalézatat, és minden utra tudjak mekkora a valdsziniisége annak, hogy a
futar at tud jutni rajta. Adjunk algoritmust, amely kivalasztja azt az ttvonalat,
amelyen a legnagyobb a valoszintisége, hogy a futar célba ér!

Megoldds: A cél olyan ut keresése, amelyre a p. valoszintiségek szorzata
maximalis. Mivel a logaritmus fiiggvény monoton, ezért ez ekvivalens azzal
a feladattal, hogy talaljuk meg azt az utat, amelyben a szorzat logaritmusa,
ami a logp. értékek Osszege maximalis. Ez a feladat ekvivalens azzal, hogy
talaljuk meg azt az utat, amire a benne szerepld élekre a — log p. értékek Gsszege
minimalis. Viszont val6szintiségekrsl van sz6, igy log p. < 0, tehat —log p. > 0,
azaz hasznélhatjuk Dijkstra algoritmusat a fentiek szerint definiélt ekvivalens
feladatra.



Graf 4: Adott egy iranyitatlan kérmentes graf. hatarozzuk meg a kozép-
pontjat, azaz egy olyan pontot, amelyre igaz, hogy a tébbi pont t&le vett tavol-
sdganak maximuma minimalis.

Megoldds Az iranyitatlan kormentes grafok, fak amelyekben vannak olyan
pontok (levelek), amelyeknek a fokszama egy. Vegyiik észre, hogy ha egy fabol
toroljiik az Gsszes levelet, akkor a maradék fanak és az eredeti fanak ugyanazok
lesznek a kozéppontjai. Igy a feladat megoldhato egy olyan algoritmussal, amely
minden lépésben torli az aktualis fa Osszes levelét, addig ami egyetlen egy vagy
két pont nem marad.

Graf 5 Egy faluban mindenkire ismert azoknak a halmaza, akiknek tovabb-
mondja az altala megismert pletykat. Hatarozzunk meg egy minimalis elem-
szamua halmazat az embereknek, amelyre teljesiil, hogy minden pletykat megtud
valamelyikiik.

Megoldds Definialjunk egy iranyitott grafot, a pontok az emberek a-bol megy
él b-be, ha a tovabbmondja a pletykat. A grafban a feladat minimalis szamu
ponthalmaz keresése, hogy minden pontboél vezessen ut a ponthalmaz valamely
pontjaba. A megoldast a kovetkezd (elvi) algoritmus szolgaltatja:

- hatérozzuk meg az erdsen Osszefiiggé komponensek komponensgrafjat

- vegylk azokat a komponenseket, amelyekbol a komponensgrafban nem
vezet ki él

- minden ilyen komponensbél valasszunk ki egy pontot.

Graf 6 Az el6z6 faluban meg szeretnénk ragalmazni valakit egy pletykaval.
Ehhez hatirozzunk meg egy minimalis elemszamt halmazat az embereknek,
amelyre teljesiil, hogy a nekik elmondott pletykat a falu dsszes embere megtudja.

Megoldds: A megoldas nagyon hasonlé az el6z6 feladathoz, tulajdonképpen
annak komplementerérsl van szo:

- hatarozzuk meg az erdsen Osszefliggé komponensek komponensgrafjat

- vegylik azokat a komponenseket, amelyekbe a komponensgrafban nem vezet
be él

- minden ilyen komponensbél valasszunk ki egy pontot.

Kombl: Legyen S az 1,...,n+ 1 szamokbol 6sszeallithato olyan lehetséges
szam n-esek halmaza, amelyek egyetlen szamot sem tartalmaznak kétszer. Veg-
yiik a lexikografikus rendezést ezen a halmazon. A feladat egy adott szam-n-esre
a rakdvetkezs szam n-es meghatarozésa.

Megoldds Az el6adason szerepld bettisorok esetéhez hasonldéan meg kell talal-
nunk az utols6 szamot a széban, amelyet kicserélhetiink nagyobbra. Ebben az
esetben ez az utols6 olyan szam lesz, amelyre

- vagy mogotte szerepel nagyobb érték

- vagy a szam n-esbdl kimarad6 érték nagyobb (egy ilyen kimaradd szam
van).



Miutan megtalaltuk ezt az elemet, helyére a nala nagyobb elemet rakjuk és
utédna a maradék elemekbdl képezhetd (itt is kimarad egy elem) lexikografiku-
san legkisebb megfelel§ hossza szdmsort rakjuk. Ehhez nem kell rendezni az
elemeket, akik a szdm utan jonnek monoton csokkendek, ebbe kell beszurni a
kimaradé elemet.

Példdk n = 5.

(65213) Ttt az utolso elem, aki mogdtt van nagyobb az 1, de a 3-nal is nagyobb
a kimarado 4, igy a 3 elemnél noveliink, a rakovetkezs (65214)

(65234) Itt az utolsd elem, aki mogott van nagyobb az 2, és a tobbieknél sem
nagyobb a kimaradé 1, igy a 2 elemnél noveliink, a rakovetkezs (65312), mivel
a kimarado elemet is figyelembe kell venniink.

Komb2: Az elgadason ismertetett ladapakolasi feladat (harom tipusi lada,
amely tipusok egyméasba rakhatok), azon valtozatara, ahol mindkét iranyba
mozgathatok a ladék, mi a minimalis szamu lada, mi elérhet?

Megoldds A feladat ebben az esetben sokkal egyszertibb, mint az el6adason
vizsgalt példa. Ekkor nem kell visszavezetni révidebb sorozatokra az inputot.
Egyszertien adodik, hogy a megoldas az egyes tipusokba tartozé ladaszamok
maximuma.

Komb3: Adott négy n elembdl 4116, egészeket tartalmazo halmaz A B, C,D.
Hatarozzuk meg O(n?) idében azon (a, b, c,d) € Ax B x C x D négyesek szamat,
amelyekre a +b+c+d = 0.

Megoldds Ha az Ssszes négyesre kiszamoljuk az dsszeget az O(n*) idében fut.
Ezzel szemben szamoljuk ki els6ként a A x B beli elemekre az Gsszegeket, egy
tombben minden lehetséges értékre irjuk be hanyféleképpen johet ki.

Utéana szamoljuk ki a C' x D beli Gsszegeket is, és ha egy ilyen Osszegnek
a negativja k féleképpen kijott A és B beli szdmok 0Osszegeként, akkor k-val
noveljiik a lehetséges elGallitasok szamat.

Moho61 Adott az egyenesen pontoknak egy z1 < zo < ...z, egy halmaza.
A feladat az, hogy fedjiik le a pontokat kérokkel tgy, hogy a > (1 4 d;) érték
minimélis legyen, ahol d; az i-edik kor atmérdje. Adjunk egy lineéris idejd
algoritmust, amely megad egy optimalis lefedést.

Megoldds: Egyszerten lathato, hogy az lesz az optimélis megoldas, amelyben
az x; és x;41 pontok akkor keriilnek ugyanabba a korbe ha tavolsaguk legfeljebb
1. Ez azért igaz, mert ha két ilyen pont kiilon koérbe keriil, akkor a két kort
Osszevonva, a korszam csdkkenése miatt a célfiiggvény 1-el csékken, viszont az
atmérs novekedése miatt 1-nél kevesebbel ns. Ez alapjan az észrevétel alapjan
egybdl adodik a linearis ideji algoritmus.

Moho62 Adott zart intervallumoknak egy {[a1,b1], ..., [an, by]} halmaza (ezek
azok az idGintervallumok, amikor az egyes vendégek ott vannak a fogadason).
Keressiink olyan minimalis szamua ponthalmazt (fényképezések idépontjai), ame-
lynek minden intervallumba esik legalabb egy pontja (mindenki rajta van legalabb
egy fényképen).



Megoldds Tegyiik fel, hogy az intervallumokra teljesiil, a1 < as < ... < ap,
amennyiben ez nem teljesiil az intervallumokat egy el6készits részben igy ren-
dezziik. Legyen a P; részprobléma az a feladat, hogy az [a;, bs],. .., [an,by] in-
tervallumokra jel6ljiink ki minimélis elemszami ponthalmazt, amelynek minden
intervallumban van pontja. A P; részprobléma esetén a moho valasztas az, hogy
a lehetd legnagyobb szdmot vélasztjuk, amely nem nagyobb egyetlen b; végpont-
nél sem. Ez valdjaban a minimalis b; érték. Tegyiik fel, hogy k£ — 1 a maximaélis
érték, amelyre ap—; < b;. Ekkor a P; probléma igy kapott megoldasanak a
koltsége 1 + OPT(Py) lesz. Masrészt ez valoban OPT(P;) hiszen P; minden
megoldasaban kell, hogy legyen pont az [a;, b;] intervallumban, és ezen interval-
lumnak nincs kézos pontja az [ag, by], .. ., [an, by] intervallumok egyikével sem.

Tehat az algoritmus minden iteraciés lépésben kivalasztja a minimélis b;
elemet az aktualis intervallumok halmazaboél, beveszi a megoldasba, majd el-
hagyja azokat az intervallumokat, amelyeknek a kezdSpontja kisebb b;-nél.

Rendezés Adjunk egy algoritmust, amely egy n-elemi halmaznak meghatarozza
a legkisebb és mésodik legkisebb elemét is n + logn Gsszehasonlitassal.

Megoldds: Az alapoétlet, hogy a minimélis elemet egy kieséses versenynek
megfelelGen vélasszuk ki. Parokat képeziink, mindegyikbdl a kisebbet tartjuk
meg, és ezekbdl ugyanigy parokat képeziink mindaddig, amig egyetlen egy elem,
a minimalis nem marad. Masrészt a mésodik legkisebb elem csak a legkisebb
elem ellen veszithetett, igy elegendd azon elemek koziil kivalasztanunk a legkiseb-
bet. Viszont ezek annyian vannak, mint egy n elemt majdnem teljes binaris fa
magassaga, ami [logn].



