Altalanos algoritmustervezési mdédszerek

Ebben a részben arra mutatunk példat, hogy miként hasznalhatdak olyan
altalanos algoritmustervezési modszerek mint a dinamikus programozas és a
korlatozas és szétvalasztas elve litemezési feladatok megoldasara.

Dinamikus programozas

A dinamikus programozas lényege, hogy az optimélis megoldas
célfiiggvényértékét  kisebb  részfeladatok — célfiiggvényértékei  alapjan
hatarozzuk meg, és az aktudlis részfeladatok célfiiggvényértékeit is
rendre rekurziv médon mindig kisebb részfeladatok alapjan kapjuk meg.
Az eljaras lényegében felfoghaté mint egy tablazat soronkénti kitoltése.
Az algoritmus é&ltaldban egy rekurziv relacién alapul, amely megadja,
hogy miként kapjuk meg a bonyolultabb részfeladatok megoldasait az
egyszeriibb részfeladatok megoldasai alapjan. Az eljardshoz sziikséges
még a kezdeti feltételek megadasa, amelyek a legegyszeriibb részfeladatok
(altaldban trividlis) megoldédsait adjak meg. Nem részletezziik a dinamikus
programozasi eljaras ismertetését, a részletek megtaldlhatéak a legtobb
bevezetd algoritmuselméleti konyvben (pl [1]).

Két dinamikus programozéasi algoritmust ismertetiink mindkettét az
1|| 3 h;(C;) problémdra (egy gépiink van, a célfiiggvény a Y- h;(C;) fiiggvény
minimalizéldsa, ahol h; egy monoton fliiggvény minden j-re). A célfiiggvény
reguldris (monoton a befejezési idékben), igy csak olyan iitemezéseket kell
vizsgalnunk, amelyekben a gép folyamatosan dolgozik.

ElSre épits algoritmus 1| h;(C;)

Legyen J egy részhalmaza a munkdknak és tegytik fel, hogy elsdként a
J-beli munkakat hajtjuk végre! Legyen V' (.J) az optimalis ;¢ ; h;(C}) érték,
amely a J halmaz titemezésével elérhet6! Ekkor a dinamikus programozasi
eljaras a kovetkezd kezdeti feltételeken és a kovetkezd rekurziv relacion ala-
pul.

Kezdeti feltételek:
VI{s}) =hi(p;), j=1,....n

Rekurziv relacid:
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Az eljaras minden iteraciés részben meghatarozza egy adott halmazara a
munkaknak az optimalis titemezési sorrendnek a koltségét. Kezdetben az 1-
elemi halmazokra ezt az értéket a kezdeti feltételek adjak meg. Ezt kdvetden
amennyiben az 0sszes [-elemii halmazra ismert az optimalis érték a rekurziv
relacié alapjan meghatarozzuk az [ + 1-elemi munkahalmazokra is. Az op-
timalis titemezés koltségét a teljes halmazra kapott érték adja meg. Amennyi-
ben az eljaras soran minden halmazra megjegyezziik, hogy a rekurziv relacio
sordan mely 7 munka esetén kaptuk a minimalis értéket, (azaz mely munkat
kell utoljara iitemezni a részhalmaz optimédlis litemezéséhez) akkor, ezen in-
formacié alapjan egybol megkapjuk az optimalis itemezést is.

Vizsgéljuk most meg az eljaras id6igényét! A V(J) értéket ki kell
szamitanunk minden J részhalmazara a munkaknak, a fiiggvényérték
kiszamithato linearis idoben. Mivel egy n elemli halmaz részhalmazainak
szdma 2", ezért az eljards idéigénye O(n2").

Hatra épitd algoritmus 1|3 h;(C;)

A hatrafele épité algoritmus az iitemezést az utolsé munkakbol kiindulva
épiti fel. Ismét J a munkédk egy részhalmaza és feltessziik, hogy utolséként
a J-beli munkakat hajtjuk végre. A J¢ halmaz a J halmaz komplementere,
azaz azon munkak amelyeket az litemezés elején hajtunk majd végre. A di-
namikus programozdssal kiszamitott fliggvény V' (J) a minimélis koltsége a
J halmazbeli munkdknak, azaz a minimalis Y-, ; h;(C};) érték azon feltételek
mellett, hogy a J halmaz munkait titemezziik az titemezés végén. Ekkor a di-
namikus programozasi eljaras a kovetkezo kezdeti feltételeken és a kovetkezd
rekurziv relacién alapul.

Kezdeti feltételek:

VAL ..., —17+1,....n}) =h(XChpi), 7=1,...,n
Rekurziv reldcio:

VII) = min{V(I\ {7} + (> pi)l
keJCU{j}

Az eljaras hasonlé az el6z6 részben megadott eljardashoz. Az eljaras
minden iteracios részben meghatarozza egy adott halmazara a munkaknak



az optimadlis sorrendben a koltséget feltéve, hogy ez a halmaz helyezkedik
el az iitemezésben a munkdk sorrendjének a legvégén. Kezdetben az 1-
elemli halmazokra ezt az értéket a kezdeti feltételek adjak meg, az értékek
azon észrevétel alapjan adddnak, hogy az utols6 munka befejezési ideje
a sorrendtdl fuggetlentul >°7 ; p;. Ezt kovetéen amennyiben az Osszes (-
elemi halmazra ismert az optimalis érték, akkor a rekurziv relacié alapjan
meghatarozzuk az [ + 1-elem@ munkahalmazokra is. Az optimalis iitemezés
koltségét a teljes halmazra kapott érték adja meg. Amennyiben az eljards
soran minden halmazra megjegyezziik, hogy a rekurziv relacié soran, mely j
munka esetén kaptuk a minimdlis értéket, (azaz mely munkét kell els6ként
litemezni a részhalmaz optimalis iitemezéséhez) akkor ezen informécid
alapjan egybdl megkapjuk az optimalis iitemezést is.

Most bemutatunk egy dinamikus programozsi algoritmust a Pm||Cpax
problmra, (m egyforma prhuzamos gp, a cl a maximlis befejezsi id mini-
malizlsa), amely algoritmusban felttelezzk, hogy egeszek a vgrehajtsi idk.
A probléma egy gép esetén trividlis barmely olyan iitemezésre, amelyben
a gép folyamatosan dolgozik, (nem varunk a munkdk elvégzése kozben) a
max{C; : 1 < j < m} érték megegyezik a végrehajtasi idok Osszegével.
Tovabba az is nyilvanvald, hogy amennyiben minden munkat elvégziink,
akkor nem fejezhetjiik be a munkakat ezen idépont elétt. Ha a gépek
szama tobb, mint 1, akkor a feladat lényegesen nehezebb. Igazolast ny-
ert, hogy n > 2 esetén a probléma NP-nehéz. Maésrészt ebben az esetben
egy lehetséges iitemezést meghatéarozhatunk azaltal, hogy az egyes munkakat
mely gépekhez rendeljiik hozza. Amennyiben minden gépre megkapjuk, hogy
mi a géphez rendelt munkaknak a halmaza, akkor minden egyes gépre, az ott
levé munkakat optimalisan igy titemezhetjiik, hogy a a gép folyamatosan dol-
gozzon, és minden ilyen iitemezésre ugyanannyi lesz a gépen a maximalis be-
fejezési id6, a munkaknak a végrehajtasi idejeinek az 0sszege. Ezt az értéket
a gép toltésének nevezzilkk. A fogalmat hasznaljuk altalanosabb értelemben
is, gépek egy halmazanak a toltésén a gépekhez rendelt munkak végrehajtasi
idejeinek az Osszegének és a gépek szamanak a hanyadosat értjiik.

Legyen P = 3%, p;. Definidljuk az Sj(Ki,..., Ky 1), értékeket i =
0,1,...,n a kovetkezéképpen. Legyen S;(Ki,...,K,,_1) az a minimdlis
toltés, amely elérheté az M, gépen az els6 ¢ munka iitemezése soran
olyan titemezéssel, amelyben az M; gépen a toltés legfeljebb K; minden
j=1,...,m— lre. A fiiggvény definici6ja alapjan S;(K3,..., K,,_1) = o0,
ha K; < 0 valamely j-re, hiszen ekkor nincs a j-edik gép toltésére vonatkozd



feltételt kielégit6 iitemezés. Tovabba So(Ki,...,K;,—1) = 0 minden 0 <
K; < P értékre.

Egyszerli esetszétvdlasztas alapjan (attl fggen, hol temezzk az utols
munkt) addédik, hogy az S; fiiggvényekre teljesiil a kovetkez6 rekurzié:

Si—l—l(Kla s 7Km—1) = min{pi—H + Si(Kla ) Km—l)a MIN}7
ahol

MIN = minj{Si(Kl, . ,Kjfl,Kj _pi+17Kj+1; . ,Kmfl}.

A fenti észrevételek alapjan konnyu felépiteni egy dinamikus progra-
mozasi algoritmust, amely megoldja a Pm||C),., problémat egész végrehaj-
tasi idok mellett. A kezdeti feltételek és a rekurzié alapjan kiszamoljuk az
Sn(K1, ..., K1) értékeket, minden egész 0 < K; < P, j=1,....m—1
értékre. Ezt kovetden az optimalis célfiiggvényérték a minimélis

maX{Sn(Kl, e 7Km—1)7 maxlgjgm_lKj}

érték lesz. Maésrészt ha az eljards soran (mint az dinamikus programozasi
algoritmusoknal szokasos) mindig megjegyezziik, hogy az aktuélis S, flige-
vényértéket melyik S; érték alapjan kapjuk, akkor az optimélis célfiiggvény-
értéket ado S, érték alapjan visszafejthetd az optimalis itemezés.

Tehat a fentiekben bemutatott algoritmus megoldja a problémat. Vizsgdl-
juk a futési id6t. Az eljaras soran lényegében ki kell tolteniink n darab

P méretii tdbldzatot (a lehetséges K, ..., K, 1 értékek), minden érték
kiszdmitdsa m miiveletet igényel, tehat a futdsi idé O(mnP™ '), azaz rog-
zitett m mellett polinomidlis n-ben és P = 7 ; p;-ben. A probléma az,

hogy az input mérete nem P, hanem log P, mivel binarisan reprezentaljuk
a szamokat. Undris reprezentédlas mellett az algoritmus polinomialis lenne.
(Erdemes megjegyezniink, hogy az ilyen algoritmusokat pszeudopolinomidlis
algoritmusoknak nevezziik.)

Korlatozas és szétvalasztas elve

A korlatozas és szétvélasztas elvén alapuld eljardasok rendkiviil széles
korben hasznéltak optimalizalasi problémak megoldasara. Tekintsiink egy
tetszoleges minimalizalasi feladatot, ahol a z fliggvény minimumat keressiik
egy L halmazon. Az eljarashoz két fiiggvény sziikséges.

Az egyik a szétvélasztasi fliggvény, amely a lehetséges megoldasok
egy tetszoleges részhalmazdhoz a halmaz egy valédi osztalyozasat rendeli



hozza (bizonyos véltozatokban egy a lehetséges megolddsokat tartalmazo,
bovebb, de jobb strukturaval rendelkez6 halmazra definaljuk a szétvalasztasi
fiiggvényt). A mésik egy korlatozé fiiggvény, amely egy tetszéleges L' C L
halmazhoz az L' halmazon felvett fiiggvényértékek egy alsé korlatjat rendeli
hozza.

A korlatozas és szétvélasztas elvének alapgondolata, hogy a lehetséges
megoldasokat egy fa struktira leveleiben reprezentaljuk, és utdna ezt a
strukturédt jarjuk be. A fa struktiurat a szétvéalasztasi fliggvény éaltal kapjuk
meg. A korldtozé fiiggvény szerepe ott jon el6, hogy a korlatozé fiiggvény
segitségével levaghatjuk bizonyos részfait a lehetséges megoldasokat abrazolo
strukturanak. Amennyiben egy részfiara tudjuk, hogy a benne szereplo
lehetséges megoldasok mindegyikére a célfiiggvény értéke legalabb C' és van
egy lehetséges megoldasunk, amelyre a célfiiggvényérték C, akkor a részfat
elhagyhatjuk, hisz nem taldlhatunk benne jobb megoldast a mar ismertnél.

Nem mutatjuk be a korlatozds és szétvalasztas elvén alapuld eljaras
formalis és részletes leirasat, nem ismertetjik az eljaras helyességének iga-
zolasat, a kiilonboz6 valtozatokat. Mindezek a részletek megtalalhatéak a [2]
egyetemi jegyzetben.
1|rj|Lines probléma

Példaként az 1|r;|L,q, problémat tekintjitk (egy gép, r; érkezési és d;
hataridok, cél az L; = C; — d; értékek maximumdanak minimalizaldsa). A
szétvalasztas elve itt azon alapul, hogy az ilitemezést az idérendben elso
munkatol kezdve épitjiik fel. A lehetséges munkasorrendeket tartalmazé fat
a kovetkezoképpen konstrudlhatjuk meg. A 0-adik szintben a gyokérben
még egyetlen munka helyét sem fixaltuk az titemezésben. Ezt kovetoen az
els6 szinten n csucs van, minden egyes munkahoz a megfelel6 részfa azokat
a sorrendeket fogja tartalmazni, amelyben az adott munkat hajtjuk végre
elsoként. Ezt kovetoen a masodik szinten a sorrendben masodik munkat
fixaljuk, tehét n(n — 1) cstcs van a masodik szinten. fgy folytatva az n-
edik szinten a levelekben megkapjuk az Osszes lehetséges munkasorrendet.
Az eljarasban nem kell minden esetben az Osszes lehetséges kezdeti sorrendet
figyelembe venniink. Ha a k — 1-edik szinten a 7jq, jo, . .., Jp—1 munkakat mar
fixaltuk a sorrend elején, akkor csak azokat a j, munkdkat kell figyelembe
venniink kovetkez6 munkaként, amelyekre

T < Ilnei}l{max(t, ) + o},

ahol J a még nem titemezett munkdk halmaza, és t a j,_; munka befejezési



ideje. Azért elegendd a fenti feltételt kielégité munkakat figyelembe venni,
mert a fenti feltételt nem kielégité munkak el6tt még titemezhetiink mas
munkat anélkiil, hogy a tekintett munka kezdési idejét csokkentenénk.

A kovetkezo korlatozéd fiiggvényt alkalmazzuk. A k — l-edik szinten a
hatralevé munkakat titemezziik megszakitast is megengedve. Az egyszeri
elveknél hasznalt bizonyitashoz hasonléan igazolhatd, hogy ezt az iitemezési
problémat az EDD szabaly optimalisan megoldja. Amennyiben a korlatozé
fliggvény kiszamitasa soran olyan lehetséges megoldast kapunk, amelyben
nincsenek megszakitasok, akkor egy tjabb lehetséges megoldashoz jutunk,
és mindazon részfakat, amelyekhez nagyobb korlat tartozik, mint a kapott
megoldashoz elhagyhatjuk. a
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