Approximaciés algoritmusok

Ebben a részben az egyik legegyszertibb modellel foglakozunk. A modell-
ben m darab azonos My, ..., M, gépiink van , a 71, ..., J, munkidkhoz pedig
csak egyetlen paraméter tartozik, a p;, ¢ = 1,...,n végrehajtasi idg. Cél
egy olyan iitemezés megkonstrualasa, amelyre a befejezési id6k maximuma
minimélis. (Pm||Ciax probléma.)

A probléma egy gép esetén trivialis. Barmely olyan iitemezésre, amely-
ben a gép folyamatosan dolgozik (nem varunk a munkak elvégzése kozben)
a max{C; : 1 < j < n} érték megegyezik a végrehajtasi id6k sszegével. To-
vabba az is nyilvanval6, hogy amennyiben minden munkat elvégziink, akkor
nem fejezhetjiik be a munkakat ezen idépont el6tt. Ha a gépek szama tobb,
mint 1, akkor a feladat lényegesen nehezebb. Igazolast nyert, hogy n > 2
esetén a probléma NP-nehéz. Tehat, mint az NP-nehéz problémak esetében
altalaban, erre a feladatosztalyra is fontos kozelits algoritmusok kidolgozésa.

Approximacios (illetve kozelits) algoritmuson olyan polinomialis ideji
eljardsokat értiink, amelyek az optimalis megoldasnal bizonyos értelemben
véve nem sokkal rosszabb megoldast adnak. Az approximaciés algoritmusok
hatékonysagat az approximécios hanyadossal (szokas legrosszabb eset korlat
analizisnek is nevezni) jellemezziik.

Minimumot meghatarozd6 problémak esetén egy A algoritmus C-
approximdcios algoritmus, ha A(c) < C - OPT(0) teljesiil minden o input
esetén, ahol A(o) a célfiiggvény értéke a o inputon az A algoritmus altal
szolgéltatott megoldasra, és OPT (o) pedig a ¢ inputon a feladat optimalis
célfiiggvényértéke. (A C szamot szokas az algoritmus legrosszabb eset kor-
latjanak is nevezni.) Az A algoritmus approximdacios hanyadosa a legkisebb
olyan C' szam, amelyre A C-approximaciés algoritmus. Ebben az esetben azt
mondjuk a C' legrosszabb eset korlat éles.

Az aldbbiakban két egyszert kozelit6 algoritmussal ismerkediink meg. Az
eljarasok ismertetése elGtt fontos megjegyezniink, hogy az algoritmusoknak
csak az egyes gépekhez kell hozzarendelni az egyes munkakat, ezt kdvetGen
az egyes gépeken a maximaélis befejezési id6 minden iitemezésre, amelyben
nincsennek iires idGtartamok megegyezik a géphez rendelt munkak végreha-
jtasi idejeinek Osszegével. Gépek és munkak egy tetszéleges halmazara azt
az értéket, amit gy kapunk, hogy a munkak végrehajtasi idejeinek Gsszegét



elosztjuk a gépek szamaval a munkaknak az adott géphalmazra vonatkozo
toltésének nevezziik.

Az els6 algoritmus, amelyet LISTA algoritmusnak neveziink a kdvetkezo-
képpen miikodik.

LISTA algoritmus ([1])

Elokészitd rész. A j; munkat rendeljiik az M; géphez, tovabba legyen
r=1.

Iterdcids rész (r-edik iteracio). Ha r = n, akkor vége az eljarasnak. El-
lenkez§ esetben a j,.,1 munkat rendeljiik ahhoz a géphez, amelyre a gépen
levé toltés minimdalis. Ha tobb ilyen gép is van, akkor valasszuk ezek koziil
a legkisebb indextit. Noveljiik r értékét 1-gyel, és folytassuk az eljarast a
kovetkezs iteracioval.

Az algoritmus az optimalishoz kozeli eredményt eredményez, amint azt
az alabbi tétel mutatja.

Tétel. A LISTA algoritmus approzimdcids hdanyadosa 2 — 1/m, ahol m
a gépek szdama.

Bizonyitds: Elscként igazoljuk, hogy LISTA 2 —1/m approximécios algo-
ritmus. Legyen o = {ji,...,jn} tetsz6leges munkasorozat rendre py,...,p,
végrehajtasi idokkel. Tekintsiik a LISTA algoritmus altal kapott iitemezést.
Legyen j; az a munka, amely legkés6bb fejezddik be. Vizsgaljuk ezen munka
S; kezdési idejét. Mivel egyetlen gép sem kezdte el a munkét iitemezni 5;
el6tt, ezért minden gép sziinet nélkiil dolgozott az S; id6pontig. Ebbdl azt
kapjuk, hogy
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Masrészt az optimalis iitemezésben is végre kell hajtani az 6sszes munkat,
igy OPT (o) > %(Z?lej). Tovabbé a p; munkat is végre kell hajtani vala-
mely gépen, igy OPT (o) > p;. Ezen becslések alapjan egybdl adodik, hogy



LISTA(0) < (1 + TrLT;l)OPT(a),

amivel bizonyitottuk, hogy LISTA 2 — 1/m approximacios algoritmus.
Most igazoljuk, hogy a kapott korlat éles. Vegyiink m(m — 1) darab

Ekkor a LISTA algoritmus az els6 m(m — 1) munkét egyenletesen elosztja
a gépek kozott, majd az utols6 munkat az M; gépen iitemezi. Tehat a ma-
ximalis befejezési id6 1+ (m — 1)/m lesz. Egy optimalis iitemezés pedig a
rovid munkékat egyenletesen osztja szét az els6 m — 1 gép kozott, majd az
utols6 munkat az m-edik géphez rendeli, és a maximélis befejezési ideje 1
lesz. Tehat ebben az esetben az algoritmus altal kapott megoldas és az op-
timélis megoldas célfiiggvényértékeinek hanyadosa 2 — 1/m, amivel igazoltuk
az allitdsunkat. a

Amint azt lathattuk a korlat élességének igazolasanal, a lista algoritmus
legnagyobb hibaja akkor jon el, amikor sok rovid munka utdn egy hosszi
munkat kell végrehajtani. Ezt a probléméat jobban kezeli a kovetkez§ eljaras.

LPT Algoritmus ([2])

o 1. lépés. Rendezziik sorba a munkakat csdkkens végrehajtasi id6 sze-
rint.

e 2. lépés. A munkak kapott listajan hajtsuk végre a LISTA algoritmust.

Az els6 rendezési fazis valoban javitja az eljaras hatékonysagat, amint azt
a kovetkezd allitas mutatja.

Tétel. Az LPT 4/3 — 1/(3m)-approzimdcids algoritmus.

Bizonyitds: Az allitast indirekt igazoljuk. Ehhez tegyiik fel, hogy léteznek
olyan ellenpélddk, amelyekre az optimalis iitemezés és az LPT algoritmus
altal kapott titemezés koltségeinek hanyadosa nagyobb mint 4/3 — 1/(3m).
Ezen ellenpéldak koziil van olyan, amely minimalis szami munkat tartalmaz.
Tekintsiink egy ilyen ellenpéldat! Jelolje n a munkak szdmat, és 0 a munkak
listajat.



Mivel a tekintett ellenpélddban a munkak szama minimalis, ezért az utol-
sonak iitemezett munka befejezési ideje megegyezik a maximalis befejezési
id6ével. Amennyiben ez a tulajdonsag nem teljesiilne, akkor arra a ¢’ inpu-
tra, amelyet a tekintett ellenpéldabol az utols6 munkat elhagyva kapnank
LPT(0') = LPT(0) és OPT (o) > OPT(0") teljesiilne. Kovetkezésképp egy
olyan ellenpéldat kapnank, amely kevesebb munkat tartalmaz mint o, ami
ellentmond ¢ minimalitasanak.

A fentiek alapjan azt kapjuk, hogy az utols6 munka kezdési ideje
LPT(0) — p,. Masrészt eddig az id6pontig az Osszes gép dolgozott, igy
?;11 Di

m

LPT (o) — p, <

Masrészt az optimalis iitemezésben is végre kell hajtani hajtani az Osszes
munkat, igy OPT(0) > (X, p;).
Kovetkezésképp a kovetkezs egyenlétlenségek teljesiilnek a o ellenpédara.

41 _LPT(o) _pu+Siip/m

3 3m = OPI(0) OPT(0)
pn(l—1/m) i1 Pi/m < pa(l—1/m)
OPT (o) OPT(oc) — OPT(o)

A fenti egyenlGtlenség jobb és baloldalat véve a kovetkezé korlat adodik
OPT (o) értékére:

+ 1.

OPT(0) < 3pp.

Mivel p,, a minimalis végrehajtasi idG, ezért a fenti egyenlGtlenség azt je-
lenti, hogy az optimaélis iitemezésben minden gép legfeljebb két munkat tar-
talmaz, azaz n < 2m. Masrészt ebben az esetben az iitemezési probléma a
kovetkezo feladatta redukalodik. Rendezziink 2m szédmot parokba tgy, hogy
a parokba tartozd szdmok Osszegeinek maximuma minimalis legyen. Ezen
feladat megoldasa az, ha az i-edik legnagyobb szamot az i-edik legkisebb
szammal parositjuk, amely pontosan az LPT iitemezési eljarasnak felel meg.
Kovetkezésképp azt kaptuk, hogy az LPT eljaras a o ellenpéldan az optimé-
lis itemezést adja, azaz ellentmondashoz jutottunk, amivel a tétel allitasat
igazoltuk. Most igazoljuk, hogy a korlat éles. Legyen m a gépek szama és
vegyiik azt a 0, munkasorozatot, amely 2m + 1 munkabol all, amelyekbdl 3
darab munkénak a végrehajtasi ideje m, tovibbad az i = m+1,...,2m — 1



értékekre rendre 2 darab munka van, amelynek a végrehajtési ideje i. Ezen
sorozatra az optimélis megoldés a 3 darab m hosszi munkat egy gépen iite-
mezi, a tobbieket parositja m — 1 parba gy, hogy minden parban 3m legyen
az Osszeg. gy OPT(0,,) = 3m. Masrészt LPT az elsé 2m munkat parositja
a gépeken gy, hogy mindenhol 3m — 1 lesz a toltés, majd az utolsé m hosszi
munkat az els6 gépen iitemezi. Tehat LPT(0,,) = 4m — 1, amivel a korlat
élességét igazoltuk.
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