
Approximációs algoritmusok
Ebben a részben az egyik legegyszer¶bb modellel foglakozunk. A modell-

ben m darab azonos M1, . . . , Mm gépünk van , a j1, . . . , jn munkákhoz pedig
csak egyetlen paraméter tartozik, a pi, i = 1, . . . , n végrehajtási id®. Cél
egy olyan ütemezés megkonstruálása, amelyre a befejezési id®k maximuma
minimális. (Pm||Cmax probléma.)

A probléma egy gép esetén triviális. Bármely olyan ütemezésre, amely-
ben a gép folyamatosan dolgozik (nem várunk a munkák elvégzése közben)
a max{Cj : 1 ≤ j ≤ n} érték megegyezik a végrehajtási id®k összegével. To-
vábbá az is nyilvánvaló, hogy amennyiben minden munkát elvégzünk, akkor
nem fejezhetjük be a munkákat ezen id®pont el®tt. Ha a gépek száma több,
mint 1, akkor a feladat lényegesen nehezebb. Igazolást nyert, hogy n ≥ 2
esetén a probléma NP-nehéz. Tehát, mint az NP-nehéz problémák esetében
általában, erre a feladatosztályra is fontos közelít® algoritmusok kidolgozása.

Approximációs (illetve közelít®) algoritmuson olyan polinomiális idej¶
eljárásokat értünk, amelyek az optimális megoldásnál bizonyos értelemben
véve nem sokkal rosszabb megoldást adnak. Az approximációs algoritmusok
hatékonyságát az approximációs hányadossal (szokás legrosszabb eset korlát
analízisnek is nevezni) jellemezzük.

Minimumot meghatározó problémák esetén egy A algoritmus C-
approximációs algoritmus, ha A(σ) ≤ C · OPT (σ) teljesül minden σ input
esetén, ahol A(σ) a célfüggvény értéke a σ inputon az A algoritmus által
szolgáltatott megoldásra, és OPT (σ) pedig a σ inputon a feladat optimális
célfüggvényértéke. (A C számot szokás az algoritmus legrosszabb eset kor-
látjának is nevezni.) Az A algoritmus approximációs hányadosa a legkisebb
olyan C szám, amelyre A C-approximációs algoritmus. Ebben az esetben azt
mondjuk a C legrosszabb eset korlát éles.

Az alábbiakban két egyszer¶ közelít® algoritmussal ismerkedünk meg. Az
eljárások ismertetése el®tt fontos megjegyeznünk, hogy az algoritmusoknak
csak az egyes gépekhez kell hozzárendelni az egyes munkákat, ezt követ®en
az egyes gépeken a maximális befejezési id® minden ütemezésre, amelyben
nincsennek üres id®tartamok megegyezik a géphez rendelt munkák végreha-
jtási idejeinek összegével. Gépek és munkák egy tetsz®leges halmazára azt
az értéket, amit úgy kapunk, hogy a munkák végrehajtási idejeinek összegét



elosztjuk a gépek számával a munkáknak az adott géphalmazra vonatkozó
töltésének nevezzük.

Az els® algoritmus, amelyet LISTA algoritmusnak nevezünk a következ®-
képpen m¶ködik.

LISTA algoritmus ([1])

El®készít® rész. A j1 munkát rendeljük az M1 géphez, továbbá legyen
r := 1.

Iterációs rész (r-edik iteráció). Ha r = n, akkor vége az eljárásnak. El-
lenkez® esetben a jr+1 munkát rendeljük ahhoz a géphez, amelyre a gépen
lev® töltés minimális. Ha több ilyen gép is van, akkor válasszuk ezek közül
a legkisebb index¶t. Növeljük r értékét 1-gyel, és folytassuk az eljárást a
következ® iterációval.

Az algoritmus az optimálishoz közeli eredményt eredményez, amint azt
az alábbi tétel mutatja.

Tétel. A LISTA algoritmus approximációs hányadosa 2 − 1/m, ahol m
a gépek száma.

Bizonyítás: Els®ként igazoljuk, hogy LISTA 2−1/m approximációs algo-
ritmus. Legyen σ = {j1, . . . , jn} tetsz®leges munkasorozat rendre p1, . . . , pn

végrehajtási id®kkel. Tekintsük a LISTA algoritmus által kapott ütemezést.
Legyen jl az a munka, amely legkés®bb fejez®dik be. Vizsgáljuk ezen munka
Sl kezdési idejét. Mivel egyetlen gép sem kezdte el a munkát ütemezni Sl

el®tt, ezért minden gép szünet nélkül dolgozott az Sl id®pontig. Ebb®l azt
kapjuk, hogy
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Következésképp

LISTA(σ) = Sl + pl ≤ 1
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Másrészt az optimális ütemezésben is végre kell hajtani az összes munkát,
így OPT (σ) ≥ 1

m
(
∑n

j=1 pj). Továbbá a pl munkát is végre kell hajtani vala-
mely gépen, így OPT (σ) ≥ pl. Ezen becslések alapján egyb®l adódik, hogy



LISTA(σ) ≤ (1 +
m− 1

m
)OPT (σ),

amivel bizonyítottuk, hogy LISTA 2− 1/m approximációs algoritmus.
Most igazoljuk, hogy a kapott korlát éles. Vegyünk m(m − 1) darab

munkát 1/m végrehajtási id®vel, majd egy munkát 1 végrehajtási id®vel.
Ekkor a LISTA algoritmus az els® m(m − 1) munkát egyenletesen elosztja
a gépek között, majd az utolsó munkát az M1 gépen ütemezi. Tehát a ma-
ximális befejezési id® 1 + (m − 1)/m lesz. Egy optimális ütemezés pedig a
rövid munkákat egyenletesen osztja szét az els® m − 1 gép között, majd az
utolsó munkát az m-edik géphez rendeli, és a maximális befejezési ideje 1
lesz. Tehát ebben az esetben az algoritmus által kapott megoldás és az op-
timális megoldás célfüggvényértékeinek hányadosa 2−1/m, amivel igazoltuk
az állításunkat. 2

Amint azt láthattuk a korlát élességének igazolásánál, a lista algoritmus
legnagyobb hibája akkor jön el®, amikor sok rövid munka után egy hosszú
munkát kell végrehajtani. Ezt a problémát jobban kezeli a következ® eljárás.

LPT Algoritmus ([2])

• 1. lépés. Rendezzük sorba a munkákat csökken® végrehajtási id® sze-
rint.

• 2. lépés. A munkák kapott listáján hajtsuk végre a LISTA algoritmust.

Az els® rendezési fázis valóban javítja az eljárás hatékonyságát, amint azt
a következ® állítás mutatja.

Tétel. Az LPT 4/3− 1/(3m)-approximációs algoritmus.
Bizonyítás: Az állítást indirekt igazoljuk. Ehhez tegyük fel, hogy léteznek

olyan ellenpéldák, amelyekre az optimális ütemezés és az LPT algoritmus
által kapott ütemezés költségeinek hányadosa nagyobb mint 4/3 − 1/(3m).
Ezen ellenpéldák közül van olyan, amely minimális számú munkát tartalmaz.
Tekintsünk egy ilyen ellenpéldát! Jelölje n a munkák számát, és σ a munkák
listáját.



Mivel a tekintett ellenpéldában a munkák száma minimális, ezért az utol-
sónak ütemezett munka befejezési ideje megegyezik a maximális befejezési
id®vel. Amennyiben ez a tulajdonság nem teljesülne, akkor arra a σ′ inpu-
tra, amelyet a tekintett ellenpéldából az utolsó munkát elhagyva kapnánk
LPT (σ′) = LPT (σ) és OPT (σ) ≥ OPT (σ′) teljesülne. Következésképp egy
olyan ellenpéldát kapnánk, amely kevesebb munkát tartalmaz mint σ, ami
ellentmond σ minimalitásának.

A fentiek alapján azt kapjuk, hogy az utolsó munka kezdési ideje
LPT (σ)− pn. Másrészt eddig az id®pontig az összes gép dolgozott, így
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Másrészt az optimális ütemezésben is végre kell hajtani hajtani az összes
munkát, így OPT (σ) ≥ 1

m
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Következésképp a következ® egyenl®tlenségek teljesülnek a σ ellenpédára.
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A fenti egyenl®tlenség jobb és baloldalát véve a következ® korlát adódik
OPT (σ) értékére:

OPT (σ) < 3pn.

Mivel pn a minimális végrehajtási id®, ezért a fenti egyenl®tlenség azt je-
lenti, hogy az optimális ütemezésben minden gép legfeljebb két munkát tar-
talmaz, azaz n ≤ 2m. Másrészt ebben az esetben az ütemezési probléma a
következ® feladattá redukálódik. Rendezzünk 2m számot párokba úgy, hogy
a párokba tartozó számok összegeinek maximuma minimális legyen. Ezen
feladat megoldása az, ha az i-edik legnagyobb számot az i-edik legkisebb
számmal párosítjuk, amely pontosan az LPT ütemezési eljárásnak felel meg.
Következésképp azt kaptuk, hogy az LPT eljárás a σ ellenpéldán az optimá-
lis ütemezést adja, azaz ellentmondáshoz jutottunk, amivel a tétel állítását
igazoltuk. Most igazoljuk, hogy a korlát éles. Legyen m a gépek száma és
vegyük azt a σm munkasorozatot, amely 2m + 1 munkából áll, amelyekb®l 3
darab munkának a végrehajtási ideje m, továbbá az i = m + 1, . . . , 2m − 1



értékekre rendre 2 darab munka van, amelynek a végrehajtási ideje i. Ezen
sorozatra az optimális megoldás a 3 darab m hosszú munkát egy gépen üte-
mezi, a többieket párosítja m− 1 párba úgy, hogy minden párban 3m legyen
az összeg. Így OPT (σm) = 3m. Másrészt LPT az els® 2m munkát párosítja
a gépeken úgy, hogy mindenhol 3m−1 lesz a töltés, majd az utolsó m hosszú
munkát az els® gépen ütemezi. Tehát LPT (σm) = 4m − 1, amivel a korlát
élességét igazoltuk.
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