Egyszerti megoldast eredményezd elvek

Az els6 fontos észrevételiink az iitemezési problémaékkal kapcsolatban az,
hogy regularis célfiiggvények esetén (regularisnak nevezziik azokat a célfiigg-
vényeket, amelyek monoton névekviek a befejezési idékben) elegendd azon
iitemezéseket vizsgalnunk, amelyekben nincs iires id6, azaz amelyekben a
gépek megszakitas nélkiil dolgoznak. Ezt a nyilvanvalo allitast sokszor fog-
juk hasznalni az litemezési problémék vizsgalata soran.

Legrovidebb végrehajtasi idd elve

Els6 példaként a 1|| > w;C; problémét tekintjiik (egyetlen gépen iitemez-
ziik a munkakat és célunk a befejezési idsk stilyozott 6sszegét minimalizalni).
Ezen célfiiggvény esetén a w,/p; hanyados tekinthets a j-edik munka egysé-
genkénti fontossaganak, igy természetes gondolat azon munkakat iitemezni
elGszor, amelyekre ez a hanyados nagyobb. Ezt az elvet ,stlyozott legrévi-
debb végrehajtasi id6” elvének nevezziik (a WSPT roviditést hasznaljuk az
angol "weighted shortest processing time” kifejezés alapjan). Az algoritmust,
amely ezen az elven alapul a [2] dolgozatban mutattédk be. Miként a kovet-
kez6 allitas mutatja ez a megkozelités valoban optimélis a vizsgalt probléma
esetén.

Tétel A WSPT elv optimdlis itemezést ad az 1|| Y w;C; probléma esetén.

Bizonyitds: Els6ként igazoljuk, hogy csak a WSPT elvet kdvets algorit-
musok adhatnak optimélis litemezést. Ehhez tegyiik fel, hogy van egy olyan
optimélis S iitemezés, amelyre nem teljesiill a WSPT elv. Mivel nem tel-
jesiil az elv, ezért van az S iitemezésben két egymast koveté munka, .J; és
kozvetleniil utana Ji, amelyekre
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Jeloljiik t-vel a J; munka kezdési idejét az S iitemezésben. Tekintsiik
azt az S’ iitemezést, amelyben a J; és a J, munkakat felcseréljiikk. Az S
iitemezésben J; befejezési ideje t + p;, Ji befejezési ideje pedig t + p; +px. Az
S’ {itemezésben J;, befejezési ideje t + py és J; befejezési ideje t + p; + pr. A
tobbi munka befejezési ideje ugyanaz mindkét iitemezésben. Jelolje a tobbi
munkéra szamitott > w,;C; Gsszeget ). Ekkor az S iitemezés teljes koltsége



Q + wi(t + p;) + we(t + p; + pr), az S’ litemezeés teljes koltsége @ + wy(t +
Pr) + wi(t + pi + pr).

Masrészt ;’j— < %, igy wipr < wgp;, amibdl azt kapjuk, hogy az S’ iite-
mezés koltsége kisebb az S iitemezés koltségénél. Ez ellentmond S optima-
litdsdnak, amivel az allitasat igazoltuk.

Masrészt a fentiekhez teljesen hasonléan lathato, hogy amennyiben két
egymaést kovetd munkara egyenlé a w/p hanyados, akkor a felcserélésiikkel
kapott iitemezésre a célfiiggvény értéke nem valtozik. Mivel a feladatnak
véges sok lehetséges megoldasa van, igy létezik optimalis megoldés, ezért a
fentiek alapjan kovetkezik a tétel allitasa. O

Amennyiben a problémaban az egyes munkdknak nincsenek stlyai, akkor
a WSPT elv az SPT elvre redukalodik, amely szerint mindig a legkisebb vé-
grehajtasi id6vel rendelkezé munkat titemezziik el6szor. A fenti tétel alapjan
kovetkezik, hogy az SPT elv optimalis az 1|| ) C; probléma esetén. Az
alabbiakban adunk egy tjabb bizonyitast erre az allitasra, amely bizonyitas
elénye, hogy kiterjeszthets, a parhuzamos gépek esetére is.

Tétel Az SPT elv optimdlis itemezést ad az 1|| > C; probléma esetén.

Bizonyitds: Tekintsiink egy gépet, jelolje a gépen iitemezett munkakat
novekvs kezdési id6 szerint py,ps,...,p,. Ekkor ezen gépre a ) C; Osszeg
np1 + (n — 1)py + - - - + p,. Tehat feladatunk az, hogy az 1,...,n egyiittha-
tokat hozzarendeljiik a py,...,p, értékekhez oly moédon, hogy a fenti Gsszeg
minimalis legyen. Konnyen igazolhato, hogy az egyiitthatok és a p; értékek
azon parositasara lesz minimélis az 0sszeg, amelyben az egyiitthatok és a p;
értékek ellentétesen vannak rendezve (a legnagyobb egyiitthatohoz rendeljitk
a legkisebb értéket, a méasodik legnagyobbhoz a mésodik legkisebb értéket
és igy folytatjuk). Masrészt ez a hozzarendelés pontosan az SPT iitemezési
elvet irja le. a

Most tekintsiik a parhuzamos gépek esetét. Ebben az esetben az SPT
elv kovetkezd kiterjesztése lesz a megfelels iitemezési stratégia. Tegyiik fel,
hogy n/m egész. Ez elérhets, ha a munkak sorozatat kiegészitjiik fiktiv O
végrehajtasi idejii munkakkal. Az MSPT (mddositott SPT) elv sorbarendezi
a munkakat novekvs végrehajtasi idG szerint, ezt kévetGen az elsé m munka
lesz az m darab gépen elsGként végrehajtva, a masodik m munka mésodikként
és igy folytatva az utols6 m munka n/m-edikként.

Tétel Az MSPT elv optimdlis iitemezést ad a Pm|| > C; probléma esetén.
Bizonyitds: Vegyiink m gépet. Legyenek az i-edik gépen (i = 1,...,m)
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iitemezett munkak p;i,pio, ..., pir;- Ekkor Z;il k; = n és az iitemezésre a
> C; osszeg > o, Zle(k, + 1 —j)pij. A fenti Gsszegben adott szamokhoz
(a pij végrehajtasi idok) rendeliink hozza egyiitthatokat. Osszesen n pozitiv
egész egylitthatonk van, amelyekbdl minden [ pozitiv egészre legfeljebb m
egyiitthato veheti fel az [ értéket. Mivel a végrehajtasi id6k nemnegativak,
ezért konnyen lathato, hogy a teljes befejezési id6t megado6 Osszeg minimalis,
ha az egyiitthatok kozott minden i = 1,2,...,m/n értékre m darab veszi
nak rendezve. Maésrészt ez pontosan az MSPT iitemezési elv altal kapott
iitemezésnek felel meg. a

Legkorabbi hatarids elve

Amennyiben a munkak paraméterei kozott hataridgk is szerepelnek, és a
cél valamely hatarid6tol fiiged fliggvény minimalizilasa, akkor gyakran hasz-
nalt elv, amely azon munkékat iitemezi els6ként amelyeknek a legkorabbi a
hatarideje ezt az elvet EDD (earliest due date) jeloli. Miel6tt példat mu-
tatnank olyan problémara, amelynél az EDD elv optimalis litemezést ad,
egy altalanos algoritmus mutatunk be, amely specidlis esetben az EDD elvre
redukalodik. Ezt az altalanos algoritmust az [1] dolgozatban mutattak be.

Az algoritmus tobb célfiiggvény esetén is hasznalhaté.  Legyen a
j-edik munkara h; egy monoton novekvs fiiggvény, legyen /iax
max{hi(Cy), ha(Cy), ..., h,(Cpn)}. Ezen célfiiggvény speciélis esetként tar-
talmazza a max L;, és max T fliiggvényeket, mivel mind L; mind 7; monoton
novekvé fiiggvényei a befejezési idének. A vizsgalt modellben megengedjiik
precedencia feltételek megadésat is. Tehat a probléma, amit vizsgalunk az
1|prec|hpmaz jeloléssel irhato le.

Az alabbiakban bemutatott algoritmus hatulrol, az utolsonak vgrehajtott
munka felsl épiti fel az litemezést. J mindig a mar elhelyezett munkak hal-
maza, J¢ azon munkik halmaza, amelyeket még el kell helyezniink ( a J hal-
maz komplementere) és J' azon J-beli munkak halmaza, amelyek az adott
lépésben iitemezhetdk, azaz azon munkaké, amelyekre az Osszes precedencia
feltételek szerinti rakovetkez6 munkat mar elhelyeztiik az iitemezés végén.

Algoritmus

o 1. Lépés: Legyen J =0, J° = {1,...,n}, és J' azon munkék halmaza,
amelyekre nincs rdkovetkezd munka a precedencia grafban.



e 2. Lépés: Legyen j* € J' olyan munka, amelyre

hi (D p) =min(h( Y p;))-
jeJe jeJe
Egészitsiik ki J-t j*-al, toroljiik j*-ot a J halmazbol. Legyen J' az 1j
halmaza az litemezheté munkaknak.

o 3. Lépés: Ha JC = () az algoritmus végetért, egyébként folytassuk a 2.
lépéssel.

Tétel Az algoritmus a munkdk eqy optimdlis titemezésél adja az
1|prec|hmax problémdra.

Bizonyitds: Az allitast indirekt igazoljuk. Ehhez tegyiik fel, hogy a ka-
pott iitemezés nem optimalis. Jelolje S az algoritmus altal adott iitemezést.
Tekintsiik azt az optimalis iitemezést, amelyhez olyan sorrendje tartozik a
munkéaknak, amely sorrendnek a legtobb utolsé kozos munkaja van S-el. Jel-
Olje ezt OPT. Mivel a tekintett {itemezés nem S, ezért ez az iitemezés, vala-
mely iterdcioban S-t6l kiillonb6z6 munkét valaszt. Tegyiik fel, hogy ebben
a lépésben OPT a k munkat valasztja (ekkor a k € J' feltételnek kell telje-
siilnie az adott lépésben). Masrészt S egy olyan j* munkat valaszt, amely
minimalizalja a h;(3_,c jo p;) értéket az i € J' halmazon. Ez azt jelenti, hogy
OPT-ban j* a £ munka el6tt keriil iitemezésre.

Vegyiik azt a sorrendet, amelyet gy kapunk OPT-boél, hogy j*-ot a je-
lenlegi helye helyett kozvetleniil £ utan iitemezziik, a tébbi munka sorrendjét
valtozatlanul hagyva. Azokat munkakat, amelyek az eredeti litemezésben j*
és k kozott voltak tovabba k-t hamarabb fejezziik be. Egyediil a j7* munka be-
fejezési ideje nd, de ezen munka minimalizélta a h; (3 ;o p;) értéket azi € J’
halmazon, igy az altala okozott koltség nem nagyobb, mint k koltsége az ere-
deti litemezésben. Kovetkezésképp a j* elemet beillesztve a k elem mogé,
egy olyan iitemezési sorrendet kapunk, amelynek a koltsége nem nagyobb
egy optimalis iitemezésnél, igy szintén optimélis. Masrészt az 1j iitemezés
végén eggyel tobb munka egyezik meg az S litemezés utolsé munkaival, amivel
ellentmondéshoz jutunk. a

Az 1||Lpax probléma a legismertebb speciélis esete a 1|prec|hpax pro-
blémanak. Ebben az esetben h; = C; — d;, az algoritmus pedig a korabbi
hatarids, roviditve EDD (earlyest due date) szabalyra redukalodik, amely



azt mondja ki, hogy azt a munkat iitemezziik hamarabb, amelynek hama-
rabb van a hatarideje.
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