Feladatok

1. Aszimptotikus jel6lések

1.1. Feladat Az f fiiggvényre f(n) = ©(nlogn). Lehetséges -e, hogy
f(5) = 57 Lehetséges -e, hogy f(n) = n minden prim esetén? A valaszokat
indokoljuk!

1.2. Feladat Az f fiiggvényre f(n) = O(nlogn). Elsfordulhatnak -e az
alabbi esetek?

f(n) =n, han <100

f(n) =n?, han <100

f(n) = n minden paros n esetén
f(n) = n? minden paros n esetén

A valaszokat indokoljuk!
1.3. Feladat Adjunk meg olyan fliggvényt, amelyre f(2n) = O(f(n)).

1.4. Feladat Hatarozzuk meg az alabbi (f,g) fiiggvényparokban szerepld
fiiggvényekre milyen relaciok irhatoak fel a f = O(g), f = o(g), f = O(g),
f=w(g), f =Q(g) relaciok koziil!
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1.5. Feladat Legyenek f(n) és g(n) olyan pozitiv fliggvények, amelyekre

f(n) = ©(g(n)) teljesiil. Legyen h(n) = f(2n) és p(n) = g(2n).

e Igaz -e, hogy h(n) = O(p(n))?

e Igaz -e, hogy h(n) = O(f(n))? Mit mondhatunk abban az esetben, ha
f(n) monoton csékken?



e Igaz -e, hogy h(n) = Q(f(n))? Mit mondhatunk, ha f(n) monoton no-
vekszik?

1.6. Feladat Teljesiil -e minden fliggvényre, hogy f(n + 100) = O(f(n))?
Monoton névekvs vagy monoton csokkend fliggvények esetén teljesiil az f(n +
100) = O(f(n)) allitas?

1.7. Feladat Legyenek g(n) és h(n) olyan porzitiv fliggvények, amelyekre
g(n) = O(n) és h(n) = ©(n) teljesiil. Mely allitasok igazak az alabbiak koziil?

e Igaz -e, hogy (g(n) + h(n)) = ©(n)?

o Igaz -e, hogy (|g(n) — h(n)|

o Igaz -e, hogy (|g(n) — h(n)|

2. Rekurziok megoldasai

2.1. Feladat Igazoljuk a helyettesit6 modszerrel, hogy a T'(n) = 9T (n/3) +
n rekurzi6val megadott fiiggvényre T'(n) = O(n?). Az egészre kerekitésektol
eltekinthetiink.

2.2. Feladat Igazoljuk a helyettesité modszerrel, hogy a T'(n) = 2T (n/2)+n
rekurzioval megadott fiiggvényre T'(n) = O(nlogn). Az egészre kerekitésektdl
eltekinthetiink.

2.3. Feladat Igazoljuk 1j valtoz6 bevezetésének a segitségével, hogy a
T(n) = 2T(y/n) + 1 rekurziéval megadott fiiggvényre T'(n) = O(logn). Az
egészre kerekitésektsl eltekinthetiink.

2.4. Feladat A rekurzios fa alapjan hatarozzuk meg a T'(n) = 4T (n/2) +n
rekurzidval megadott fiiggvény nagysagrendjét! Az egészre kerekitésektdl elte-
kinthetiink.

2.5. Feladat A rekurzi6s fa médszerével igazoljuk, hogy a T'(n) = T'(an) +
T((1 — a)n) + n rekurziéval megadott fliggvényre T'(n) = O(nlog,,n), ha
1/2 < a < 1. Az egészre kerekitésektdl eltekinthetiink.

2.6. Feladat Adjuk meg a mester tétel alapjan az alabbi rekurziv moédon
megadott fliggvények nagysigrendjét!

e P(n) =8P(n/2) + n?
e Q(n) =4Q(n/2) + n?
e R(n) =2R(n/2) +n?



2.7. Feladat Adjunk példat tetszéleges a > 1 és b > 1 konstansok mellett
olyan T'(n) = aT'(n/b) + f(n) rekurziv egyenletre, ahol a mester tételben adott
aszimptotikus korlatok egyike sem hasznalhato!

3. Legjobb, legrosszabb atlagos korlatok

3.1. Feladat Anna gondolt egy szdmot 1 és 2" — 1 kozo6tt, és Bednak ki kell
taldlni. Minden tippjére megkapja a valaszt, eltalalta -e a szamot, és amennyi-
ben nem talalt, megtudja, hogy a gondolt szam nagyobb vagy kisebb a tippjénél.
Bea a kovetkezs eljarast hasznélja (a és f korlatok, a gondolt szim mindig az
(a, f) intervallumban lesz, g pedig a tipp):

Kezdetben a = 0, f = 2" a tipp pedig ¢ = 2"~ '. Utana amig nem talalt:

e Ha a gondolt szdm nagyobb, akkor
a=g, f:=f g:=(a+f)/2

e Ha a gondolt szdm kisebb, akkor
a:=a, f:=g,9:=(a+f)/2

Hatéarozzuk meg az algoritmus &ltal feltett kérdések szaméanak a nagysag-
rendjét a © jelolés segitségével a legjobb, a legrosszabb és az atlagos esetben!

3.2. Feladat Egy professzor elfelejti, hogy az egyetem parkoldjaban hol
hagyta a kocsit. A parkoloban n kocsihely van, egy sorban helyezkednek el,
az egyetem kijarata az els6 helynél helyezkedik el. A professzor nem ismeri
fel a sajat kocsijat, csak amikor masodjara alaposan megnézi. A professzor a
kovetkez stratégiat hasznalja: kezdetben elmegy a parkol6 masik széléig minden
parkolohelyre benéz, nem taldlja meg az autét, ezért tjra megnézi az utolséd
helyet, majd visszamegy a parkol6 elejéig és igy vizsgalja 4t az egész parkolét.
Hényszor néz meg a professzor kocsihelyet a legjobb, a legrosszabb és az atlagos
esetben?

3.3. Feladat Adott pozitiv szdmok egy sorozata cy,...,c,. A maximalis
elemet akarjuk, a kovetkezs egyszeri eljarassal megtaldlni. Az eljaras egy M
(kezdetben 0) értéket hasznal, végigmegy a szamokon, mindig Gsszehasonlitja az
M értéket az aktualis szammal, és ha nagyobb szamot talalt feliilirja M értékét.
Hany Osszehasonlitist végez az eljaras a legjobb, a legrosszabb és az atlagos
esetben?

3.4. Feladat Adott az 1,2,...,n szamoknak egy (c; ...c,) permutacidja,
a permutacioban az 1 szamot keressiik. Az eljaras sorban Osszehasonlitja a sza-
mokat az 1 értékkel, amig az 1 szamot meg nem taldlja. Hany Gsszehasonlitast
végez az eljaras a legjobb, a legrosszabb és az atlagos esetben?

3.5. Feladat Egy hosszu orszagiton n benzinkit helyezkedik el, az i-edik
kiit a 2°-es kilométerkénél. Keressiik egy benzinkutas baratunk, akirél nem tud-
juk melyik kutnal dolgozik. A 0 kilométerkénél indulunk és egyenesen megyiink



végig az orszagiton minden benzinkitnal megallva. Hany kilométer utan talal-
juk meg a baratunk a legjobb, a legrosszabb és az atlagos esetben? Mi a vélasz,
ha a 2™-es kilométerkénél indulunk? Mindkét esetben hasonlitsuk Gssze a leg-
rosszabb és az atlagos eset nagysagrendjét!

3.6. Feladat Egy 2" kilométer hosszt orszagiton n benzinkut helyezkedik
el, az i-edik kut a 2’-es kilométerkonél. Keressiik egy benzinkutas baratunk,
akir6l nem tudjuk melyik kuatnal dolgozik. A 2"~! kilométerkénél indulunk,
el6szor balra a legszélss (2 kilométernél) levs kutig, majd ha nem talaltuk meg
visszamegyiink jobbra az n-edik kuatig. Hény kilométer utan talaljuk meg a
baratunk a legjobb, a legrosszabb és az atlagos esetben? Hasonlitsuk Ossze a
legrosszabb és az dtlagos eset nagysagrendjét!

3.7. Feladat Egy 2" kilométer hosszt orszagiton n benzinkut helyezkedik
el, az i-edik kut a 2’-es kilométerkénél. Keressiik egy benzinkutas baratunk,
akirél nem tudjuk melyik katnal dolgozik. A 27! kilométerkénél indulunk,
elGszor jobbra a legszélss (2" kilométernél levd) kuatig, majd ha nem talaltuk meg
visszamegyiink balra az els6 (2-es kilométer) kutig. Hany kilométer utan talaljuk
meg a baratunk a legjobb, a legrosszabb és az atlagos esetben? Hasonlitsuk Gssze
a legrosszabb és az atlagos eset nagysagrendjét!

4. Rekurziv algoritmusok

4.1. Feladat Jelolje P(n) azt a szamot, ahanyféleképpen mehetiink fel egy n
lépcsofokbol allo lépesdn, ha egyszerre csak 1 vagy 2 1épcestfokot 1éphetiink! Ad-
junk meg egy rekurziv algoritmust, amelyben az eljarashivasok szama ©(P(n))
és amely meghatarozza a P(n) értéket! Igazoljuk, hogy

P(n) =2 ((Hf)m - (- Qﬁ)nﬂ)

4.2. Feladat Jelolje R(n, k) azt a szamot ahanyféleképpen eljuthatunk egy
n x k méreti sakktabla bal als6 sarkabdl a jobb fels sarkaba, ha csak a jobbra,
vagy a felfelé szomszédos mezére léphetiink! Adjunk meg egy rekurziv algo-
ritmust, amelyben az eljarashivasok szama ©(R(n, k)) és amely meghatarozza

R(n, k) értékét! Igazoljuk, hogy R(n, k) = (”fo)

4.3. Feladat n forintunk van. Minden nap vesziink pontosan egy dol-
got a kovetkezsk koziil (zarojelben az ar szerepel) perec (1Ft), fagylalt (2Ft),
csoki (2Ft). Adjunk meg egy rekurziv algoritmust, amely meghatarozza, hogy
hanyféleképpen kolthetjiik el a pénziinket.

4.4. Feladat Egy n egységnyi sulyt elbird teherautoba egy futdszalagrol
targyakat pakolunk. Héarom féle doboz johet, zardjelben a silyuk egységben
mérve: A tipus (1 egység), B tipus (2 egység), C tipus (2 egység). Adjunk
meg egy rekurziv algoritmust, amely meghatarozza, hogy hanyféle kiilonb6z8
dobozsorozattal tolthetjiik meg teljesen a teherautot.



4.5. Feladat Adottak épitékockak, van 1 egység magas, van 2 egység ma-
gas kék, van 2 egység magas piros, és van 3 egység magas. (Mind a négy fajta
kockabol tetszolegesen sok van). Adjunk meg egy dinamikus programozasi al-
goritmust, amely kiszamolja, hogy hanyféleképpen épithets fel egy n magassagu
torony.

4.6. Feladat Adjunk meg egy rekurziv algoritmust, amely meghatéirozza
az n szam azon particidinak a szdmat, amelyben a particiéban szerepld szadmok
paronként kiilénbozdek.

4.7. Feladat Adjunk meg egy rekurziv algoritmust, amely meghatarozza,
az n szam azon particidéinak a szamét, amelyben a particioban szerepls szamok
mindegyike paratlan.

4.8. Feladat Adjunk meg egy rekurziv algoritmust, amely meghatéarozza,
az n szam azon particidéinak a szamét, amelyben a particioban szerepls szamok
mindegyike legalabb 2.

4.9. Feladat Adjunk meg egy rekurziv algoritmust, amely meghatarozza,
az n szdm azon particidinak a szdmat, amelyben a particiéban szerepld szadmok
mindegyike paratlan és a szamok paronként kiilonbozGek.

4.10. Feladat A hanoi torony probléma: Hérom pélca egyikén n korong van
a tobbi tires. A korongok nagyséig szerinti sorrendben helyezkednek el, alul van
a legnagyobb. At akarjuk helyezni a korongokat egy masik pélcara a kovetkezs
szabélyok alapjan. Egyszerre csak egy korong mozgathatd. A korong vagy tires
pélcara vagy egy néla nagyobb korongra helyezhets. Oldjuk meg a feladatot
egy rekurziv algoritmussal! Hatarozzuk meg a korongmozgatisok szamat!

5. Absztrakt adattipusok, adatszerkezetek

5.1. Feladat Képezziink az S7 = (a1,...,a,) és So = (b1,...,b,) Sorokbol
egy Ss = (ay,...,an,b1,...,b,) ésegy Sy = (ay,b1,...,a4,bi,...,a,,b,) Sort a
Sor absztrakt adattipus mitiveleteinek felhasznalasaval.

5.2. feladat Adott az (ay,...,a,) szdm n-es. S-ben Sorként, T-ben Tomb-
ként abrazolva. Teljesiil, az a; < a, feltétel. Keressiink egy olyan a; elemet,
amelyre a; < a;4+1. Igazoljuk, hogy a sor esetén ez legrosszabb esetben 2(n)
adattipus miveletet igényel! Adjunk meg egy eljarast, amely a Témb adattipus
esetén O(logn) adattipus mivelet segitségével legrosszabb esetben is megtalal
egy ilyen indexet!

5.3. Feladat Adott Ly = (){a1,asa,...,an) és Ly = (}{by,ba,...,b,) Listak-
bol készitsiink egy L3 = (){a1,b1,az2,ba, ..., an, b,) listat a Lista absztrakt adat-
tipus miiveleteinek felhasznéalasaval!

5.4. Feladat Adott az < 1,4,5,6,2,7 > permutacié. Hiny "ADATTIPUS-
BOL" miiveletet kévetGen kaphatjuk meg a 6 elemet, ha a permutéicié Veremben,
Sorban, Prioritasi Sorban van téarolva?

5.5. Feladat Egy V Veremben kezdetben egyetlen szdm az 1 van. Uténa
n-szer egymas utan végrehajtjuk a



VeremBol(V,x);
y:=2x;
Z:=2x+1;
VeremBe (V,y) ;
VeremBe (V,z) ;

miiveletsort. Mi lesz a mitveletsorok végrehajtasa utan a VeremBol(V,x) mt-
velet eredménye? Mi lesz az eredmény, ha Sort haszndlunk Verem helyett? Mi
lesz az eredmény ha prioritasi sor hasznalunk?

5.6. Feladat Egy V Veremben kezdetben egyetlen szdm az 1 van. Uténa
n-szer egymas utin végrehajtjuk a

VeremBol(V,x);
y:=2x;
Z:=2x+1;
VeremBe (V,z) ;
VeremBe (V,y) ;

miiveletsort. Mi lesz a mitveletsorok végrehajtasa utan a VeremBol(V,x) mt-
velet eredménye? Mi lesz az eredmény, ha Prioritasi sort hasznalunk Verem
helyett?

5.7. Feladat Egy fat tgy adunk meg, hogy minden celldt azonositunk a
hozzé vezetd uttal. A pontok: a gydkér g =\, a=1,b=2,c=3,d=1.1,e =
1.2,h=2.1,j=23,k=31,1=1.1.1,m = 1.1.2,n = 1.1.3. Rajzoljuk fel a fat!
Hatéarozzuk meg a fa magassagat! Adjuk meg a fat azon f fiiggvénnyel, amelyre
f(z) x fiait adja meg!

5.8. Feladat Egy fat az algebrai definicidja alapjin adunk meg. A fa
F = g(a(d,e(k)),b,c(h,j)). Rajzoljuk fel a fat! Soroljuk fel a fa leveleit! Adjuk
meg a fat elséfit-testvér kapcsolattal!

6. Fak, fabejarasok
6.1. Feladat Irjunk olyan rekurziv fiiggvényeljarast, amely kiszamitja egy

elsofia-testvér abrazolasu fa magassagat!

6.2. Feladat Irjunk olyan rekurziv fiiggvényeljarast, amely kiszamitja egy
kapcsolati tomb dbrazolasa fa magassagat!

6.3. Feladat Irjunk olyan rekurziv fiiggvényeljarast, amely kiszamitja egy
kapcsolati lanc dbrazolasa fa magassagat!

6.4. Feladat Irjunk olyan nemrekurziv fiiggvényeljarast, amely kiszamitja
egy elséfiu-testvér-apa abrazolasu fa magassagat!

6.5. Feladat Irjunk olyan rekurziv fiiggvényeljarast, amely adott k pa-
raméterre kiszamitja, hogy a fanak hany pontja van a k-adik szinten (tehat
azon p pontok szama, amelyekre d(p) = k)! A fa els6fia-testvér abrazolasu.



6.6. Feladat Irjunk olyan rekurziv fiiggvényeljarast, amely adott k pa-
raméterre kiszamitja, hogy a fanak hany pontja van a k-adik szinten (tehat
azon p pontok szama, amelyekre d(p) = k)! A fa kapcsolati témb abréazolasa.

6.7. Feladat Irjunk olyan rekurziv fiiggvényeljarast, amely adott k pa-
raméterre kiszamitja, hogy a fanak hany pontja van a k-adik szinten (tehat
azon p pontok szama, amelyekre d(p) = k)! A fa kapcsolati lanc abrazolasu.

6.8. Feladat Irjunk olyan rekurziv fiiggvényeljarast, amely kiszamitja a fa
leveleinek szamat! A fa elsofin-testvér dbrazolast.

6.9. FeladatIrjunk olyan rekurziv fiiggvényeljarast, amely kiszamitja a fa
leveleinek szaméat! A fa kapcsolati tomb abrazolasu.

6.10. Feladat Irjunk olyan rekurziv fiiggvényeljarast, amely kiszamitja a
fa leveleinek szaméat! A fa kapcsolati lanc dbrazolasi.

6.11. Feladat Irjunk olyan nemrekurziv fiiggvényeljarast, amely kiszamitja
a fa leveleinek szamat! A fa elséfia-testvér-apa abrazolasu.

6.12. Feladat Irjuk meg a preorder bejaras algoritmusat, ha a fa kapcsolati
toémb &bréazolasu!

6.13. Feladat Irjuk meg a preorder bejaras algoritmusat, ha a fa kapcsolati
lanc abrazolasu!

6.14. Feladat Irjuk meg a szintszerinti bejaras algoritmusat, ha a fa kap-
csolati témb &brazolasu!

6.15. Feladat Irjuk meg a szintszerinti bejaras algoritmusat, ha a fa kap-
csolati lanc abrazolasu!
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1. abra. Példa fa

6.16. Feladat Mi a bejarasi sorrend a példa fara, ha a rekurziv preorder
fabejar6 algoritmusban felcseréljiik a két rekurziv hivas sorrendjét?



6.17. Feladat Mi a bejarasi sorrend a példa fara, ha a szintszerinti bejaras
algoritmusaban Sor helyett Vermet hasznalunk?

7. Dinamikus programozas

7.1. Feladat Jeldlje P(n) azt a szamot, ahanyféleképpen mehetiink fel egy
n lépcs6fokbal allo 1épesén, ha egyszerre csak 1 vagy 2 lépceséfokot 1éphetiink!
Adjunk meg egy dinamikus programozasi eljarast (linearis tablazatkitoltéssel)
a P(n) érték kiszamitasara! Igazoljuk, hogy a futasi idg linearis.

7.2. Feladat Jelolje R(n, k) azt a szamot ahanyféleképpen eljuthatunk egy
n X k méretii sakktabla bal also sarkabol a jobb fels6 sarkaba, ha csak a jobbra,
vagy a felfelé szomszédos mezdre léphetiink! Adjunk meg két dinamikus prog-
ramozasi eljarast (egyet négyzetes, egyet lineéris tablazatkitoltéssel) az R(n, k)
értek kiszamitasara! Igazoljuk, hogy a futasi id6 O(n - k).

7.3. Feladat n forintunk van. Minden nap vesziink pontosan egy dolgot a
kovetkezdk kozill (zarojelben az ar szerepel) perec (1Ft), fagylalt (2Ft), csoki
(2Ft). Adjunk meg egy dinamikus programozéasi eljarast (linearis tablazatkitol-
téssel) a P(n) érték kiszamitasara! Igazoljuk, hogy a futasi idg lineéaris!

7.4. Feladat Egy n egységnyi sulyt elbiré teherautoba egy futészalagrél
targyakat pakolunk. Héarom féle doboz johet, zarojelben a stulyuk egységben
mérve: A tipus (1 egység), B tipus (2 egység), C tipus (2 egység). Adjunk meg
egy dinamikus programozési algoritmust, amely meghatirozza, hogy hanyféle
kiillonb6z8 dobozsorozattal tolthetjiik meg teljesen a teherautot!

7.5. Feladat Adjunk meg egy dinamikus programozasi algoritmust, amely
meghatarozza az n szam azon particidinak a szdmat, amelyben a particioban
szerepld szamok paronként kiilonb6zéek! Mennyi az algoritmus futasi ideje?

7.6. Feladat Adjunk meg egy dinamikus programozasi algoritmust, amely
meghatarozza, az n szam azon particiéinak a szdmat, amelyben a particioban
szerepld szamok mindegyike péaratlan! Mennyi az algoritmus futasi ideje?

7.7. Feladat Adjunk meg egy dinamikus programozési algoritmust, amely
meghatarozza, az n szdm azon particiéinak a szdmat, amelyben a particioban
szerepld szamok mindegyike legalabb 2.

7.8. Feladat Egy tarsasag hierarchikus rendszerben dolgozik, azaz a f6nok
beosztott relacio egy fat alkot. A tarsasig egy fogadast szervez. Minden al-
kalmazotthoz hozza van rendelve egy kedélyességi mérték. A parti résztvevdit,
gy akarjak kivalasztani, hogy egyetlen alkalmazottnak se legyen ott a kozvetlen
fénoke és az 6sszkedélyesség a maximalis legyen.

- Adjunk megy egy dinamikus programozasi algoritmust a meghivandok
listajanak elkészitésére!

- Miként érhetjiik el, hogy a véallalat {6ndke biztos kapjon meghivast?

7.9. Feladat Egy adott hatizsakba targyakat akarunk pakolni. Minden
targynak van egy fontossagi értéke (f;), és egy silya (s;), a hatizsdkba maximum



Osszesen S silyt pakolhatunk. Az s; és S értékek egészek. Szeretnénk ugy
véalasztani targyakat, hogy az 6sszfontossidg maximalis legyen. Tehéat feladatunk,
hogy kivalasszuk a targyaknak olyan halmazai koziil, amelyekre az 6sszsily nem
haladja meg S-t azt, amelyre maximélis az osszfontossdg. Adjunk meg egy
dinamikus programozasi eljarast a feladat megoldasara!

7.10. Feladat Hanyféleképp tudunk n darab, egymast nem metszs, (x,0)
kozépponta kort rajzolni tgy, hogy az x tengelyt 1 és 2n kozti egész koordindta-
kon metsszék? Adjunk egy dinamikus programozasi eljarast ami kiszamolja a
valaszt!

7.11. Feladat Adott egy n lépcséfokbdl 4ll6 6reg lépesé. Néhany 1épessfok
nagyon elkorhadt, ezekre nem léphetiink, mert leszakad. Egyszerre 1 vagy 2
lépes6t tudunk 1épni. Adjunk meg egy dinamikus programozési eljarast, amely
kiszdmolja hanyféleképp mehetiink fel a 1épcsén.

7.12. Feladat Vegyiink egy konvex n-sziget. Legyenek a csucsai Ay, ..., A,.
Minden A;A; Ay, haromszoghoz adott egy w(A4; A;A) érték. Hatdrozzuk meg az
n-szog azon atlok altali haromszogekre bontasat, amelyre a felbontésban szerep-
16 haromszogekre vett w értékek dsszege minimalis. Adjunk meg egy dinamikus
programozasi eljarast!

7.13 Feladat Egy sorozat részsorozatainak azokat a sorozatokat nevezziik,
amelyeket a sorozatboél bizonyos elemek elhagyasaval megkaphatunk. (Minden
sorozat részsorozata sajat magénak). Adjunk meg olyan algoritmust, amely két
sorozatra meghatarozza a leghosszabb k6z0s részsorozatukat!

7.14. Feladat Hatarozzuk meg az (a,b,b,a,b,a,b,a) és (b,a,b,a,a,b,a,a,b)
sorozatok leghosszabb kozos részsorozatéat!

7.15. Feladat Vegyiik a kovetkez$ iitemezési problémat. Adott harom
gép és munkdk, minden munkanak van egy p; végrehajtési ideje. Feladatunk a
munkédkat a gépekhez rendelni agy, hogy a gépekhez rendelt munkik végrehaj-
tési idejeinek Osszegének (mind a hérom gépre kiszdmolva ezt az Osszeget) a
maximuma minimélis legyen.

7.16. Feladat Egy sz6t tiikorszonak neveziink, ha elére és visszafele olvasva
is ugyanazt a szot kapjuk. Adjunk meg egy dinamikus programozasi algoritmust,
amely meghatarozza, hogy minimalisan hany betiit kell beszirni egy széba, hogy
tiikorszo legyen.

7.17. Feladat Adott egy k x n-es tabla. Minden mezdre meg van adva egy
ci;j pozitiv szam, ami a mezdrdl begytjthets érték. Egy jatékos a bal alsé sarok-
bol szeretne eljutni a jobb felsé sarokba tugy, hogy csak jobbra és felfelé 1éphet
szomszédos mezore. Az Utja soran, OsszegyUjtheti a mezskrdl az értékeket. Mi
az az dtvonal, amivel a maximalis értéket tudja Gsszegytjteni?

8. Mohé algoritmusok

8.1. Feladat Adott a valds szamegyenesen valos pontoknak egy x1, ..., 2,
halmaza. Adjunk meg hatékony algoritmust, amely megad minimalis szamu



egységnyi hossza intervallumot, amelyek tartalmazzak a pontokat. Igazoljuk az
algoritmus helyességét!

8.2. Feladat Egy hosszu utazést terveziink autéval. Az auté tankjaban n
liter benzin fér el. Van egy térképiink, amely abrazolja az tton levé benzinku-
takat. Tervezziink hatékony algoritmust, amely megadja azon benzinkutakat,
amelyeknél megéllva, minimalis szami megallassal megoldhaté az utazas!

8.3. Feladat Mi az optimalis Huffman kodja az alabbi abc-nek, f(a) =
Lf(b) =1,f(c) =2, f(d) = 3,f(e) =5, f(f) = 8, f(g) = 13. Altalanositsuk
arra az esetre, amikor az dbécé i-edik betijének a gyakorisdga az i — 1-edik és
1 — 2-edik gyakorisagok Osszege.

8.4. Feladat Bizonyitsuk be, hogy minden optimalis prefix kodra igaz, hogy
ha a karaktereket gyakorisidg szerint szigortan csokkend sorrendbe helyezziik,
akkor a megfelel§ kddszavak hosszai nemcsdkkend sorozatot képeznek.

8.5. Feladat Vegyiik a pénzvaltasi probléma azon valtozatat, ahol a lehetd
legkevesebb érmére akarunk felvaltani n forintot.

a) Tervezziink moh¢ algoritmust, ha a felhasznalhato érmék 1, 5, 10 és 25
forintok. Igazoljuk, hogy az algoritmus optimalis!

b) Tervezziink moho algoritmust, ha a felhasznalhat6 érmék c°, ct, ... c* fo-
rintok, valamely ¢ > 1, k > 1 egészekre. Igazoljuk, hogy az algoritmus optimalis!

¢) Adjunk meg olyan érmesorozatot, amelyre a moho algoritmus nem op-
timélis!

8.6. Feladat Hatarozzuk meg milyen a < b szamokra optimalis a mohd
algoritmus az (1, a,b) pénzérmékre a pénzvaltasi problémaban!

8.7. Feladat Adott zart intervallumoknak egy {[a1,b1], ..., [an,bs]} hal-
maza. Keressiink olyan minimaélis szdma ponthalmazt, amelynek minden inter-
vallumba esik legalabb egy pontja.

8.8. Feladat Vegyiik azt az iitemezési problémat, ahol egy gép van, min-
den munkanak van egy végrehajtési ideje és egy hatarideje. A cél a maximalis
késedelem (befejezési id6bdl kivont hataridé) minimalizalasa. Igazoljuk, hogy
a moho6 algoritmus, amely mindig a legkisebb hatarid6vel rendelkezé még nem
végrehajtott munkat hajtja végre optimalis.

9. Bactrack és B&B

9.1. Feladat Oldjuk meg backtracking algoritmussal az alabbi optimalis
pénzvaltasi problémat (nem binaris faval reprezentaljuk a megoldastért)! A
valtopénzek 5,4, 4,2, 1 a felvaltandé Gsszeg 8.

9.2. Feladat Adjunk meg egy backtracking algoritmust a hatizsak prob-
lémara! Definidljuk a megoldéastér fajat, és a problémaspecifikus URESX, EFIU,
APA, TESTVER, VISSZAALLIT, LEHETMEGO, MEGOLDAS miiveleteket!
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9.3. Feladat Oldjuk meg a fenti algoritmussal az aldbbi hatizsédk problémat
(nem binaris faval reprezentaljuk a megoldastért)! A targyak (suly, fontossag)
parokban (4,6) (3,5) (2,3) (2,3) a hatizsak kapacitésa 8.

9.4. Feladat Oldjuk meg az eligazas-korlatozis modszerrel az alabbi op-
timéalis pénzvaltasi problémat (nem binaris faval reprezentaljuk a megoldastért,
az ADAGOLO fels6 korlat szerinti minimumos prioritési sor)! A valtopénzek
5,4,4,2,1 a felvaltando Gsszeg 8.

9.5. Feladat Adjunk meg egy eladgazés-korlatozas algoritmust a hatizsak
probléméara! Definidljuk a megoldastér fajat, és a problémaspecifikus URESX,
EFIU, TESTVER, LEHETMEGO, MEGOLDAS miveleteket, az alsokorlat és
felsskorlat fiiggvényeket!

9.6. Feladat Oldjuk meg a fenti algoritmussal az alabbi hatizsak problémét
(nem binaris faval reprezentaljuk a megoldastért)! A targyak (suly, fontossag)
parokban (4,6) (3,5) (2,3) (2,3) a hatizsak kapacitésa 8.

10. Grafok, grafabrazolasok

10.1. Feladat Adott egy tarsasagban 6 ember. Igazoljuk, hogy vagy van
3 akik ko6ziil mindenki ismer mindenkit vagy van harom, akik koziil senki sem
ismer senkit. Reprezentaljuk a problémat graffal, a pontok az emberek és két
pont 8ssze van kotve, ha ismerik egyméast. Mit jelent a fenti allitds a 6 ponttal
rendelkez§ grafokra?

10.2. Feladat Adott n darab munka, és n munkis. Minden munka-munkés
parosra adott egy c;; érték, amely megadja, hogy mennyi a kéltség, ha az i-edik
munkat a j-edik munkas hajtja végre. Célunk a munkék elvégzése a legkisebb
koltséggel.

a) Miként reprezentalhatd a probléma egy sulyozott graffal?

b) Miként kaphatunk egy optimélis megoldést?

¢) Miként valtozik a feladat a graf reprezentacioban, ha kikotjiik, hogy min-
den munkasnak legalabb egy munkat el kell végeznie?

d) Miként valtozik a feladat a graf reprezentécioban, ha minden munkasra
vannak feladatok, amiket nem tud végrehajtani?

10.3. Feladat Adott goly6knak egy halmaza, amely k; darab kék p; darab
piros és z; darab zold golyot tartalmaz. Egy jatékos a kovetkezd 1épéseket teheti:

e Elvehet egyszerre két piros és harom zold golyot.
e Elvehet egyszerre harom piros és két kék golyot.
e Elvehet egyszerre harom kék és két zold golyot.

A kérdés az, hogy elérheti -e, hogy néhany lépés utin az asztalon ko darab
kék po darab piros és z; darab zdld goly6 legyen, ha igen minimalisan hany
lépést kell tegyen? Reprezentaljuk a feladatot egy graffal!
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10.4. Feladat Adott egy sziget ahol 42 kaméleon lakik. A kaméleonok
harom szint vehetnek fel piros, kék és z0ld. Ha két kiilonb6z6 szinti kaméleon
taldlkozik, akkor megijednek és mindkett§ atvaltoztatja a szinét a harmadik
szinre. A szigeten a kiindulasi id6pontban 13,14,15 darab piros zold és kék
kaméleon van. Reprezentédljuk a feladatot graffal! Igazoljuk, hogy ebbdl a kiin-
dulési helyzetbdl nem érhetjiik el, hogy minden kaméleonnak ugyanaz legyen a
szine.

10.5. Feladat Adott egy sziget ahol fejlettebb kaméleonok élnek, mint
azon, amit az el6z6 feladatban néztiink. A kaméleonok négy szint vehetnek fel
piros, kék, zold és fehér. Ha harom kiilonb6z6 szinti kaméleon talalkozik, ak-
kor megijednek és mindharom atvaltoztatja a szinét a negyedik szinre. Elgfor-
dulhat, hogy egyszerre négy kameéleon talalkozik, amelyeknek mindegyikiiknek
kiilonb6z6 a szine, ekkor méregbe gurulnak és mind a négy kaméleon felrobban.
Egyéb talalkozésok esetén semmi nem torténik. A szigeten a kiindulési id6pont-
ban (a,b,c,d) darab piros, zold, kék és fehér kaméleon van. A természetvédsk
szeretnék tudni el6fordulhat -e, hogy kihalnak a szigetrdl a kaméleonok. Adjunk
algoritmust, amellyel eldonthetik. Reprezentaljuk a feladatot graffal!

10.6. Feladat Adott egy n x n-es sakktabla. Az (1,1) mezdn all egy huszar.
Hatéarozzuk meg eljuthat -e az (u, v) mezdre, ha igen adjunk meg egy legkevesebb
lépésbdl allo utat! Reprezentaljuk a feladatot egy graffal!

10.7. Feladat Egy G iranyitott grafnak a pontjai V = {1,...,6}, az élei
B ={(1,2), (1,4), (1,6),(2,2), (2,3), (2,4), (3, 1), (3,5), (4,1), (4,4), (5,2), (5,3),
(5,6),(6,1),(6,2),(6,5)}. Adjuk meg a grafot kapcsolatmétrix, éllista, halmaz-
fliggvény reprezentacidval!

11. Szélességi, mélységi keresés,

11.1. Feladat Egy G iranyitott grafnak a pontjai V = {1,...,6}, az élei
E = {(1,2), (1,4), (1,6), (2,2), (2,3), (2.4), (3,1), (3,5), (4,1), (4,4), (5,2), (5,3)
(5,6),(6,1),(6,2),(6,5)}. Adjuk meg milyen sorrendben jarja be a szélességi
keresés a pontokat, az 1 illetve a 5 pontokbdl kiindulva. A bejarasok alapjan
adjuk meg a 6(1,5) és 6(5,1) értékeket!

11.2. Feladat Adott egy labirintus térképe. A labirintust tgy abrézol-
juk, hogy a labirintus egy négyzetracs, ahol minden mez§ vagy fal vagy iires.
Feltehetjiik, hogy a labirintus egy k& x n-es boolean matrix altal van megadva
(1 jeloli az tires mez6t). A feladatunk olyan algoritmus tervezése, amely tet-
sz6leges belss pontbdl a legrévidebb dton kitalal a labirintusbdl. (Hasznaljuk a
szélességi keresés algoritmusat és a szamitott graf reprezentaciot!)

11.3. Feladat Tegyiik fel, hogy a 11.2. feladatban a labirintust a kévetkezé
matrix irja le.
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01 1 1 01
111010
01 0110
011010
1 01 0 01
1101 11

Hajtsuk végre a fentiekben kidolgozott eljarast a (4, 3) illetve a (2,5) pon-
tokbdl indulva!

11.4. Feladat Adjuk meg miként oldhatéak meg a 10.3., 10.4.; 10.5. és
10.6. feladatokban leirt problémék a szélességi keresés segitségével!

11.5. Feladat Tegyiik fel, hogy a 10.6. feladatban a huszér az (1,1) mez6n
all. Hatarozzuk meg a szélességi kereséssel, hogy minimalisan hany lépést kell
tennie, hogy az atlosan szomszédos (2,2) mezdre érkezzen!

11.6. Feladat Egy G iranyitott grafnak a pontjai V = {1,...,9}, az élei
E ={(1,2),(1,3),(2,3),(2,4),(3,5), (5,2),(5,6),(6,7), (7,5), (8,9), (8,1), (9, 8).
Hajtsuk végre a grafon a mélységi keresés algoritmusat! Adjuk meg a pontoknak
az elérési és elhagyasi idejét! Osztalyozzuk az éleket (faél, visszaél, el6reél,
keresztél)!

11.7. Feladat Adott egy iranyitott graf, csucsai 1,2,3,4. A grafban adot-
tak az (1,2),(1,3),(2,4),(3,4) iranyitott élek, van még él az 1 és 4 tovabba a
2 és 3 csucsok kozott de ezeknek az éleknek az iradnyitasat nem ismerjiik. Vé-
grehajtunk az 1 pontbdl egy mélységi keresést. Milyen tipusba eshetnek a graf
még iranyitatlan élei az iranyitasuktol fiiggéen?

11.8. Feladat Tudjuk, hogy egy labirintusban vagyunk. A labirintus alapja
négyzetracs, ahol minden mez$ vagy fal vagy iires. Mi mindig csak a veliink
szomszédos négy mezét latjuk (balra, jobbra, elére, hatra). Van nalunk kréta,
amellyel jeleket tehetiink azokra a mezGkre ahol jarunk. Tervezziink eljarast,
amellyel kitalalunk a labirintusboél. (Hasznéaljuk a mélységi keresés algoritmuséat
és a szamitott graf reprezentaciot!)

11.9. Feladat Tegyiik fel, hogy az el¢zé feladatban a labirintust a kévetkezé
matrix irja le. (1 az tires mez6, 0 a fal).

011101
111010
01 0110
011010
1 01 0 01
1101 11

Hajtsuk végre a fentiekben kidolgozott eljarast a (4, 3) illetve a (2,5) pon-
tokbol indulval
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12. Topologikus rendezés, Osszefiiggdség, Euler kor

12.1. Feladat Egy G iranyitott grafnak a pontjai V = {1,...,9}, az élei
E={(1,2),(1,3),(2,3),(2,4),(3,5),(5,2), (5,6), (6,7),(7,5),(8,9),(8,1),(9,8)}.
Hatéarozzuk meg a mélységi keresés alapjan graf erdsen Gsszefiiggd komponen-
seit!

12.2. Feladat Egy munkasnak az A, B,C, D, E, F, G, H munkékat kell vég-
rehajtania. A munkak kozott vannak bizonyos relaciok X — Y azt jelenti, hogy
a X-et Y el6tt kell végrehajtani a munkéasnak. A kovetkezs precedencia feltéte-
leink vannak A - H, B - H, D - E, D - F, FE - C, E — G, F — C,
G — A. Reprezentaljuk graffal a problémat! Adjunk meg egy lehetséges végre-
hajtéasi sorrendet (a topologikus rendezési algoritmus alapjan)! Mi torténik, ha
a H — F relaciénak is fenn kell allnia?

12.3. Feladat Egy G iranyitott grafnak a pontjai V = {1,...,6}, az élei
E={(1,2),(1,3),(2,3),(2,4),(3,1),(3,4),(3,5), (4,1), (4,6), (5,3), (5,6), (6,2),
(6,5)}. Adjunk meg egy Euler korét, ha van! A H iranyitatlan grafnak a pontjai
vV ={1,...,6}, az élei (1,2),(1,3),(1,4),(1,6),(2,3),(2,4),(3,4), (4,5), (5,6).
Adjunk meg a grafnak egy Euler korét ha van! Van -e a grafnak Euler utja?

12.4. Feladat Adott egy varos uthélézata. A varosban minden utca
egyiranytd. Egy keresked§ vallalat olyan raktarhelyeket akar telepiteni, ame-
lyekre minden utkeresztez&dés elérhets és a keresztezddéshez kikiildott kocsi
vissza tud térni a raktarhelyre a szabilyok betartasiaval. Adjunk meg egy el-
jarast, amely meghatarozza minimélisan hény raktart kell 1étrehozni!

12.5. Feladat Igazoljuk, hogy ha egy iranyitott grafban nincsen kor, akkor
a grafnak van olyan csiicsa, amelynek a befoka 0, ezeket a pontokat forrasnak
nevezziik. Ezen észrevétel alapjan adjunk meg egy eljarast, amely az aktuéalis
fokszamok alapjan, egyenként tordlve a csicsokat megad a kdrmentes grafok
csucsaira egy topologikus rendezést.

12.6. Feladat Igazoljuk, hogy ha egy egy darab erGsen Osszefiiggé kompo-
nensbdl 4ll6 iranyitott grafban minden pont fokszdma pontosan ketts, akkor a
graf egy irdnyitott korut.

13. Feszit6fak

13.1. Feladat Egy G iranyitatlan grafnak a pontjai V = {a,b,c¢,d,e, [},
az élei a sulyokkal egyiitt £ = {c(a,b) = 1,c(a,c) = 2,¢(b,c) = 3,¢(b,e) =
2,¢(e,d) = 3,¢(e,e) = 1,¢(d,e) = 2,¢(d, f) = 1,c(e, f) = 3}. Hajtsuk végre a
Kruskal és a Prim algoritmusokat a grafon. Adjuk meg mely éleket és milyen
sorrendben véalasztjak be a feszitéfabal

13.2. Feladat Egy kommunikicios halozatot akarunk kiépiteni. Adott n
alloméas, amelyeket el kell érniink. Minden allomésparra adott, hogy mekkora
koltséggel épithets ki kozottiik kozvetlen csatorna. Feladatunk meghatérozni,
hogy mely kozvetlen csatornakat épitsiik ki. Reprezentéaljuk a feladatot gréaffal!
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13.3. Feladat Egy G iranyitatlan silyozott graf egy feszit6fajat tivegnyaku
feszit6fanak neveziink, ha a maximaélis élstlya minimaélis a feszit6fak kozott.

- Igaz-e, hogy minden minimaélis feszitéfa egyben iivegnyaka is?

- Igaz -e, hogy minden iivegnyaku feszitéfa egyben minimélis is?

13.4. Feladat Tekintsiik a kévetkezd sulyozott grafot, a csicsok a, b, ¢, d,
az élek a sulyokkal w(a,b) = z,w(a,c) = y,w(a,d) = 2, w(b,c) = 3,w(b,d) =
4, w(c,d) = 3, ahol az z,y értékek pozitiv valos szamok. Az z,y értékektsl
fliggGen milyen minimalis koltségi feszitGfak lehetnek a grafban?

13.5. Feladat Igaz -e, hogy ha egy Gsszefiiggs iranyitatlan stulyozott graf-
ban egy élnek a stlya szigortian nagyobb, mint a tobbi él silya, akkor nem
szerepelhet minimaélis koltségi feszitGfaban? Igazoljuk, hogy ha van kor, ami
tartalmazza ezt a szigorian legnagyobb élt, akkor igaz az allitas!

13.6. Feladat Adott egy négy csucsu teljes graf (barmely két cstucs kozott
vezet él). Az éleknek sulyokat adhatunk az 1,2,3,4,5,6 értékeket oszthatjuk
szét a hat €l k6zott. Mekkora lehet a minimalis sulyu feszitéfa salya a stlyok
szétosztasatol fiiggden?

14. Legrovidebb utak

14.1. Feladat Hajtsuk végre az 1 pontbél a Dijkstra algoritmust az alabbi
G4 és Go grafokra. Igaz -e, hogy a D értékek a legrovidebb utak hosszat adjak
vissza? Amennyiben nem, mi az oka? (A maétrixokban a ¢;; érték az (i,j5) él
hossza, oo ha nincs él.)

oo 2 oo 1 8 o
2 oo 1 4 1 5
G, = 2 o0 2 1 1 7
oo 1 4 oo 2 7
1 o 1 4 oo 1
o 1 oo 4 2 1
oo 2 oo 1 8 o0
2 oo 1 -4 1 5
Gy = 2 oo 2 1 1 7
oo 1 4 oo 2 7
1 oo 1 4 oo 1
oo 1 oo 4 2 1

14.2. Feladat Legyen G egy iranyitott stulyozott kormentes graf, amelynek a
cstcesai (1,2,...,n) topologikus rendezés szerint vannak megadva (azaz minden
él kisebb sorszamu cstcsbol nagyobb sorszamu csicsba vezet). Adjunk meg egy
algoritmust, amely kiszdmolja az 1 pontbdl a t6bbi pontba vezets legrévidebb
utak hosszat! Miként hasznalhatjuk az algoritmust arra, hogy a grafban az 1
pontbdl a tobbi pontba vezets leghosszabb utak hosszat adjuk meg?
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14.3. Feladat Vegyiik a kovetkezs grafot, a graf pontjai V = {1,...,6}
topologikusan vannak rendezve. Az élek a sulyokkal a kovetkezsk. c¢(1,2) =
=5,¢(1,3) = —=2,¢(1,5) = 3,¢(1,6) = 3, ¢(2,4) = 4, ¢(2,5) = 1, ¢(2,6) =
-2, ¢(3,4) = =7, ¢(3,6) = 1, ¢(4,6) = 3, ¢(5,6) = 1. Az el6z6 feladatban
kifejlesztett eljaras alapjan hatarozzuk meg az 1 pontbdl a tébbi pontba vezetd
legrévidebb és leghosszabb utakat.

14.4. Feladat Legyen G egy iranyitott stlyozott graf, amely nem tartalmaz
negativ silya kort. Adjunk meg egy algoritmust, amely kiszamolja az 1 pontbol
a tobbi pontba vezets legrovidebb utakat! Miként médosithaté az algoritmus
ugy, hogy felismerje, ha a graf tartalmaz negativ sulya kort?

14.5. Feladat Adjuk meg a fenti algoritmus alapjan az 1 pontb6l a t6bbi
pontba vezetd legrovidebb utakat az alabbi grafra! (A matrixban c¢;; az (4, j) él
sulya.)

o oo o 6 8
2 oo 4 4 2
G=|2 oo 1 -1 2
1 -3 o 4
oo 4 1 2 o

14.6. Feladat Adjuk meg a fentiekben megadott algoritmus alapjan hogy
az alabbi graf az A paraméter mely értékeire tartalmaz negativ salya kort! (A
matrixban ¢;; az (4, ) él stlya.)

oo 2 3
G=|oo 0 A
oco 1 0

14.7. Feladat Adjuk meg az alabbi grafra minden pontpérra a legrévidebb
utakat, a Floyd Warshall algoritmus alapjan! (A matrixban ¢;; az (i, j) él stlya.)

0
2
G=| 2
00
1

8H8 SN
— o wy
Y U N

)
00
1
2
0

14.8. Feladat Adjuk meg az alabbi irdnyitott grafra a tranzitiv lezartjat, a
modositott Floyd Warshall algoritmus alapjan! (A matrixban ¢;; = 1 ha létezik

(i,7) €L.)

11 0 10
11 0 10
G=]10 11 0 1
01 1 11
0 0 0 01
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14.9. Feladat Egy x4, ...,z,, méreti doboz belefér az yq, ...,y méreti
dobozba, ha z; < y; teljesiil minden i-re. A feladatunk az, hogy dobozoknak
egy megadott listdjara hatarozzuk meg leghosszabb By, ..., B; dobozsorozatot,
amelyre a B; doboz elfér a By, dobozokban k < j esetén. Reprezentaljuk graffal
a feladatot!

14.10. Feladat Meseorszagban minden kézhivatalnok megvesztegethetd.
Nem mindegyikiiket lehet kozvetleniil megvesztegetni a magasabb hivatalban
levé embereket csak az vesztegetheti meg, aki rendelkezik megfelel§ ajénlolevél-
lel, amit az ajanlolevél iréjanak megvesztegetésével lehet megszerezni. Egy jol
értesiilt vallalkoz6 tudja kit mennyibe keriil megvesztegetni és azt is, hogy az
egyes emberek milyen ajanloleveleket fogadnak el. A miniszterelnokst szeretné
megvesztegetni a lehet legkisebb teljes koltség megfizetése mellett. Adjunk meg
egy eljarast, amellyel meghatarozhatja kiket kell megvesztegetnie!

14.11. Feladat A haboruban a hadsereg vezetsi egy csomagot szeretnének
atjuttatni az ellenséges orszagon, a szovetséges erék féhadiszallasara. Ismerik
az orszag uthalézatat, és minden utra tudjak mekkora a valészintisége annak,
hogy a futar at tud jutni rajta. Adjunk algoritmust, amely kivilasztja azt az
utvonalat, amelyen a legnagyobb a valoszintisége, hogy a futar célba ér!

15. Rendezés
15.1. Feladat Rendezziik a kovetkezd sorozatot kivalasztd rendezéssel: 3,
5,2,6,7,8,1,9.

15.2. Feladat Rendezziik a kovetkezs sorozatot besziré rendezéssel! 3, 5,
6,89, 1,3, 4.

15.3. Feladat Rendezziik a kdvetkez§ sorozatot kupacrendezéssel: 3, 5, 6,
9,1, 3.

15.4. Feladat Rendezziik a kovetkez§ sorozatot gyorsrendezéssel: 5, 9, 6,
1, 3, 4.

15.5. Feladat Rendezziik a kdvetkez§ sorozatot szamlaloé rendezéssel: 5, 3,
6,1,3,4,3,2,1.

15.6. Feladat Rendezziik a kovetkezs sorozatot radix rendezéssel: 236, 423,
654, 145, 311, 452, 334, 215, 178.

15.7. Feladat Rendezziik a kovetkezs sorozatot vodrds rendezéssel! 0.53,
0.34, 0.65, 0.12, 0.33, 0.44, 0.32, 0.23, 0.13, 0.82.

15.8. Feladat Mennyi a futasi ideje a kupacrendezésnek egy nagysag szerint
névekvden rendezett t6mbon? Mennyi a futési id6 egy nagység szerint csékkend
témbon?

15.9. Feladat Adjunk meg egy olyan valtozatat a gyorsrendezésnek, amely
legrosszabb esetben is O(nlogn) idében fut!

17



16. Median, kiilsé rendezések

16.1. Feladat Keressiik meg az aldbbi sorozatban egyidejiileg a minimalis
és a maximélis elemet:
1,5,3,7,8,9,4,7,3.

16.2. Feladat Taladljuk meg az alabbi sorozat negyedik legkisebb elemét
kupaccal:
4,6,7,2,3,5,8.

16.3. Feladat Talaljuk meg az aldbbi sorozat 6todik legkisebb elemét is-
mételt felosztassal:
4,6,7,2,3,5,8.

16.4. Feladat Rendezziik a kovetkezs sorozatot 4 file-os egyenletes Ossze-
fésiilg rendezéssel:
1,3,4,3,5,6,2,6,7,8,24,5,9,7, 8.

16.5. Feladat Adott két n hosszu rendezett tomb, hatarozzuk meg a két
sorozat 2n elemének medianjat egy O(lgn) idejd algoritmussal!

16.6. Feladat Adott n darab x1,...,x, szam és ezekhez w1, ..., w, pozitiv
salyok, agy, hogy >0, w; = 1. A stlyozott medidn az az xj, elem, amelyre
teljestil - _, wi <1/2¢és > _  w; <1/2.

a) Miként kaphatjuk meg a mediant sulyozott medidnként?

b) Adjunk egy linearis algoritmust, amely kiszdmolja egy rendezett t&mb
sulyozott medianjat. Miként adodik ebbsl O(n lgn) legrosszabb idejt algoritmus
a probléma megoldasara?
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Megoldasvazlatok, otletek

1. Aszimptotikus jel6lések

1.1. Feladat Lehetséges f(5) = 5, hiszen ha f(n) = nlogn minden n > 6
esetén, a definicio teljesiil az ng = 6 ¢; = co = 1 értékekkel. Ellenben tetszdleges
¢1 konstansra n < c¢inlogn, ha n olyan prim, amelyre logn > 1/cq, igy f(n) =n
minden primre nem lehetséges.

1.2 Feladat Lehetséges f(n) = n és f(n) = n? is az n < 100 értékekre,
hiszen ha f(n) = nlogn minden n > 101 esetén, a definici6 teljesiil az ny = 101
¢y = 1 értékekkel. Az f(n) = n feltétel minden paros n esetén is teljesiilhet,
hiszen n = O(nlogn). Ellenben tetszéleges ¢ konstansra n? > ¢-nlogn, ha n
olyan péros szdm, amelyre n > clogn, igy f(n) = n? minden paros szamra nem
lehetséges.

1.3. Feladat Legyen f(n) = n, ekkor f(2n) = 2f(n) minden n-re, igy
f(2n) = O(f(n)).

1.4. Feladat

o 22 /9n — 97 oo fgy 2" = 0(22"), kovetkezésképp 2" = O(22") is
teljesil.

e nlogiyn/nlnn = logyye, igy nlog;yn = O(nlnn), kivetkezésképpen

nlog;on = O(nlnn), nlog;yn = Q(nlnn) szintén teljesiil.

e Egyrészt 2" = 4™/2. Masrészt, ha n > 4 akkor n! > 4773 igy 2" /n! <
43=1/2 A fels6 korlat 0-hoz tart igy a vizsgalt hanyados is. Kovetkezés-
képpen 2™ = o(n!), igy 2™ = O(n!) is teljesiil.

e Mivel n"/n! > 2%/2 ezért n"/n! > 2"/? tart a végtelenbe, ha n tart a
végtelenbe, igy n" = w(n!), kovetkezésképp n™ = Q(n!) is teljesiil.

e Mivel vVn7/n® = \/n, amely fiiggvény tart a végtelenbe, ha n tart a vég-
telenbe, igy vVn’ = w(n?), kovetkezésképp vn™ = Q(n?) is teljesiil.

1.5. Feladat

h(n) = ©(p(n)) teljesiil. Legyenek c¢q,cq,ng olyan értékek, amelyekre ha
n > ng, akkor c1g(n) < f(n) < cag(n) (ilyen értékek f(n) = O(g(n)) alapjan
vannak). Ha n > ng/2, akkor ¢ip(n) = c19(2n) < f(2n) = h(n) = f(2n) <
£29(2n) = e2p(n), gy h(n) = O(p(n).
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Amennyiben f(n) = 2", akkor h(n) = 22", igy h(n)/f(n) = 2" — oo, kivet-
kezésképp h(n) = O(f(n)) nem teljesiil. Amennyiben f(n) monoton csdkken,
akkor a relacié fennall, hiszen h(n) = f(2n) < f(n) minden n esetén.

Amennyiben f(n) = 27", akkor h(n) = 272", igy h(n)/f(n) = 27" —
0, kovetkezésképp h(n) = Q(f(n)) nem teljesiil. Amennyiben f(n) monoton
novekszik, akkor a relacio fennall, hiszen h(n) = f(2n) > f(n) minden n esetén.

1.6. Feladat Vegyiik f(n) = n" fiiggvényt! Ekkor az f(n + 100)/f(n) >
n'% hanyados tart a végtelenbe, igy nem adhat6 meg a O jelélésben sziikséges
konstans. A fenti fiiggvény monoton névekvd, igy monoton névekvd fiiggvények-
re nem feltétlentl teljesiil az f(n + 100) = O(f(n)) allitds. Mésrészt monoton
csokkend fliggvények esetén f(n + 100) < f(n), igy f(n 4+ 100) = O(f(n)) a
¢ = 1 konstans mellett.

1.7. Feladat

g(n) + h(n) = O(n) teljesiil. Ha n > ng mellett ¢; -n < g(n) < cz-n
és n > ny mellett dy -n < h(n) < dy-n, akkor n > max{ng,n,} mellett
(c1 +di) -n<g(n)+hn) < (c2+d2) n.

igy n/(lg(n) —

Amennyiben g(n) = h(n) = n, akkor |g(n) — h(n)| + 1 = 1,
1 = O(n) nem minden

h(n)| + 1) = n — oo, kovetkezésképp |g(n) — h(n)| +
esetben teljesiil.

Ha n > ng mellett g(n) < co - n és n > n; mellett h(n) < ds - n, akkor
n > max{ng, n1} mellett |g(n) — h(n)| + 1 < (max{ce,do} + 1) - n, igy (|g(n) —
h(n)| + 1) = O(n) valéban teljesiil.

2. Rekurziok megoldasai

2.1. Feladat Igazoljuk indukciéval, hogy a fiiggvényre T'(n) < cn? —n

valamely ¢ konstansra. (A —n tag nélkiil az allitds nem kovetkezik egyszeri
indukcios lépéssel.) A kis n értékekre az allitds nyilvanvaloan teljesiil, ha a ¢
értéket elég nagyra valasztjuk. Most tegyiik fel, hogy valamely n-ig teljesiil az
allitas és igazoljuk a helyettesité modszerrel n-re is.

T(n) =9T(n/3) +n <9(c(n/3)> —n/3) +n=c-n*>—2n <c-n*> —n.

2.2. Feladat Teljes indukcidval igazoljuk, hogy a fiiggvényre T'(n) < cnlogn
valamely ¢ konstansra. A kezdeti értékekre az allitas nyilvanvaloan teljestiil ele-
gendGen nagy c valasztasa mellett. Most tegyiik fel, hogy n-ig teljesiil. Az
indukciés 1épés

T(n) =2T(n/2) +n < 2(cn/2log(n/2)) +n < cnlog(n/2) + n < cnlogn,
ahol az utols6 lépésben kihasznaltuk, hogy log(n/2) + 1/c < logn.

2.3. Feladat A szamitasok egyszeriisitésének érdekében nem foglalkozunk
a kerekitésekkel, mivel csak a nagysagrendet akarjuk meghatarozni, ez az egy-
szeriisités megtehets. Legyen m = logn, a fliggvényre felirt rekurzio a kovet-
kez$ forméba keriil: T(2™) = 27(2™/2) + 1. Legyen S(m) = T(2™), erre a
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fiiggvényre S(m) = 25(m/2) + 1. A fiiggvényre a helyettesitd modszerrel egys-
zertien igazolhato, hogy S(m) = ©(m), a cm —1 < S(m) < dm — 1 egyenl6t-
lenségeket hasznalva az indukcids lépésben. Mésrészt ha S(m) = ©(m), akkor
T(n) = O(logn).

2.4. Feladat A kerekitésektsl a szamitdsok egyszertisitésének érdekében
eltekintiink, ez nem véltoztatja a fliggvény nagysigrendjét. A rekurzios fa els6
szintjén az elsG rekurzids hivasbol szarmazo n all. A mésodik szinten négyszer all
n/2. A kovetkezd szinten mindegyik n/2 ala négy darab n/4 keriil, igy Gsszesen
16 darab n/4 lesz. Teljes indukci6val lathato, hogy az i-edik szinten 4° darab
n/2" &ll. Tehat az i-edik szinten az Osszeg 2'n. Osszesen log, n szint van, igy
T(n) =>.2%5"2'n=0(n?).

2.5. Feladat Teljes indukciéval igazolhaté, hogy a kerekitésektsl eltekintve
minden szinten n lesz az elemek Osszege a rekurziés faban. Mivel log, n szint
van, és igazolhato, hogy a kerekitések nem valtoztatjik meg a nagyséigrendet,
ezért az allitast igazoltuk.

2.6. Feladat Az elsG esetben a b =2, a = 8, f(n) = n? értékekkel kapjuk
a mester tételben hasznélt format. Ekkor log, 8 = 3, igy a ¢ = 1 értékkel a
mester tétel elsG esetének feltételei teljesiilnek, amibsl adoédik, hogy P(n) =
O(nlo8r @) = O(n?).

A mésodik esetben a b = 2, a = 4, f(n) = n? értékekkel kapjuk a mester
tételben hasznélt format. Ekkor log,4 = 2, igy f(n) = nl°% % azaz a mes-
ter tétel masodik esetének feltételei teljesiilnek, amibdl adodik, hogy Q(n) =
O(n'°& 2 1logn) = O(n?logn).

A harmadik esetben a b = 2, a = 2, f(n) = n? értékekkel kapjuk a mester
tételben hasznalt format. Ekkor log,2 = 1, igy n'°® % = n, azaz a mester
tétel harmadik esetének els6 feltétele teljesiil. Masrészt, 2(n/2)* < 1n?, gy a
masodik feltétel is teljesiil. Tehat adodik, hogy R(n) = O(f(n)) = ©(n?).

2.7. Feladat Legyen f(n) = n'°®?logn. Ekkor f(n) = w(n'°® %), igy
az elsé két eset nyilvanvaléan nem hasznalhat6. Masrészt tetszéleges € > 0
esetén f(n)/n'°% 9+¢ a 0 szamhoz konvergél, igy a harmadik eset feltételei sem
teljesiilnek.

3. Legjobb, legrosszabb atlagos eset korlatok

3.1. Feladat Legjobb eset: Amennyiben a gondolt szam 27!, els6 kérdésre
kitalaljuk, igy a legjobb eset ©(1).

Legrosszabb eset: Az i-edik kérdés utdn a lehetséges gondolt szam kettes
szamrendszerbeli alakjaban az i-edik szamjegyet meghatarozzuk. Kovetkezés-
képpen az n-edik kérdéssel a legrosszabb esetben is kitalaljuk a keresett szamot.
Masrészt n kérdés sziikséges is lehet (példaul, ha a gondolt szam 1), igy a leg-
rosszabb esetben a kérdések szama n = O(n).

Atlagos eset: Amennyiben a gondolt szam 2", az elsé kérdéssel kitalaljuk.
Amennyiben a szam 2772 vagy 2"~ + 2772 akkor két kérdésben taldljuk ki.
Azokat a szamokat, amelyek binaris alakjaban az i-edik szamjegy 1 az uténa
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kovetkezs szamjegyek 0-ak, ¢ lépésben talaljuk ki. Koévetkezésképpen minden
i-re, 1 =1,...,n, 27! olyan szam van, amelyet 3 lépésben talalunk ki. Tehat a
kérdések atlagos szama

o i2icl

2n —1

Erre az értékre konnyen igazolhato, hogy n/2 < S < n, azaz igazoltuk, hogy a
kérdések atlagos szdma O(n).

S:

3.2. Feladat Legjobb eset: A kocsi a kaputol legtavolabbi helyen all, igy
minden kocsihelyet megnéz egyszer, az utolsét kétszer, tehat n + 1 kocsihelyet
néz meg.

Legrosszabb eset: Ekkor a kocsi az els6 helyen all. Tehat kétszer végigmegy
és Gsszesen 2n helyet néz meg.

Atlagos eset: Ha a kocsi hatulrol az i-edik helyen van, akkor elmegy a végére
és i helyet jon vissza. Tehat n + ¢ kocsihelyet kell megnézni. Tehat az atlagos
eset

Sirin+i) n?P+nn+1)/2 3n+1

n n 2

3.3. Feladat Mivel az algoritmusnak végig kell hajtania az Gsszes Ossze-
hasonlitast a maximalis elem megtalaldsadhoz, ezért n Gsszehasonlitas van a ma-
ximalis elem elhelyezkedésétsl fiiggetleniil, azaz a legjobb, a legrosszabb és az
atlagos esetben is.

3.4. Feladat A legjobb esetben a permutacio elsé eleme az 1, a legrosszabb
esetben az utolso, igy a legjobb esetben 1, a legrosszabb esetben n Osszeha-
sonlitast hajtunk végre. Az atlagos eset vizsgilatdhoz hatarozzuk meg minden
i-re, hogy az n! lehetséges permutaciobol, hany esetben van az 1 elem az i-edik
helyen. Ha az i-edik helyen az 1 le van rogzitve, akkor a t6bbi helyet (n — 1)!
féleképpen tolthetjiik fel, igy az ilyen permutéciok szama (n — 1)!. Kovetkezés-
képp az atlagos esetben az Gsszehasonlitasok szama

Sryi-(n=10 YT i n+41
n! oon 27

3.5. Feladat Ha a 0 kilométerkénél indulunk, akkor a legjobb esetben az
els6 benzinkithoz legrosszabb esetben az n-edik benzinkathoz kell elmenniink,
tehat a megtett kilométerek szama a legjobb és legrosszabb esetekben 2 és 2.
Az atlagos esetben a baratunk n helyen lehet, ha az i-edik benzinkutnél van,
akkor 2! tavolsagot kell menniink, igy az Atlagos esetre a megtett tt

Z?:l 21 B 2n+1 —9
n n n

= o(2").

Ha a 2" kilométerkénél indulunk, akkor a legjobb esetben az n-edik ben-
zinktthoz legrosszabb esetben az els§ benzinktuthoz kell elmenniink, tehat a
megtett kilométerek szdma a legjobb és legrosszabb esetekben 0 és 2" — 2. Az
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atlagos esetben a baratunk n helyen lehet, ha az i-edik benzinkutnéal van, akkor
2" — 2" tavolsagot kell menniink, igy az atlagos esetre a megtett 1t

n n

3.6. Feladat A legjobb esetben a 2"~ ! kilométerkénél van a benzinkutas,
igy 0 kilométert kell megtenni. A legrosszabb esetben az els§ kuthoz majd on-
nan az n-edik benzinkithoz kell elmenniink, tehat a megtett kilométerek szdma
legrosszabb esetben 2"~1 + 2" — 4 = ©(2"). Az &tlagos esetben a baratunk n
helyen lehet, ha az i < n-edik benzinkitnal van, akkor 2"~1 — 2¢ tavolsagot kell
menniink, ha az n-edik kutnal akkor 2"~ + 2" — 4 tavolsigot igy az atlagos
esetre a megtett Ut

St — 2y oty on 4 pantl 9 .
i= - = 0(2").
n n

3.7. Feladat A legjobb esetben a 2"~ ! kilométerkénél van a benzinkutas,
igy 0 kilométert kell megtenni. A legrosszabb esetben az n-edik kuthoz majd
onnan az elsé benzinkuthoz kell elmenniink, tehit a megtett kilométerek szdma
legrosszabb esetben 2"~! 4+ 2" — 2 = ©(2"). Az &tlagos esetben a baratunk
n helyen lehet, ha az i < n — l-edik benzinkdtnal van, akkor 2" + 2n~1 — 2¢
tavolsagot kell menniink, ha az n-edik katnal akkor 27~ tévolsagot ha az n — 1-
edik kutnal akkor 0 tavolsagot, igy az atlagos esetre a megtett 1t

MCA et ) R e B Ut AR L B S
n n

4. Rekurziv algoritmusok

4.1. Feladat: A P(n) értékekre a kovetkezs Osszefliggések allnak fenn:
e P(1) =1 (ha egy lépcss van egyféleképpen mehetiink)

e P(2) = 2 (ha két lépcsS van, vagy 1 + 1-ben vagy egy kettes lépéssel
mehetiink)

e P(n) = P(n—1)+ P(n —2) ha n > 3, (utols6 lépésként 1-et vagy 2-t
léphetiink).

A kovetkezd program szdmolja ki a P(n) fiiggvényt:
Function P(n: Word) : Longint;
Begin

If n=1 Then
P:=1
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Else If n=2 Then
P:=2
Else
P:=P(n-1)+P(n-2)
End;

Helyesség: A megallasi feltétel M(n) = (n — 1)(n — 2). A helyesség adodik
a megadott Osszefiiggésekbdl.

A wvégrehagtott utasitisok szdma: Igazoljuk teljes indukciéval, hogy P(n) —
1< E(n) <2P(n)—1. Han = 1vagy n = 2, akkor P(n)—1 < E(n) = 2P(n)—1.
Ha az n > 3 értékre az n-nél kisebb szamokra igaz, akkor n-re is, mivel

Pn)—1=Pn—-1)+Pn—-2)—1<En-1)+En-2)+1=E(n)

En)=En-1)+E(n—-2)+1<2P(n—1)—14+2P(n—-2)—14+1=2P(n)—1

A P(n)-re vonatkozo6 formulat teljes indukcidval igazoljuk. Behelyettesitéssel

adodik, hogy
Pl)=1= %((1 +2\/3)2 ~ <1 2\/5)2>,

és

Tovabba:

AR = AR T (5 (5 -

S Y - )

NG 2 2 2 2
AR 57)

4.2. Feladat: A kivetkezo Osszefiiggések allnak fenn az R(n, k) értékekre:

e R(1,k) =1 (csak jobbra mehetiink)
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e R(n,1) =1 (csak felfelé mehetiink)

e R(n,k) = R(n,k—1)+ R(n — 1,k) (az utolsé lépés felfelé és jobbra tor-
ténhet)

A kovetkezd program adja meg a R(n, k) figgvényt:

Function R(n,k: Word) : Longint;

Begin
If (n=1) Or (k=1) Then
R:=1
Else
R:=R(n-1,k)+R(n, k-1)
End;

Helyesség: A megallasi feltétel M (n, k) = (n—1)(k—1). A helyesség adodik
a megadott Osszefiiggésekbdl.

A végrehagtott utasitdisok szama: Igazoljuk teljes indukcioval, hogy R(n, k) <
E(n,k) <2R(n,k) —1. Han =1 vagy k = 1, akkor 1 = R(n,k) = E(n, k) =
2R(n, k) — 1. Ha az Gsszes (n', k') # (n, k) par esetén, amelyre n’ <n és k' <k
teljesiil igaz az allitas, akkor az (n, k) par esetén is:

R(n,k) = R(n,k—1)+ R(n—1,k) < E(n,k—1)+ E(n—1,k) = E(n,k)—1

E(n,k)=E(n,k—1)+E(n-1,k)+1 <2R(n,k—1)—14+2R(n—1,k)—1+1 =
2R(n, k) — 1

R(n, k) értéke: Az ut a fels6 sarokba n + k — 2 lépésbdl &ll, ebbdsl k — 1
-et 1épiink jobbra. Ez a k — 1 1épés barmely k& — 1 1épés lehet és a jobbra
lépések meghatarozzak az utat, kovetkezésképp az utak szdma megegyezik azzal
a szammal, ahényféleképp kivalaszthatjuk az n 4+ k — 2 1épésbdl a k — 1 jobbra

lépest, és ez ("1F 7).

4.3. Feladat: Jelolje Q(n) az n forint lehetséges elkdltéseinek a szamat! A
kovetkez§ Osszefiiggések allnak fenn:

e (1) =1 (ha egy forint van, akkor egy perecet vehetiink)

e Q(2) = 3 (két forinthdl, vagy két perec vagy egy csoki vagy egy fagylalt
vaséarolhato)

e Q(n) =Q(n—1)4+2Q(n—2) han > 3, (utolsé alkalommal perecet, csokit
vagy fagylaltot vehetiink).

A kovetkezd algoritmus adja meg a Q(n) fiiggvényt:
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Function Q(n: Word) : Longint;

Begin
If n=1 Then
Q:=1
Else If n=2 Then
Q:=3
Else
Q:=Q(n-1)+2Q(n-2)
End;

Helyesség: A megallasi feltétel M(n) = (n — 1)(n — 2). A helyesség adodik
a megadott Osszefiiggésekbdl.

4.4. Feladat: A feladat ekvivalens az el6z6 feladattal, a perec az A tipusnak

a csoki és a fagylalt a B és C' tipusoknak felel meg. Kovetkezésképpen ugyanazzal
az eljarassal oldhato meg a feladat.

4.5. Feladat: Jelolje F'(n) az n magas torony lehetséges felépitéseinek a
szaméat! A kovetkezs Osszefliggések allnak fenn:

F(1) =1 (egy egység magas kocka)

F(2) = 3 (két egység magas, vagy két egység magas kék vagy két egység
magas piros)

F(3) = 6 (egyszerii esetszétvalasztas)

F(n)=F(n—-1)4+2F(n—2)+ F(n —3) han > 4, (legfeliil a négy féle
kocka valamelyike lehet).

A kovetkez§ algoritmus adja meg a F'(n) fliggvényt:

Function F(n: Word) : Longint;

Begin
If n=1 Then
F:=1
Else If n=2 Then
F:=3
Else If n=3 Then
F:=6
Else
F:=F(n-1)+2F (n-2)+F(n-3)
End;
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Helyesség: A megallasi feltétel M(n) = (n — 1)(n —2)(n — 3). A helyesség
adodik a megadott Gsszefiiggésekbdl.
4.6. Feladat Legyen L(n) n azon particidinak a szdma, amelyben minden

szam kiilonb6zs. Jelolje L2(n, k) ezek koziil azok szamat, amelyekben minden
rész legfeljebb k. A kovetkezd Gsszefiiggések édllnak fenn:

e 1. I2(1,k) =1, (az 1 szam particioi)

e 2. I2(n,1) =0, han > 1 (nem lehetnek kiilénbozdek a részek)

e 3. L2(n,n) =14 L2(n,n — 1) (az n-bdl 4llé partici6 és a t6bbi)

e 4. L2(n,k) = L2(n,n), ha n < k (nincs n-nél nagyobb rész)

e 5. L2(n,k) = L2(n,k — 1)+ L2(n — k,k — 1) (vagy szerepel k vagy nem)

A kovetkezd algoritmus adja meg a L(n) fliggvényt:

Function L(n: Word) : Longint;
Function L2(n,k: Word) : Longint;
Begin

If n=1 Then
L2:=1

Else If k=1 Then
L2:=0

Else If n<=k Then
L2:=1+L2(n,n-1)

Else
L2:=L2(n,k-1)+L2(n-k,k-1)
End{L2};
Begin
L:=L2(n,n);
End{L};

Helyesség: A megallasi feltétel M(n, k) = (n—1)(k—1). A helyesség adodik
a megadott Osszefiiggésekbdl.

4.7. Feladat Legyen S(n) n azon particiéinak a szama, amelyben minden
szam péaratlan. Jelolje S2(n, k) ezek kozil azok szaméat, amelyekben minden
rész legfeljebb k. Hasonl6éan, mint az el6z§ feladatban kapjuk, hogy a kdvetkezd
Osszefiiggések dllnak fenn:

e 1. S2(1,k) =1, S2(n,1)=1

e 2. S2(n,n) =1+ 52(n,n— 1), ha n paratlan, S2(n,n) = S2(n,n — 1), ha
n paros
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e 3. S2(n,k) = S2(n,n), han <k

o 4. S2(n,k) = S2(n,k — 1) + S2(n — k, k), ha k paratlan, és S2(n, k) =
S2(n, k — 1) ha k paros.

A kovetkezd algoritmus adja meg a S(n) fliggvényt:

Function S(n: Word) : Longint;
Function S2(n,k: Word) : Longint;
Begin
If (n=1) Or (k=1) Then
S2:=1
Else If (n<=k) and (not odd(n)) Then
S2:=S2(n,n-1)
Else If (n<=k) and (odd(n)) Then
S2:=1+52(n,n-1)
Else If not odd(k) Then
S2 :=52(n,k-1)
Else
S2:=82(n,k-1)+S2(n-k,k)
End{S2};
Begin
S:=S2(n,n);
End{S};

Helyesség: A megallasi feltétel M(n, k) = (n—1)(k—1). A helyesség adodik
a megadott Osszefiiggésekbdl.

4.8. Feladat Legyen R(n) n azon particidinak a szama, amelyben minden
szam legalabb 2. Jelolje R2(n, k) ezek koziil azok szaméat, amelyekben minden
rész legfeljebb k. Ekkor a kovetkezs Osszefiiggések allnak fenn:

o 1. R2(1,k) =0, R2(n,1) = 0,

e 2. R2(2,k) =1, R2(n,2) =1, ha n paros, R2(n,2) = 0, ha n paratlan
e 3. R2(n,n) =1+ R2(n,n—1),han>3

e 4. R2(n,k) = R2(n,n), han <k

e 5. R2(n,k) = R2(n,k — 1)+ R2(n — k,k), han >k ésk>2ésn>3

A kovetkezd algoritmus adja meg a R(n) fliggvényt:

Function R(n: Word) : Longint;
Function R2(n,k: Word) : Longint;
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Begin
If (n=1) Or (k=1) Then
R2:=0
Else If n=2 Then
R2:=1
Else If (k=2) and (odd(n))
R2:=0
Else If k=2
R2:=1
Else If n<=k Then
R2:=1+R2(n,n-1)
Else
R2:=R2(n,k-1)+R2(n-k,k)
End{R2};
Begin
R:=R2(n,n);
End{R};

Helyesség: A megallasi feltétel M (n, k) = (n —1)(n —2)(k —1)(k — 2). A
helyesség adodik a megadott Gsszefiiggésekbdl.

4.9. Feladat Legyen H(n) n azon particiéinak a szdma, amelyben minden
szdm paratlan és a szdmok paronként kiilonbozsek. Jelolje H2(n, k) ezek koziil
azok szamat, amelyekben minden rész legfeljebb k. Hasonléan, mint az el6zé
feladatokban kapjuk, hogy a kidvetkezd Osszefiiggések allnak fenn:

o 1. H2(1,k) =1,

e 2. H2(n,1)=0,han>1

e 3. H2(n,n) =1+ H2(n,n — 1), ha n paratlan, H2(n,n) = H2(n,n — 1),
ha n paros

4. H2(n,k) = H2(n,n), han < k

5. H2(n,k) = H2(n,k—1)+ H2(n—k,k—1), ha k paratlan, és H2(n,k) =
H2(n,k — 1) ha k péaros.

A kovetkez§ algoritmus adja meg a H(n) fiiggvényt:

Function H(n: Word) : Longint;
Function H2(n,k: Word) : Longint;
Begin

If n=1 Then
H2:=1
Else If k=1 Then
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H2:=0

Else If (n<=k) and (not odd(n)) Then
H2:=H2(n,n-1)

Else If (n<=k) and (odd(n)) Then
H2:=1+H2(n,n-1)

Else If not odd(k) Then
H2 :=H2(n,k-1)

Else
H2:=H2(n,k-1)+H2(n-k,k-1)
End{H2};
Begin
H:=H2(n,n);
End{H};

Helyesség: A megallasi feltétel M (n, k) = (n—1)(k—1). A helyesség adodik
a megadott Osszefiiggésekbdl.

4.10. Feladat Legyen a hanoi eljaras egy olyan algoritmus, amelynek harom
argumentuma van, az elsé argumentum azt adja meg, hogy hany korongot he-
lyeziink &t, a masodik megadja, hogy melyik toronyrol a harmadik, hogy melyik
toronyra. Ekkor az eljaras az (n,1,2) argumentummal megoldja a feladatot.
Amennyiben ¢ — 1 korongot mar 4t tudunk helyezni, i korongot a kévetkezskép-
pen helyezhetiink at. Elséként ¢ —1 korongot athelyeziink az oszloprél egy masik
oszlopra. Utana az i-edik korongot rarakjuk a kimarad¢ tires oszlopra. Végiil
ezen korong tetejére felrakjuk az i — 1 korongot. Ezt a rekurziét irja le a kovet-
kezG eljaras (a megengedett lépést a mozgat fliggvény irja le, az argumentumai,
hogy honnan hova):

procedure hanoi(n: integer; rol: integer; ra: integer);

Begin
If n=1 Then
mozgat (rol, ra)
Else begin
hanoi(n-1, rol, 6-rol-ra);
mozgat(rol, ra);
hanoi(n-1, 6-rol-ra, ra);
End
end;

Lépések szama: Az i-edik korong atrakasdhoz kétszer kell i — 1 korongot
athelyezni és egy tovabbi mozgatas sziikséges. Tehat T'(i)-vel jeldlve az i ko-
rong atrakasdhoz sziikséges mozgatasok szamat a T'(i) = 27(i — 1) + 1 rekurziv
Osszefiigges all fenn. T'(1) = 1, igy T'(2) = 3, T(3) = 7. Azt sejthetjiik, hogy
T(i) = 2" — 1, amely egyenl&ség teljes indukcioval egyszertien igazolhato.
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5. Absztrakt adattipusok, adatszerkezetek

5.1. Feladat A sorok képzése:

Letesit(S3);
n:=Elemszam(S1) ;
i:=1;

while(i<=n) do begin
Sorbol(S1,x);
Sorba(S3,x);
i:=i+1;

end;

j:=1;

while(j<=n) do begin
Sorbol(S2,x);
Sorba(S3,x);
i:=i+1;

end;

Letesit(S4);
n:=Elemszam(S1) ;
i:=1;

while(i<=n) do begin
Sorbol(S1,x);
Sorba(S4,x);
Sorbol(S2,x);
Sorba(S4,x)
i:=i+1;

end;

5.2. Feladat Az a1 > ay > ...

> ap-1 < apésaza; = ... > ap_2 <

an_1 > an esetek megkiilonboztetéséhez meg kell vizsgdlnunk az a,_s,an_1, an
értéekeket. Mésrészt ez sor adattipus esetén csak Q(n) mtvelettel lehetséges.
Vizsgaljuk a Tomb adattipus esetét! A kovetkez§ eljarast hasznalhatjuk:

Kezdetben a = 1, f = n, ezek az értékek mindig gy valtoznak, hogy T, < T’
teljestil, amint f = a + 1 az eljaras véget ér.

while(f #a+1)

e Legyen c = [(a+ f)/2]

o Ha T, < Ty, akkor
a:=c f:=

e Else

a:=a, f:i=c
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Az eljaras ismertetése elGtti megjegyzés alapjan egybdl adodik az eljaras
helyessége. Az (f — a) érték minden lépésben a felére illetve legfeljebb a felé-
nek fels6 egészrészére csokken. Kezdetben ez n, ezért legrosszabb esetben is
legfeljebb O(logn) lépés utan taldlunk egy megfelel elemet.

5.3. Feladat A Lista képzése:

Letesit(L3); while not Vegen(L1l) do begin
Kiolvas(L1,x);
Tovabb(L1);
Bovit(L3,x);
Tovabb(L3) ;
Kiolvas(L2,x);
Tovabb(L2) ;
Bovit (L3,x);
Tovabb(L3) ;
end;

Elejere(L3);

5.4. Feladat A VEREMBOL miivelet a legfels6 elemeket veszi ki, igy a
kivett elemek sorrendje 7,2,6. A SORBOL miivelet a legfels§ elemeket veszi
ki, igy a kivett elemek sorrendje 1,4,5,6. A prioritasi sor mindig a minimalis
elemet veszi ki, igy a sorrend 1,2,4,5,6.

5.5. Feladat Verem esetén, az els6 lépést koveten V =< 2,3 >. Uténa a
3 keriil ki, és az Gj verem V =< 2,6,7 >. Ebbdl adodik a sejtés, hogy az n-edik
lépés utan 271 — 1 keriil ki, és ez teljes indukciéval kénnyen igazolhaté, hiszen,
ha egy 1épésben az x elemet hasznaltuk, akkor a verem tetejére a 2x + 1 elem
keriil és 2(2" 1 — 1) +1 =272 — 1.

Sor esetén, az els6 1épést kdveten S =< 2,3 >. Utédna a 2 keriil ki, és az
aj sor S =< 3,4,5 >. Majd a 3 keriil ki, és az 4j sor S =< 4,5,6,7 > Ebbdl
adodik a sejtés, hogy az n-edik lépés utdn a sor S =< n+1,n+2,...,,2n+1 >,
és ez teljes indukciéval konnyen igazolhato, hiszen, ha egy lépésben az x elemet
hasznaltuk, akkor a sor végére a 2x és 2z + 1 elemek keriilnek. Tehat az n-edik
lépés utan az n + 1 elemet kapjuk.

Mivel a fenti Sor esetén mindig a minimélis elemet vettiik ki, ezért a Sor
esettel teljesen megegyezik a prioritasi sor esete is.

5.6. Feladat Verem esetén, az elss 1épést kdvetSen V' =< 3,2 >. Utana a
2 keriil ki, és az Gj verem V =< 3,5,4 >. Ebbdl adodik a sejtés, hogy az n-edik
lépés utan 2" keriil ki, és ez teljes indukciéval kénnyen igazolhato, hiszen, ha
egy lépésben az = elemet hasznéltuk, akkor a verem tetejére a 2x elem keriil és
2(2n) — 2n+1.

A prioritasi sor esetén a feladat ekvivalens az el6z6 feladattal, hiszen ugyana-
zokat az elemeket képezziik csak mas sorrendben keriilnek be a prioritasi sorba.
Viszont prioritési sor esetén nem érdekes milyen sorrendben érkeztek az elemek,
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igy a miveletsorozatok végrehajtasa mellett ugyanazok lesznek a prioritasi so-
rok, mint az el6z6 feladatban.

g
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a b c[ |
2 %V 3 1
e h 4 k

d
SN

2. dbra. Az 5.7 feladat faja

5.7. Feladat A fa gyckerét g-vel jelolve a fa az alabbi dbran lathaté. A fa
magassaga a leghosszabb at 3. Az f fliggvény megadasa:

f(g) = <a7bvc>a f(a) = <da 6>, f(b) = <haJ-’]> ( ) < >a f(d) = <lvm7n>7
fln) = (L).

5.8. Feladat A fa gyokerét g-vel jelolve a fa az alabbi abran lathat6. A fa
levelei: d, k, b, h,j. Els6fia, testvér kapcsolattal az elséfiut leird E fiiggvény:

E(g) = a, E(a) = d, E(b) =1, E(c) = h, E(d) =L, E(e) = k, E(h) =1,
E(j) =1, E(k) =L

A jobbtestvert leiro T fiiggvény:

T(g) = ( ) b, T(b) =G T(C) =1, T(d) = 6 T(e) =1, T(h) =7
T() =1, T(k) =1.

6. Fak, fabejarasok

6.1. Feladat Ugyanazt az eljardst hasznalhatjuk, mint a részletezett 6.2.
feladatban, csak a while ciklusban szdmolt maximum tagjain az elséfia-testvér
abrazolas alapjan kell végigmenni.

6.2. Feladat A magassagot kiszamito fliggvény:

Function MagasKT(F:Fa) :Word;
Var i,m: Word;

Begin
i:=1;
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3. dbra. Az 5.8. feladat faja

m:=0;
If F~.Fok=0 Then
MagasKT:=0
Else Begin
while(i<=F~.Fok) Do Begin
n:=MagasKT(F~.Fiuk[i])
If m<=n Then

m:=n;
i:=i+1;
End
MagasKT:=m+1
End;

End;

6.3. Feladat Ugyanazt az eljardst hasznalhatjuk, mint a részletezett 6.2.
feladatban, csak a while ciklusban szamolt maximum tagjain a kapcsolati lanc
abrazolas alapjan kell végigmenni.

6.4. Feladat Hasznalhatjuk a preorder bejaras modositasat (a részletezett
6.11. feladathoz hasonloan). Annyi médositas kell, hogy mindig szamon tartjuk
az aktudlis pont mélységét, és ezen értékek maximuma lesz a magassag.

6.5. Feladat Ugyanazt az eljarast hasznalhatjuk, mint a részletezett 6.6. fe-
ladatban, csak a for ciklusban szamolt Gsszeg tagjain az elséfia-testvér abrazolas
alapjan kell végigmenni.

6.6. Feladat A szinteken levs pontszamokat megadé fiiggvény:

Function SzintKT(F:Fa, k:Word) :Word;
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Var i,m,: Word;

Begin
m:=0;
If k=0 Then
SzintKT:=1
Else If F~.Fok=0
SzintKT:=0
Else Begin

for i:=1 to F~.Fok Do Begin
m:=m + SzintKT(F~.Fiuk[i], k-1);
End
SzintKT:
End;
End;

1l

m

6.7. Feladat Ugyanazt az eljarast hasznalhatjuk, mint a részletezett 6.6. fe-
ladatban, csak a for ciklusban szamolt Gsszeg tagjain a kapcsolati lanc abrazolas
alapjan kell végigmenni.

6.8. Feladat A feladat hasonl6 a 6.5. feladathoz, rekurziv hivasban itt is a
fa fiaira vett fliggvényértékeket kell 6sszeadni.

6.9. Feladat A feladat hasonl6 a 6.6. feladathoz, rekurziv hivasban itt is a
fa fiaira vett fliggvényértékeket kell 6sszeadni.

6.10. Feladat A feladat hasonl6 a 6.7. feladathoz, rekurziv hivasban itt is
a fa fiaira vett fiiggvényértékeket kell 6sszeadni.

6.11. Feladat A levélszamot megad¢ fiiggvény:

Function Levelek(F:Fa) :Word;
Var i:Word;
begin 1:=0;
while(F<>Nil) do begin
while(F~Efiu<>Nil) do begin

F:=F~ .Efiu;
end
i:=i+1;
while(F<>Nil) and (F.Testver=Nil) do
F :=F~.Apa;

If F<>Nil Then
F :=F~.Testver;
end{while}
Levelek:=i; end

6.12. Feladat Preorder bejaras kapcsolati tomb abrazoléassal.
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Procedure Bejar(F:Fa, M:MuvelTip}
Var i: Word;

Begin
M(F~.Adat)
for i:=1 to F~.Fok Do Begin

Bejar (F~.Fiuk[i], M:MuvelTip);

End;

End;

6.13. Feladat A feladat megoldédsa hasonlo a részletezett 6.12. feladatéhoz,
a for ciklust a kapcsolati lanc abrazolas alapjan kell megvalésitani.

6.14. Feladat A feladat megoldédsa hasonlo a részletezett 6.15. feladatéhoz,
a while ciklust a kapcsolati tomb abrazolassal kell megvalositani.

6.15. Feladat Szintszerinti bejaras kapcsolati lanc abrazolassal.

Procedure Szintjar(F:Fa, M:MuvelTip)
Var S: Sor;
Var FL: Falanc;
Begin
Letesit(S);
Sorba(S,F);
While Elemszam(S)>0 Do Begin
SorBol(S,F);
M(F~.Adat) ;
FL:=F~.Fiuk;
While(FL<>Nil) Do Begin
Sorba(S,FL~.Fiu);
FL:=FL~.Csat;
End;
End;
Megszuntet (S) ;
End

6.16. Feladat A pontok bejarasi sorrendje: a, b, ¢, d,i,j,k,0,9,h,n,e, f, 1, m.
6.17. Feladat A pontok bejarasi sorrendje: a,d, k, j,0,1,¢,h,g,n,b, f,e,m, 1.

7. Dinamikus programozas

7.1. Feladat A rekurziv algoritmusok kozétt megadtunk egy rekurziv al-
goritmust a probléma megoldasara. A rekurziv hivasok alapjin a kdvetkezd
dinamikus programozasi eljarast kaphatjuk meg. Az eljardsban egy T tOombot
toltiink ki T'[i] a P(i) értékét tartalmazza:
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Function P(n:Word) :Longint;

Const
MaxN=5000;
Var
T: Array[1..MaxN] Of Longint;
i: Word;
Begin
T[1]:=1;
T[2] :=2;

for i:=3 to N Do
T[i]:=T[i-2]+T[i-1];
P:=T[n];
End;

A tablazat minden elemének kitoltése egy miiveletet igényel, igy a futési id6
valoéban lineéris.

7.2. Feladat A rekurziv algoritmusok kozott megadtunk egy rekurziv al-
goritmust a probléma megoldasara. A rekurziv hivasok alapjin a kovetkezd
dinamikus programozasi eljarasokat kaphatjuk meg. Az els6ben egy T négyze-
tes tablazatot toltiink ki T'[i, j] az R(i,j) értékét tartalmazza:

Function R(n,k:Word) :Longint;
Const
MaxN=5000;
Var
T: Array[1..MaxN,1..MaxN] O0f Longint;
i,j: Word;
Begin
for i:=1 to k do T[i,1]:=1;
for j:=2 to n do begin
T[1,j]1:=1;
for i:=2 to k do T[i,j]:=T[i-1,j]1+T[i,j-1];
end{for j};
R:=T[k,n];
End;

Miként klasszikus a particié probléméanal, itt is elég az utolsé két sort tarolni,
igy a feladat megoldhato6 egyetlen sor k szerinti kitoltésével:

Function R2(n,k:Word) :Longint;
Const
MaxN=5000;
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Var
T: Array[1..MaxN] Of Longint;
i,j: Word;
Begin
for i:=1 to k do T[i]:=1;
for j:=2 to n do begin
for i:=2 to k do T[il:=T[i-1]+T[i];
end{for j};
R:=T[k];
End;

7.3. Feladat A rekurziv algoritmusok kozott megadtunk egy rekurziv al-
goritmust a probléma megoldasidra. A rekurziv hivdsok alapjan a kovetkezd
dinamikus programozasi eljarast kaphatjuk meg. Az eljarasban egy T tombot
toltiink ki T[i] a Q(i) értékét tartalmazza:

Function Q(n:Word) :Longint;

Const
MaxN=5000;
Var
T: Array[1..MaxN] 0f Longint;
i: Word;
Begin
T[1]:=1;
T[2]:=3;

for i:=3 to N Do
T[i] :=2T[i-2]+T[i-1];
Q:=T[nl;
End;

A tablazat minden elemének kitoltése egy miiveletet igényel, igy a futési id6
val6éban lineéris.

7.4. Feladat A feladat ekvivalens az el6z6 problémaéval.

7.5. Feladat A rekurziv algoritmusok ko6zott megadtunk egy rekurziv algo-
ritmust a probléma megoldasara. Lattuk miben kiilénb6zik az eredeti particié
probléméatol a vizsgalt feladat. A rekurziv hivasok alapjin a kovetkezd dina-
mikus programozéasi eljarast kaphatjuk meg, amely a particié problémara adott
eljaras egy véltozata (négyzetes tablazatkitoltést hasznalunk):

Function P(n:Word) :Longint;
Const
MaxN=5000;
Var
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T: Array[1..MaxN,1..MaxN] O0f Longint;
i,j,p: Word;
Begin
T[1,1]:=1;
for i:=2 to N do T[i,1]:=0;
for j:=2 to N do begin
T[j,j1:=T[j,j-11+1;
for i:=j+1 to N do begin
p:=j-1;
if i-j<=j-1 Then p:=i-j;
T[i,31:=T[i,j-11+T[i-],p];
end{for j};
R:=T[n,n];
End;

Az algoritmus futési ideje O(n?).

7.6. Feladat: A rekurziv algoritmusok kozott megadtunk egy rekurziv al-

goritmust a probléma megoldasara. Lattuk miben kiilonbo6zik az eredeti particié
probléméatol a vizsgalt feladat. A rekurziv hivasok alapjan a kévetkezd dinami-
kus programozési eljarast kaphatjuk meg, amely a particié probléméara adott

eljaras egy véltozata (linearis tablazatkitoltést hasznéalunk):

Function P(n:Word) :Longint;

Const
MaxN=5000;
Var
T: Array[1..MaxN] Of Longint;
i,j: Word;
Begin
for i:=1 to k do T[i]:=1;
j:=3;
while(j<=n) do begin
T[j1:=T[j1+1;
for i:=j+1 to k do
T[i]:=T[i]+T[i-j]1;
ji=j+2
end{for j};
P:=T[n];

Az algoritmus futési ideje O(n?).

7.7. Feladat: A rekurziv algoritmusok kozott megadtunk egy rekurziv al-

goritmust a probléma megoldasara. Lattuk miben kiilonbo6zik az eredeti particié
probléméatol a vizsgalt feladat. A rekurziv hivasok alapjin a kévetkezd dinami-
kus programozési eljarast kaphatjuk meg, amely a particié probléméara adott

eljaras egy valtozata:
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Function P(n:Word) :Longint;
Const
MaxN=5000;
Var
T: Array[1..MaxN,1..MaxN] Of Longint;
i,j,p: Word;

Begin

for i:=1 to n do T[i,1]:=0;
for i:=1 to n do T[1,i]:=0;
for i:=2 to n do T[2,i]:=1;
for i:=2 to n do begin

If odd(i) then

T[i,2]:=0

Else TI[i,2]:=1

end;

for j:=3 to n do begin
TLj,j1:=T[j,j-11+1;
for i:=j+1 to n do begin
P:=J;
if i-j<=j then p:=i-j;
T[i,j]:=T[i,j-11+T[i-j,p];
end{for j};
P:=T[n,n];
End;

Az algoritmus futési ideje O(n?).

7.8. Feladat Legyen k(P) a P dolgozohoz rendelt kedélyességi érték! Bont-
suk részproblémakra a feladatot. Minden P pontra a hierarchia fajaban vegyiik
ugyanezt a problémét. Jelolje F'(P) azt a maximalis 6sszkedélyességet, ami elér-
het6 abban a partiban, amit a P gyokerd részfaban szereplé pontokbdl allitunk
Ossze. (Azaz a P altal vezetett részleghdl.) Ekkor ez a fiiggvény rekurzivan a
kovetkezképpen allithaté els:

A levelekben F(P) = k(P). Amennyiben egy pont nem levél, akkor két
lehet&séget kell megvizsgalnunk.

Ha P-t nem hivjuk meg a partira, akkor a P fiaibdl indulé részfakra nincs
semmi kikotésiink. Ad6dik, hogy ekkor F(P) =3 5 4. p_ne £(Q)-

Ha P-t meghivjuk a partira, akkor P fiai nem johetnek, de fiak fiaibol (uno-
kakbol) indulo részfakra nincs semmi kikotésiink, egyszerten adodik, hogy ekkor
F(P) = k(p) + ZQ unoka P—nek F(Q)

Tehét a rekurzio:

F(P) = maX{ZQ fiaP—nek F(Q)7 k(p) + ZQ unoka P—nek F<Q)}

A rekurzié alapjan a pontokhoz tartozd értékek megfelelg sorrendben tor-
ténd kitoltésével megkapjuk egy dinamikus programozasi eljarassal az optiméa-
lis értéket. Azok a megfelel§ sorrendek, amelyekben mindenki megel6zi az
apjat. Ilyen sorrendet kaphatunk egy szint szerinti bejaras sorrendjének a meg-
forditasaval.
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Az optimélis megoldas visszafejthets, ha az eljaras sordn mindig megjegyez-
ziik, hogy az optimaélis megoldés tartalmazza -e a gyokeret.

Két modszer is megadhaté annak biztositasara, hogy a vallalat f6ndke biz-
tos meghivast nyerjen. Megtehetjiik, hogy a feladatot, csak a féndk unokéira
oldjuk meg, és a kapott megoldasok uniéja plusz a f6nok lesz a moddositott
probléma megoldisa. Egy masik lehetGség, hogy a f6ndk kedélyességét atallit-
juk egy nagyon nagy értékre ezzel biztositva, hogy felkeriil a feladat optimalis
megoldisaban a meghivottak listdjara.

7.9. Feladat Jelolje n a targyak szamat! Definidljuk az F(i, W) fliggvényt,
minden ¢ = 1,...,n, W =1,...,5 értékre. Ez a fiiggvény azon hétizsak prob-
léma optimaélis fliggvényértékét adja meg, amelyben a targyak listaja az elsé i
targyat tartalmazza, és a hatizsdk mérete W. Amennyiben W értéke negativ a
fliggvény értéke —oo.

Ekkor a kezdeti értékekre F'(1, W) = f1, ha s; < W és 0 kiilonben. Méasrészt
a kovetkez6 rekurzio teljesiil:

F(Z + ]., W) = Il’la,X{F‘(’L.7 W), fi+l + F(’L, W — Si+1)}.

A rekurzi6 valéban fennall. A részprobléma optimélis megoldasaban vagy
szerepel az i + l-edik targy vagy nem, és ezen két eset maximuma adja az
optimalis célfiiggvényértéket. Amennyiben W — s;;1 negativ a fliggvényérték
F(i, W) lesz.

A fentiek alapjan egy négyzetes tablazatkitoltéssel megkaphatjuk az optimé-
lis célfiiggvényértéket. Egy optimadlis megoldast megkapunk visszafejtéssel, ha
egy V (i, W) tablazatban szamon tartjuk, hogy az F(i, W) érték kiszamitasakor
az i targy szerepelt -e az optimum esetén.

7.10. Feladat Legyen P(n) a lehetséges felrajzolasok szama. Ekkor P(1) =
1. Tekintsiik az n > 1 esetet. Vegyiik a 2n ponton athaladé kort. Jeldlje ¢ azon
korok szamat, amelyeket tartalmaz ez a kor. Ekkor a kor masik metszéspontja az
x tengellyel a (2(n—i)—1,0) pont. A koron beliil ¢ tovabbi kort kell elhelyezniink,
ezt P(i) féleképpen tehetjiik meg. A tobbi kor az 1,...,2(n — 4 — 1) pontokon
kell atmenjen, ezeket a koréket P(n — i — 1) féleképpen rajzolhatjuk fel. Tehat
az Osszes ilyen felrajzolasok szama P(n —i— 1) P(i). Masrészt ¢ barmely értéket
felveheti 0 és n — 1 k6zott, igy a P(n) értékre a kovetkezd rekurzi all fenn:

P(n) = Y12 P(n—i—1)P(i)

A formuldban az i = n—1 esetben és ¢ = 0 esetben a szorzé P(0). Definidljuk
P(0) értékét 1-nek. A rekurzio alapjan egybdl adodik a dinamikus programozasi
algoritmus linearis tablazatkitoltéssel.

7.11. Feladat Tegyiik fel, hogy a lépcsk allapota egy K tombben van
megadva, az i-edik hely értéke 1 ha lehet az i-edik lépcsére 1épni 0 egyébként.
Az eljaras hasonlo a 7.1. feladatban hasznalt eljarashoz, annyi a kiilonbség,
hogy T'[i] = 0, ha az i-edik lépcs6 korhadt.

Function P(n:Word) :Longint;
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Const
MaxN=5000;
Var
T: Array[1..MaxN] O0f Longint;
i: Word;
Begin
If K[1]=0 Then T[1]:=0 Else T[1]:=1;
If K[2]=0 Then
T[2]:=0
Else If K[1]=0 Then
T[2]:=1
Else
T[2]:=2;
for i:=3 to n Do Begin
If K[i]=0 Then

T[i]:=0
Else
T[i]:=T[i-2]+T[i-1]1;
end
P:=T[n];
End;

7.12. Feladat Definidljuk a kovetkez§ részproblémakat. Legyen t[i, j] az
A;, ..., Aj sokszogre az optimdlis felbontasnak a kéltsége! Az elfajuld esetekre
legyen t értéke 0. Ekkor az optimalis felbontas koltsegét a ¢[1,n] érték adja.
Az értékekre a kovetkezd rekurzio all fenn (azon dontés alapjan, hogy milyen
haromszdg tartalmazza A; A; oldalt).

o 0, hai=jvagyi=j—1,
i, j] = min; < p<; {t[¢, k] + t[k, j] + w(A; A A;)},  kiilonben

A t[4, j] értékeket olyan sorrendben kaphatjuk meg, ahogy j —i novekszik. A
t[1,n] érték megadja az optimaélis célfiiggvényértékét. A megoldast visszafejtés-
sel megkaphatjuk, ha minden (7, j) parra megjegyezziik, mely k esetén kaptuk
az optimalis értéket.

7.13. Feladat Vegyiink két sorozatot, X = (z1,...,2m)-tésY = (y1,...,yn)-
t. Legyen a leghosszabb kozos részsorozat (a tovabbiakban az LKR roviditést
hasznaljuk) Z = (z1,...,2;). Jelolje X; i =0,...,més Y; i =0,...,n és Z;
1=0,...,krendre az X, Y és Z sorozatok elsd i elemeibdl 4ll6 prefixeit. Ekkor
a kovetkezd rekurzio all fenn:

e Ha z,, = y, akkor z = x,, = yn és Zx_1, az X,,,_1 és Y,,_1 sorozatok
egy LKR-je.

e Ha x,, # yn €S zi # Tm, akkor Z, az X,,_1 és Y sorozatok egy LKR-je.
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e Ha x,, # y, és zr # yn, akkor Z, az X és Y,,_; sorozatok egy LKR-je.

Most legyen c[i, j] az X; és Y; sorozatok LKR-jének a hossza. Ekkor ezen
értékekre a kovetkezs rekurzio teljesiil.

0, ha i =0 vagy j =0,
cli,jl=<¢ ct —1,7 —1] +1, hai,j > 0és z; =y,
max{c[i,j —1],¢c[i — 1,4]}, had,j>0ésxz; #y;.

Ekkor egy négyzetes tablazatkitoltéssel megkaphatjuk a c[i, j] értékeket és
c[m,n] az LKR hosszat adja vissza. Egy LKR-t kapunk visszafejtéssel ha a ¢
tomb kitoltése mellett egy b témbben mindig megjegyezziik, hogy a rekurziéban
mit hasznaltunk c értékének megadasdhoz. Az algoritmusok részletes leirasa
szerepel a Cormen, Leiserson, Rivest kényvben.

7.14. feladat A c[ij] és b[i, j] értékek: (A masodik tdblazatban A jelsli, ha
a végek megegyeztek azaz az atlosan lefele es§ értéket hasznaltuk, L és B azt
ha a lefele vagy a balra es§ értéket. Ha a maximumban mindkét rész egyenld
B-t valasztottuk.

1 2 3 45 5 6 6 6

1 2 3 4 4 5 5 5 6

1 2 3 4 4 4 5 5 5

1 2 3 3 3 4 4 4 5

1 2 2 3 3 3 4 4 4

112 2 2 3 3 3 3

11 2 2 2 2 2 2 2

011111111
L AL A A B A A B
A L AL B A B B A
L AL A A B A A B
A L AL B A B B A
L A B A A B A A B
A B A B B A B B A
A B A B B A B B A
B A B A A B A A B

Tehét az LKR hossza 6, az LKR-t megkapjuk, ha végigmegyiink a B tablaza-
ton a felsg sarokbol az iranyjelzések (balra, le, atlésan) alapjan, és ebben az ut-
ban az atlos lépéseknek megfelel bettiket vessziik (az i-edik sor j-edik elemének,
az X i-edik és az Y j-edik betiije felel meg atlos bejegyzésnél ezek megegyeznek).
Kovetkezésképp egy LKR (b, b, a,a, b, a).

7.15. Feladat A dinamikus programozasi eljarashoz jelolje F;(z,y) (z,y <
> pi) azt a minimalis Gsszeget, amelyet elérhetiink az els§ ¢ munka {itemezése
utdn a harmadik gépen ha az els§ két gépen az Gsszeg legfeljebb x és y.

Az Fy(z,y) értéke 0, ha az els6 munka kisebb, mint max{z,y} és p; egyéb-
ként.
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A tovabbi értékek az F; 1 (z,y) = min{F;(x—pi+1,y), Fi(x, y—pit1), Fi(z,y)+
pit1} rekurzioval hatarozhatéak meg. A rekurzional hasznalt szétvalasztas
alapja az, hogy az i + 1-edik munkat melyik gépre litemezziik, ha az els6 gépre
az elsg értékhez jutunk (ami egy mar megoldott probléma optimuma), ha a ma-
sodikra a masodikhoz, ha a harmadikra a harmadikhoz. Igy ezek minimuma
lesz az F;1, értéke.

Az optimélis megoldas célfiiggvényértékét az utolso F,, fliggvény alapjan
talalhatjuk meg, venni kell minden z, y-ra a max{z,y, F,,(z,y)} értéket és ezek
minimuma lesz a célfiiggvényérték.

Az optimalis megoldast visszafejtéssel megtalalhatjuk, ha minden F;(x,y)
érték esetén megjegyezziik, melyik valasztas adta a rekurziéban a minimumot.

Megjegyzés: A modszer altalanosithato, tobb gép esetére, illetve méas cél-
fliggvényekre is.

7.16. Feladat Legyen Ti,j] azon részprobléma megoldasa, amelyben tii-
korszova kell tenni az i-edik karaktertdl a j-edik karakterig tartd szot. Ekkor
Tli,i] = 0, hiszen az egy bettibdl 4ll6 sz6 az tiikorszo. Tovabba T[i,i + 1] = 0,
ha az i-edik és i + l-edik betiik megegyeznek, és T'[i,i + 1] = 1 egyébként. A
tovabbi értékekre a fiiggvényérték rekurzivan szamolhat6. Ha az i-edik karakter
megegyezik a j-edikkel, akkor T'[i,j] = T[i + 1,5 — 1]. Amennyiben nem egyez-
nek meg, akkor valamelyik széls§ karaktert fel kell venni a masik oldalra és ezzel
a beszurassal egy tovabbi részproblémara vezetjiik vissza a feladatot. Ebben az
esetben két lehetgség koziil valasztjuk a jobbikat, igy ekkor

T, 7] =min{T}i +1,5] +1,T[i,5 — 1] + 1}

A rekurzi6 alapjan kiszamolhatoak a T[4, j] értékek, és a megoldas a T'[1, n]
fliggvényérték. Arra kell iigyelniink, hogy mindig egy mar megoldott probléma-
ra vezessiik vissza a feladatot, ez teljesiil, ha az értékeket névekvs j — ¢ érték
alapjan szamoljuk ki.

7.17. Feladat Legyen F(x,y) a maximalis érték, amit az (x,y) mezsig
Ossze tudunk gytjteni. Ekkor a kezdeti értékek F'(1,y) = Zgzl c1j és F(z,1) =
Y7, ci1, hiszen ezekben az esetekben csak felfele, illetve csak jobbra mehet a
jatékos. A kozbens§ mezgskre alulrél vagy feliilrdl 1éphetiink, igy

F(z,y) = max{F(x — 1,y) + oy, F(x,y — 1) + coy}

Kiszamolva ezeket az értékeket az F'(k,n) érték adja meg, hogy mit gytjt-
hetiink Gssze maximaélisan.

Az optiméalis megoldast visszafejtéssel megtalalhatjuk, ha minden F(z,y)
érték esetén megjegyezziik, melyik valasztas adta a rekurziéban a maximumot.

8. Mohé algoritmusok
8.1. Feladat Legyen a P; részprobléma az a feladat, hogy az z;, . . ., z, pon-

tokat fedjiik le minimélis szamu egységnyi intervallummal. A P; részprobléma
esetén a moho valasztas az, hogy a lehets legnagyobb kezddponttal rendelkezé
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intervallumot vessziik, ami tartalmazza az x; pontot, azaz az [z;, z; + 1] inter-
vallumot. Tegyiik fel, hogy ez az intervallum az z;, ..., x;_1 pontokat fedi le, és
a maradék pontokra az optimalis megoldést vessziik. Ekkor a P; probléma igy
kapott megoldasanak a koltsége 1 + OPT(P;). Masrészt ez valoban OPT(F;)
hiszen P; minden megoldasaban le kell fedni az x; pontot, és barhogy valasztunk
lefed§ intervallumot az x;, . .., ,, pontok szabadon maradnak. Tehat a megoldé
moh¢ algoritmus a kdvetkez6képpen miikodik

M:=[x_1,x_1+1]
x:=x_1+1
for i:=2 to n do
if x_i>x thenq
M:=M U {[x_i,x_i+1]}
x=x_1i+1

}

8.2. Feladat Legyenek a K,,_1,..., Ky a benzinkutak az Gt soran elérheté
sorrendben, és K, a kiindulasi pontunk. A P; részprobléma az a feladat, hogy
az K; pontbél, ahol tele a tank jussunk el a célba minimélis szamu megallas-
sal. A P; részprobléma esetén a moho valasztis az, hogy a lehetd legutolsd
benzinkitnél allunk meg, azaz az utolsé olyan kitnal amely nincs messzebb,
mint n. Tegyiik fel, hogy ez az Gt a Kj,...,K; pontokat fedi le, és a ma-
radék dtra az optimalis megoldast vessziik. Ekkor a P; probléma igy kapott
megoldasanak a koltsége 1+ OPT(P;). Masrészt ez valoban OPT(P;) hiszen
P; minden megoldasadban tankolni kell a K;41,..., K; kutak valamelyikénél, és
barhogy valasztunk kutat legaldbb a K;-t6l kezd6ds utat meg kell még tenniink.
Tehat az algoritmus mindig az utolsé kutnal all meg, ahol még nem fogy el a
benzin.

8.3. Feladat Felrajzolva a Huffman koéd kiszamitasat leiré fakat, kapjuk,
hogy g = 0, f = 10, e = 110, d = 1110, ¢ = 11110, b = 111110, @ = 111111.
A megoldas ugyanigy altalanosithat6. Teljes indukciéval egyszertien igazolhato,
hogy az els6 ¢ gyakorisag Osszege pontosan az i + 2-edik gyakorisdg minusz 1,
kovetkezésképpen amikor a faépités soran az elemeket dsszevonjuk, akkor a belsé
pontot parositjuk az i 4+ 1-edik elemmel.

8.4. Feladat Az &llitast indirekt igazoljuk. Tegyiik fel, hogy nem igaz. Ek-
kor van olyan optimaélis prefix kod, amelyre ha a karaktereket gyakorisig szerint
szigortian csokkend sorrendbe helyezziik, akkor a megfelel§ kodszavak hosszai
nem alkotnak nemcsdkkend sorozatot. Ez azt jelenti, hogy van két karakter,
legyenek a és b, amelyekre f(a) > f(b) és dr(a) > dr(b) (dr a kéd hossza).
Vegyiik azt a kddot, amelyben a és b kodjait felcseréljiik. Ez is egy prefix kod
lesz. Legyen C' azon karakterek halmaza, amelyek nem egyeznek meg a-val és
b-vel. Ekkor az eredeti kodolas kdltsége

> F()dr (i) + f(a)dr(a) + f(b)dr (D)

ieC
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az 1j kédunk koltsége

> f(@)dr(i) + f(a)dr(b) + f(b)dr(a).
ieC
A kiilonbség

fa)dr(a)+f(0)dr (b)—(f(a)dr(b)+f(b)dr(a)) = (f(a)—f(b))(dr(a)=dr (b)) > 0.

Kovetkezésképp az eredetinél egy kisebb koltségi kodot adtunk meg, azaz
ellentmondéshoz jutottunk, amivel igazoltuk az allitast.

8.5. Feladat a) Ebben az esetben a P(¢) részprobléma i forint optimalis fel-
valtasa. A moho stratégia az, hogy mindig a lehet$ legnagyobb pénzérmét hasz-
naljuk a valtdshoz, amely még nem nagyobb az aktudlis felvaltandé Gsszegnél.
Az algoritmus optimalitdsanak igazoldsahoz azt kell igazolnunk, hogy minden
felvaltand6 Gsszegre van olyan optimalis felvaltds, amely hasznélja a legnagyobb
a felvaltandonal nem nagyobb valtopénzt. ElsGként tegyiik fel, hogy i > 25, és
vegyiink egy optimalis felvaltist, ami nem tartalmaz 25-6s pénzérmét. A kovet-
kez§ eseteket kiillonboztessiik meg!

o A felvaltas tartalmaz legalabb 3 darab 10-est: Ekkor a harom tizest kicse-
réljik 25 + 5-re, és igy egy jobb megoldast kapunk.

o A felvaltés 3-nél kevesebb 10-est tartalmaz. Ekkor egyszerd esetszétvalasz-
tassal adodik, hogy a felvaltasnal hasznalt pénzeknek van olyan részhal-
magza, amely pontosan 25 0sszértéki, és ezt az érmehalmazt kicserélve egy
25-6s érmével, jobb megoldast kapunk.

Azok az esetek, amelyekben 25 > ¢ > 10 vagy 10 > i > 5 teljesen hasonléan
igazolhat6ak. Mindig lesz az érméknek olyan részhalmaza, amely pontosan 10
vagy pontosan 5.

b) A feladat teljesen hasonlé az a) esethez, azt kell igazolnunk, hogy minden
felvaltandé Gsszegre van olyan optimalis felvaltas, amely hasznélja a legnagyobb
a felvaltandonal nem nagyobb valtopénzt. Az allitasnal tobbet igazolhatunk.
Az optimalis felvaltds, a szam ¢ alapt szamrendszerbe felirt forméaja, ahol a
cF-nal nagyobb helyiértéken levs szamokat ck-s értékekkel fejezziik ki. Ez az
allitas ugy igazolhatod, hogy tetszdleges felbontasbol kiindulunk, és az egyesektél
kezdve minden c¢*-nal kisebb érmére, amennyiben c-nél t6bb van helyettesitjiik
a c-eseket az eggyel értékesebb érmével, ezzel rendre jobb megoldashoz jutva.

¢) Legyenek az érmék 1,4,5. Ekkor n = 8-ra a mohé eredmény 8 =5+ 1 +
1+ 1, az optimalis 8 = 4 + 4.

8.6. Feladat Ha a osztdja b-nek egybdl adodik, hogy a mohé algoritmus
optimalis, tetszéleges b-nél nem kisebb szam felvaltasa esetén, lesz az érméknek
olyan halmaza, amelyben az Osszeg b, és ezt kicserélve b-vel egy nem rosszabb
megoldést kapunk. Ha a nem osztdja b-nek, akkor irjuk b-t fel k-a+m alakban,
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ahol 0 < m < a. Ekkor amennyiben a (k + 1)a szam moho felirdsa (b és
a —m darab 1) t6bb érmét tartalmaz, mint k + 1, akkor a moho6 nem optimalis.
Ellenkez§ esetben a moh6 algoritmus optimalis, mert a £+ 1 darab a-t ki tudjuk
cserélni egy b-re és a — m darab 1-re.

8.7. Feladat Tegyiik fel, hogy az intervallumokra teljesiil, a; < ag < ... <
an, amennyiben ez nem teljesiil az intervallumokat egy el6készit6 részben igy
rendezziik. Legyen a P; részprobléma az a feladat, hogy az [a;, b;], ..., [an, bn)
intervallumokra jel6ljiink ki minimaélis elemszamu ponthalmazt, amelynek min-
den intervallumban van pontja. A P; részprobléma esetén a mohé valasztés
az, hogy a lehetS legnagyobb szamot vélasztjuk, amely nem nagyobb egyet-
len b; végpontnal sem. Ez val6jdban a minimalis b; érték. Tegyiik fel, hogy
k —1 a maximalis érték, amelyre a;_; < b;. Ekkor a P; probléma igy kapott
megoldasanak a kdltsége 1 + OPT(Py) lesz. Masrészt ez valoban OPT(FP;) hi-
szen P; minden megoldasaban kell, hogy legyen pont az [a;, b;] intervallumban,
és ezen intervallumnak nincs kozos pontja az [ak, bg], . . ., [an, by] intervallumok
egyikével sem.

Tehat az algoritmus minden iterdcios lépésben kivalasztja a minimalis b; ele-
met az aktudlis intervallumok halmazabdl, beveszi a megoldasba, majd elhagyja
azokat az intervallumokat, amelyeknek a kezdSpontja kisebb b;-nél.

8.8. Feladat Vegyiink egy részproblémét, ami ez esetben a hatralevd
munkak titemezése. Tekintsiink egy olyan iitemezést (jelolje S), amely nem egy
legkisebb hataridével rendelkezé munkét iitemez elsének. Legyen a legkisebb
hataridével rendelkez6 munka j. Tegyiik fel, hogy S valamilyen iy,is, ..., 0,7
munkasorrenddel kezdédik. Vegyiik S’-t, amelyet ugy kapunk S-bdl, hogy a
munkak ezen kezdeti sorrendjét kicseréljiik a j, 1,40, ...,4; sorrendre. Az 1j
litemezésre az iy, .. .,1; munkik késébb fejez6dnek be, viszont a befejezési ide-
jiik nem lesz nagyobb, mint j-nek az S iitemezésben, ezért a késedelmiik sem,
hiszen j hatarideje minimalis volt. K&vetkezésképpen az igy kapott megoldas is
optimalis lesz, amivel igazoltuk, hogy a mohé algoritmus optimalis.

9. Bactrack és B&B

9.1. Feladat A megoldasokat i; < iy < ... < i, formédban keressiik, a
megoldastér pontjait a kivalasztott pénzérmék vektoraként irjuk le, a két db
4 forintost megkiilonboztetjiik, az egyiket, amelyiket a sorban elére vessziik 4/
jeloli.

e Az (5) megoldaskezdeménnyel indulunk.

Uténa az (5,4") megoldaskezdemény nem LEHETMEGO (kizart)

Uténa az (5,4) megoldaskezdemény nem LEHETMEGO (kizart)

(
Utéana az (5, 2) megoldaskezdemény esetén tovabbmegyiink a fidra
)

Az (5,2,1) megoldas a célfiiggvényt feliilirjuk 3-ra, a megoldast megjegyez-
ziik.

47



Utéana az (5, 1) megoldaskezdemény nem LEHETMEGO (kizart)

A (4') megoldaskezdeménnyel folytatjuk.

A (4',4) megoldas, a célfiiggvényt feliilirjuk 2-re a megoldast megjegyez-
ziik.

Utana az (4',2) nem LEHETMEGO (kizart)
e A (4) nem LEHETMEGO (kizart)
e A (2) nem LEHETMEGO (kizart)
e A (1) nem LEHETMEGO (kizart)

9.2. Feladat A megoldastért hasonloan épithetjiik fel, miként a pénzvaltasi
probléméban. A megoldasokat i; < is < ... < i,, forméaban keressiik, ami azt
jelenti, hogy az 11,12, ...,i,-edik targy van berakva a megoldaskezdeményben
a hatizsakba. Ugyanolyan strukturaju fa a megoldastér, mint a pénzvaltasi pro-
bléméban a nem binaris esetben. Definidljuk a problémaspecifikus miveleteket.
Az URESX miiveletben egy iires megoldaskezdményt kell 1étrehozni.

Az EFIU miivelet az (i1, . . ., i, ) megoldaskezdemény helyett az (i1, ..., 0m, im+
1) megoldaskezdeményt adja, ha i, < n, egyébként hamis.

Az APA miivelet az (iq,...,4,) megoldaskezdemény helyett az (i1,...,0mn_1)
megoldaskezdeményt adja.

Az TESTVER miivelet az (i1, . . ., i,,) megoldaskezdemény helyett az (i1, ..., 4m_1,
im + 1) megoldaskezdemeényt adja, ha 4,, < n, egyébként hamis.

A VISSZAALLIT miiveletet, arra hasznaljuk, hogy a bejegyzett segédinfor-
macidkat toroljiik, ebben az esetben a Resz = Z;”Zl si; és az érték ertek =
St fi, mezket taroljuk, a visszallitas soran ezeket kell visszaallitani.

A LEHETMEGO mtvelet akkor adjon igaz értéket, ha > 7", s;; < S, azaz ha
a kijelolt targyaink elférnek a héatizsdkban.

A MEGOLDAS miivelet szintén akkor adjon igaz értéket, ha Z;’;l si; <5, azaz
ha a kijelolt targyaink elférnek a hatizsédkban.

Az eljarast minimalizalasi problémara adtak meg. A célfiiggvényt —1-el
szorozva a maximum probléméarél attérhetiink minimum probléméara. Masik
lehetGség az eljaras egyszert modositasa, miszerint az aktuélis optimélis me-
goldast akkor irjuk feliil, ha a kapott célfiiggvényiink nagyobb. A kdvetkezd
példaban ezt a modszert hasznéljuk.

9.3. Feladat Jelolje a targyakat A = (4,6) B =(3,5) C =(2,3) D = (2,3)!

e Az (A) megoldaskezdeménnyel indulunk, ez MEGOLDAS, megjegyezziik
az aktualis legjobb célfiiggvény CEL = 6.

e Utédna az (A, B) MEGOLDAS, jobb a célfiiggvény 11 > 6, igy CEL = 11.
(A, B)-vel feliilirjuk (A)-t.

e Utana az (4, B, C) megoldaskezdemény nem LEHETMEGO (kizart).
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Utéana az (A, B, D) megoldaskezdemény nem LEHETMEGO (kizart).
Utana az (A, C) MEGOLDAS, a célfiiggvény nem jobb mint CEL.

Utéana az (A, C, D) MEGOLDAS, jobb a célfiiggvény 12 > 11, igy CEL =
12. (A, C, D)-vel feliilirjuk (A, B)-t.

Utana az (A, D) MEGOLDAS, a célfiiggvény nem jobb mint CEL.
Utana az (B) MEGOLDAS, a célfiiggvény nem jobb mint CEL.
Utana az (B,C) MEGOLDAS, a célfiiggvény nem jobb mint CE'L.
Utana az (B,C, D) MEGOLDAS, a célfiiggvény nem jobb mint CEL.
Utéana az (B, D) MEGOLDAS, a célfiiggvény nem jobb mint CEL.
Utana az (C') MEGOLDAS, a célfiiggvény nem jobb mint CEL.
Utana az (C, D) MEGOLDAS, a célfiiggvény nem jobb mint CEL.

(

Utana az (D) MEGOLDAS, a célfiiggvény nem jobb mint CEL.

9.4. Feladat A megoldasokat i; < is < ... < i, formaban keressiik, a
megoldéstér pontjait a kivilasztott pénzérmék vektoraként irjuk le, a két db
4 forintost megkiilonboztetjiik, az egyiket, amelyiket a sorban elére vessziik 4

jeloli.

Az ADAGOLO-ba az (5), (4’) megoldaskezdemények keriilnek be. Ekkor
a GFK (legjobb ismert megoldas) értéke végtelen. Az ADAGOLO-ban
a fiiggvényértékek AK((5)) =1+ [(8—5)/4] =2, FK((5)) =1+ [(8 —
5)/11 =4 AK((4)) =1+[(8—4)/4] =2, FK((4')) =1+[(8—4)/1] = 5.

Az FK szerinti minimumos sor az (5) kezdeményt adja ki.

Az ADAGOLO-ba az (5, 2) megoldaskezdemény keriil be. Erre AK((5,2))
2+ [(8-=T7)/1]1 =3, FK((5,2)) =1+ [(8—T7)/1] = 3.

Az FK szerinti minimumos sor az (5,2) kezdeményt adja ki.

Az ADAGOLO-ba egyetlen megoldaskezdemény keriil be az (5,2,1), erre
AK(5,2,1) = FK(5,2,1) = 3, és talaltunk egy megoldast. Az aktualis
optimalis megoldas (5,2, 1) a hozza tartozé GFK érték 3.

Az FK szerinti minimumos sor az (5,2, 1) kezdeményt adja ki, nem keriil
4j elem az ADAGOLO-ba.

Az FK szerinti minimumos sor a (4') kezdeményt adja ki.

Az ADAGOLO-ba egyetlen megoldaskezdemény keriil be (4’4), talalunk
egy megoldést a (4',4) megoldast. Ezt megjegyezziik, és GFK = 2.

49



e Az FK szerinti minimumos sor az (4,4) kezdeményt adja ki, nem kertil
4j elem az ADAGOLO-ba.

e Az ADAGOLO iires, az eljaras véget ér.

9.5. Feladat Mind a megoldastér, mind a problémaspecifikus fiiggvények
definici6ja megegyezik a 9.2. feladatban megadottal. Itt a korlatozo fliggvénye-
ket kell definidlnunk. Az als6 korlatra nem adhaté jobb fiiggvény, mint a mér
hatizsakban levs targyak 0sszhasznossaga. Azaz

j=1

Fels6 korlatot jobbat adhatunk, mint a trividlisan ad6dé Osszes a hatizsak-
bol nem kizart targy Osszhasznossdga. Tekintsiik azt a valtozatot (toredékes
hatizsdk probléma), amelyben a targyak részei berakhatéak a hatizsakba és a
targy x-ed részének a hasznossaga az eredeti hasznossdg szorozva z-el. Nyilvan
ezen probléma optimalis megoldasa nem ad kisebb hasznossidgot, mint az ere-
deti probléméaé. Legyen ezen probléma megoldasa az I targyhalmazon, egy W
kapacitasa hatizsakkal OPT (I, W). Ekkor

FE((i1, ... im)) = Y fi; + OPT({im +1,...,n},S = > _s;)).
j=1

Jj=1

Ahhoz, hogy az eljarasunk hatékony legyen sziikséges az OPT (I, W) értéke-
ket hatékonyan meghatarozni. Ezen problémara a moho eljaras optimalis me-
goldast ad (a targyakat sorba rakjuk csokkend relativ hasznossag szerint (f;/s;),
és igy toltjiik a hatizsakot, amig be nem telik).

A kereteljarast minimalizalasi problémara adtak meg. A célfiiggvényt —1-
el szorozva a maximum problémaroél attérhetiink minimum probléméra. Masik
lehetGség az eljaras egyszert modositasa, miszerint az aktudlis optiméalis me-
goldast akkor irjuk feliil, ha a kapott célfiiggvényiink nagyobb. Tovabba, akkor
tudjuk, hogy egy megoldaskezdeménynek nincs folytatasa, ha a felsg korlat ki-
sebb, mint az ismert legjobb megoldés.

A kovetkez példaban ezt a modszert hasznaljuk.

9.6. Feladat Jeldlje a targyakat A = (4,6) B = (3,5) C = (2,3) D = (2,3)!
Fels6 korlat szerinti maximum prioritési sort hasznalunk.

e Az ADAGOLO-ba az (A), (B) megoldaskezdemeények, akik egyben me-
goldasok keriilnek be. Ekkor a GFK (legjobb ismert megoldés) 6. Ami-
kor a (C) és (D) megoldaskezdeményeket vizsgaltuk GFK > FK(C) és
GFK > FK(D) &llt fenn, igy nem keriiltek be. Az ADAGOLO-ban a
korlatozo fliggvények

AK((A)) =6, FK((A)) =6 +5+3/2 = 25/2 AK((B)) = 5, FK((B)) =
5+3+3=11.
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e Az FK szerinti maximumos sor az (A) kezdeményt adja ki.

e Az (A, B) megoldas, igy GFK = 6+ 5 = 11. Az aktudlis optimélis me-
goldast feliilirjuk. Bekeriill az ADAGOLO-ba. A korlatok AK((A, B)) =
11, FK((A,B)) = 6+ 5 + 3/2 = 25/2.

e Az (A,C) megoldas, és FK(A,C) =6+4+3+3 > GFK = 6+5, igy bekeriil
az ADAGOLO-ba. A korlatok AK((A4,C)) =9, FK((A,C)) = 12.

e Az FK szerinti maximumos sor az (A, B) kezdeményt adja ki.

e A fiakra (A, B,C) és (A, B, D) nem LEHETMEGO, igy nem keriilnek be
az ADAGOLO-ba.

e Az FK szerinti maximumos sor az (A4, C') kezdemeényt adja ki.

e Afia (A,C, D) megoldés, igy GFK = 6+3+3 = 12. Az aktualis optimalis
megoldast feliilirjuk, a megoldas bekeriil az ADAGOLO-ba.

e Az FK szerinti maximumos sor az (A, C, D) majd a (B) kezdeményeket
adja ki, mindkettére az F'K érték nem nagyobb, mint GFK.

e Az ADAGOLO iires, az eljaras véget ér.

10. Grafok és grafabrazolasok

10.1. Feladat Vegyiink egy embert A-t! Ekkor A-ra teljesiil, hogy vagy
van harom ember, hogy mindegyiket ismeri vagy van harom, hogy egyiket sem.
Ha van harom ember, hogy mindet ismeri, legyenek ¢k B,C, D. Ha van B,C, D
kozott kettd, aki ismeri egymast, akkor ezen két ember és A megad egy keresett
harmast. Ha B, C| D koziil semelyik kett6 nem ismeri egymast, akkor a B, C;, D
harmas rendelkezik a kivant tulajdonsaggal. Az az eset, ha A-ra van harom em-
ber, akiket nem ismer hasonloan kezelhets. A graf esetén az allitas azt mondja
ki, hogy vagy van a grafban harom paronként 6sszekotott pont (haromszog) vagy
van hérom pont, amelyek koziil semelyik kett6 nincs Gsszekotve (hdromszog a
komplementer grafban).

10.2. Feladat a) Legyenek a graf pontjai a munkasok és a munkéak. Legyen
egy €l minden munka és minden munkés kozott, az ¢l silya a c;; érték. Fe-
ladatunk kivalasztani élek egy olyan halmazat, amely minimélis Gsszsilyu és
tartalmazza az Gsszes munkét.

b) Egy optimaélis megoldast mohé modszerrel kaphatunk. Minden munkara
kivalasztjuk azt az élt, a munkat tartalmazo élek koziil amire minimélis a suly.
Ez optimalis megoldast ad, mivel minden él pontosan egy munkat tartalmaz.

c) A feladatot ugyanazzal a graffal reprezentélhatjuk, de a cél olyan élhal-
mazok koziil a minimaélis dsszstulyt halmaz kivalasztésa, amelyek minden pontot
a grafban pontosan egyszer tartalmaznak (minimadlis sulyt parositas).

d) Ekkor a graf is valtozik. Toroljiik azokat az éleket, amik olyan munkat és
munkast kotnek Ossze, amelyekre a munkas nem végezheti el a munkat.
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10.3. Feladat A graf pontjai az (z,y, z) egész szamharmasok, amelyekre
ki > x> koypt >y > p2, 21 > 2 > zo. Egy ilyen pont azt az asztalt
reprezentalja, amelyen x kék, y piros és z z0ld pont van. Az élek azt adjak meg
ha egy pontnak megfelel asztalbol megkaphaté egy masik, igy az (x,y, z) pont
szomszédjai (x,y — 2,2 —3), (x — 2,y —3,2) és (x — 3,y,2 — 2). A feladat, hogy
megéllapitsuk van -e a (ki,p1,21) pontbdl a (ke,pe, 22) pontba tt és ha van,
akkor hatarozzuk meg a minimalis hosszt.

Fontos megjegyezniink, hogy ebben az esetben minden lehetséges it hossza
ugyanakkora, mivel az asztalon levé golydk szdma minden 1épésben 5-tel csok-
ken.

10.4. Feladat A graf pontjai az (x,y, z) szamharmasok, ahol minden kom-
ponens nemnegativ egész és x+y—+2z = 42. Az élek a lehetséges atvaltozasoknak
felelnek meg. Tehat (x,y, z)-nek harom szomszédja lesz (v — 1,y — 1,z + 2),
(xt—1,y+2,2—1), (x+2,y — 1,2 —1). A feladat, hogy meghatarozzuk van -e
a grafban a (13,14, 15) pontbdl a (42,0,0), (0,42,0), (0,0,42) pontok valame-
lyikébe 1t, és ha vannak ilyen utak adjunk meg egy legrévidebbet.

Az invaridns keresés modszerével igazolhaté az allitds. Vegyiik észre, hogy
a megengedett 1épések sordn az (z — y,y — 2z, — z) szdmok harommal vald
osztasmaradéka nem valtozik. (Azaz ez a tulajdonsag a megengedett lépésekre
nézve invarians.) Kezdetben, ezen osztasmaradékok (2,2,1), és minden kivant
végallapotban (0,0, 0), igy a végallapotok egyike sem érhetd el.

10.5. Feladat A graf pontjai az (z,y,z,w) szamnégyesek, ahol minden
komponens nemnegativ egész és x +y+ 2+ w < a+ b+ c+d. Az élek a
lehetséges atvaltozasoknak felelnek meg. Tehét (x,y, z, w)-nek 6t szomszédja
lesz (x—1,y—1,z—1,w+3), (x—1L,y—1,24+3,w—1), (x—1,y+3,z—1,w—1),
(z+3,y—1,2—1L,w—1), (z—1,y—1,2—1,w—1). A feladat, hogy meghatarozzuk
van -e a grafban az (a, b, ¢, d) pontbdl a (0,0,0,0) pontba tut.

10.6. Feladat Konstrudljunk a feladathoz egy gréafot. A graf csicsai a
sakktabla mez&i, két n-nél nem nagyobb pozitiv koordinatabol allo vektorok.
Két csucs Ossze van kotve, ha a huszar atléphet egyikbdl a masikba. Tehat az
(z,y) szomszédjai az (x — 1,y +2), (x — L,y —2), (x+ L,y +2), (z+ 1,y — 2),
(z+2,y—1), (x+2,y+ 1), (x —2,y — 1), (x — 2,y + 1) parosok koziil azok,
amelyekben mindkét koordindta pozitiv és nem nagyobb, mint n. A feladat
megtalalni a legrévidebb utat az (1,1) pontbdl az (u,v) pontba.

Megjegyzés A 10.3-10.6 feladatoknél hasznélt médszer minden olyan eset-
ben hasznalhatd, ahol azt kell eldénteni, hogy valamilyen kiindulési konfiguré-
ciobol eljuthatunk -e végkonfiguraciok valamelyikébe valamely 1épések alapjan.
Ekkor a grafban a csicsok a lehetséges konfigurdciok, él megy két cstucs kozott
ha kozvetleniil egy lépéssel &t lehet 1épni az egyik konfiguraciobél a masikba.

10.7. Feladat A kapcsolatmétrix a kdvetkezs.
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01 0101
01 1 1 00
10 00 10
1 0 01 00
01 1001
110 010
Az éllista:
112(3|4]5]|6
112460
21213410
311510
4111410
51231610
61250

A halmazfiiggvény:
re(1) = {2,4,6}, re(2) = {2,3,4}, re(3) = {1,5}, re(4) = {1,4}, re(5) =
{2,3,6}, rg(6) = {1,2,5}

11. Szélességi, mélységi keresés,

11.1. Feladat Tegyiik fel, hogy a ki iteracié névekvs index szerint veszi a
pontokat. Kezdetben az algoritmusban D(1) = 0, Apa(1l) = Null. Sor = (1).
Uténa

e Kijon 1 majd D(2) = 1, Apa(2) = 1, D(4) = 1, Apa(4) = 1, D(6) = 1,
Apa(6) =1 és Sor = (2,4,6).

e Kijon 2 majd D(3) =2, Apa(3) =2 és Sor = (4,6, 3).
e Kijon 4 és Sor = (6, 3).

e Kijon 6 majd D(5) =2, Apa(5) =6 és Sor = (3,5).

e Kijon 3 és Sor = (5).

e Kijon 5 és Sor = ().

Kovetkezésképpen §(1,5) = 2.
Amennyiben az 5 pontbdl indulunk, akkor teljesen hasonldéan kapjuk, hogy
a sorrend: 5,2,3,6,4,1 és §(5,1) = 2.

11.2. Feladat A labirintust grafként reprezentéiljuk. Az iires mezdSk lesznek
a graf pontjai, két pont kozott él vezet, ha egyikbdl at lehet 1épni a méasikba, azaz
ha szomszédosak. Ezen grafra végrehajtunk egy szélességi keresést, pontosabban
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nem kell végrehajtani egy teljes szélességi keresést az algoritmus megall az elsé
olyan pontnal, amely a labirintus szélén van. Az aldbbiakban azt az algoritmust
prezentaljuk, amelyik eldonti ki lehet-e jutni a labirintusbol, és egy a kiindulési
ponttol minimélis tavolsdgra levé pontnél all meg, az algoritmusban szerepld
segédinforméciok alapjan, konnyen megkaphaté a legrévidebb 1t is.

Const
MaxN=1000;
Lep:Array[1..4] of {a négy lehetséges lépés}

Record dx,dy:-1..1 End= {relativ koordinatai}
((dx:-1;dy:0), (dx:0;dy:1), (dx:1;dy:0), (dx:0;dy:-1) );
Type
PontTip=Record
Sorszam:Word;
Oszlopszam:Word
End;
Fuggvenyl=Array[1...MaxN,1...MaxN] of PontTip;
Fuggveny2=Array[1...MaxN,1...MaxN] of Word;
Labirintus=Array[1...MaxN,1...MaxN] of Boolean;

Procedure Kijut (Const L:Labirintus; {a labirintus}
K,N:Word; {a labirintus mérete}
S:Ponttip; {az indulasi mez3}
Var Van: Boolean;
Var Apa:Fuggvenyl;
Var D:Fuggveny?2);
Const
Null=0;
Inf=MaxN*MaxN;
Var
Q:Sor;
u,v:PontTip;
i,j:Word;
Begin{Kijut}
Letesit(Q);
For i:=1 to K Do
For j:=1 to N Do Begin
Apali,j].Sorszam:=Null; Apali,j].0Oszlopszam:=Null;
D[i,j]:=Inf;
End{for j};

D[S.Sorszam, S.0szlopszam]:=0;
Sorba(Q,S);

While Elemszam(Q)<>0 Do Begin
Sorbol(Q,u);
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If ((u.Sorszam=1) or (u.Sorszam=K) or
(u.0szlopszam=1) or (u.0szlopszam=N)) Then Begin
Van:=True;
Exit;
End Else Begin
For i:=1 To 4 Do Begin {lépés a négy lehetséges iranyban}
v.Sorszam:=u.Sorszam+Lep[i].dx;
v.0szlopszam:=u.0szlopszam+Lep[i].dy;
If (1<=v.Sorszam)And(v.Sorszam<=N) And
L[v.Sorszam, v.0szlopszam] And
D[v.Sorszam, v.0szlopszam]=Inf Then Begin
D[v.Sorszam, v.0szlopszam]:=D[u.Sorszam, u.0szlopszam]+1;
Apalv.Sorszam, v.0szlopszam]:=u;

Sorba(Q,v)
End
End{for i};
End;
End{while}
Van:=False;
End{Kijut};

11.3. Feladat Megadjuk a D tablazatot a (4, 3)-bél indulva.

Inf 4 Inf Inf Inf Inf

4 3 4 Inf Inf Inf
Inf 2 Inf Inf Inf Inf
Inf 1 0 Inf Inf Inf
Inf Inf 1 Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf

Az Apa tablazat:

(0,0) (2,2) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0)
(2,2) (3,2) (2,2) (0,0) (0,0) (0,0)
(0,0) (4,2) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0)
(0,0) (4,3) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0)
(0,0) (0,0) (4,3) (0,0) (0,0) (0,0)
(0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0)
Tehat ki lehet jutni, egy legrévidebb ut a (4, 3), (4,2), (3,2),(2,2),(2,1).

Megadjuk a D tablazatot a (2,5)-bdl indulva.

Inf Inf inf Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf 0 Inf
Inf Inf Inf 2 1 Inf
Inf Inf Inf Inf 2 Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf Inf Inf
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Az Apa tablazat:

(0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0)
(0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0)
(0,0) (0,0) (0,0) (3,5) (2,5) (0,0)
(0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (3,5) (0,0)
(0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0)
(0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0)

Tehat nem lehet kijutni.

11.4. Feladat Mindegyik feladatban az a kérdés, hogy egy graf valamely
pontjabdl el lehet -e jutni egy méasik pontjéba, illetve néhény feladatban a leg-
rovidebb utat is meg kell adni. Ez pontosan az a feladat, ami megoldhaté a
szélességi kereséssel. Ezeknél a feladatokndl is a szamitott graf reprezentaciot
érdemes hasznélni, nem sziikséges el6re meghatarozni az egész grafot, elegendd
mindig az aktudlis pont szomszédait kiszamolni.

11.5. Feladat Els6ként az (1,1) pont szomszédai keriilnek be a sorba,
ezekre az Apa fliggvény (1,1) lesz, a D fiiggvény 1, tehat a hasznalt sor, S =
((3,2),(2,3)). Utana kivessziik a (3,2) pontot, ezen pont még nem vizsgalt
szomszédai keriilnek be a sorba, ezekre az Apa fiiggvény (3,2) lesz, a D fligg-
vény 2, tehat S = ((2,3),(1,3),(5,1),(5,3),(4,4),(2,4)). Utana kivessziik a
(2,3) pontot, ezen pont még nem vizsgalt szomszédai keriilnek be a sorba, majd
a szélességi keresés eljarasa alapjan tovabb folytatjuk a keresést. A talalt legro-
videbb ut (1,1),(3,2),(1,3),(3,4),(2,2).

11.6. Feladat Az elérési és az elhagyasi idGk és az Apa értékek a végrehajtas
sorrendjében: D[1] =1, Apa[2] = 1, D[2] = 2, Apa[3] = 2, D[3] = 3, Apa[5] = 3,
D[5] = 4, Apal6] = 5, D[6] = 5, Apa[7] = 6, D[7] = 6, F[7] = 7, F[6] = 8,
F[5] = 9, F[3] = 10, Apa[4] = 2, D[4] = 11, F[4] = 12, F[2] = 13, F[1] = 14,
D[8] = 15, Apa[9] = 8, D[9] = 16, F[9] = 17, F[8] = 18.

Az élek osztalyozasa:

Faélek: (1,2),(2,3),(3,5),(5,6),(6,7),(2,4),(8,9)

Visszaélek: (5,2),(7,5),(9,8)

Eléreélek: (1,3)

Keresztélek: (8,1).

11.7. Feladat Ha a 2 és 3 pontok kozotti él iranyitasa (2,3), akkor a
mélységi bejarasban az érkezési és elhagyasi idsk: D(1) = 1,D(2) = 2,D(3) =
3,D(4) =4, F(4) =5,F(3) =6, F(2) =7, F(1) = 8. Ekkor (2,3) faél, az 1 és
4 kozotti él pedig eléreél (ha (1,4)) vagy visszaél (ha (4,1)). Ha a 2 és 3 pontok
kozotti él irdnyitasa (3, 2), akkor a mélységi bejarasban az érkezési és elhagyasi
idék: D(1) = 1,D(2) = 2,D(4) = 3,F(4) = 4, F(2) = 5,D(3) = 6, F(3) = T,
F(1) = 8. Ekkor (3,2) keresztél, az 1 és 4 kozotti él pedig eléreél (ha (1,4))
vagy visszaél (ha (4,1)).

11.8. Feladat Megadjuk miként hasznalhatjuk a mélységi keresés algorit-
muséit. Pontosabban megadjuk azokat a részeket ahol valtoztatnunk kell.
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e A grafunk pontjai a labirintus iires négyzetracsai. Egy pont azokkal a
szomszédos négyzetracsokkal van 0sszekotve, amelyek szintén iiresek. Fon-
tos megjegyezniink, hogy nem ismerjiik a grafot, nem is férhetiink hozza
a graf pontjaihoz.

e Nem tudjuk a teljes szélességi keresést végrehajtani, csak olyan pontok-
ban hivhatjuk meg a MelyBejar eljarast, amit elértiink a keresésiink soran.
Tehat 1ényegében a kiinduléasi pontunkra hivjuk meg a MelyBejar algorit-
must, és az eljards vagy ugy ér véget, hogy kitalaltunk, ez egy kilépési
feltétel, vagy gy, hogy az eljaras befejezdik, ekkor nem lehet kijutni a
labirintusbol.

e Az Apa fiiggvényt csak agy tarthatjuk szamon, hogy felirjuk milyen irany-
bol 1éptiink a cellaba, ahol a eljarast rekurzivan hivjuk.

11.9. Feladat Az eljaras elején azt latjuk, hogy elére, jobbra fal van, tehét
két ponttal van 0sszekotve a pontunk a héitra és a balra levével.

Megjeldljiik, hogy a mez6, ahol allunk sziirke, meghivjuk az eljarast a héatra
esG ponttal.

Atlépiink. Es felirjuk ra, hogy elolrél érkeztiink (Apa fiiggvény). Megjeloljiik
sziirkére. Latjuk, hogy nincs érintetlen szomszédja, eldl sziirke van, a t&bbi
szomszédos cella fal, a rekurziv hivas véget ér. Megjeloljiik feketére, visszalépiink
az apara.

Atlépiink a balra esére. Ellendrizziik, hogy érintettiik-e mar. Mivel nem
felirjuk ra, hogy jobbrol érkeztiink (Apa fiiggvény). Megjeloljiik sziirkére. Lét-
juk, hogy egyetlen érintetlen szomszédja van, (héatra és balra fal van, azaz nincs
szomszédos pont, jobbrol érkeztiink az a cella méar nem érintetlen). Meghivjuk
az eljarast az el6ttiink levé cellara.

Atlépiink a elore esé cellara. Ellendrizziik, hogy érintettiik-e mar. Mivel
nem felirjuk ra, hogy hatulrol érkeztiink (Apa fiiggvény). Megjeloljiik sziirkére.
Korbenézve latjuk, hogy jobbra és balra fal van, azaz nincs szomszédos pont,
hatulrol érkeztiink az a cella mar nem érintetlen. Tehat egy érintetlen cella lehet
ami el6ttliink van. Meghivjuk az eljarast az el6ttiink levé cellara.

Atlépiink a eldre esé cellara. Ellendrizziik, hogy érintettiik-e mar. Mivel
nem felirjuk ra, hogy hatulrol érkeztiink (Apa fiiggvény). Megjeloljiik sziirkére.
Korbenézve latjuk, hogy minden irdnyba mehetiink, hatulrél érkeztiink az a
cella mar nem érintetlen. Tehat hirom érintetlen cella lehet ami balra, jobbra
és elSttiink van. Meghivjuk az eljarast a balra levé cellara.

A cellabdl kiléphetiink igy az eljaras véget ér.

12. Topologikus rendezés, 6sszefiiggiség, Euler kor

12.1. Feladat Az elérési és az elhagyéasi id6k és az Apa értékek a végrehajtas
sorrendjében: D[1] = 1, Apa[2] = 1, D[2] = 2, Apa[3] = 2, D[3] = 3, Apa[5] = 3,
DI[5] = 4, Apal6] = 5, D[6] = 5, Apa[7] = 6, D[7] = 6, F[7] = 7, F[6] = 8,
F[5] = 9, F[3] = 10, Apa[4] = 2, D[4] = 11, F[4] = 12, F[2] = 13, F[1] = 14,
D8] = 15, Apa[9] = 8, D[9] = 16, F[9] = 17, F[8] = 18.
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Végrehajtva a graf transzponaltjara csokkend F' szerint a mélységi keresés
algoritmusét kapjuk, hogy az erésen Osszefiiggé komponensek:

(8,9}, {1},{2,5,3,7,6}, {4}.

12.2. Feladat Definidljunk egy grafot! Legyenek a pontjai a munkik. Egy
ponthdl akkor vezessen él egy méasik pontba, ha a megfelel§ munkanak meg kell
el6znie a méasik pontnak megfelel6 munkat. Végrehajtva a mélységi keresést
A-bol kiindulva az elhagyasi idék F(A) =4, F(B) =6, F(C) =8, F(D) = 16,
F(E) = 13, F(F) = 15, F(G) = 12, F(H) = 3. Tehat a munkak egy jo
sorrendje D, F,E,G,C, B, A, H. Amennyiben a H — F relaciénak is fenn kell
allnia, akkor a mélységi keresésben talalunk visszaélt, amibél kovetkezik, hogy
a el6feltételekben van kor, azaz a munkasorozat nem hajthato végre.

12.3. Feladat A G grafnak van Euler kore, minden pontnak megegyezik a
ki és befoka. A korépits algoritmus altal kapott kor a kovetkezd séta (1,2,3,1, 3,
5,6,5,3,4,6,2,4,1). A H graf esetén a fokszamok 4, 3,3,4,2,2 és nem teljesiil,
hogy minden pont paros fokszamu. Tehét nincs Euler kér. Masrészt Euler ut
van, hiszen két pont van, ami paratlan fokszamu.

12.4. Feladat Definidljuk a kovetkezs grafot! A graf pontjai az tutkeresz-
tez6dések. Egy A pontbdl akkor megy él egy B pontba, ha az AB Ut a B
irAnyaban egyiranyi. Ekkor az a feltétel, hogy az tutkeresztez6dések mindegyike
elérhets legyen egy raktarbdl és utana visszamehessiink a raktarba pontosan azt
jelenti, hogy minden erdsen Gsszefiiggs komponensnek tartalmaznia kell legalabb
egy raktart. Tehat meg kell hataroznunk az igy kapott graf erésen Gsszefiiggs
komponenseit, majd minden komponensben valasztanunk kell egy raktart.

12.5. Feladat Elsgként igazoljuk, hogy mindig van a kérmentes grafokban
forras. Ellenkezs esetben minden pontnak lenne legalabb egy Gse, de akkor
barmelyik csticsbdl kiindulva tudnank képezni csticsok egy sorozatat agy, hogy
a sorozat minden cstucspontjahoz vennénk az illet§ cstcs Gseinek valamelyikét,.
Mivel minden cstcsnak van legalabb egy Gse, ezért a sorozat tagjainak képzése
vég nélkiil folytathat6. Masrészt a csicsok szdma n, igy legfeljebb n — 1 1épés
utdn a sorozatnak egy olyan tagjat kapnank amely mér korabban el6fordult
a sorozatban. Nyilvanvaléan, a sorozat két azonos tagja kozotti csicsokhoz
tartozo élek egy korutat alkotnak, ami ellentmondés. Kovetkezésképpen a graf
tartalmaz legaldbb egy forrast.

Most vegyiik a graf egy forrasat, jelolje ezt v, és adjuk v-nek az 1 sorszamot.
Majd toroljik v-t és a v-bol kiinduld éleket a grafboél, és az tekintsiik az elgallo
részgrafot. Mivel ez a graf is kormentes iranyitott graf, ezért ismét tartalmaz
forrast, ezek koziil barmelyiknek adhatjuk a 2 sorszamot, majd ismét toroljiik
a forrast a belGle kivezetd élekkel egyiitt, és a torlés utdn elgalld részgraffal
folytatjuk az eljarast. Miutan minden lépésben eggyel cstkken a csticspontok
szama, n — 1 1épés utdn mar csak egyetlen cstcsot tartalmazé grafot, aminek
adjuk az n sorszdmot.

Mivel minden iteracios lépésben az aktualis részgrafbol egy forrast hagyunk
el, ezért az illets forrasbol csak olyan cstucsokba visznek élek, amelyek késébb
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kapnak sorszamot, igy sorszamuk nagyobb lesz, mint a forras sorszdma, amivel
igazoltuk, hogy valéban egy topologikus rendezést kapunk.

12.6. Feladat Els6ként vegyiik észre, hogy minden csiicsnak a befoka és a
kifoka is 1. Ellenkezs esetben a csicsot nem lehet elérni vagy a csicsbél més
pontokat nem lehet elérni, ami ellentmond annak, hogy a graf egyetlen erésen
Osszefiiggs komponensbdl all. Mésrészt ha minden cstics befoka és kifoka is egy,
akkor a graf vagy irdnyitott kor vagy iranyitott kordk unidja. Viszont a graf
erGsen Osszefliggd, igy csak egyetlen korbsl allhat.

13. Feszit6fak

13.1. Feladat A Kruskal algoritmus a kovetkezs sorrendben vélasztja az
éleket: (a,b), (c,e),(d, f),(a,c),(d,e), A Prim algoritmus sorrendje (a,b), (a,c),
(c.e), (de)(d, f)-

13.2. Feladat Legyenek a graf pontjai a halézatban szerepls allomasok.
Egy él stlya legyen a két allomés kdzotti kozvetlen vonal kiépitésének a koltsége.
Ekkor azon feltétel, hogy barmely pont elérhets legyen azt jelenti, hogy egy
Osszefiiggs részgrafot kell kivalasztani, amelyben minden pont szerepel. Mivel a
sulyok nemnegativak, ezért a legkisebb koltséggel rendelkezd graf feszitéfa lesz,
azaz a feladatunk pontosan egy minimalis koltségi feszitGfa meghatérozasa.

13.3. Feladat Els6ként igazoljuk, hogy minden minimélis feszitéfa iiveg-
nyaku is. Tegyiik fel, hogy ez az &llitas nem igaz. Ekkor van egy graf és abban
egy F' minimadlis feszit6fa, amely nem {ivegnyaktu. Legyen F-ben a maximalis
stlyu él (a,b). Mivel a F' nem iivegnyak, ezért van olyan U tivegnyak feszitéfa,
amelyben minden él stlya kisebb, mint ¢(a,b). Hagyjuk el F-bél (a,b)-t, ekkor
két Gsszefiiggdségi komponensre esik szét. Mivel U feszit6fa, ezért van olyan éle,
ami Osszekoti a két komponenst. Méasrészt ennek az élnek kisebb a sulya, mint
(a,b)-nek. Kovetkezésképp (a, b)-t kicserélhetjiik egy néla kisebb sulyu éllel ugy,
hogy ismét feszit6fat kapjunk, ami ellentmondas.

A masik irdny nem igaz. Vegylink n > 3 ponton egy teljes grafot (barmely
két pont Gssze van kétve), amelyben az egyik él silya 1 és minden maés él silya
2. Ekkor azok a feszit6fak, amelyek tartalmazzak az 1 silyu élt minimalisak.
Maésrészt minden feszit6fa ivegnyaki.

13.4. Feladat Els6ként tegyiik fel, hogy = < 3 és y < 3, akkor a Kruskal
algoritmus altal kapott minimélis koltségd feszitéfa élei (a,b), (a,¢), (a,d) és a
koltsége 2+ x +y. Ha x > 3 és y < 3, akkor a Kruskal algoritmus altal kapott
minimalis koltségii feszitofa élei (a, c), (a, d), (b, ¢) és a koltsége 5+y. Hax < 3 és
y > 3, akkor a Kruskal algoritmus altal kapott minimalis koltségd feszitéfa élei
(a,b),(a,d), (b,c) és a koltsége 5 + x. Végiil ha = > 3 és y > 3, akkor a Kruskal
algoritmus altal kapott minimalis koltségi feszitofa élei (a,d), (b, c), (¢, d) és a
koltsége 8.

13.5. Feladat Az allitis nem igaz minden esetben, ellenpéldaként felhoz-
hato az az eset, amikor a graf egy fa, ekkor minden élét, igy a maximalis sulya
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élét is be kell valasztani a feszitéfaba. Ez akkor is igaz, ha a maximalis él
végpontjai koziil valamely csicsnak a fokszama egy.

Igazoljuk, hogy a megadott feltétel mellett egy szigortan legnagyobb sulyu
él nem keriilhet be a minimalis koltségi feszit6faba. Ezt indirekt igazoljuk.
Tegyiik fel, hogy van egy olyan minimélis koltségi feszitéfa, amely tartalmazza
ezt a szigoruan legnagyobb siilyt e élt. Tekintsiik ezt a feszitéfat! Ha elhagyjuk
beldle az e élt a fa két részfajara esik szét. Masrészt az e él része egy kornek, igy
a kapott két részfa Gsszekothetd e felhasznalasa nélkil is. Ebbdl adédik, hogy
van olyan él, amely a két részfa kézott megy. Egyszertien 1lathato, hogy ebben
az esetben egy ilyen éllel kicserélve e-t szintén feszit6fat kapunk. Maésrészt e
volt a szigortian legnagyobb silyt él, igy a kapott feszitéfa koltsége kisebb lesz,
amivel ellentmondashoz jutottunk.

13.6. Feladat A minimélis feszit6fa koltsége minimum a harom legkisebb
suly Osszege, ami 6, ez el§ is allhat, ha a w(4,B) =1, w(A,C) =2, w(A, D) =
3 sulyokat adjuk, akkor ezek az élek alkotjak a minimélis koltségi feszitGfat.
Szintén lehet a koltség 7, példaul a w(A, B) = 1, w(A,C) = 2, w(A, D) = 4,
w(B,C) = 3, w(B,D) = 5, w(C,D) = 6 esetben. Masrészt t6bb eset nem
lehetséges, ezt Kruskal algoritmusa alapjan lathatjuk. Az algoritmus az els6 két
lépésben kivalasztja az 1 és 2 salyu éleket, a harmadik 1épésben kiprobalja a 3
sulyu élet, ha nem alkot kort, akkor beveszi a koltség 6, ha kort alkot tovabblép
a 4 koltségi élre, amely mar nem alkothat kort, igy a feszitéfa koltsége 7 lesz.

14. Legrovidebb utak

14.1. Feladat Az értékek Gi-re és Ga-re is a kovetkezSképpen valtoznak.
Kesz = {1},D(2) = 2, Apa(2) = 1,D(4) = 1, Apa(4) = 1, D(5) = 8, Apa(5) =
L,

Kesz = {1,4},D(3) =5, Apa(3) = 4, D(5) = 3, Apa(5) = 4, D(6) = 8, Apa(6) =
4,

Kesz = {1,4,2},D(3) = 3, Apa(3) = 2, D(6) = 6, Apa(6) = 2,

Kesz ={1,4,2,3},

Kesz = {1,4,2,3,5}D(6) = 4, Apa(6) = 5,

G1-ben a megoldas a legrévidebb utakat adja, Ga-ben nem, mivel ott van
negativ érték is. Ekkor az 1,2,4 ut hossza —2 < 1.

14.2. Feladat Legyen Kozelit(u,v) eljaras, amit a Dijkstra algoritmus is
hasznal

If D[v] > D[u] +c(u,v)
Then D[v]:= D[u] +c(u,v)
Apalv] :=u

Tekintsiik a kovetkezs eljarast (a csicsokat az 1,. .., n egészeknek feleltettiik
meg).
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for i:=1 to n
For j in Be(G,i) Do
Kozelit(j,1i);

Azt allitjuk, hogy fenti eljaras végén a D fiiggvény minden pontra a legrovi-
debb 1t hosszat adja meg. Ezt ¢ szerinti teljes indukciéval igazoljuk. Mivel 1-be
nem vezet él, ezért az allitds az 1 pontra nyilvanvaléan teljesiil. Most legyen
i <1 < n és tegyiik fel, hogy az allitas az 1,...,7 pontokra teljesiil. Igazoljuk
i+ l-re. Az indukcios feltevés alapjan adodik, hogy a kiszamolt D(i + 1) érték
a 0(1,7) + c(j,i + 1) értékek minimuma. Legyen j a legrévidebb i 4+ 1-be ve-
zetG utban az ¢ + 1 el6tti pont. Ekkor az ut hossza nem lehet révidebb, mint
0(1,4) + ¢(j,i+ 1), amely legalabb D(i +1). Masrészt a D értékek mindig felsg
korlatjaik a legrovidebb utaknak. Tehat igazoltuk az allitast ¢ + 1-re is.

A leghosszabb utat megkapjuk, ha minden élstulyt megszorzunk —1-el és igy
hatarozzuk meg a legrévidebb utat. Masik lehetGség, hogy a Kozelit algoritmust
irjuk at, akkor irjuk feliil a D értéket, ha nagyobbat kapunk.

14.3. Feladat A legr6videbb utak szamitésa soran.

D(1) =0, D(2) = =5, Apa(2) =1, D(3) = -2, Apa(3) = =2, D(4) = -9,
Apa(4) =3, D(5) = —4, Apa(5) = 2, D(6) = —7, Apa(6) = 2.

A leghosszabb utak.

D(1) =0, D(2) = =5, Apa(2) = 1, D(3) = =2, Apa(3) = =2, D(4) = —1,
Apa(4) =2, D(5) = 3, Apa(5) =1, D( ) =4, Apa(6) = 5.

14.4. Feladat Ismét hasznaljuk a 14.2. feladatban is szereplé Kozelit rész-
eljarast. Tekintsiik a kovetkezs eljarast (a csicsokat az 1,...,n egészeknek
feleltettiik meg).

for k:=1 to n-1
For (i,j) in E Do
Kozelit(i,j);

Igazoljuk, hogy az eljaras negativ stulyd kort nem tartalmazoé grafok esetén
valoban helyes megoldast ad vissza. Tegyiik fel, hogy j elérhets a kiindulasi
1 pontbol. Legyen a legrovidebb ut 1 = vg,v1,...,v, = j. Mivel a graf nem
tartalmaz negativ kort, ezért m < n — 1, azaz legfeljebb n — 1 él van a utban.
Teljes indukcioval igazolhatd, hogy az i-edik iteracio utan a D(v;) = 6(1,v;)
és az Apa fiiggvény az oda vezets legrovidebb at utolsé elemére mutat, amibgl
adodik, hogy az eljaras végén valéban megkapjuk a legrévidebb utakat. Ha egy
pont nem elérhets, akkor adodik, hogy a visszaadott érték valéban oo lesz. A
negativ koroket tigy ismerhetjiik fel, hogy még egyszer n-edik alkalommal is vég-
rehajtjuk a kiilsé iteraciot. Amennyiben nem véltoznak az értékek, akkor nem
lehet negativ kor, hisz ebben az esetben akarhényszor végrehajtjuk az iterdciot
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tovabbra sem véltoznak, ami ellentmond annak, hogy a negativ kér miatt tet-
sz6legesen kicsik lehetnek egyes tavolsagok. Amennyiben valtoznak, akkor kell
negativ kornek lennie, hiszen a fentiekben belattuk, hogy ha nincs negativ kor,
akkor n — 1 lépés utan, minden D érték a legrévidebb ut hosszat adja meg, és
ez nem csokkenhet tovabbi iteraciok soran.

14.5. Feladat Az els6 iteracio utan az éleket kiindulési pont sorszama azon
beliil végpont sorszdma szerinti névekvs sorrendben vessziik:

D(1) = 0, Apa(l) = 0, D(2) = 3 Apa(2) = 4, D3) = 9, Apa(3) = 5,
D(4) =6, Apa(4) =1, D(5) =8, Apa(5) = 1.

A masodik iteracié utan:

D(1) = 0, Apa(1l) = 0, D(2) = 3 Apa(2) = 4, DB3) = 7, Apa(3) = 2,
D(4) =6, Apa(4) =1, D(5) =5, Apa(5) = 2

A kovetkez§ iterdcio ujra ezt az eredményt adja kovetkezésképp a tobbi
is, igy az eljaras véget ért. A legrovidebb utak és uthosszak: s(1,4,2) =
3,s(1,4,2,3) =7, s(1,4) =6, s(1,5) = 8.

14.6. Feladat Az eljaras végrehajtasidban meghozand6 dontések alapjan a
kovetkezs 3 esetet kell megkiilonboztetniink.

e Ha A > 1, akkor az els§ iteracio utan D(1) = 0, D(2) = 2, D(3) = 3 és
ezek az értékek a kovetkezs iteracidban sem valtoznak. Kovetkezésképp az
algoritmus megadja a legrévidebb utat, igy a grafban nincs negativ kor.

e Ha —1 < A < 1, akkor az elsg iteracio utan D(1) = 0, D(2) = 2,
D(3) = 2+ A és ezek az értékek a kovetkezd iteracioban sem valtoznak.
Kovetkezésképp az algoritmus megadja a legrovidebb utat, igy a grafban
nincs negativ kor.

e Ha A < —1, akkor az elsg iteracio utan D(1) =0, D(2) =3+ A, D(3) =
2 + A. A masodik iteracio utan D(1) = 0, D(2) = 4 + 24, D(3) =
3 + 2A, harmadik iteracio utan D(1) = 0, D(2) = 5+ 34, D(3) =4 +
3A. Kovetkezésképp az algoritmus nem taldlta meg n — 1 iteracidban a
legrévidebb utakat, azaz van negativ kor.

14.7. Feladat A kovetkezs Uli, j] matrixokat kapjuk. Az els§ érték a
tavolsidg a méasodik az Apa.

(0,0)  (2,1) (00,0) (1,1) (51)
(2,2)  (0,0) (3,2) (4,2) (00,0)
Up= | (2.3) (00,00 (0,0) (3,3) (1,3)
(00,0) (1,4) (4,4) (0,0) (2,4)
(1,5) (00,0) (1,5) (4,5) (0,0)
(0,0)  (2,1) (00,0) (1,1) (5,1)
(2,2) (0,0) (3,2) (3,1) (7.1)
Ur=| (2,3) (4,1) (0,0) (3,3) (1,3)
(00,0) (1,4) (4,4) (0,0) (2,4)
(1,5) (3,1) (1,5) (2,5) (0,0)

(=2}
[\



Az utolsé méatrixban szerepls parok elsé értékei adjak meg a legrovidebb utak

hosszait. A mésodik értékek megadjak, hogy egy legrévidebb utban melyik a

megel6z6 pont. Igy leolvashato az egész ut. Példaul a legrévidebb 2,5 it hossza

4. A megel6z6 pont 3. A legrévidebb 2,3 1t hossza 3, itt a megeléz§ pont 2,

tehat a legrévidebb ut 2, 3, 5.

14.8. Feladat A felhasznalt T; méatrixok (T, az eredeti):

0 1 0
0 1 0
1 01
1 11

1
1
1

1
0 0 0 01

0
0

0 1 0

1

1 010
1

1

1 1 1

T, =

T =

00 0 01

0
0
1
1
0 0 0 01
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1111 1
1111 1
Thv=]1111 1
11111
00001
11111
1111 1
Ts=|1111 1
11111
00001

14.9. Feladat A dobozokat feleltessiik meg a graf pontjainak. Az X pontbol
vezessen Y-ba él, ha Y belefér X-be. Ekkor feladatunk az, hogy ebben a grafban
keressiik meg a leghosszabb utat.

14.10. Feladat Vegyiink egy grafot, amelynek pontjai a vallalkozd és a
koztisztviselok. A véallalkozobdl él megy azokba a tisztviselGkbe, akiket kozvet-
leniil megvesztegethet, tovibba minden tisztvisel6bdl él megy azokba a tiszt-
visel6kbe, akik elfogadjak az ajanlolevelét. A grafban a csiicsoknak van stulya,
a vallalkoz6é 0, a tisztviselké a megvesztegetés Osszege. A cél a vallalkozobol
a miniszterelndkbe egy legrévidebb tut megkeresése, ahol az 1t hossza a benne
lev§ csticsok silyainak Osszege. Ez megoldhaté a legrévidebb ut algoritmusok
modositasaval is, de visszavezethetjiik klasszikus legrévidebb ut probléméra a
feladatot a kovetkezSképpen. Minden cstcsot helyettesitsiink egy éllel, amely-
nek salya a csucs sulya. Az él kezdGpontjaba mennek azok az élek, amelyek a
csticsba mentek, az él végpontjabol mennek azok az élek, amelyek a csticsbol
mentek. (Szemléletesen ez azt jelenti, hogy az 1j csicsok a megvesztegetések
kezdetei és végei, a kezdet eléfeltétele az ajanlolevél, és ajanlolevelet az ember
csak a vesztegetés végén kap.)

14.11. Feladat A cél olyan 1t keresése, amelyre a p, valosziniiségek szorzata
maximalis. Mivel a logaritmus fiiggvény monoton, ezért ez ekvivalens azzal
a feladattal, hogy talaljuk meg azt az utat, amelyben a szorzat logaritmusa,
ami a logp. értékek Osszege maximélis. Ez a feladat ekvivalens azzal, hogy
talaljuk meg azt az utat, amire a benne szerepls élekre a — log p. értékek Osszege
minimalis. Viszont valészintiségekrsl van sz, igy logp. < 0, tehat —logp. > 0,
azaz hasznalhatjuk Dijkstra algoritmusat a fentiek szerint definidlt ekvivalens
feladatra.

15. Rendezések

15.1. Feladat A rendezés soran a tombdok:
1,5
1,2
1,2
1,2

)

oooognw
[SA= N

)
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==
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0 00 =3

5.2. Feladat A rendezés soran a tombdk: 3,5,6,8,9,1, 3,4,

W W W ot ot
W W ot O

== =0 WO — = =

15.3. Feladat Az elemekbdl felépitett kupac: 9,5,6,3,1,3. A 9 lesz az
utols6 elem. A maradékban az utolsé elemet felvéve az elsé helyre majd ku-
pacca alakitva: 6,5,3,3,1,9. A 6-ot kicseréljiik a kupac utols6é elemével, majd
a maradék négy elembdl all6 halmazbol kupacot csinalunk: 5,3,3,1,6,9. Majd
a sorozatok: 3,3,1,5,6,9, 3,1,3,5,6,9, 1,3,3,5,6,9.

15.4. Feladat A gyorsrendezés soran 4 a feloszt6 elem a tomb: 1,3,4,5,9, 6.
Uténa rendezziik rekurzivan az (1,3) és (5,9,6) tomboket. A feloszt6 elemek 3
és 6 ezt kdvetSen a maradék rekurziv hivasok az (1), (5), (9) tombdokre vonat-
koznak, amik mar egy elemtek, igy az eljaras véget ér.

15.5. Feladat Az a tomb, mely szdmolja az egyes elemek el6fordulésat:
2,1,3,1,1,1. Az S témb, amely minden j-re megadja a j-nél nem nagyobb
elemek szamat: 2,3,6,7,8,9. Utdna megkapjuk a rendezett halmazt, minden
elemet arra a helyre irva, amekkora szam szerepel S-ben az elemnek megfelels
helyen, és csokkentve uténa az S-beli értéket. Kezdetben az 5 bekeriil az S(5) =
8-adik helyre és S(5) = 7, majd a 3 bekeriil a 6-odik helyre és S(3) = 5, és igy
tovabb.

15.6. Feladat Radix rendezéssel a kovetkezs sorozatokat kapjuk:
1. 311, 452, 423, 654, 334, 145, 215, 236, 178.

I1: 311, 215, 423, 334, 236, 145, 452, 654, 178

II1: 145, 178, 215, 236, 311, 334, 423, 452, 654.

15.7. Feladat A rendezett vodrok 1 = {0.12,0.13} 2 = {0.23}, 3 =
{0.32,0.33,0.34} 4 = {0.44}, 5 = {0.53}, 6 = {0.65}, 8 = {0.82}. A rende-
zett vodroket egymas mogé illesztve megkapjuk a rendezést.

15.8. Feladat A futési id6 mindkét esetben O(nlgn). A bizonyités alapot-
lete, hogy a rendezés sordn, mindig az utols6 elemet vissziik fel, (legyen ez az
i-edik szinten) és utana ezt az elemet siillyesztjiik. Ezekben az esetekben siil-
lyesztés soran legaldbb az i — 1-edik szintig le kell siillyeszteniink az elemet. Ez
azt jelenti, hogy amennyiben az aktualis kupac mélysége i, akkor a siillyesz-
tés soran legalabb ¢ — 1 cserét végrehajtunk. Tehat a cserék szama legalabb
2?21 [log, j] — 1> n/2log,n/2 —n = Q(nlogn). Masrészt a kupacrendezésre
a legrosszabb eset O(nlogn), igy éllitasunk igazoltuk.
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15.9. Feladat Azt kell biztositani, hogy a felosztas soran a két tomb mérete
kiegyensulyozott legyen. Azt a moddszert hasznalhatjuk, amelyet a linearis
idejti kivalasztési probléméaban. Az elemekbdl képezett elemotosok medidnjait
hatarozzuk meg, és az ezen elemekbdl all6 halmaz medidnja lesz a feloszté elem.
Ezzel a felosztas tovabbra is lineéris ideji marad, de a mindkét kapott résztémb
mérete additiv konstanstol eltekintve legalabb 3/10n. Ebbdl adodik, hogy a
rekurziv hivasok szdma O(logn). Tovabba minden rekurzids szinten a teljes
miiveletigény linedris, igy az algoritmus idgigénye valéban O(nlogn) lesz.

16. Median, kiilsé rendezések

16.1. Feladat Az els6 par utén, ¢ = 1, j = 5, a méasodik parbdl 3 a kisebb
6s3>14,7>j,igy i =1, j =7. A harmadik parbél 8 a kisebb és 8 >4, 9 > 7,
igy i =1, 7 =9. A negyedik parbél 4 a kisebb és 4 > ¢, 7 < j, igy marad i = 1,
j=9. Végiill 3>iés3 < jigymaradi=1,j=09.

16.2. Feladat Az els6 négy elembdl kupacot épitiink: K = (7,6,4,2). Ha
a kovetkezd elem kisebb a gyockérnél kicseréljiik és lesiillyesztjiikk. Mivel 3 < 7,
ezért ekkor K = (6,3,4,2). Ut4dna mivel 5 < 6 az 1j kupac K = (5,3,4,2).
Végiil 8 > 5, igy nem cseréljiik ki a gyokérrel. A negyedik legkisebb elem az
utolsé kupac gyokere.

16.3. Feladat Ismételt felosztassal ugyantigy mint a gyorsrendezésnél szétoszt-
juk egy feloszto elemmel a tdmbot a ndla nem nagyobb és a nila nagyobb eleme-
kre. Az elsé feloszté elem a 8 a nala kisebb (Hp-beli) elemek szédma 6, tehat az
4j feladat a H, = (4,6,7,2,3,5) tomb 6todik legkisebb elemének megtalalasa.
A feloszté elem az 5, ekkor Hy = (4,2,3) és H; = (7,6). Mivel H}, elemszéama
kisebb, mint 5—1 ezért az 1] feladat az, hogy megtalaljuk a H; témb 5—3—-1 = 1-
edik legkisebb elemét. A feloszt6 elem a 6, a Hy halmaz elemszama 1 — 1, igy a
6 a keresett elem.

16.4. Feladat Kezdetben a futamokat A-rél atrakjuk C-re és D-re. Ekkor
C=1,3,4—2,6,7,8,24—-7,8D =3,5,6—5,9. Utana ezeket Gsszefésiiljiik, az
A-ra és B-re. Ekkor A =1,3,3,4,5,6 — 7,8 B =2,5,6,7,8,9,24. Utana ujra
Osszefésiiliink, C = 1,2,3,3,4,5,5,6,6,7,8,9,24 D = 7,8. Végiil
A=1,2,3,3,4,505,6,6,7,7,8,8,9,24

16.5. Feladat A kovetkezs rekurziv algoritmust hasznélhatjuk. Vegyiik
mindkét tombnek a kozéps elemét. Amennyiben n paros az X tombnek az
n/2-edik az Y tombnek az n/2 + 1-edik elemét. Legyenek az elemek z és y.
Ha x < y, akkor az X tomb els§ felét, az Y tomb masodik felét hagyjuk el,
ha x > y, akkor az X témb masodik felét, az Y tomb els§ felét hagyjuk el.
Konnyen lathato, hogy a maradék elemek medianja, megegyezik az eredeti 2n
elem medianjaval. Mivel az elemek szdma minden 1épésben felezédik, ezért az
algoritmus legrosszabb esetben O(lgn) idejt.

16.6. Feladat a) Minden elemnek legyen a stlya 1/n. Egyszerten adodik,
hogy ekkor a stlyozott medidn a mediannal egyezik meg.
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b) Adjuk Gssze az elemeket a tomb elsd elemétdl kezdve, amig el nem érjiik
az 1/2-et, az az elem, amivel legalabb 1/2 lesz az Osszeg, a stlyozott medin.
Az O(nlgn) legrosszabb idejd algoritmus elGszor rendezi az elemeket uténa a
fenti eljarast hasznalja.
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