Gépkoltséges litemezési problémak




Gépkoltséges iitemezés (Imreh, Noga 99)

Utemezés
gépkoltséggel

Az j modellben a gépek szdma nem a feladat paramétere,
hanem az algoritmusnak kell megvasarolni a gépeket.
Minden gép koltsége 1.

A cél minimalizalni a gépvésarlas koltségének és az litemezés
koltségének (maximalis befejezési id6) az Osszegét.



Az algoritmus

Egy novekvd p sorozatra az A, algoritmus:

- minden kérés utan a gépek i szamdat lgy hatdrozzuk meg,
hogy 0; < P < pj41 teljesiiljon, ahol P az eddig érkezett
munkak végrehajtdsi idejeinek Osszege

- Graham Lista algoritmusat hasznaljuk a munkdk
utemezésére.

tétel: Ha 0 =(0,2,6,...,i(i+1),...), akkor A,
versenyképességi hanyadosa (1 + 1/5)/2 a Lista modellben,
ahol 0 =(0,2,6,...,i(i +1),...). Az algoritmus
1.693-versenyképes az idé modellben.

tétel: Nincs olyan algoritmus a Lista modellben, amely
versenyképességi hanyadosa kisebb 4/3 -ndl. Nincs olyan
algoritmus a Lista modellben, amely versenyképességi
hdnyadosa kisebb 1.186 - nal.

Utemezés
gépkoltséggel



Bizonyitas

Vegyiink egy kis munkakbdl allé listat, legyen p; = & minden
i-re.

Konnyen lathatd, hogy ha az algoritmus nem vasarol
mdsodik gépet, akkor nem konstans versenyképes.

Tehdt feltehetjiik, hogy az algoritmus a j munka utdn veszi
a masodik gépét. Ha P; = >_, pi <2, akkor az offline
algoritmus csak egy gépet hasznél igy a koltségek
hanyadosa legaldbb P;D 2 > 42

Ha P, > 2, akkor egy offline algorltmus szét tudja osztani
majdnem egyforman két gépen a munkakat, igy a koltségek
hdnyadosa legalabb 5 Pr—et2 4 Mivel ¢ tetszblegesen

(2+2+s = 3¢’
kicsi lehet, ezért igazoltuk az allitast.

Utemezés
gépkoltséggel



Tovabbi eredmények

Utemezés
gépkoltséggel

Seiden 2000: véletlenitett alsé korlatok

He, Cai, 2002: félig-online probléma

Désa, He 2004: 1,5798 - competitive algoritmus
Yiang, He 2005: Preemptive online algoritmus

Désa, Tan 2010: 1,5486 - versenyképes algoritmus, V2
alsé korlat
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Visszautasitasos és gépkoltséges modell

Visszautasitdsos és
gépkoltséges
modell

Ebben a modellben a munkdknak van egy végrehajtasi ideje
és egy blintetése, ami annak a koltsége, ha a munkat nem
hajtjuk végre.

Tovabba a gépek szdma nem egy adott paraméter, hanem az
algoritmusnak kell megvasérolni Oket.

A célfiiggvény a gépek vasarlasi koltségének, a
visszautasitott munkakért fizetett buintetéseknek, és az
utemezés koltségének az Osszege.



Visszautasitasos és gépkoltséges modell

A probléma altaldnositdsa a sibérlési feladatnak, igy adédik, sl
1 H / J gépkoltséges
hogy nincs olyan algoritmus, amely versenyképességi modell

hdnyadosa kisebb, mint 2.
Kis munkak esetén van 2-versenyképes algoritmus.

A gépkoltséges modellben adottak vasarlasi szabalyok, a
visszautasitdsos problémara ismertek visszautasitasi
szabalyok, kézenfekvd gondolat ezen szabalyokat
osszeilleszteni.

Ez a megkozelités nem vezetett konstans versenyképes
algoritmushoz.



Egy relaxalt feladat

A visszautasitasos feladatban a j munkanak egy p; Vieeatasitdeos b
végrehajtdsi ideje és egy w; buntetése van. A relaxdlt B
feladatban haszndljuk a Ta = Ma + Pa/Mj, értéket

munkdknak egy A halmazdra, ahol, Pa =} ;. 4 pj és

Ma = max{y/Pa, maxjca pj} ha P >1és My =1

egyébként.

A relaxdlt feladatban azt az elfogadott halmazt kell
megtaldlnunk, amelyben a visszautasitott munkak blintetése
plusz az elfogadott munkak A halmazdnak T, értéke
minimalis.

Egy J munkasorozatra jelolje Jx a J els6 k munkdjabdl 4llé
sorozatot.



RELOPT Algoritmus
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Lemma Tegyiik fel, hogy A, _; egy optimdlis megolddsa a _ -

, , , , Visszautasitasos és
relaxalt problémanak a Jx_1 munkahalmaz esetén. Ekkor a gépkbltséges

s dell
Ji munkahalmazon vett relaxalt feladatnak van olyan e
. 7t s , *

optimdlis megolddsa, amelynek részhalmaza A, ;.

A relaxalt feladatnak egy a fenti lemmat kielégitd
megoldassorozata megtaldlhaté polinomidlis idében. A
megoldas az aldbbi strukturdlis tulajdonsagon alapul:

Lemma Minden j-re jelolje REL(j) azt a specidlis valtozatat
a relaxalt problémanak, ahol ki van kotve, hogy j-nél
nagyobb végrehajtdsi idével rendelkezé munkat nem
fogadhatunk el. Rendezziik a j-nél nagyobb munkdkat a
pi/w; érték szerint nvekvd sorrendbe. Ekkor REL(j)-nek
van olyan optimalis megolddsa, ami ezen sorozatnak egy
prefixe.



OPTCOPY, algoritmus

Legyen RELOPT az az online algoritmus, ami a fentieknek Visszautasitasos és
” . , gépkoltséges
megfeleléen megoldja a relaxdlt feladatot. modell

A j munka érkezésekor hajtsuk végre a kovetkez6 Iépéseket.

(i) Ha j-t RELOPT visszautasitja, utasitsuk vissza,
egyébként (ii)

(ii) Utemezziik a munkat az A, algoritmus alapjan, ahol a
gépvdasarlds sordn csak az elfogadott munkdkat vessziik
figyelembe.

tétel OPTCOPY, (3 + /5)/2-versenyképes, ahol
0=1(0,4,...,i%...).



Altaldnos gépkoltségek

Ebben a modellben nem minden gép koltsége 1, hanem egy Altalinos
c(m) monoton novekvé koltségfiiggvény adja meg az elsé m ~ eepkdliseeck
gép megvasdrldsanak koltségét.

Legyen ¢ = % ~ 1.618 és A = A, ahol

0=1(0,¢c(2)p,2¢c(3)p,...,(i —1)c(i)ep,...). Mivel ¢
monoton novekvd, ezért o egy novekvd sorozat.

tétel: A A algoritmus 1 4 ¢ = 2.618-versenyképes.



Bizonyitas

Legyen 0 = j1,...,jn egy tetszbleges sorozat és rogzitsink
egy optimalis megoldast. Jelolje m az A altal vett gépek
szamat, legyen j, az a munka, amelyet utoljara fejez be, és k
legyen A gépeinek szama j, litemezésekor.

Altalanos
gépkoltségek

Mivel A mindig a legkisebb toltést tartalmazé géphez rendeli
a munkat, ezért

Pr*pr

A(o) < ¢(m) + P

+ pr-



|. eset k < m.

Ekkor P, < kc(k + 1) ezért P./k < c(k + 1)p < c(m)e.

Ha az optimalis megoldas legalabb m gépet hasznal, akkor a Artals
. .. L, , }alﬁnos
gépviésarlas koltsége legaldbb c(m), az litemezésé legalabb Al

pr igy
A(o) < c(m)+E5P 4, < (1+9)c(m)+pr < (1+p)opt().

Ha az optimalis megoldas m-nél kevesebb gépet hasznil,
akkor az iitemezési koltség legalabb c(m)p, mivel a
végrehajtdsi id6k osszege legaldbb (m — 1)c(m)ep.

Tehat c(m) < opt(o)/p. Masrészt
P./k < c(k+ 1)p < c(m)p < opt(c) és p, < opt(o), tehat
A(o) < (2+1/¢)opt(a) = (1 + p)opt(a).



[l. eset k = m.

Ha k = m, akkor A(c) < c¢(m) + % + py.

Ha OPT m-nél kevesebb gépet hasznal, akkor az litemezési
koltsége legalabb P,/(m — 1) > c¢(m)p. Ebbél adédik, hogy
c(m) < opt(o)/p. Mésrészt P,/m < opt(o) és

pr < opt(c), igy A(o) < (2+ 1/p)opt(c) = (1 + ¢)opt(o).

Ha OPT m gépet hasznal, akkor a vasarlads koltsége c(m),
az litemezésé max{p,, P,/m}. Tehat A(c) < 2opt(o).

Végiil, ha OPT m-nél tobb gépet hasznil, akkor vasarlasi
koltsége c(m+ 1) > c(m) az litemezésé legaldbb p,.
Masrészt P < mc(m + 1)y igy

P,/m < c(m+ 1)¢ < popt(o). Tehdt

A(0) < (1+ @)opt(0).

Altalanos
gépkoltségek



Kis munkak esete

Tegylik fel, hogy a munkdk méretét korldtozza a legolcsdbb
gép koltsége, azaz p; < c(m) — ¢(m — 1) teljesiil minden A
i>1é m>1 esetén (a c(0) = 0 értéket haszndlva). gépkoltségek

Legyen B= A, a p =(0,¢(2),2¢(3),...,(i —1)c(i),...)
sorozatra.

tétel BB versenyképességi hanyadosa 2 a kis munkak esetén.
tétel Nincs olyan online algoritmus, amelynek 2-nél kisebb a

versenyképességi hanyadosa. Az alsé korlat igaz kis munkak
esetén is.



Osszefii ggo gépek esete

Ebben a modellben két halmazbdl vasarolhatunk gépeket S;
1 sebességii gépeket tartalmaz, S, pedig s > 1 sebességii Osszefiiged gépek
gépeket. st

Az s sebességli gép s-szer gyorsabban hajtja végre a
munkdkat.

A ¢1 nemcsokkend fiiggvény adja meg az S;-beli munkak
vasarlasi koltségét, ¢ pedig az S beli munkakét.



Mohé algoritmus

Az algoritmus haszndlja az OPT, értéket, ami az optimdlis

offline megoldas célfiiggvényértéke az elsé r munkara.

Amikor j, megérkezik, akkor a Mohd algoritmus annyi gépet .
vesz, hogy az egyes halmazokra a hozzadjuk tartozd gépek i

és ip szdmara c1(h) < OPT, < c1(ir + 1) és

(i) < OPT, < (i + 1) teljesiil.

Ezt kovetden az algoritmus a j, munkat a Lista szabaly
szerint ltemezi, ahhoz a géphez rendeli, ahol a toltés
minimalis lesz a hozzarendelés utén.



Eredmények

tétel Moho versenyképességi hanyadosa 6.

Vizsgaljuk a rogzitett gépszam esetét, azaz azt a speciilis

esetet, amikor n gép adott 1 sebességgel és m gép adott s S’Ssestzeefugga gépek
sebességgel. (c1(k) =0 ha k < n, ci(k) = o0 ha k > n,

(k) =0ha k <m, co(k) =00 ha k> n.)

tétel A rogzitett gépszam esetén Mohd versenyképességi
hdnyadosa 4.

Megjegyzés Az MG algoritmus (Imreh 2003)
versenyképességi hanyadosa 3 rogzitett gépszam esetén.



MG algoritmus

» Ha ms > n akkor minden munkat Utemezziink az S,

géphalmazon a LISTA iitemezési algoritmus alapjan.

» ha ms < n akkor a kovetkez6 algoritmust hasznaljuk:
» 1. Legyen R := 0.

> 2. A j munka érkezésekor, legyen r egy alsé korlat a

R U {j} munkdknak az S, gépen vald litemezési
koltségére. Ha p; > r, akkor

Osszefﬂggé gépek
esete

> (a) Rendeljiik j-t S>-hoz,
> (b) Legyen R = RU {j}.
» 3. Egyébként rendeljiik j-t Si-hez.
» 4. Utemezziuk a munkat a Lista algoritmus szerint azon
a géphalmazon, amelyhez hozza lett rendelve.



Folytonos eset

Téglalapokat szeretnénk atfedés és forgatds nélkil egy
bennfoglalé téglalapba pakolni, a keriiletet minimalizalva.
Az online sdvpakoldsnak is egy kiterjesztett vdltozata, ott az ~ "oVeores s«
egyik dimenzié korldtozott.

A feladat megolddsara savpakolasi algoritmusok
hasznalhatdak.



Az NFS algoritmus
Minden j-re legfeljebb egy 2/ magas polc van.

Egy pi = (w;, h;) elemhez kivalasztjuk azt a k-t, amire
2k=1 < p; < 2K,

Ha van aktiv polc, ami 2¥ magas, akkor rakjuk a polcra
annyira balra, amennyire lehet. Ha a szélesség elérte az Folytonos eset
aktudlis magassag -szorosat,a kkor zarjuk el a polcot.

Ha nincs aktiv polc, vagy nem tudjuk az elemet az aktiv
polcra rakni, akkor definidlunk egy Gj 2X magas polcot és az
lesz az aktiv polc, és arra rakjuk az elemet. Ha a szélesség
elérte az aktudlis magassag -szorosat, akkor zarjuk el a
polcot.

Tétel Az algoritmus (4 + 1/2/a)(1 4+ «)-versenyképes.



Csokkend magassagl téglalapok

SDH algoritmus

1. Rakjuk a tdrgyat az aktudlis polcra annyira a balra,
amennyire lehetséges, ha a polc szélessége legfeljebb az
aktudlis konténer magassaga.

Folytonos eset

2. Ellenkez6 esetben zarjuk le az aktudlis polcot, és
nyissunk egy (j aktudlis polcot az eddigi polcok tetején,
majd rakjuk annak bal sarkdba a targyat.



Elemzés

Tétel: SHD C < /3 + 1 ~ 2.7321- versenyképes.

Alapotlet: Legyenek hy, ..., h, a polcok magassagai.
Tovabba H a konténer magassiga és wyax @ maximalis
szélessége az elemeknek.

Ekkor az algoritmus koltsége legfeljebb 2H + wipax.
Masrészt az i-dik polcon a lefedett teriilet legaldbb

(h1 4+ hi)his1.
Teh4t a teljes teriilet legalabb (H2 — h1H)/2, amibdl azt

kapjuk, hogy OPT > 2,/H? — h1H)/2.

Szintén OPT > hi + Wpax.

Folytonos eset



Rugalmas elemek pakolasa

Ebben a modellben az elemek mérete nem adott, hanem
véltoztathaté a teriilet fixen hagydsa mellett.

Az offline optimum egy négyzetet hoz létre, koltsége v T, Folytonos eset
ahol T a targyak osszterlilete.

Legyen T(k) a k-dik elem teriilete, a(k), b(k) a médositott
oldalak. Tovabbd A(k) < B(k) jeldljék a konténer oldalait a
k-dik elem pakoldsa elGtt.



Expand Algoritmus

Az els6 elemet négyzetté alakitjuk, majd berakjuk a
tengelyekkel parhuzamosan. A tobbieket igy pakoljuk:

1. Eset Ha az elem kicsi (T (k) < B(k)?), akkor

b(k) = B(k) és a(k) = T(k)/b(k) < B(k), majd a konténer

hosszabb oldaldhoz ragasztjuk az elemet és Rolytonosleset
B(k + 1) = max{B(k), A(k) + a(k)},

A(k + 1) = min{B(k), A(k) + a(k)}.

2. Eset Ha az elem nagy (T (k) > B(k)?), akkor

a(k) = b(k) = /T (k), és az elemet a konténer nagyobb

odlaldhoz ragasztjuk: A(k 4+ 1) = a(k) és

B(k + 1) = A(k) + a(k). (Egy lyuk keletkezik, amit nem

haszndlunk kés6bb.)
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