1. feladat Az egyensily algoritmus viselkedése: Tekintsiik a kétdimen-
zi6s Euklideszi teret, mint metrikus teret. A pontok (z,y) valos szampé-
rokbol allnak, két (a,b) és (c,d) pontnak a tavolsaga \/(a —c)?+ (b—d)>.
Legyen két szerveriink, kezdetben a (0,0) és (1,1) pontokban. A kérések so-
rozata legyen az (1,4), (2,4), (1,4) pontsorozat. Hajtsuk végre az EGYEN-
SULY algoritmust!

Megold: A kiindulasi allapotban Dy = Dy =0, sy = (0,0), s2 = (1,1). Az
elsé kérés az (1,4) pontban van. Ekkor D; + d((0,0),(1,4)) = V17 > Dy +
d((1,1),(1,4)) = 3, igy a masodik szervert hasznéljuk és a kérés kiszolgalasa
utan Dy = 0, Dy = 3, 51 = (0,0), s2 = (1,4) teljesiil. A méasodik kérés utan
Dy +d((0,0),(2,4)) = V20 > Dy + d((1,4),(2,4)) = 3+ 1 = 4, gy ismét
a masodik szervert hasznaljuk, és a kérés kiszolgalasa utan Dy = 0, Dy = 4,
s1 = (0,0), so = (2,4) teljesiil. A harmadik kérésnél Dy + d((0,0),(1,4)) =
V1T < Dy +d((2,4),(1,4)) =4+ 1 =5, igy az els6 szervert hasznaljuk és a
kérés kiszolgalasa utan Dy = /17, Dy = 4, 51 = (1,4), so = (2,4) teljesiil.

2. feladat Legyen a metrikus tér egy egyenes. Tegyiik fel, hogy harom
szerveriink van, s, so, 53 amelyek az egyenes 0, 1,2 pontjaiban helyezkednek
el. Hajtsuk végre a Dupla Lefedé (DL) algoritmust a 4, 2 pontsorozatra.

Megold: Az elsé kérésnél DL a legkozelebbi sz szervert kiildi a kérés
kiszolgalasara. A tobbi szerver helye nem valtozik, a koltség 2 és a kérés ki-
szolgalasa utan a szerverek a 0, 1,4 pontokban lesznek. A masodik kérésnél
DL a legkozelebbi sy szervert kiildi a kérés kiszolgalasara, de mivel a kérés
mésik oldalan is van szerver, ezért ss is megtesz egy egységnyi utat a kérés
felé, igy a koltség 2 és a kérés kiszolgélasa utan a szerverek a 0, 2, 3 pontokban
lesznek.

3. feladat Igazoljuk, hogy a lapozasi probléma (a weblaplet6ltés specialis
esete, amelynél minden lapra c¢(p) = s(p) = 1) a k-szerver feladat specialis
esete.

Megold: Legyen a metrikus tér egy uniform (barmely két kiillonb6z6 pont
tavolsaga 1) tér, amelyben a pontok a lehetséges lapok. A memoria cellait
feleltessiik meg a szervereknek, a szerver mindig azon a ponton van, amely
lap az adott celliban szerepel. Kénnyen lathato, hogy az igy kapott specialis
k-szerver feladat ekvivalens a lapozési problémaval.

4. feladat Igazoljuk, hogy a moho6 algoritmus, ami minden kérést a
legkozelebbi szerverrel szolgal ki, nem versenyképes két szerver esetén az
egyenesen.



Megold: Legyenek a szerverek kezdetben az A és B pontokban. A pon-
tokat valos szamokkal azonositjuk. Az altalanossig megszoritasa nélkiil fel-
tehetjiik, hogy A < B. Legyen C' = B + (B — A)/2. A kérések sorozata
legyen (C, B)". Ekkor a moho algoritmus minden kérést a masodik szerverrel
szolgal ki, igy a koltsége 2n(B — A)/2. Masrészt barmely n esetén az optiméa-
lis megoldas koltsége legfeljebb 3(B — A)/2, az els6 kérést az els§ szerverrel
kiszolgélva tébbet nem kell mozogni. Kovetkezésképp a MOHO(I)/OPT(I)
hényados végtelenhez tart, ahogy n tart a végtelenbe.

5. feladat Legyen a metrikus tér egy egyenes, és legyenek igények
az 1,5,9,11,13,15,16 pontokban. Tegyiik fel, hogy egy kiszolgalot helyez-
hetiink el, adjuk meg az optimélis elhelyezését.

Megold: Vizsgéljuk meg mi térténik, ha az elhelyezett kiszolgilot az adott
helyérol elmozditjuk valamely irdnyba egy kicsi € tavolsagra. Ekkor azon igé-
nyeknek, akik a mozgatas iranyaval ellentétes oldalra esnek a kiszolgalotol a
koltsége nd, a tobbieké csokken. Tehat, ha a kiszolgadlé valamelyik oldalan
tobb igény van, akkor arra az oldalra elmozditva a kiszolgalot a kiszolgalas
koltsége csokken. Tehéat az optiméalis megoldasban a kiszolgdldé mindkét ol-
dalara ugyanannyi igénynek kell esnie, igy a példaban a kiszolgalot a 11
pontba kell raknunk.

6. Feladat Vegyiik a kovetkezd véletlenitett algoritmust a sibérlési fela-
datra (a si vasarlasi ara T egység). Az R algoritmus 1/2 valosziniiséggel a 3/4
T id6pontig var és utéana vasarol, 1/2 valoszintséggel pedig a T idépontban.
Igazoljuk, hogy az algoritmus 15/8-versenyképes.

Megold: Vegyiink egy tetszéleges inputot, jelolje I. Azaz I napig sieliink.
Kiilonboztessiik meg a kovetkezd eseteket.

Ha I < 3/4T, akkor az optimalis koltség I, tovabba R koltsége is I mindkét
donteés esetén, igy az F(R(I))/OPT(I) arany 1.

Ha 3/4T < I < T, akkor az optimalis koltség I, tovabba R koltsége vagy
T+3/4T—1vagy I. Tehat E(R(I)) < 1/2-7/4-T+41/2-1. Tehat felhasznalva,
hogy I > 3/4T kapjuk, hogy E(R(I))/OPT(I) < (1/2-7/4-T+1/2-1)/1 <
1/2-7/4-4/3+1/2=10/6.

Ha T < I, akkor OPT(I) = T. Az R algoritmus koltsége pedig vagy
T+3/4T — 1 vagy 2T — 1, igy E(R(I)) <1/2-7/4-T+1/2-2-T = 15/8T.
Kovetkezésképpen E(R(1))/OPT(I) < 15/8.

7 feladat Vegyiik azt a halézatot, amelynek pontjai A, B, C, D, E, iranyi-
tott élei (A, B), (B, C), (B, D), (C,D), (C, E), (D, E). Tekintsiik a kovetkezs



csomagokat:

e az 1 csomag a 0 idépontban érkezik az A, B, D, E utra
e a 2 csomag az 1 idépontban érkezik a B, D, I/ Gtra
e a 3 csomag az 1 id6pontban érkezik a B,C, D, F dtra

e a 4 csomag a 2 id6pontban érkezik a B, D, E utra

Adjuk meg miként viszik at a csomagokat a hélézaton a SIS és LIS sor-
baallitasi protokollok.

Megold Els6ként vegyiik a SIS (shortest in system) protokollt.

e A 0 iddpontban 1 atmegy az (A,B) élen.

e Az 1 id6pontban 2 atmegy a (B,D) élen (prioritast kap az ugyanarra
az élre varo 1 el6tt) és 3 atmegy a (B,C) élen.

A 2 id6pontban 4 dtmegy (B, D)-n (prioritast kap az ugyanarra az élre
vard 1 el6tt), 2 atmegy (D,E)-n és 3 atmegy (C, D)-n.

A 3 idépontban 1 atmegy (B, D)-n és 4 atmegy (D, E)-n (prioritast
kap az ugyanarra az élre varo 3 el6tt).

A 4 id6pontban 3 atmegy (D, E)-n (prioritést kap az ugyanarra az élre
varo 1 el6tt).

e Végiil az 5 id6pontban 1 atmegy (D, E)-n.

Most vegyiik a LIS (longest in system) protokollt.

e A 0 id6pontban 1 atmegy az (A,B) élen.

e Az 1 id6pontban 1 atmegy a (B,D) élen (prioritast kap az ugyanarra
az élre varo 2 el6tt) és 3 atmegy a (B,C) élen.

e A 2id&pontban 2 atmegy (B, D)-n (prioritast kap az ugyanarra az élre
varo 4 el6tt), 1 atmegy (D,E)-n és 3 atmegy (C, D)-n.

e A 3id6pontban 2 &tmegy (D, E)-n (a SIS szabaly nem allit fel sorrendet
2 és 3 kozott, igy a kisebb indexiit valasztjuk) és 4 atmegy (B, D)-n.
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e A 4idgpontban 3 atmegy (D, E)-n (prioritast kap az ugyanarra az élre
varo6 4 el6tt).

e Végiil az 5 id6pontban 4 atmegy (D, F)-n.

8 feladat Vegyiik azt a halézatot, amelynek pontjai A, B, C, D, E, iranyi-
tott ¢élei (A, B), (B,C), (C,D), (D, E). Tekintsiik a kvetkezs csomagokat:

e az 1 csomag a 0 id6pontban érkezik az A, B, C tutra
e a 2 csomag a 0 id6pontban érkezik a B, C, D ttra
e a 3 csomag az 1 id6pontban érkezik a B, C, D tutra

e a 4 csomag az 1 id6pontban érkezik a C, D, F ttra

Adjuk meg miként viszik at a csomagokat a hélézaton az NTG és FTG
sorbaallitasi protokollok.

Megold Els6ként vegyiik az NTG (nearest to go) protokollt.
e A 0 idSpontban 1 dtmegy az (A,B) és 2 atmegy a (B,C) élen.

e Az 1id6pontban 1 dtmegy a (B,C) élen (prioritést kap az ugyanarra az
élre varo 3 eldtt) és 2 atmegy a (C,D) élen (prioritast kap az ugyanarra
az élre varo 4 el6tt)

e A 2 iddpontban 3 atmegy (B, C)-n és 4 atmegy (C, D)-n.

e Végiil a 3 id6pontban 3 atmegy (C, D)-n és 4 atmegy (D, E)-n.
Most vegyiik az FTG (furthest to go) protokollt.

e A 0id6pontban 1 atmegy az (A,B) és 2 atmegy a (B,C) élen.

e Az 1id6pontban 3 atmegy a (B,C) élen (prioritast kap az ugyanarra az
élre varo 1 eldtt) és 4 atmegy a (C,D) élen (prioritast kap az ugyanarra
az élre varo 3 elott)

e A 2id6pontban 1 atmegy (B, C)-n, 2 atmegy (C, D)-n (az FTG szabaly
nem allit fel sorrendet 2 és 3 kozott, igy a kisebb indexiit valasztjuk)
és 4 atmegy (D, E)-n.



e Végiil a 3 id6pontban 3 atmegy (C, D)-n.

9. Feladat Keressiink dominal6 sorokat és oszlopokat a kovetkezd mé-
trixjatékban, és ezek segitségével egyszertsitsiik a jatékot.

-2 3 0 -6 -3
0O -4 9 2 1
6 -2 7 4 5
7 -3 8 3 2

Megoldds A harmadik oszlopot dominalja az 6t6dik oszlop, igy a harmadik
oszlop tordlhetd, a kapott matrix

-2 3 -6 -3

0o —4 2 1
6 -2 4 )
7T -3 3 2

Az 4j matrixban a negyedik sor dominélja a masodik sort, igy a masodik
sor torolhetd, a kapott méatrix

-2 3 -6 =3
6 -2 4 )
7T =3 3 2

Az els6 oszlopot dominalja a harmadik, ezért az elsé oszlop torolhetd, a
kapott méatrix

3 -6 =3
-2 4 5
-3 3 2
A harmadik sort dominélja a masodik, ezért a harmadik sor térolhets, a
kapott méatrix
( 3 -6 —3)
-2 4 5

A harmadik oszlopot dominalja a masodik, ezért a harmadik oszlop torél-
hetd, a kapott matrix



10. Feladat Igazoljuk, hogy egy 2 x 2 matrixjaték esetén, ha van nye-
regpont, akkor a jaték egyszertisithetd 1 x 1 méretiire dominanciak alapjan.

Megold: Legyen a matrix jatéka

(2 4)
c d
Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a nyeregpont az

els6 sor els eleme, aminek értéke a. Ekkor a nyeregpont definicioja alapjan
a < b és a > c. Kiilonboztessiik meg a kovetkez6 két esetet:

o Tegyiik fel, hogy d < b. Ekkor ¢ < a, d < b, igy az els6 sor dominélja a
mésodikat, azaz a masodik sor térolhets. A maradék 1x 2-es méatrixban
az els6 oszlop a dominans, igy a mésodik torélhetd.

o Tegyiik fel, hogy b < d. Ekkor ¢ < a, a < b, igy ¢ < d is fennall.
Miésrészt ekkor az elsé oszlop dominélja a masodikat, azaz a masodik
oszlop tordlhets. A maradék 2 x 1-es matrixban az elsé sor a dominans,
igy a masodik torolhetd.

11. feladat Adjunk meg egy olyan matrixjatékot, amelynek van nyereg-
pontja, de a jaték nem egyszerisithetG dominancidk alapjan.

Megold: A kovetkez6 jaték 3-dik soranak elsG eleme nyeregpont, de a jaték
nem egyszertsithets:
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12.Feladat Szamoljuk ki az alabbi méatrixjaték értékét, és a két jatékos
optimalis mixelt stratégiait.
(5 3)
5 3

Megold: Legyen az A jatékos (sorok kozott valasztd) mixelt stratégiaja
az (r1,1 — x1) vektor (x; valoszintiséggel valasztja az elsG, xq valoszintiség-

P

mixelt stratégidja az (yi, 1 — y1) vektor (y; valoszintiséggel valasztja az elss,



yo valoszintiséggel valasztja a masodik stratégiajat). Ekkor az A jatékos altal
biztosan elérhetG nyeresség

H}c?xrrﬂn{leyl +4z1(1 —y1) +5(1 — 1) (y1) +3(1 — 1) (1 — 1)}
Atrendezve

H}cé%xn;}n{yl(%l +5(1 —a1)) + (1 —y1)(4zy + 3(1 — 1))}

Rogzitett x1 mellett a minimum vagy y; = 0 vagy y; = 1 esetén jon eld,
igy a nyeresség atirhatd a kdvetkezd alakba

max min{5 — 3z1,3 + x1}.

Tehat egy monoton csokkend és egy monoton névekvs fiiggvény minimu-
makeént kapott fliggvényt maximalizdlunk. Ilyenkor a maximumhely a két
fiiggvény kozOs pontja, azaz az 5 — 3xr; = 3 4+ x1 egyenlet megoldasa. Tehat
az optimalis mixelt stratégiaja az A jatékosnak 1/2 valoszintiséggel valasztja

P

A B jatékos altal biztosithatdé minimalis vesztesség

minmax {21y, + 4a1(1 = y1) +5(1 = 21)(y1) +3(1 = z)(1 = y)}-
Atrendezve

nzl/}nnﬁx{ml@yl +4(1—y1))+ (1 — 1) (Byr + 3(1 — 1)) }-

Rogzitett y; mellett a maximum vagy z; = 0 vagy x; = 1 esetén jon eld,
igy a vesztesség atirhato a

rr;in max{4 — 2y, 3 + 2y }.
1

Tehat egy monoton csokkend és egy monoton novekvd fiiggvény maxi-
mumaként kapott fliggvényt minimalizalunk. Ilyenkor a minimumbhely a két
fiiggvény koz0s pontja, azaz a 4 — 2y; = 3 + 2y; egyenlet megoldésa. Tehat
az optimalis mixelt stratégiaja az B jatékosnak 1/4 valoszintiséggel valasztja
az els§ tiszta stratégiajat 3/4 valoszintiséggel amésodikat, a jaték értékére itt
is megkapjuk a 4 — 2y; = 3+ 2y; = 7/2 értéket.
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13. Feladat Vegyiik 3 linkre és 3 jatékosra a terheléselosztasos jatékot,
ahol mindharom jatékos 1 adatmennyiséget akar atkiildeni, és mindharom
linknek a sebessége 1. Igazoljuk, hogy a koordinicidés hanyados legalabb
51/27, felhasznalva azt a Nash egyensulyt, amelyben mindharom jatékos 1/3
valoszintiséggel valasztja az Osszes linket.

Megold A szocialis optimumban az i-edik jatékos az i-edik linket hasznélja,
és a koltség 1. Vizsgaljuk meg az adott Nash egyenstlyra az E(max C;) érté-
ket. A max C; = 1 eset akkor all fenn, ha mindharom jatékos kiilonb6z6 linket
valaszt, ez a 27 lehetséges kivalasztas (mindharom jatékosnak 3 lehetsége
van) koziil 6 = 3! esetben all fenn, tehat Pr(maxC; = 1) = 6/27. A maxC; =
3 eset akkor all fenn, ha mindharom jatékos ugyanazt a linket valasztja, en-
nek a valoszintisége minden linkre 1/27, igy Pr(maxC; = 3) = 3/27. Mivel
a maximum 3 lehetséges értéket vehet fel, ezért Pr(maxC; = 2) = 18/27.
Kovetkezésképpen E(maxCy) =1- 2 +2- 8 +3- 2 =21

14. Feladat Vegyiik 3 linkre és 4 jatékosra a terheléselosztasos jatékot,
ahol mindharom jatékos 1 adatmennyiséget akar atkiildeni, és mindharom
linknek a sebessége 1. Igazoljuk, hogy a koordinicidés hanyados legalabb
192/162, felhasznalva azt a Nash egyensiilyt, amelyben mindharom jatékos
1/3 valoszintiséggel valasztja az Osszes linket.

Megold A szocidlis optimumban valamelyik linket két jatékosnak kell
haszndlnia, igy a koltség 2. Vizsgaljuk meg az adott Nash egyensulyra az
E(max C;) értéket. A max C; = 4 eset akkor all fenn, ha mind a 4 jatékos
ugyanazt linket valasztja, ez a 81 lehetséges kivalasztas (mind a négy jatékos-
nak 3 lehetGsége van) koziil 3 esetben all fenn, tehat Pr(max C; = 4) = 3/81.
A max C; = 3 eset akkor 4ll fenn, ha pontosan harom jatékos valasztja ugya-
nazt a linket. Ennek a valoszintisége egy adott linkre 8/81, mivel négyféle-
képpen valaszthat6 ki melyik 3 jatékos vilasztja ezt a linket, és a kimarado
jatékos a fennmaradoé két masik link koziil valaszthat. Tehat mivel 3 lehet&ség
van a linkre, amelyen az adatmennyiség 3, ezért Pr(maxC; = 3) = 24/81.
Mivel a maximum 3 lehetséges értéket vehet fel, ezért Pr(maxC; = 2) =
54/81. Kovetkezésképpen E(maxC;) =2- 21 +3- 21 +4. 2 = 12

15. Feladat Hatarozzuk meg a marginéalis élkoltségekre vonatkozo lemma
alapjan a Pigou féle példa optimalis megoldasat.

Megold A marginalis élkoltség az e élen xc.(x) fiiggvény derivaltja, igy
a Pigou példa esetén a felss élen 2/ = 1, az als6 élen (z?) = 2z. Ezen



élkoltségek mellett a Nash egyenstuly az, amelyben mindkét élen ugyanaz a
koltség, azaz az az 4llapot, amikor az adatmennyiség fele a felsG élen, fele az
also élen megy. Kovetkezésképpen az eredeti hilozati jatéknak ez az optimélis
megoldésa.

16. Feladat A nemlinearis Pigou feladatban szintén két él van s és t
kozott, a fels6 él koltsége 1, az also él koltsége xP. Egy egységnyi adatmen-
Hatarozzuk meg a Nash egyenstlyi helyzetet, és a marginalis élkdltségekre
vonatkoz6 lemma alapjan az optimalis megoldast.

Megold: Miként a linearis Pigou példaban itt is fennall, hogy ha barmek-
korra adatmennyiséget a fels6 élen kiildiink, akkor abbdl egy kis részt atrakva
az also részre, annak a koltsége csokken (1 helyett valami 1-nél kisebb érték
lesz). Tehat egyetlen Nash egyenstilyi helyzet van, amelyben a teljes forgal-
mat az alséd élen kiildjiik, ennek koltsége 1 - 17 = 1. Az optimalis megoldés
megadasahoz szamoljuk ki a marginalis élkoltségeket. A felss élen ez 2’ = 1,
az also élen ez (z-29)" = (d+1)x?. Ezen élkoltségek mellett a Nash egyensiily
az, amelyben mindkét élen ugyanaz a koltség, azaz az az allapot, amikor az
adatmennyiség 1 — (1/(d+1))" a felsé élen, (1/(d+1))"¢ az als6 élen megy.
Kovetkezésképpen az eredeti halézati jatéknak ez az optimadlis megoldasa.
Megjegyezziik, hogy az alsé élen az atkiildott mennyiség 1-hez tart, ha d tart
a végtelenbe, viszont a koltsége 0-hoz. Ebbol adodik, hogy az anarchia ara
tartani fog a végtelenhez.

17. Feladat Vegyiik a halozatot, ahol két él van s és t kozott, a felsd él
koltsége 1, az also él koltsége 2x. Egy egységnyi adatmennyiséget kiildiink
a Nash egyenstlyi helyzetet, és a marginélis élkoltségekre vonatkoz6 lemma
alapjan az optimalis megoldast.

Megold Nash egyenstly akkor all fenn, ha a két élen megegyeznek a kolt-
ségek, ellenkez6 esetben a dragabb élr6l megérné atvaltani a felhasznéaloknak.
Tehéat a Nash egyensilyban az adatmennyiség fele a felsG élen, fele az also
élen megy. Az optimalis megoldas meghatarozasdhoz vegyiik a marginalis
koltségeket, a felsé élen 2’/ = 1 az also élen (222)" = 4x. A Nash egyenstlyi
helyzetben a koltségek megegyeznek, igy a forgalom negyed megy az also
élne, a forgalom 3/4 része megy a fels élen. Tehat ez az eredeti jatékban az
optimalis megoldés, aminek koltsége 3/4-1+1/4-1=1.



18. Feladat Vegyiik a halozatot, ahol két él van s és t kozott, a felsd él
koltsége 2z, az also él koltsége 22, Egy egységnyi adatmennyiséget kiildiink
a Nash egyensulyi helyzetet, és a marginélis élkoltségekre vonatkozo lemma
alapjan az optimalis megoldast.

Megold A Nash egyensilyi helyzetben a két parhuzamos élen megegyezik a
koltség (kiilonben a kisebb koltségi élrél megérné valtani). Tehat az z+y =1
és 20 = y? egyenletekbdl allo egyenletrendszert kell megoldanunk. Ennek
megoldasa z = 2 — /3 és y = v/3 — 1, tehat a Nash egyenstlyban a forgalom
2—+/3-ad része megy a felsé élen és a V3—1-ed része az also élen. Az optimalis
megoldashoz szamoljuk ki a marginalis koltségeket, ez a felss élen (22%) = 4x
az also élen (z3) = 322 A marginalis koltségek Nash egyenstilyahoz az
x+y = 1 és 4o = 3y? egyenletrendszert kell megoldanunk. Ennek megoldésa
x =1/3 ésy =2/3, igy az optimalis megoldasban a forgalom 1/3 része megy
a felss és 2/3 része az also élen.
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