Jatékelméleti modellek

Jatékelméleti alapok

Véges jatékok: Véges sok, n darab jatékos van, mindenkinek véges sok
lehetséges stratégidja, az @ jatékos stratégiai s;i, ..., s;x,. Minden ¢ jatékosra
adott egy nyereségfiiggvény, amely a lehetséges stratégia n-esek halmazan van
értelmezve. Az i jatékosra N;(sij,, ..., Sn;,) megadja mekkora i nyeresége,
amennyiben az [ jatékos az s;; stratégiat valasztja.

Matrixjatékok: A matrixjatékok a kétszemélyes zérusosszegi jatékok.
Amennyit az A jatékos nyer a B jatékos elvesziti. A jatékot megadja az N
nyereségmatrix, a sorok A stratégidi, az oszlopok B stratégidi. Az N;; mezd
A nyeresége, ha az i és j stratégiakat vélasztjak.

Tiszta stratégia: Az eddigiekben tiszta stratégiakrol volt sz6. A jatékos
a lehetséges stratégiai koziil valaszt egyet.

Mixelt stratégia: A jatékos nem egy stratégiat valaszt, hanem egy P;
valdszintiségi eloszlast definidl a stratégidi halmazdn. Ekkor p;;, annak a
valdszinlisége, hogy a jatékos az s;;, stratégiat vdlasztja. Ezért a nyereség
egy valbszintiségi valtozé lesz.

Nash Egyensuly: Mixelt stratégidk egy P, ..., P, halmaza Nash egyen-
sulyi helyzetet alkot, ha egyik jatékos sem novelheti varhaté nyereségét a
mixelt stratégidjanak megvéltoztatasaval, ha a tobbiek nem valtoztatnak.
Azaz formalisan, ha minden i-re teljesiil, hogy barmilyen P, stratégidra is
valt at az ¢ jatékos

E(Ny(Py,...,P/,...,P)) < E(Ny(Py,...,Ps,....P,))
teljestil.

Prisoner dillema (példa): A koordinalatlansig hidnyanak probléméjét
mutatja ez a példa.

Adott két gyanusitott. Ha mindketten vallanak, mindketten 5 év bortont
kapnak, ha csak az egyik vall, akkor ¢ 2 év bortont kap, a tarsa 6 évet, ha
mindketten tagadnak 4 évet kapnak mindketten. Ekkor mindkét jatékosnak
a tiszta Nash stratégidja, hogy vall. (Hiszen akar tagad, akar vall a masik,
a tekintett jatékos biintetése kisebb ha & vall.) Kovetkezésképp a Nash



egyensulyban mindketten 5 évet kapnak. A koordinalt optimumban a mind-
ketten tagadnak, és 4 évet kapnak.

A forgalom jatékelméleti modellje
A modell

- Adott m link A és B kozott, minden linkhez hozza van rendelve az s;
atviteli sebessége.

- Adott n felhasznald, mindegyikhez hozza van rendelve a w; érték, ami
az atkildeni kivant csomag nagysaga.

- Tiszta stratégiak: minden felhasznalo kivalaszthatja melyik linket hasz-
nalja, z;; = 1, ha a j-edik linkre kiildi a csomagot, 0 egyébként.

- Tiszta stratégiak mellett egy j link koltsége, a teljes odarendelt adat-
mennyiség osztva a sebességgel
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- A szocialis optimum: Az elérhet6 legkisebb maximalis koltség, azaz
opt = minmax; C}, ahol a minimumot a lehetséges tiszta stratégia n-esek
halmazan vessziik.

- Mixelt stratégiak: minden felhasznalé megad egy P; valdszintiségi elosz-
last a linkeken, p;; annak a valdszintisége, hogy a j-edik linket vélasztja (azaz
x;; egy valészintliségi véltozd, amely p;; valdszintiséggel lesz 1).

- Mixelt stratégidk mellett egy 7 link koltsége egy valdszintiségi véltozo,
varhaté értéke a teljes odarendelt adatmennyiség varhaté értéke osztva a
sebességgel
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- Egy felhasznal6 varhaté koltsége, ha az adatait a j linken kiildi keresztiil

Wi + Dt WePkj
Cij = .
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- Nash egyenstlynak hivjuk a mixelt stratégidk egy olyan halmazat, ahol
egyik felhasznalé sem tudja csokkenteni a varhaté koltséget, ha valamely
pozitiv valoszintiséggel rendelkezo link helyett egy masik linkre kiildi a cso-
magot. (Formadlisan ha p;; > 0, akkor minden k linkre ¢;; < ¢;.)



- Egy X Nash egyenstlyi helyzet koltsége a maximalis koltség varhato
értéke, azaz C'(X) = E(max; C}).

Megjegyzés: Valoszintiségi valtozdkra az E(max; C;) érték sokkal nagyobb
lehet, mint a max; £(C;) érték. (Példaul, ha minden C; kis valészintiséggel
vesz fel nagyon nagy értéket, és nagy valdsziniiséggel kicsit. )

-Koordinacios hanyados: Ez a hanyados a koordinalatlansag arat méri,
a Nash egyenstlyi helyzetek koltségének és a szocidlis optimum hanyadosara
ad egy legrosszabb eset korlatot.

_ C(X)

= max
X Nash helyzet Opt

Példa: Legyen két link és két felhasznald, tovabba sy = so = wy = wy =
1. Ekkor az optimalis tiszta stratégiaparos xy; = 1,290 = 1, és opt = 1.
Mésrészt p11 = p12 = pa1 = p2e = 1/2 is egy Nash egyensily, és erre az
egyenstlyra C' = 3/2. Tehdt erre a halézatra R > 3/2.

Tétel [1]: Az m péarhuzamos linkb6l all6 halézat esetén a koordinécids
hényadosra
1
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Biz: Nem része az anyagnak.

Az alabbi egyszertibb allitast igazoljuk. A bizonyitas alapotlete ugyanaz,
mint az altalanos esetben.

Tétel [1], [2]: Amennyiben az m parhuzamos linkbdl allé halézat esetén
a koordinacioés hanyados definiciéjaban a maximumot csak a tiszta stratégi-

akbol all6 Nash egyenstlyi helyzeteken vessziik, akkor R = O(lolg"fgO ;”m)

Biz: Vegylink egy tetszoleges, tiszta Nash egyenstilyi helyzetet! Feltessziik,
hogy opt = 1, és r a maximalis koltség, amely egész. A tétel allitasdhoz iga-
zolni kell, hogy r = O(log’ig‘m). Tovabba tegyiik fel, hogy s1 > s9 > ... > s,,.

Definialjuk minden 0 < k < r — 1 esetén a G halmazat a linkeknek
kovetkezoképpen. G} a linkeknek az a maximélis hosszu prefixe, amelyben
minden linknek a koltsége legaldbb k. (Formélisan Gy az 1,...,q linkeket
tartalmazza, ahol ¢ a maximalis olyan index, hogy C; > k minden 1 < j <g¢

értékre.)
1. Lemma |G,_;| > 1.




Biz: Ez az allitas azt jelenti, hogy az els6 linken a koltség legalabb r — 1.
Tegyiik fel, hogy nem igaz. Legyen ¢ egy olyan felhasznald, amelynek a
koltsége maximélis (azaz, ahol a koltség r). Mivel a szocidlis optimum 1, és
s1 maximalis ezért w; < s1. Masrészt ez azt jelenti, hogy ha ¢ a jelenlegi link
helyett az 1 linket valasztja a koltsége kisebb lesz mint
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Ez ellentmond annak a feltételnek, hogy Nash egyensulyi helyzetbol in-
dultunk ki, azaz a lemmat igazoltuk.

2. Lemma Minden 0 < k < r — 2 értékre |G| > (k + 1)|Gria]-

Biz: Legyen g az els6 olyan link, amely mar nincs benne a G halmazban.

Ekkor minden i-re, amely Gji1-beli linket vélasztott teljesiil, hogy w; >
54, hiszen ellenkez6 esetben az 1 Lemma bizonyitasahoz teljesen hasonléan
a felhasznald ¢-t valasztana a jelenlegi linkje helyett, és a koltsége kisebb
lenne, mint k£ + 1, ami ellentmond a Nash egyensulyi helyzetnek.

Masrészt ez azt jelenti, hogy az optimalis kiosztasban az 6sszes felhasznalo,
aki jelenleg G1-beli linket valasztott, G-beli linkhez van rendelve, hiszen
g-n és a nagyobb indext linkeken a koltség nagyobb lenne, mint 1, ami el-
lentmond az opt = 1 feltételnek. Legyen ezen felhasznélék halmaza T'.

Ekkor 3-;cr wi > ¥jcq,,, (k+1)s;, mivel a Gy.11 halmazban minden linken
legalabb k + 1 a koltség. Maésrészt > icrw; < e, S5, mivel az optimélis
megoldasban a 7" halmaz elemeit a GG, halmaz linkjeihez rendeljik hozz4,
legfeljebb opt = 1 koltséggel. Tehat > ;cq, s; > Zj€Gk+1(k + 1)s;, amibél
$1 > S9 > ... S, alapjan adédik a lemma allitasa.

Az 1. lemmat kovetden a 2. lemmat tobbszor hasznalva azt kapjuk, hogy
m = |Go| > (r — 1)!. Haszndlva a T fiiggvényt adddik, hogy r < T71(m) =
O(=2em_) * (Egzen részhez a I fiiggvény ismerete sziikséges, ezért a részleteket

loglogm
elhagyjuk.)
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