Tovabbi forgalomiranyitasi és szervezési jatékok

1. Nematomi forgalomiranyitasi jaték

A forgalomiranyitéasi jatékban adott egy halozat, ami egy iranyitott G =
(V, E) graf. A grafban megengedjiik, hogy két pont kozott tobb él is vezessen.
Tovabba adottak (si,t1,71), ..., (Sk, tr, 7x) igények, amik arra vonatkoznak,
hogy a halozatban szallitsunk el r; adatmennyiséget az s; pontbol a ¢; pontba.
A tovabbiakban P; jeloli az s;-bdl t;-be vezetd utak halmazéat. A forga-
lom koltségét az élekhez rendelt koltségfiiggvények adjak meg, minden élhez
definialt egy c.(x) nemnegativ, folytonos, monoton névekvs koltségfiiggvény,
amely azt adja meg mekkora az élen a késedelem, ha az élen atmeng forgalom

A nematomi jatékban az egyes igények nem egy-egy jatékosnak felelnek
meg, hanem minden igényhez nagyon sok jatékos tartozik, az egyes jatékosok
altal igényelt adatmennyiség tetszGlegesen kicsi lehet. Ennek megfelelGen az
r; adatmennyiséget tetszdlegesen szétoszthatjuk a P; halmazba esé utakon.
A jaték egy megoldasa egy héldzati folyam lesz, ahol minden élre megad-
juk az élen atmend adatmennyiséget (ami az élen atmend utakhoz rendelt
adatmennyiségek Gsszege).

A Nash egyensiilyi helyzet definidlasdhoz jelolje egy tetszéleges f folyamra
az e élen atmend teljes adatmennyiséget f.. Ekkor az él késedelemi koltsége
ce(fe). Tovabba egy P 1t koltsége cp(f) = Yeepe(fe) az utra esd élek
Osszkoltsége. Egy folyam Nash egyensuly, ha egyik jatékosnak sem éri meg
valtoztatni az altala valasztott utvonalon, feltéve, hogy a tobbi jatékos nem
valtoztat, azaz P; egyetlen kivalasztott utjarol sem érdemes attérni egy Kkis
résznek egy masik Pj-beli utra. Ez a ¢, fliggvények folytonossaga miatt az
alabbi formélis definiciéhoz vezet.

Definicié Egy (G, r, ¢) nematomi forgalomiranyitasi jatékra egy f folyam
Nash egyensuly, ha minden i-re minden olyan P, P’ € P; utra, ahol P-hez
adatforgalom van rendelve cp(f) < cp(f).

A Nash egyenstly egy 6ncéla egyenstilyi helyzet, amelyben minden jatékos
csak a sajat céljat veszi figyelembe. A szocilis optimum ezzel szemben
egy koordinalt megoldas, amely a teljes koltséget minimalizalja. A forga-
lomiranyitési jatékban egy folyam teljes koltségét a > c i fe-ce(fe) Osszeg adja
meg (az adott e élen a késedelem c.(f.) és ezt f. adatmennyiség, azaz jatékos



szenvedi el). Tehat az optimaélis folyam az, ami ezt a célfiiggvényt minimal-
izélja. Az anarchia és a stabilitas ara azt vizsgalja mennyivel kaphatunk jobb
eredményt a koordinalt optimalis megoldasban, mint a koordinalatlan Nash
egyensulyban.

Definici6 Egy (forgalomiranyitési) jatékban az anarchia ara a Nash egyen-
sulyi helyzetekben szamolt teljes koltségeknek és a szocidlis optimum teljes
koltségének a hanyadosanak a maximuma.

Definici6 Egy (forgalomiranyitési) jatékban a stabilitas ara a Nash egyen-
sulyi helyzetekben szamolt teljes koltségeknek és a szocidlis optimum teljes
koltségének a hanyadosanak a minimuma.

Pigou példa Vegyiik a halozatot, ahol két él van s és t kozott, a felss
él koltsége 1, az also él koltsége x. Egy egységnyi adatmennyiséget kiildiink
valamennyi ¢ mennyiséget kiildiink a felsé élen, akkor ott a koltség 1, alul a
koltség 1 — ¢, tehat a folyam nem Nash egyenstly. Igy az egyetlen egyenstlyi
helyzet, ha a teljes forgalom az alsd élen megy. Ennek teljes koltsége 1.
Igazolhato, hogy a szocialis optimum a forgalom felét a felss, felét az alsod
élen kiildi. Ennek teljes koltsége 1/2 -1+ 1/2-1/2 = 3/4. Tehat erre a
példara mind az anarchia mind pedig a stabilitas ara 4/3.

Braess paradoxon Vegyiik a halozatot, ahol négy pont van s, u,v,t és
négy él (s,u), (s,v), (u,t), (v,t). Az élek koltségfiiggvényei c(su) = Cup) =
€S C(s0) = Cuy) = 1. Egy egységnyi adatmennyiséget kiildiink 4t a nematomi
hogy a forgalom fele a fels6 uton (s,u,t) a masik fele az als6 uton (s,v,t)
megy, ekkor mindkét lehetséges tton egyenls a késedelem. Az egyensilyban
mindkét aton 1+ 1/2 a késedelem, igy a teljes koltség 3/2.

Most vegyiink fel egy uj 0 koltségli (u,v) élet a halozatba. Ekkor az
egyetlen Nash egyenstly a teljes forgalmat az s,u,v,t uton kiildi. Az 1j él
miatt a régi Nash egyensily nem egyensilyi helyzet, mert abban az s, u,v,t
ut koltsége 1, ami kisebb, mint a hasznalt utak koltsége. Az uton a késedelem
2, és a teljes késedelem is 2. Tehat a 0 koltségi él felvétele névelte a Nash
egyensuly koltségét.

A megoldas létezésének vizsgalatahoz felhasznélhatoak a marginalis kolt-
ségfiiggvények. Egy c.(x) élkoltséghez a marginalis élfiiggvény x - c.(x) de-
rivaltja, azaz c*.(x) = (x - c.(z))’. A marginalis célfiiggvényekre teljesiil a
kovetkezd érdekes Osszefiiggés.



Marginalis élkoltségek lemmaja Legyen (G, r, ¢) egy olyan nematomi
jatek, amelyben minden e élre z-c.(z) konvex és folytonosan differencialhato.
Ekkor egy f* folyam akkor és csak akkor szocialis optimum a (G, r, ¢) jatékra
nézve, ha Nash egyensily a (G,r,c*) jatékra nézve, ahol ¢* a marginalis
koltségfiiggvényeket jeloli.

A lemma alapjan (a vizsgalt koltségeket véve a marginalis célfiiggvényeknek
és az integralt értékek minimumat keresve) igazolhato a kovetkezs tétel.

Unicitas és egzisztencia tétel Legyen (G, r,c) egy nematomi forga-
lomiranyitasi jaték. Ekkor

e A jatéknak van legalabb egy Nash egyensilyi helyzete.

e Ha f és f’ Nash egyensulyi helyzetek, akkor c.(f.) = c.(f.) teljesiil
minden e élre.

2. Atomi forgalomiranyitasi jaték

Az atomi forgalomiranyitasi jaték hasonlé a nematomi jatékhoz, a kiilonbség
az, hogy az egyes igények egy jatékost és az ahhoz tartozo savszélességigényt
jelentik nem pedig sok jatékos Gsszeségét. Ennek megfelelGen egy kérés kiszol-
galdsdhoz egy tton kell a teljes r; sdvszélességet lefoglalni, és nem lehet szét-
osztani tobb at kozott. Itt csak tiszta stratégidkat vizsgalunk, nem engedjiik
meg, hogy a jatékos tobb ut kézott valasszon bizonyos valészintiséggel. Ennek
megfelelen a szocidlis optimumban is csak olyan megoldasokat vizsgalunk,
amelyek az i jatékosra egy adott utvonalon foglaljak le az r; savszélességet
és a Nash egyensuly fogalma is valtozik.

Definicié Egy (G, 7, c¢) atomi forgalomiranyitasi jatékra egy f folyam
Nash egyensuly, ha minden i-re és P’ € P; ttra, cp(f) < cp(f’), ahol P
az f-ben az i altal valasztott at, és f’ az a folyam, amelyet gy kapunk f-bdl,
hogy az i jatékos valasztasat kicseréljik P-r&l P'-re.

Példa: Vegyiink egy kétiranyd haromszoget, amelynek cstucsai u, v, w
az élekhez rendelt koltségfiiggvények. cipu)y = Cwu)y = 0 €S Cluw) = Cluw) =
Clow) = C(w,w) = T. A jatékban négy jatékos van, mindenki 1 adatmennyiséget
akar atkiildeni, a kovetkezs kezdd és célpontokkal v — v, u — w, w — v,
v — w. Az optimalis stratégia, ami Nash egyensilyi helyzet is, ha minden
jatékos a kozvetlen élet valasztja. Ekkor minden élen a késedelem 1, a teljes



koltség 4. Masrészt egyszertien latszik, hogy az is egy Nash egyenstly, ha
mindenki két élen keresztiil kiildi a forgalmat az (u, w,v), (u,v,w), (w,u,v)
és (v, u,w) utakon. Ennek a koltsége 10, igy azt kapjuk, hogy erre a példara
az anarchia ara 10/4.
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esetén el6fordulhat, hogy egy jatékban tiszta stratégiak mellett nincs Nash
egyensuly. Mésrészt bizonyos specialis esetekben igazolhaté Nash egyensuly
létezése, amint azt az alabbi bizonyitas nélkiil vett tételek mutatjak.

Tétel Legyen (G, 1, ¢) egy olyan atomi forgalomiranyitési jaték, amelyben
minden r; egyenls egy adott pozitiv R konstanssal. Ekkor (G, r, c¢)-nek van
legaldbb egy Nash egyensiilyi helyzete.

//////

ben minden ¢, = a.z + b, valamilyen nemnegativ a. és b, értékekre. Ekkor
(G, r, c)-nek van legalabb egy Nash egyenstlyi helyzete.

3. Shapley féle halézatépits jaték

A Shapley féle halozatépits jaték esetén adott egy iranyitott G graf, és az élek
mindegyikének van egy c. nemnegativ koltsége. Tovabbé adott k jatékos az
1-dik jatékos az s; pontbol a t; pontba akar csomagokat szallitani, ehhez egy
utat valaszt ki a grafban a két pont kozott. Miutan minden jatékos kivalasztja
a sajat P; utjat, vessziik a kivalasztott halozatot, ami U; P;. A megkonstrualt
hélozat koltsége a benne levé élek koltségeinek Osszege. Feltessziik, hogy ez a
koltség a felhasznélas aranyaban oszlik meg a jatékosok kozott, azaz ha egy
jatékosra P; tartalmaz egy e élet, akkor a jatékos c./ fe értéket fizet érte, ahol
fe azon jatékosok szama, akik olyan utat valasztottak, amelyek tartalmazzak
az e élet. A jatékban a tiszta stratégidkat vizsgaljuk. Nash egyensuly egy
olyan utvélasztasa a jatékosoknak, ahol egyik jatékos sem tudja csokkenteni
a koltségét, ha masik utat valaszt. A szocidlis optimum a minimalis koltségi
részgraf, amelyben minden jatékos kérése kielégithetd.

Példa az anarchia arara: Vegylink egy két ponthdl s, t-bél allo haloza-
tot, amelyeket két parhuzamos (s,t) él kot Ossze, ahol a felss ¢l koltsége k
az also6 él koltsége 1 4+ . A jatékban egy Nash egyensulyi helyzet, ha min-
den jatékos a dragabb fels6 élet valasztja. Ekkor mindenki 1 koltséget kap a
teljes k koltségbdl, igy ha valaki attérne a masik élre és azt egyediil fizetné,
akkor novekedne a koltsége. Az optimélis megoldasban mindenki az also élet



valasztja és a koltség 14 . Megjegyezziik ez is egy Nash egyensiily. Tehat a
példén az anarchia ara tetszdélegesen kozel eshet k-hoz, a stabilitas ara viszont
1.

Az alabbi példa mutatja, hogy a stabilitds drara sem adhato a jatékosok
szaméatol fliggetlen konstans felsé korlat.

Példa a stabilitas arara: Vegyiink egy k+2 pontbol sq, ..., sk, t,v allo
halozatot a kovetkezd élekkel. Minden ¢ = 1, ..., k-ra megy egy (s;,t) él 1/i
koltséggel, tovabba (s;, v) él 0 koltséggel, végiil egy (v, t) él 14-¢ koltséggel. Az
1-edik jatékos s;-bdl akar t-be csomagot kiildeni. Ekkor a szociélis optimum-
ban az i-edik jatékos az s;, v, t utat valasztja és a teljes halozat koltsége 1+¢.
Masrészt ez nem Nash egyensuly. Egyszertien lathato, hogy egyetlen olyan
utvalasztas sem lehet Nash egyensuly, amelyben valahany jatékos hasznalja
a (v,t) élet. Tegyilk fel, hogy i jatékos hasznélja az élet, ekkor fejenként
(14 ¢)/i a koltségiik. Viszont koziiliik a legnagyobb azonositoja jatékos es-
etén a kozvetlen t-be vezets ut koltsége legfeljebb 1/i, igy megéri neki inkabb
azt az utat valasztani. Tehét az egyetlen Nash egyensiilyi helyzet az,a miben
minden jatékos a kozvetlen utat valasztja, és ennek koltsége S°F_ 1/i ~ log k.
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