Jatékelméleti modellek I1.

1. Kiegészités a jatékelméleti els6 részhez

Tétel Egyforma gépek esetén a koordinacios hanyados legfeljebb 2—2/(m+1)
ha csak a tiszta stratégidkon vessziik a Nash egyensilyokat.

Bizonyitds Vegyiink egy Nash egyenstlyi helyzetet, az altalanossag mesg-
zoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy az elsé gépen a legnagyobb a toltés. Legyen
ezen a gépen a toltés L. Ha ezen a gépen csak egy munka van, akkor ny-
ilvan L < OPT teljesiil. Tehat feltehetjiik, hogy legalabb két munka van
a gépen, legyen a legkisebb mérete x, nyilvan x < L/2. Masrészt Nash
egyensulyi helyzetben vagyunk, igy ennek az x méretd munkanak sehova sem
érdemes atmennie. Ebbdl az kovetkezik, hogy a tobbi gépen a toltés legalabb
L —x. Ekkor 6sszegezve a gépek toltéseire kapott korlatokat kovetkezik, hogy

nopi > L+ (m—1)(L—x2) > L+(m—1)L/2. Atrendezve ezt az egyenlétlen-
séget azt kapjuk, hogy >, p;/m > (m + 1)L/(2m), amibdl felhasznalva az
OPT > Y | p;/m egyenlStlenséget adodik, hogy L < (2 —2/(m+1))OPT.

Megjegyzés: A korlat éles mindig talalhaté Nash egyensily, aminél a
hanyados 2 — 2/(m + 1). Az m = 2 esetben ez konnyen lathato, ha az egyik
gépen két 1 méretd munka van, a mésikon két 2 méretd, akkor az egy Nash
egyenstlyi helyzet 4 koltséggel, mig az optimalis koltség nyilvanvaléan 3.

A fentiekben felsg korlatokat lattunk be a legrosszabb Nash egyensuly
hatékonysagara. Felmeriil a kérdés, hogy mindig létezik -e ilyen Nash egyen-
sily, illetve az is, hogy mikeént kaphato meg egy ilyen. Az aldbbi allitas
ad erre a kérdésre valaszt az &altalanosabb hasonlo gépek (az i-dik M; gép
sebessége s;) modellben.

Tétel Az LPT algoritmus altal adott megoldas mindig Nash egyenstly a
tiszta stratégidk felett hasonl6 gépek esetén.

Bizonyitds Az allitast teljes indukcioval igaoljuk. Az els6 munkéat oda
rakjuk, ahol leghamarabb véget ér, igy ez nyilvan Nash egyensily. Tegyiik fel,
hogy k munkat mar titemeztiink és most jon a (k+1)-edik munka. Jelolje M,
azt a gépet, ahova a munkat rajtuk. Igazoljuk, hogy ezen munka iitemezése
utén is fennall a Nash egyenstly. A (k+1)-edik munkanak nem éri meg masik
gépre atmenni, mivel azt arra a gépre raktuk, ahol els6ként véget ért. Azon
munkaknak, akik nem M,-en vannak iitemezve szintén nem éri meg mas gépre
atmenni, hiszen az indukcios feltevés alapjan eddig nem érte meg, és egyetlen



gépen sem lett kisebb a toltés. Tehat csak azokat a régebbi munkakat kell
vizsgalnunk, akik az M, gépen vannak. Ha egy ilyen ¢ munka atmegy egy
M, q # r gépre, amin a toltés T', akkor ott a befejezési ideje T+ p; /s, lesz.
Masrészt az LPT algoritmus nagysag szerint csokkend sorrendben iitemezi a
munkakat, igy T+ p; /s, > T + p;/sk+1, azaz ez a befejezési id6 nem kisebb,
mint a k + 1-edik munka befejezési ideje lenne az M, gépen. Viszont az a
befejezési id6 nem kisebb, mint a toltés az M, gépen mivel a k+1-edik munkéat
az LPT M,-re rakta. Fzzel belattuk, hoyg ezen munkaknak sem érdemes
gépet valtani, azaz igazoltuk, hogy a kapott iitemezés Nash egyensiily.

2. Forgalomiranyitasi (nematomi) jaték

Ebben a modellben az iitemezett forgalomban résztvevs jatékosok késedelmét
egy bonyolultabb modellben vizsgaljuk. A forgalomiranyitasi jatékban adott
egy halozat, ami egy iranyitott G = (V, E) graf. A grafban megengedjiik,
hogy két pont kozott tobb él is vezessen. Tovabba adottak (s1,t1,71), ..., (Sk, te, Tx)
igények, amik arra vonatkoznak, hogy a halézatban szallitsunk el r; adatmen-
nyiséget az s; pontbdl a t; pontba. A tovabbiakban P; jeloli az s;-bdl t;-be
vezetd utak halmazat. A forgalom koltségét az élekhez rendelt koltségfiig-
gvények adjak meg, minden élhez definialt egy c.(x) nemnegativ, folytonos,
monoton novekvs koltségfiiggvény, amely azt adja meg mekkora az élen a
késedelem, ha az élen dtmené forgalom x. Tehat egy forgalomirdnyitasi
jatékot egy (G, r, c) harmas definial.

A nematomi jatékban az egyes igények nem egy-egy jatékosnak felelnek
meg, hanem minden igényhez nagyon sok jatékos tartozik, az egyes jatékosok
altal igényelt adatmennyiség tetszGlegesen kicsi lehet. Ennek megfelelGen az
r; adatmennyiséget tetszdlegesen szétoszthatjuk a P; halmazba esé utakon.
A jaték egy megoldasa egy hélézati folyam lesz, ahol minden élre megad-
juk az élen atmend adatmennyiséget (ami az élen atmend utakhoz rendelt
adatmennyiségek Osszege).

A Nash egyensiilyi helyzet definidlasdhoz jelolje egy tetszéleges f folyamra
az e élen atmengd teljes adatmennyiséget f.. Ekkor az él késedelemi koltsége
ce(fe). Tovabba egy P 1t koltsége cp(f) = YeepCe(fe) az utra esd élek
Osszkoltsége. Egy folyam Nash egyensuly, ha egyik jatékosnak sem éri meg
valtoztatni az altala valasztott utvonalon, feltéve, hogy a tobbi jatékos nem
valtoztat, azaz P; egyetlen kivalasztott utjarol sem érdemes attérni egy Kkis



résznek egy méasik P;-beli ttra. Ez a c. fliggvények folytonossaga miatt az
alabbi formélis definiciohoz vezet.

Definicié Egy (G, r, ¢) nematomi forgalomiranyitasi jatékra egy f folyam
Nash egyensuly, ha minden i-re minden olyan P, P’ € P; utra, ahol P-hez
adatforgalom van rendelve cp(f) < cp(f).

A Nash egyenstly egy oncéla egyenstilyi helyzet, amelyben minden jatékos
csak a sajat céljat veszi figyelembe. A szociélis optimum ezzel szemben
egy koordinalt megoldas, amely a teljes koltséget minimalizdlja. A forga-
lomiranyitési jatékban egy folyam teljes koltségét a > c i fe-ce(fe) Osszeg adja
meg (az adott e élen a késedelem c.(f.) és ezt f. adatmennyiség, azaz jatékos
szenvedi el). Tehat az optimélis folyam az, ami ezt a célfiiggvényt minimal-
izalja. Az anarchia és a stabilitas ara azt vizsgalja mennyivel kaphatunk jobb
eredményt a koordinalt optimalis megoldasban, mint a koordinalatlan Nash
egyensulyban.

Definicié Egy (forgalomiranyitasi) jatékban az anarchia éra a Nash egyen-
sulyi helyzetekben szamolt teljes koltségeknek és a szocialis optimum teljes
koltségének a hanyadosanak a maximuma.

Definicié Egy (forgalomiranyitasi) jatékban a stabilitas dra a Nash egyen-
sulyi helyzetekben szamolt teljes koltségeknek és a szocialis optimum teljes
koltségének a hanyadosanak a minimuma.

Pigou példa Vegyiik a hélozatot, ahol két él van s és t kozott, a felsd
él koltsége 1, az also él koltsége x. Egy egységnyi adatmennyiséget kiildiink
valamennyi ¢ mennyiséget kiildiink a felsg élen, akkor ott a koltség 1, alul a
koltség 1 — e, tehat a folyam nem Nash egyensuly. Igy az egyetlen egyenstlyi
helyzet, ha a teljes forgalom az als6 élen megy. FEnnek teljes koltsége 1.
Igazolhato, hogy a szocidlis optimum a forgalom felét a felss, felét az alsod
élen kiildi. Ennek teljes koltsége 1/2 -1+ 1/2-1/2 = 3/4. Tehat erre a
példara mind az anarchia mind pedig a stabilitas ara 4/3.

Braess paradoxon Vegyiik a halozatot, ahol négy pont van s,u,v,t és
négy él (s,u), (s,v), (u,t), (v,t). Az élek kéltségfiiggvényei c(s ) = cy) =
€S C(sp) = Cur) = 1. Egy egységnyi adatmennyiséget kiildiink at a nematomi
hogy a forgalom fele a fels6 uton (s,u,t) a masik fele az als6 uton (s,v,t)
megy, ekkor mindkét lehetséges tton egyenls a késedelem. Az egyensiilyban
mindkét aton 1+ 1/2 a késedelem, igy a teljes koltség 3/2.



Most vegytink fel egy j 0 koltségi (u,v) élet a halozatba. Ekkor az
egyetlen Nash egyensuly a teljes forgalmat az s, u,v,t aton kiildi. Az 4j él
miatt a régi Nash egyensily nem egyensilyi helyzet, mert abban az s, u,v,t
it koltsége 1, ami kisebb, mint a hasznalt utak koltsége. Az tton a késedelem
2, és a teljes késedelem is 2. Tehat a 0 koltségi él felvétele névelte a Nash
egyensuly koltségét.

A megoldas létezésének vizsgalatahoz felhasznalhatoak a marginalis kolt-
ségfiiggvények. Egy c.(x) élkoltséghez a marginalis élfiiggvény x - c.(x) de-
rivaltja, azaz c*.(x) = (x - c.(z))’. A marginalis célfiiggvényekre teljesiil a
kovetkezs érdekes Osszefiiggés.

Marginalis élkoltségek lemmaja Legyen (G, r, ¢) egy olyan nematomi
jaték, amelyben minden e élre x-c. () konvex és folytonosan differencialhato.
Ekkor egy f* folyam akkor és csak akkor szocialis optimum a (G, r, ¢) jatékra
nézve, ha Nash egyensily a (G,r,c*) jatékra nézve, ahol ¢* a marginalis
koltségfiiggvényeket jeloli.

A lemma alapjan (a vizsgalt koltségeket véve a marginalis célfiiggvényeknek
és az integralt értékek minimumat keresve) igazolhato a kovetkezd tétel.

Unicitas és egzisztencia tétel Legyen (G, 7, c) egy nematomi forga-
lomiranyitasi jaték. Ekkor

e A jatéknak van legalabb egy Nash egyensulyi helyzete.

e Ha f és f’ Nash egyensulyi helyzetek, akkor c.(f.) = c.(f.) teljesiil
minden e élre.
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