1. Feladat Vegyiik 3 linkre és 3 jatékosra a terheléselosztasos jatékot,
ahol mindharom jatékos 1 adatmennyiséget akar atkiildeni, és mindharom
linknek a sebessége 1. Igazoljuk, hogy a koordinéiciés hanyados legalabb
51/27, felhasznalva azt a Nash egyenstlyt, amelyben mindharom jatékos 1/3
valoszintiséggel valasztja az Osszes linket.

Megold A szocialis optimumban az i-edik jatékos az i-edik linket hasznalja,
és a koltség 1. Vizsgaljuk meg az adott Nash egyensilyra az E(max C})
értéket. A max(C; = 1 eset akkor &all fenn, ha mindharom jatékos kiilon-
boz6 linket valaszt, ez a 27 lehetséges kivalasztas (mindharom jatékosnak 3
lehetGsége van) koziil 6 = 3! esetben all fenn, tehat Pr(maxC; = 1) = 6/27.
A max C; = 3 eset akkor all fenn, ha mindharom jatékos ugyanazt a linket
valasztja, ennek a valoszintisége minden linkre 1/27, igy Pr(maxC; = 3) =
3/27. Mivel a maximum 3 lehetséges értéket vehet fel, ezért Pr(maxC; =
2) = 18/27. Kovetkezésképpen E(maxCy) =1- % +2- £ +3- 2 =31

2. Feladat Vegyiik 3 linkre és 4 jatékosra a terheléselosztasos jatékot,
ahol mindharom jatékos 1 adatmennyiséget akar atkiildeni, és mindharom
linknek a sebessége 1. Igazoljuk, hogy a koordinéciés hanyados legalabb
192/162, felhasznalva azt a Nash egyensulyt, amelyben mindhérom jatékos
1/3 valoszintiséggel valasztja az Osszes linket.

Megold A szocialis optimumban valamelyik linket két jatékosnak kell
hasznalnia, igy a koltség 2. Vizsgaljuk meg az adott Nash egyensulyra az
E(max C;) értéket. A max C; = 4 eset akkor &ll fenn, ha mind a 4 jatékos
ugyanazt linket valasztja, ez a 81 lehetséges kivalasztas (mind a négy jatékos-
nak 3 lehet6sége van) koziil 3 esetben all fenn, tehat Pr(max C; = 4) = 3/81.
A max(C; = 3 eset akkor &ll fenn, ha pontosan harom jatékos valasztja
ugyanazt a linket. Ennek a valoszintisége egy adott linkre 8/81, mivel né-
gyféleképpen valaszthatd ki melyik 3 jatékos valasztja ezt a linket, és a ki-
marado jatékos a fennmarado két mésik link koziil valaszthat. Tehat mivel 3
lehet&ség van a linkre, amelyen az adatmennyiség 3, ezért Pr(max C; = 3) =
24/81. Mivel a maximum 3 lehetséges értéket vehet fel, ezért Pr(maxC; =
2) = 54/81. Kovetkezésképpen E(maxCy) =231 +3- 2 +4. 2 =12

3. Feladat Hatarozzuk meg a marginalis élkoltségekre vonatkozo lemma
alapjan a Pigou féle példa optimalis megoldésat.

Megold A marginalis élkoltség az e élen xc.(x) figgvény derivaltja, igy
a Pigou példa esetén a fels6 élen 2/ = 1, az als6 élen (2?) = 2x. Ezen



élkoltségek mellett a Nash egyensuly az, amelyben mindkét élen ugyanaz a
koltség, azaz az az allapot, amikor az adatmennyiség fele a felss élen, fele az
also élen megy. Kovetkezésképpen az eredeti hdlozati jatéknak ez az optimélis
megoldasa.

4. Feladat A nemlinearis Pigou feladatban szintén két él van s és t
kozott, a fels6 él koltsége 1, az alsod él koltsége xP. Egy egységnyi adatmen-
nyiséget kiildiink at az oszthato forgalomiranyitasi jatékban s és t kozott.
Hatarozzuk meg a Nash egyensulyi helyzetet, és a marginalis élkoltségekre
vonatkoz6 lemma alapjan az optimalis megoldast.

Megold: Miként a linearis Pigou példéban itt is fennéll, hogy ha barmekko-
rra adatmennyiséget a felsé élen kiildiink, akkor abbdl egy kis részt atrakva
az also részre, annak a koltsége csokken (1 helyett valami 1-nél kisebb érték
lesz). Tehat egyetlen Nash egyenstlyi helyzet van, amelyben a teljes forgal-
mat az alsé élen kiildjiik, ennek koltsége 1- 17 = 1. Az optimélis megoldas
megadéasahoz szamoljuk ki a marginélis élkoltségeket. A felss élen ez 2’ = 1,
az als6 élen ez (z-29)" = (d+1)x?. Ezen élkoltségek mellett a Nash egyenstly
az, amelyben mindkét élen ugyanaz a koltség, azaz az az allapot, amikor az
adatmennyiség 1 — (1/(d+1))"¢ a fels6 élen, (1/(d+1))/? az alsé élen megy.
Kovetkezésképpen az eredeti halozati jatéknak ez az optimalis megoldasa.
Megjegyezziik, hogy az alsé élen az atkiildott mennyiség 1-hez tart, ha d tart
a végtelenbe, viszont a koltsége 0-hoz. Ebbol adodik, hogy az anarchia éra
tartani fog a végtelenhez.

5. Feladat Vegyiik a halozatot, ahol két él van s és t kozott, a felsd él
koltsége 1, az also él koltsége 2z. Egy egységnyi adatmennyiséget kiildiink
a Nash egyensilyi helyzetet, és a marginélis élkoltségekre vonatkozo lemma
alapjan az optimalis megoldast.

Megold Nash egyensiily akkor all fenn, ha a két élen megegyeznek a kolt-
ségek, ellenkezs esetben a dragabb élrél megérné atvaltani a felhasznéloknak.
Tehat a Nash egyensiilyban az adatmennyiség fele a felsg élen, fele az also
élen megy. Az optimalis megoldas meghatérozasahoz vegyilik a marginélis
koltségeket, a felsé élen 2’/ = 1 az also élen (222)" = 4x. A Nash egyenstlyi
helyzetben a koltségek megegyeznek, igy a forgalom negyed megy az alsod
élne, a forgalom 3/4 része megy a felss élen. Tehéat ez az eredeti jatékban az
optimélis megoldas, aminek koltsége 3/4-1+1/4-1 = 1.



6. Feladat Vegyiik a halozatot, ahol két él van s és t kozott, a felss él
koltsége 2z, az also ¢l koltsége 22. Egy egységnyi adatmennyiséget kiildiink
a Nash egyenstlyi helyzetet, és a marginalis élkoltségekre vonatkozo lemma
alapjan az optimalis megoldast.

Megold A Nash egyensulyi helyzetben a két parhuzamos élen megegyezik a
koltség (kiilonben a kisebb koltségt élr6l megérné véaltani). Tehat az z+y = 1
és 2x = y? egyenletekbdl allo egyenletrendszert kell megoldanunk. Ennek
megoldésa © = 2 — /3 és y = V3 — 1, tehat a Nash egyenstlyban a forgalom
2—+/3-ad része megy a felsd élen és a V3—1-ed része az also élen. Az optimaélis
megoldashoz szamoljuk ki a marginalis koltségeket, ez a felss élen (22%) = 4x
az als6 élen (23) = 322 A marginalis koltségek Nash egyensilyahoz az
x4y =1 és 4z = 3y? egyenletrendszert kell megoldanunk. Ennek megoldasa
x =1/3 ésy =2/3, igy az optimalis megoldasban a forgalom 1/3 része megy
a fels6 és 2/3 része az also élen.



