1. Online kiszolgal6elhelyezés
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fogalméra. Egy (M, d) parost, ahol M a metrikus tér pontjait tartalmazza,
d pedig az M x M halmazon értelmezett tavolsagfiiggvény metrikus térnek
neveziink, ha a tavolsagfiiggvényre teljesiilnek az alabbi tulajdonsidgok

e d(x,y) > 0 minden z,y € M esetén,

e d(x,y) =d(y,x) minden x,y € M esetén,

o d(z,y) +d(y,z) > d(x,z) minden z,y,z € M esetén,
e d(z,y) = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha x = y.

A konstans koltségt kiszolgaloelhelyezési feladatban adottak egy metrikus
térben sq,..., s, kérések, amelyek a metrikus tér pontjai. Az algoritmusnak
kiszolgalokat kell elhelyezni a metrikus tér pontjaiba. A cél a kiszolgalés teljes
koltségét minimalizalni, amely koltség az alabbi két részkoltség Osszege:

o A kiszolgalok elhelyezési koltsége: egy f konstans szorozva a kiszolgalok
szamaval.

o A kérések kiszolgalasi koltsége: >-°, minj—i _d(s;,p;), ahol a kis-
zolgalok a py,...,pr pontokban vannak. (Egy kérés kiszolgalasanak
a koltsége a legkdzelebbi ponttol valo tavolsaga.)

Az online kiszolgaloelhelyezési feladatban a kérések egyenként jonnek és
az egyes kérések érkezése utan kell eldonteniink, hogy vesziink e 1j kiszolgalot.
A feladat megoldasdra Meyerson a kévetkezd egyszeri véletlenitett algorit-
must javasolta.i

Meyerson algoritmusa Legyen a kérés tavolsaga a legkozelebbi kis-
zolgalotol d, és legyen p = min{d/f,1}. Vegyiink a kérés helyén egy 1j
kiszolgalot p valosziniiséggel.

Véletlenitett algoritmusok esetén egy adott inputra az erdemény nem egy
adott érték, hanem egy valoszintiségi valtozo, amely fiigg az algoritmus altal
hasznalt véletlen dontések kimenetelétsl. Ennek megfelelen a versenyképes-
ség fogalmat is modositani kell, az eerdmény varhatd értékét felhazsnélva.
Egy R véletlenitett online algoritmus c-versenyképes, ha E(R([)) < COPT(I)
teljesiil minden [ inputra. Az algoritmusra a kovetkezo allitasok teljesiilnek:



Tétel: Meyerson algoritmusa O(logn) versenyképes, ahol n a kérések
szama.

Bizonyitds: Megtalalhato [1]-ben.

Az alabbi allitas is igaz, amelynek bizonyitasa tilmutat a kurzus keretein.

Tétel Amennyiben az inputsorozaton a végrehajtas elGtt egy egyenletes
eloszlas alapjan valasztott permutaciot is végrehajtunk, akkor ezen inputokra
a Meyerson féle algoritmus konstans versenyképes.

Bizonyos online alkalmazasokban el6fordulhat, hogy a megvasasarolt kis-
zolgalo helyét nem kell véglegesen rogziteniink, az mozgathaté. Amennyi-
ben a mozgatas ingyenes a kovetkezG algoritmust hasznalhatjuk a kiszolgélas
soran.

OPTMASOL algoritmus Hatarozzuk meg az inputra az optimalis me-
goldést.

Amennyiben az optimélis megoldas legalabb annyi kiszolgaloét hasznal,
mint ahanyat eddig az OPTMASOL algoritmus véasarolt, akkor vegyiink ]
kiszolgalokat, annyit ahany hianyzik az optimalis megoldas altal hasznalt kis-
zolgadloszamhoz. Majd mozgassuk ezeket az optimélis megoldasban szerepld
helyekre.

Amennyiben az optimalis megoldas kevesebb kiszolgalot hasznal, mint
ahanyat eddig az OPTMASOL algoritmus vasarolt, akkor oldjuk meg az
adott kiszolgaloszam melletti optimalis kiszolgalas feladatat (k-median fela-
dat) az online algoritmus altal mar megvett kiszolgaloszamra, és mozgassuk
a kiszolgalokat a megoldasban szerepld helyekre.

Az algoritmusra a kdvetkezé allitasok teljesiilnek.

Tétel OPTMASOL 2-versenyképes. Amennyiben a metrikus tér a egyenes
OPTMASOL 3/2-versenyképes.

[gazolhat6 az aldbbi als6 korlat ebben a modellben.

tétel Nincs olyan online algoritmus, ami C-versenyképes valamely C' <
(V13 4 1)/4 ~ 1.15 esetén.

Bizonyitds: Vegyiink egy A online algoritmust és tegyiik fel, hogy C-
versenyképes valamely C' < (v/13+1)/4 szamra. Vegyiik a kovetkezs inputot:
s1=5y=0,83=54=7r=(v13—1)/4 (ekkor 1/2 < r < 1). Ha A csak egy
kiszolgédlot vesz, akkor a teljes kdltsége legalabb 2r+1, az optimélis koltség 2.
Ekkor a sorozat véget ér és Cy(04)/Copr(os) = (2r+1)/2 = (/13 +1)/4 >
C, ami ellentmondas.

Tehat feltehetjiik, hogy A legalabb két kiszolgalot vesz. FEkkor az in-
putot s5 = sg = s7 = r/2 fejezi be. Az optiméalis megoldas egyetlen kis-



zolgalot hasznal az r/2 pontban, igy Copr(o7) = 2r + 1. Masrészt A-nak
méar van legaldbb két kiszolgaldja, igy a koltsége legalabb 2 + r. Tehat
Culo7)/Copr(or) = (2+7)/(2r +1) = (/13 +1)/4 > C, ami ismét el-
lentmondés.

2. A k-szerver probléma

Az egyik legismertebb on-line probléma a k-szerver probléma. A k-szerver
probléméban adott egy metrikus tér, és van k darab szerveriink, amelyek a
térben mozoghatnak. A probléma soran a tér pontjaibol allo kérések egy
listajat kell kiszolgélni azaltal, hogy a megfelel6 kérések helyére odakiildiink
egy-egy szervert.

A probléma on-line, ami azt jelenti, hogy a kéréseket egyenként kap-
juk meg, és az egyes kéréseket a tovabbi kérések ismerete nélkiil azok érke-
zése el6tt kell kiszolgalnunk. A cél a szerverek altal megtett Gssztavolsag
minimalizadldsa. Ezen modellnek és specialis eseteinek szamos alkalmazésa
van. A tovabbiakban azt a metrikus tér pontjaibol all6 multihalmaz, amely
megadja mely pontokban helyezkednek el a szerverek (azért kell multihal-
mazokat hasznalnunk, mert egy pontban tobb szerver is lehet) a szerverek
konfigurdciojinak nevezziik.

Az els6 fontos eredményeket a k szerver problémara Manasse, McGeoch
és Sleator érték el. A probléma megoldasara javasolt elsé eljaras a kovetkezd
Egyensily algoritmus, amelyet a tovabbiakban ES-el jelolink. Az eljaras
soran a szerverek mindig kiilonb6z6 pontokban helyezkednek el. Az algorit-
mus futisa sordn minden szerverre szamon tartja, hogy az aktuélis id6pontig
Osszesen mekkora tavolsdgot tett meg. Jelolje rendre sy, ..., s, a szervereket
és a pontokat is, ahol a szerverek elhelyezkednek. Tovabbé jelolje Dy, ..., Dy
rendre a szerverek altal az adott idGpontig megtett 6sszutat. Ekkor, amen-
nyiben egy P pontban megjelenik egy kérés akkor a ES algoritmus azt az ¢
szervert valasztja a kérés kiszolgalasara, ahol a D; + d(s;, P) érték minimé-

lis. Tehat az algoritmus szamon tartja a szerverek S = {sy,..., sy} szerver
konfiguraciojat, és a szerverekhez rendelt tavolsagokat, amelyek kezdeti ér-
tekei Dy = ... = Dy = 0. Ezt kovetSen a algoritmus egy I = Py,..., P,
pontsorozatra a kévetkez6képpen fut

ES(I)

forj=1ton

7 = argmin{Di + d(siv Pj)}



szolgéljuk ki a kérést az i-edik szerverrel
Di = Dz + d(8i7 P])
S; ‘= P]

Példa Tekintsiik a kétdimenziés Euklédeszi teret, mint metrikus teret.
A pontok (z,y) valos szamparokbol allnak, két pontnak a,b ¢, d-nek a té-
volséga \/(a — )2+ (b—d)? Legyen két szerveriink kezdetben a (0,0) és
(1,1) pontokban. Kezdetben Dy = Dy =0, 51 = (0,0), so = (1,1). Az els6
kérés legyen az (1,4) pontban. Ekkor D; + d((0,0)(1,4)) = V17 > Dy +
d((1,1)(1,4) = 3, igy a masodik szervert hasznéljuk és a kérés kiszolgalasa
utan Dy =0, Dy = 3, 51 = (0,0), s2 = (1,4) teljesiil. Legyen a masodik kérés
(2,4), ekkor Dy4d((0,0)(2,4)) = v/20 > Dy+d((1,4)(2,4) = 3+1 = 4, igy is-
mét a mésodik szervert hasznaljuk, és a kérés kiszolgalasa utén Dy = 0, Dy =
4, s1 = (0,0), so = (2,4) teljesiil. A harmadik kérés legyen ismét az (1,4)
pontban, ekkor Dy + d((0,0)(1,4)) = V17 < Dy +d((2,4)(1,4) =4 +1 =5,
igy az elsG szervert hasznaljuk és a kérés kiszolgalasa utan Dy = /17, Dy = 4,
s1=(1,4), s5 = (2,4) teljesiil.

Az algoritmus hatékony specialis terek esetén, miként ezt a kovetkezs
allitas mutatja. A tétel bizonyitasat nem ismertetjik.

tétel Amennyiben a metrikus tér k + 1 pontot tartalmaz, akkor az ES
algoritmus enyhén k-versenyképes.

Az aldbbi allitds mutatja, hogy a k-szerver problémara altalaban nem
adhaté meg k-versenyképesnél jobb algoritmus.

tétel Nincs olyan legaldbb k + 1 pontbol dllo metrikus tér, ahol me-
gadhato olyan on-line algoritmus, amelynek kisebb a versenyképességi hanya-
dosa, mint k.

Bizonyitds Tekintsiink egy tetszéleges legaldbb k£ + 1 pontbol all6 teret,
és egy tetszdleges on-line algoritmust. Jelolje az algoritmust ONL, a ponto-
kat ahol kezdetben ONL szerverei allnak Py, Ps, ..., Py, a térnek egy tovabbi
pontjat jeldlje Pyiq. Vegyiik kéréseknek egy hosszi I = )4, ...,Q, soro-
zatat, amelyet gy kapunk, hogy a kdvetkez6 kérés mindig a Py, Ps, ..., Priq
pontok koziil abban a pontban keletkezik, ahol a ONL algoritmusnak nem
tartozkodik szervere.

Vizsgaljuk els6ként a ONL([) koltséget. Mivel a @; pont kiszolgalasa
utan a ;41 pont lesz szabad, ezért a (); pontot mindig a );41 pontban allo
szerver szolgalja ki, igy a kiszolgalas koltsége d(Q);, Q;+1). Kovetkezésképpen



7j=1

ahol @)1 azt a pontot jeloli, ahol az n+ 1-edik kérés lenne, azaz azt a pontot,
amelyrdl kiszolgaltuk az n-edik kérést.

Most vizsgaljuk a OPT(I) koltséget. Az optimadlis off-line algoritmus
meghatarozasa helyett definidlunk £ darab off-line algoritmust, és ezek kolt-
ségeinek az adtlagat hasznéljuk, mivel mindegyik algoritmus koltsége legalabb
akkora mint a minimélis koltség, ezért a koltségek atlaga is fels6 korlatja lesz
az optimalis koltségnek.

Definialjunk & darab off-line algoritmust, jelolje 6ket OFF, ... OFF.
Tegyiik fel, hogy a kiindulasi allapotban az OF'F; algoritmus szerverei a
Py, P, ..., P, pontok koziil a P; pontot szabadon hagyjak, és a halmaz
tovabbi pontjainak mindegyikén egy szerver helyezkedik el. Ez a kiindulasi
allapot elérhets egy C; konstans extra koltség felhasznalasaval.

A kérések kiszolgalasa a kdvetkezGképpen torténik. Ha a (); ponton van
az OF'F; algoritmusnak szervere, akkor nem mozgat egyetlen szervert sem,
ha nincs, akkor a (Q;_; ponton levs szervert hasznalja. Az algoritmusok
jol definidltak, hiszen ha nincs szerver a (); ponton, akkor a P, P, ..., Priq
pontok mindegyikén, igy ();_1-en is van szerver. Tovabbé a (); = Py, ponton
az OFF; algoritmusok mindegyikének all szervere a kezdeti konfiguracioban.

Vegyiik észre, hogy az OFF,,..., OFF) algoritmusok szerverei rendre
kiilonb6z6 konfiguraciokban vannak. Kezdetben ez az allitas a definicio alap-
jan igaz. Utana a tulajdonsag azért marad fenn, mert amely algoritmusok
nem mozditanak szervert a kérés kiszolgélasara, azoknak a szerver konfi-
guracioja nem valtozik. Amely algoritmusok mozgatnak szervert, azok a
(Q;_1 pontrol viszik el a szervert, amely pont az el6z6 kérés volt, igy ott min-
den algoritmusnak van szervere. Kdvetkezésképp ezen algoritmusok szerver
konﬁguraci()ja nem &llitodhat azonos pozicioba olyan algoritmus szerver kon—
is mozgatna Qz,l r6l Q;-be a szervert azok szerver konﬁguramma se valhat
azonossa, hisz a mozgatast megel6zéleg kiilonbo6z6 volt.

Kovetkezésképp egy () kérés esetén, minden OFL'; algoritmusra maés
a szerver konfiguricié. Tovabba minden konfiguracionak tartalmaznia kell
Qi—1-et, tehat pontosan egy olyan OFF; algoritmus van, amelynek nincsen
szervere a (); ponton. Tehdt a @); kérés kiszolgalasanak a koltsége az OFF;
algoritmusok egyikénél d(Q;_1,@;) a tobbi algoritmus esetén 0.



Kovetkezésképp

n

k
> OFF (1) = C+ 3 d(Qi, Qina),
j=1 i=2
ahol C' = Zé?zl C; egy az input sorozattdl fiiggetlen konstans, amely az off-
line algoritmusok kezdeti konfiguracidinak beallitasanak koltsége.
Masrészt az off-line optimalis algoritmus koltsége nem lehet nagyobb se-
melyik off-line algoritmus koltségénél sem, igy k- OPT(I) < Z?Zl OFF;(I).
Kovetkezésképpen

k-OPT(I) < C+ Zn:d(Qz‘yQi—ﬁ < C'+ ONL(I),
i=2

amely egyenl6tlenséghdl kovetkezik, hogy az ONL algoritmus versenyképes-
ségi hanyadosa nem lehet kisebb, mint k, hiszen az inputsorozat hossztsagé-
nak novelésével a OPT(I) érték tetszdlegesen nagy lehet.

Az altalanos probléma vizsgalata mellett a probléma speciélis eseteit sza-
mos dolgozatban vizsgaltdk. Amennyiben barmely két pont tavolsaga 1,
akkor a lapozasi probléma on-line valtozatdhoz jutunk, amely a szamitogé-
pek memoriakezelését modellezi. Egy masik vizsgalt specidlis tér az egyenes.
Az egyenes pontjait a valos szamoknak feleltetjiik meg, és két pontnak a-
nak és b-nek a tavolsdga |a — b|. Erre az esetre, ahol a metrikus tér egy
egyenes, Chrobak és Larmore kifejlesztett egy k-versenyképes algoritmust,
amelyet dupla lefedd algoritmusnak neveziink. Az algoritmus a P kérést a
P-hez legkozelebb es6 s szerverrel szolgéalja ki, és amennyiben vannak szer-
verek P-nek az s-el atellenes oldalan is, akkor azon szerverek koziil a P-hez
legkozelebbit d(s, P) egységnyit mozditja P fele. A tovabbiakban a dupla
lefedd algoritmust DI.-el jeloljiik.

Példa Tegyiik fel, hogy harom szerveriink van, s, s9, s3 amelyek az egyenes
0,1, 2 pontjaiban helyezkednek el. Amennyiben a kovetkezd kérés a 4 pontban
jelenik meg, akkor DL a legkozelebbi sz szervert kiildi a kérés kiszolgalésara
a tObbi szerver helye nem valtozik, a koltség 2 és a kérés kiszolgaldsa utan a
szerverek a 0, 1,4 pontokban lesznek. Amennyiben ezt kivetGen a kovetkezd
kérés a 2 pontban jelenik meg, akkor DL a legkdzelebbi s, szervert kiildi a
kérés kiszolgalasara, de mivel a kérés masik oldalan is van szerver, ezért ss is
megtesz egy egységnyi utat a kérés felé, igy a koltség 2 és a kérés kiszolgalasa
utan a szerverek a 0,2, 3 pontokban lesznek.



A DL algoritmusra teljesiil a kovetkezd allitas.
tétel A DL algoritmus k-versenyképes ha a metrikus tér eqy egyenes.

Bizonyitds Vegyiink egy tetszbleges sorozatat a kéréseknek, jeldlje ezt az
inputot I. Az eljaras elemzése soran feltételezziik, hogy parhuzamosan fut a
DL algoritmus és egy optimalis off-line algoritmus. Szintén feltessziik, hogy
minden kérést els6ként az off-line algoritmus szolgal ki, utdna pedig az on-line
algoritmus. Az on-line algoritmus szervereit és egyben a szerverek pozicioit,
(amelyek valos szamok az egyenesen) si, ..., s jeloli, az optimalis off-line
algoritmus szervereit és egyben a szerverek pozicioit xq, ...,z jeloli. Mivel
a szerverek rendszeres atjelolésével ez elérhetd feltételezziik, hogy s; < s5 <
oSS és xp <o < ... < 2 mindig teljesiil.

A tétel allitasat a potencialfiiggvény technikajaval igazoljuk. A poten-
és az off-line koltségeket a potencidlfiiggvény valtozasainak alapjan hasonlit-
juk Gssze. Legyen a potencialfiiggvény

k
¢ = ]{32 |ZL'Z' — $i| + Z(Sj — Si).
i=1 i<j
Az alabbiakban igazoljuk, hogy a potencidlfiiggvényre teljesiilnek az alabbi
allitasok.

e Amig OPT szolgalja ki a kérést, addig a potencidlfiiggvény novekedése
legfeljebb k-szor az OPT szerverei altal megtett tavolsag.

e Amig DL szolgalja ki a kérést, addig ® legalabb annyival csékken, mint
amennyi a kérés kiszolgalasanak koltsége.

Amennyiben a fenti tulajdonsagok teljesiilnek, akkor a tétel allitasa ko-
vetkezik, hiszen ebben az esetben adédik, hogy ®,—®y < k-OPT(/)—DL(I),
ahol @, és & a potencidlfiiggvény kezdeti és végsd értékei. Mivel a poten-
cialfiiggvény nemnegativ, ezért adodik, hogy DL(I) < kOPT(I) + @y, azaz
azt kapjuk, hogy a DL algoritmus enyhén k-versenyképes.

Most igazoljuk a potencialfiiggvény tulajdonsagait.

Els6ként vizsgaljuk azt az esetet, amikor OPT valamely szervere d ta-
volsadgot mozog. Ekkor a potencialfiiggvényben szerepld elsé rész legfeljebb
kd-vel novekszik a masodik rész nem valtozik, tehat az elsé tulajdonsaga a
potencialfiiggvénynek valoban fennall.



Most vizsgaljuk DL szervereit. Legyen P a kérés melyet ki kell szolgalni.
Mivel els6ként OPT szolgalta ki a kérést, ezért z; = P valamely szer-
verre. Most kiilonbéztessiink meg két esetet DL szervereinek elhelyezke-
désétdl fiiggden.

Els6ként tegyiik fel, hogy minden szerver P-nek ugyanarra az oldalara
esik. Feltehetjiik, hogy minden szerver pozicioja nagyobb P-nél, a masik
eset teljesen hasonld. Ekkor s; a legkozelebbi szerver P-hez és DL si-et
kiildi P-be, méas szervert nem mozgat. Tehat DL koltsége d(s;, P). A po-
tencialfiiggvényben szerepld els§ Osszegben csak az |x; — s1| tag valtozik és
ez csOkken d(sp, P) egységgel, tehat az elsG rész csokken kd(sy, P) egység-
gel. A masodik tag novekszik (k—1)d(s1, P) egységgel, igy ® értéke csdkken
d(s1, P) egységgel.

Most tekintsiik a masik esetet! Ekkor P-nek mindkét oldalara esik szerver,
legyenek ezek a szerverek s; és s;,1. Tegyiik fel, hogy s; esik kdzelebb P-hez,
a masik eset teljesen hasonlo. Tehat DL koltsége 2d(s;, P). Vizsgéaljuk a
potencialfiiggvény els6 részének valtozasait! Az i-edik és az i + 1-edik tag
valtozik. Az egyik tag novekszik, a masik csokken d(s;, P) egységgel, tehat
az els rész Osszességében nem valtozik. A & fiiggvény masodik részének
valtozasa

d(si, P)(= (k=) + (@ —1)— () + (k= (i+1))) = —2d(s;, P).

Tehat ebben az esetben is fennall a potencialfiiggvény méasodik tulajdonsaga.
Mivel tobb eset nem lehetséges ezért igazoltuk a potencialfiiggvény tulaj-
donséigainak fennalldsat, amivel a tétel allitasat is bebizonyitottuk.

[1] A. Meyerson: Online Facility Location. Prooceedings of FOCS 2001,
426-431, 2001.
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